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当 我 们 同 着 日 益 临 近 的 21 世纪 走 去 的 时 候 , 一 部 已 闭 一 一 《数学 辞海 ) 将 要 面世 了 .这 
ERE 200 余 所 高 等 院 校 、 科 人 研 机 构 ， 数 以 干 计 的 数学 家 、 数 学 工作 者 共同 劳动 的 结晶 ， 
是 一 件 影响 深远 的 大 事 ，。 | 

还 是 在 本 世纪 同上 一 世纪 交接 的 1900 年 ， 硕 尔 但 特 就 以 23 个 数学 问题 作为 送 旧 迎 
新 的 礼物 ,高瞻远瞩 地 指引 | 着 20 世纪 数学 发 展 的 石 干 重 杰 进程 。 如今，20 世纪 的 帷幕 行 
将 落下 , 我 们 惊喜 地 看 到 ,在 这 百年 间 , 数学 已 经 发 生 了 多 人 么 巨大 的 变化 ! 人 们 对 数学 的 
认识 更 深刻 了， 数学 的 分 文 更 多 了 ， 数 学 的 广 雄 和 深度 ， 都 远 远 超出 了 本 世纪 初 的 预料 。 
寞 军 突起 的 新 科学 和 新 技术 ， 诸如 计算 机 科学 、 航 天 技术 、 生 命 工 程 、 数 字 通 信 以 及 新 能 
源 的 开发 、 新 材料 的 应 用 等 ， 无 不 需要 数学 ， 社 会 科学 和 人 文科 学 的 经 济 、 教 育 、 话 言 、 
考古 等 领域 , 也 开始 与 数学 结 下 不 解 之 缘 。 所 有 这 些 学 村 在 向 数学 索取 的 同时 , 也 都 在 某 
一 方面 推动 和 改变 着 数学 。 数 学 已 经 发 展 成 为 内 涵 广 泛 的 数学 科学 。 数 学 是 大 自然 的 语 
言 , 义 是 人 类 社会 生活 中 各 种 关系 的 高 度 概括 。 数 学 在 现实 世 罪 中医 取 模 型 , 扩大 了 目 己 
的 外 延 , 同时 展现 了 新 的 内 涵 、 新 的 抽象 。 如 琳 说 古 硕 脐 和 古代 中 国 的 数学 只 是 涓涓 细 流 ， 
PA, SRZMSFCRICE TREN RILA . 

一 个 人 可 以 学 贯 中 西 , 但 无 法 懂得 现代 数学 的 方方面面 , 向 社会 变革 的 进程 和 新 技术 
的 浪潮 却 迫 使 人 们 学 习 和 应 用 更 多 的 数学 。 解决 这 个 矛盾 的 办 法 之 一 , 目 然 是 编 药 一 部 大 
型 的 数学 工具 书 。《 数 学 辞海 》 正 是 在 这 样 的 时 代 需 求 背 景 乙 下 应 运 而 生 的 .有 了 这 种 巨大 
的 推动 力量 , 它 才 能 克服 种 种 艰难 曲 扩 ,从 第 一 页 稿 纸 , 发 展 成 为 我 们 所 见 到 的 这 部 别 具 
FE BUS BS EA l 。 


这 是 由 于 数学 自身 的 地 位 和 价值 ， 它 在 实践 中 的 巳 大 作用 和 上 自身 的 美 。 

数学 首先 是 人 们 生活 和 生产 的 工具 ,马克思 非 第 赞同 康德 的 这 样 一 句 话 :“ 一 门 科 学 ， 
只 有 当 它 成 功 地 应 用 数学 时 ， 才 算 达 到 了 完善 的 地 步 。” 事实 上 ， 数 学 被 使 用 的 程度 ， 往 
往 反 映 了 一 个 国家 、 一 个 民族 的 科学 进步 和 经 济 发 展 水 平 。 很 难 设想 , 在 一 个 低 技术 的 国 
家 ， 会 产生 高 深 的 数学 ， 而 高 技术 的 社会 形态 ， 必 有 与 之 相 适 应 的 数学 水 平 。 毫 无 疑问 ， 
在 科学 技术 飞速 发 展 的 当今 世界 ， 对 数学 的 逢 求 将 与 日 俱 增 。 

其 次 , 数学 义 是 一 种 文化 形态 。 古 往 今 来， 人们 在 数学 这 块 添 土 上 耕耘 , 收获 了 许多 
WR. REI NMR, Bae Ba SAW Re NAS EBA. 一 般 人 都 会 欣 
AAA, 然而 , 当 一 个 人 只 要 上 共有 基础 的 数学 知识 , 同样 可 以 对 一 道 经 典 的 数学 名 题 和 某 
个 优美 的 解法 叹为观止 。 人们 还 概括 了 大 量 实际 模型 的 抽象 数学 , 通过 形式 推 着 ,以 得 出 


系统 的 理论 , AARE CORK Ede SER DOR MEO s CS T C BATTRE HERE 
fave. ETS. 数学 形成 了 包含 各 个 学 科 的 优美 结构 。 数学 的 发 展 推动 了 自然 结 松 
观 的 发 展 ， 它 有 力 地 带动 了 其 他 学 科 ， 大 大 加 速 了 人 类 文明 史 的 进程 。 

数学 的 作用 ， 还 在 于 它 有 着 独特 的 培育 人 的 功能 。 数 学 是 每 个 人 必须 学 习 的 基础 学 
科 。 从 小 学 到 中 学 , 数学 的 学 时 最 多 , 除了 因为 数学 是 一 切 科学 的 基础 和 工具 之 外 , 更 因 
为 数学 有 着 独特 的 思维 教育 和 智力 开发 的 作用 。 数学 的 高 度 抽象 、 遵 从 逻辑 规则 和 不 断 创 
新 的 特征 ,集中 而 突出 地 表现 了 人 类 思维 的 概括 性 、 逻 辑 性 和 探索 性 。 所 以 , 学 习 数学 对 
人 才 的 培养 是 一 种 基本 的 思维 训练 ， 被 称 为 “思想 的 体操 ”。 

为 了 全 面 地 反映 古今 中 外 的 数学 成 果 、 体现 数学 的 多 种 功能 , 本 书 既 兼顾 传统 数学 和 
现代 数学 ， 又 兼顾 抽象 的 基础 数学 和 具体 的 应 用 数学 。 考 虑 到 广大 数学 教育 工作 者 的 需 
求 ， 本 书 还 将 初等 数学 和 高 等 数学 相对 地 进行 了 划分 ， 并 按 习惯 将 某 些 分 支 学 科 集 中 列 
卷 ， 此 外 还 编纂 了 包含 数学 史 与 数学 教育 等 分 支 学 科 的 专 卷 ， 也 系统 地 介绍 了 中 国 的 古 
算 。 这 样 编纂 的 (数学 辞海 ) 将 会 充分 地 显示 数学 的 工具 意义 、 文 化 意义 和 教育 意义 。 愿 这 
部 国人 自 编 的 数学 辞海 ) 既 能 为 国家 经 济 建设 服务 ， 又 能 在 民族 文化 建设 中 起 到 应 有 的 
作用 。 

《数学 辞海 ) 是 改革 开放 的 产物 , 又 将 为 改革 开放 服务 。 人 们 或 许 没有 想到 , 这 部 巨著 
竞 出 自 民 办 的 编写 组 织 。 编纂 者 来 自 大 江南 北 、 长 城内 外 、 海 哑 两 岸 , 在 历时 10 REN, 
数 百 所 大 专 院 校 、 科 研 机 构 的 干 余 名 专家 学 者 日 夜 辛劳 、 自愿 奉献, 在 (数学 辞海 ) 中 编织 
着 自己 的 理想 和 愿望 . 社会 各 界 积极 赞助 , 有 识 之 士 怀 慨 捐赠 , 海外 同胞 亦 纷纷 来 电 来 函 
表示 支持 , 用 他 们 的 心意 泻 染 着 文化 建设 的 宏图 。 在 这 个 民办 写作 团体 中 , 人 们 互相 信任 、 
互相 支持 、 互 相 勉 励 ， 充 满 了 成 就 事业 的 认同 感 、 紧 迫 感 。 这 一 写作 经 验 也 清楚 地 说 明 : 
在 共同 的 愿望 下 , 民办 科研 也 是 一 条 坦途 。 这 是 (数学 辞海 编写 过 程 中 给 我 们 的 一 个 十 分 
有 益 的 启示 。 

像 一 切 事物 一 样 , 《数学 辞海 ) 还 不 会 达到 绝对 完善 的 境界 。 相 反 , 这 部 反映 浩如烟海 
的 数学 知识 , 动员 了 如 此 巨大 力量 而 编纂 的 大 型 著作 , 首次 面世 时 ,一定 会 有 许多 不 足 之 
处 ,例如 整体 结构 、 条 目 收集 、 词 义 诠释 、 词 类 归属 等 ， 都 还 会 有 需要 进一步 推 殴 、 商 梭 
的 地 方 .数学 是 极为 严谨 的 科学 , 《数学 辞海 ) 必 将 在 众多 专家 的 严谨 尺度 之 下 , 逐 版 改进 。 
我 们 今天 为 之 高 兴 的 是 , 将 来 可 能 成 为 传世 之 作 的 (数学 辞海 已 有 了 良好 的 锥 形 , 我 们 准 
备 将 它 作为 迎接 新 世纪 的 礼物 ， 奉 献 给 关心 它 、 需 要 它 的 广大 读者 。 


3i Kk KE. 
1998 年 6 月 
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一 、 编 RH 


1. 全 书包 括 数学 科学 的 100 余 个 分 支 学科 或 专题 项 目 , 按照 从 初等 数学 到 高 等 数学 ， 从 古典 数学 
到 现代 数学 ,从 理论 数学 到 应 用 数学 的 原则 , 将 整个 数学 科学 划分 为 6 卷 编辑 出 版 (参见 《数学 辞海 ) 六 
卷 本 内 容 划 分 方案 )。 

2. 各 卷 正文 均 按 数 学 知识 的 结构 体系 编排 ,同一 分 文学 村 (或 同一 专题 项 目 ) 的 条 目 相对 集中 , 一 
般 按 知识 本 身 的 结构 、 层 次 、 逻 辑 等 天 系 确 定 其 先后 顺序 ， 而 数学 史 部 分 ， 如 数学 家 、 数 学 名 著 、 数 
学 期 刊 、 数 学 团体 等 ， 则 分 别 按 其 出 生 、 出 版 、 创 刊 、 成 立 的 年 代 先 后 顺序 编排 。 

3. 各 卷 目录 标题 分 为 三 级 : 一 级 标题 为 一 个 分 支 学 科 或 一 个 知识 门类 。 一 级 标题 之 下 ， 则 按 知识 
构成 设 若 干 个 二 级 标题 。 例 如 ， 第 一 卷 中 的 “数学 分 析 ” 为 一 级 标题 ， 下 设 六 个 二 级 标题 “实数 
iO”. “AB SR. “MIRC”. “微分 学 ” “积分 学 ”和 “无 穷 级 数 ”; 又 如 ， 第 六 卷 中 的 “中 国 
数学 史 ” 为 一 级 标题 ， 下 设 四 个 二 级 标题 “中 国 古 代数 学 史 ”“ 中 国 古 代数 学 著作 ”“ 中 国 古 算 
名 词 术 语 ” 和 “中 国 数学 家 "。 三 级 标题 为 具体 条 目 名 称 。 

4. 同一 卷 中 不 同 分 支 学 科 之 间 的 内 容 有 重复 时 ， 其 知识 主题 一 般 地 只 在 一 处 设 条 目 ; 不 同 卷 中 的 
学 科 内 容 有 重复 时 ， 其 知识 主题 在 各 相关 部 分 均 设 条 目 ， 但 在 释文 内 容 上 各 有 侧重 。 


二 、 条 B 


1. 条 目的 标题 一 般 为 一 个 词 ， 如 “ 圆 ”"“ 群 >“ 环 和 “函数 “和 抢 阵 ”“ 轴 量 “方程 ”等 ， 也 
有 的 是 一 个 词组 ， 如 “ 勾 股 定理 ”“ 和 党 微 分 方程 的 通 解 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”"“ 和 希 尔 伯 特 第 6 问题 ”等 。 

2. 条 目 设立 的 条 件 : 1) 独立 的 知识 主题 或 已 形成 的 固定 概念 ; 20 能 够 应 用 准确 的 .人们 习惯 和 易 
于 理解 的 词 标 引 ; 3〉 便 于 读者 快速 查阅 。 

3. 条 目的 分 类 : 条目 按 其 释文 的 长 短 分 为 五 类 : 特长 条 目 (3000 字 左 右 )、 长 条 目 (1000 一 3000 
字 )、 中 条 目 (300 一 1000 字 )、 短 条 目 (300 字 以 内 ) 和 参见 条 目 。 

4. 本 书 所 收 的 数学 名 词 术 语 , 力求 与 “全 国 自然 科学 名 词 审 定 委员 会 ”公布 的 《数学 名 词 兴 科学 出 
版 社 ,1993) 保 持 一 致 。 外 国人 名 的 中 文 译名 , 力求 与 4 中国 大 百科 人 全书。 数学 卷 } 和 梁 宗 巨 主编 的 (数学 
家 传略 词典 兴 帆 东 教 育 出 版 社 ,1989) 中 的 译名 保持 一 致 。 未 出 现在 上 述 著作 中 的 外 国人 名 的 中 文 译 名 ， 
则 采用 数学 错 的 约定 译名 或 用 习惯 译 法 译 出 的 译名 。 


UTE X 


1. 本 书 条 目的 释文 ， 以 文字 氢 述 为 主 ， 并 采用 规范 化 的 现代 汉语 ， 力 求 科 学 、 准 确 、 简 明 、 通 俗 ， 
杜绝 教材 式 语 言 和 口语 ， 释 文 开头 不 再 重复 条 目的 标题 。 

2. 释文 开头 一 般 要 求 破 题 ， 然 后 给 出 严格 的 数学 定义 ， 并 尽量 前 明 该 条 目 内 容 的 历史 沿革 及 其 在 
本 分 支 学 科 或 知识 门类 中 的 地 位 、 人 作用、 发 展 趋势 等 ， 以 增强 释文 的 科学 性 和 可 读 性 。 

3. 一 词 多 义 的 释文 ,用 QD…@…(B)… 分 项 叙述 , 某 个 条 目的 释文 需 由 其 他 条 目 释文 补充 说 明 的 , 采 


用 “参见 ?的 方式 ， 被 参见 的 条 目标 题 需 加 引号 ， 条 目标 题 前 加 “人 参见 字样， 并 置 于 圆 括号 之 内 。 

4. 对 荫 见 的 异 名 同义词 , 只 给 出 一 种 条 目标 题 的 释文 , 其 余 异 名 条 目 亦 列 和 人 正文 , 但 不 再 写 释文 ， 
给 出 释文 的 条 目标 题 加 引号 , 条 目标 题 前 加 “ 即 ” 字 样 。 例 如 : 矢量 (vector)RJ TR] ” ; A pe Cholo- 
morphic function) B  & Er PE AC" TE DU] PE (regular function) Bl) “MAT PERL” . 

5. 每 一 个 条 目标 题 后 , 一 般 在 圆 括号 内 标注 有 对 应 的 英文 。 凡 外 国人 名 (日 本 人 除外 ) 在 条 目的 释 
文中 第 一 次 出 现时 ， 在 其 中 文 译名 后 的 圆 括号 内 标注 有 相应 的 外 文 原 名 的 姓 和 名 的 首 字 母 ， 并 用 逗号 
隔 开 。 例如 , 欧 几 里 得 (Euclid) , 4-390 (Newton, IL. ) , ijr (Gauss ,C.F. )。 同 一 外 国人 名 在 条 目的 释文 中 
第 二 次 出 现时 ， 不 再 标注 外 文 。 在 日 本 人 名 、 中 国人 名 、 中 国 古 代数 学 史 、 中 国 古 代数 学 著作 、 中 国 
古 算 名 词 术 语 等 条 目标 题 后 ， 一 般 在 圆 括号 内 标注 汉语 拼音 。 

6. 如 果 条 目 乙 的 基本 定义 已 经 完全 包括 在 条 目 甲 的 释文 之 中 ， 那 么 条 目 乙 只 作为 “参见 条 目 ” 保 
留 ， 所 参见 的 条 目标 题 需 加 引号 ， 并 在 条 目标 题 前 加 “ 见 ” 字 样 ， 而 释文 不 再 重复 。 例 如 ， 在 条 目 
“线性 变换 ”的 释文 中 , 已 给 出 “单位 变换 "、“ 恒 等 变换 ”和 “ 零 变 换 ” 的 定义 ， 则 上 述 三 个 条 目 就 作 
为 “参见 条 目 ” 了 以 保留 ， 并 分 别 表示 为 : 单位 变换 (unit transformation) I “AHR”; (ESM 
(identity transformation) Jl, “线性 变换 ”， SAA (null transformation) Ul, “线性 变换 ”。 


MR 5| 


1. 本 书 每 一 卷 正文 之 后 ， 均 附 有 三 种 索 5|， 即 条 目 笔画 索引 、 条 目 音 序 索 31 和 条 目 西 文 索 5|。 索 
引 中 条 目标 题 后 面 的 数字 ， 表 示 该 条 目 在 正文 中 的 页 码 。 

2. 在 条 目 笔 画 索 5j 中 ， 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 ,者 笔 画 数 相 
同 ， 则 按 一 ( 横 )、| CRD. ) GO. ^ GEO. 一 ( 折 ) 五 种 笔 形 顺 序 排列 ， 其 中 ，~( 提 ) 归 为 一 ( 横 )， 
] GE $3)J326 | ( 坚 )， 疏 ( 捧 ) 归 为 ，( 点 )， 各 种 笔 形 带 钩 或 曲折 的 笔画 ( 除 坚 钩 “ ] ”外 ) 归 为 一 ( 折 )。 
第 一 字 相 同 的 ， 则 按 第 二 个 字 的 笔画 数 和 起 笔 笔 形 的 顺序 排列 ， 依 次 类 推 ，。 

3. 在 条 目 音 序 索引 中 ， 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 汉语 拼音 字母 顺序 排列 ， 耕 第 一 字 的 声 
母 、 韵 母 相同 ， 则 按 声调 的 阴平 、 阳 平 、 上 声 、 去 声 顺序 排列 。 第 一 字 相 同 的 ， 则 按 第 二 个 字 的 汉语 
拼音 字母 顺序 排列 ， 多 音字 按 不 同 的 拼音 字母 顺序 排列 ， 依 此 类 推 。 

4. 在 条 目 笔画 索 3| 和 条 目 音 序 索 5| 中 ,， 凡 第 一 字 为 西 文字 母 、 数 学 符号 、 罗 马 数 字 和 阿拉 人 数字 
起 首 的 条 目标 题 , 一 律 排 在 两 种 索引 的 最 后 。 西 文字 母 起 首 的 条 目标 题 分 别 按 其 字母 的 伦 体 、 大 写 、 小 
写 及 字母 本 身 的 先后 顺序 排列 ; 数学 符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 ;数字 起 首 的 条 目标 题 
按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 若 起 首 的 字母 、 符 号 及 数字 相同 时 ， 仍 按 其 后 汉字 的 笔画 或 音 序 排列 。 

5. 在 条 目 西 文 索引 中 ， 按 条 目标 题 的 起 首 西 文字 母 顺序 排列 ; 条 目标 题 的 西 文 缩写 ， 按 一 个 词 排 
列 。 凡 以 数学 符号 、 罗 马 数 字 和 阿拉 人 数字 起 首 的 条 目标 题 ， 一 律 排 在 条 目 西 文 索引 的 最 后 。 数 学 符 
号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 ， 数 字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 知 条 目标 题 起 
首 的 字 有 母 、 符 号 、 数 字 相 同时 ， 则 按 第 二 个 字母 等 的 顺序 排列 ， 余 此 类 推 。 没 有 西 文 译 名 的 条 目 ， 未 
收 进 条 有 目 西 文 索 5|。 | 

6. 在 各 卷 索 引 之 后 ， 还 附 有 本 卷 涉及 到 的 中 外 人 名 译名 对 照 表 ， 以 供 读者 查阅 。 
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说 明 : 该 目录 由 本 卷 扩 属 各 分 支 学 科 或 专题 项 目的 全 部 条 目 ( 包 括 给 出 释文 的 条 目 及 其 参见 
成 , 按 知识 结构 顺序 编排 , 媚 按 条 目 在 正文 中 出 现 的 先后 顺序 排列 . 
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数 


数学 (mathematics) ”数学 一 词 来 自 希 上 腊 文 
panpan XN RFR palna 意义 为 知识 、 科 学, 它 
非常 恰当 地 反映 这 个 领域 的 广泛 性 与 普遍 性 . 从 历 
史上 看 ,数学 常常 用 其 某 个 侧面 来 表示 :中 国 古 代用 
算 学 来 强调 其 计算 技术 方面 ,而 西方 多 用 几何 学 一 
词 代 表 数 学 ,以 显示 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《几何 原 
本 》 传 统 , 而 实际 上 ,其 中 也 包括 数论 和 量 论 的 内 容 . 
随 着 时 间 的 流逝 ,数学 的 内 容 不 断 地 扩大 ,在 17 一 
18 世纪 直至 19 世纪 ,被 包括 在 数学 领域 内 的 许多 
学 科 和 分 文 已 经 独立 出 去 ,而 在 各 学 科 的 边界 又 不 
断 创造 和 衍生 出 一 系列 新 的 学 科 , 这 些 新 学 科 现 在 
已 融合 而 成 面向 21 世纪 的 庞大 的 数学 科学 领域 , 它 
是 一 个 具有 内 在 统一 性 的 科学 技术 群 . 以 下 从 四 个 
方面 进行 论述 : 

1. 数学 的 对 象 和 特点 . 数学 中 最 原始 的 对 象 是 
数 与 形 . 自然 数 已 经 是 相当 抽象 的 概念 , 它 不 仅 要 从 
一 个 苹果 ,一 间 房 子 , 一 堆 沙 土 中 抽象 出 数 1 来 ,而 
且 还 要 由 数 1 得 出 更 一 般 数 的 概念 .有 了 上 自然 数 的 
概念 还 会 遇 到 基数 和 序数 的 矛盾 .至 于 记 数 法 和 位 
值 制 都 是 中 国 对 人 类 文明 的 伟大 创造 ,这 种 伟大 创 
造 绝 不 仅仅 是 对 自然 界 的 认识 和 对 哲学 思辩 的 产 
物 , 它 真正 体现 数学 的 成 就 . 数学 另 一 个 原始 对 象 是 
形 , 它 更 为 直观 ,甚至 长 期 以 来 人 们 也 把 它 当 成 自然 
科学 的 对 象 ,尽管 柏拉图 (Plato) 早 就 说 过 ,三 角形 
属于 理念 的 世界 . 当然 现在 数学 的 空间 远 远 超出 现 
实 的 空间 ,数学 中 的 “ 形 " 也 不 限于 人 们 感官 能 摸 得 
着 、 看 得 见 的 东西 , 它 是 更 抽象 的 概念 ,如 高 维 空间 、 
无 穷 集合 、 群 .拓扑 等 是 任何 其 他 学 科 都 不 研究 的 对 
象 , 数学 作为 一 门 模式 科学 ,应 该 归 和 人 更 广泛 的 符号 
和 形式 科学 类 . 这 一 类 似乎 应 该 介 于 哲学 类 与 具体 
科学 , 即 自 然 科 学 与 社会 科学 之 间 . 它 的 姊妹 学 科 包 
括 一 般 符号 学 .语言 学 .逻辑 学 方法 学 以 及 还 未 成 
型 的 一 般 系 统 学 .有 意思 的 是 ,有 些 数学 家 也 认为 
“数学 是 一 种 语言 “数学 可 还 原 为 逻辑 ”“ 数 学 是 
一 种 普遍 方法 ”等 ,这 些 说 法 尽管 有 些 偏 颇 , 但 毕竟 
触 到 数学 与 自然 科学 的 本 质 差别 以 及 数学 与 符号 科 
学 的 亲缘 关系 . 数学 的 本 质 特征 是 : 

1) 数学 是 一 种 普遍 语言 .这 种 观点 可 以 追溯 到 
莱 布 尼 茨 (Leibniz,G. W. ) ,他 首先 提出 科学 与 哲学 
的 两 大 目标 ,其 中 第 一 个 就 是 找 出 一 种 普遍 文字 , 首 
先是 一 种 符号 及 变 元 表示 的 符号 语言 .正如 吉 布 斯 
(Gibbs ,J. W. ) 所 说 的 “数学 是 一 种 语言 ”. 吉 布 斯 不 
Mie 19 世纪 最 伟大 的 统计 热力 学 大 师 之 一 ,而 且 也 
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是 问 量 分 析 的 开创 者 及 传播 者 .在 19 世纪 90 ER, 
英国 著名 的 杂志 《自然 》 上 掀起 的 一 场 大 辩论 中 ,向 
量 最 终 取 代 四 元 数 而 成 为 物理 学 普遍 使 用 的 概念 . 
19 世纪 和 20 世纪 之 交 , 回 量 分 析 成 为 数学 .物理 学 
的 有 效 工 具 , 更 确切 地 说 ,成 为 描述 各 种 现象 的 语 
言 . 数学 概念 的 产生 及 其 符号 化 反映 了 数学 的 进步 ， 
算术 运算 的 符号 化 及 向 符号 代数 过 渡 , 几 何 学 的 代 
数 化 ,微分 .积分 运算 的 符号 化 ,图 数 的 符号 及 行列 
式 、 和 矩阵 、 问 量 、 张 量 等 概念 的 符号 化 ,复数 的 表示 ， 
算 子 演算 以 及 符号 逻辑 等 都 是 数学 的 重要 进展 . 在 
这 个 意义 下 数学 对 象 是 一 个 符号 集合 . 单纯 的 符号 
集合 ,正如 裸 的 集合 一 样 ,没有 结构 ,没有 什么 可 说 
的 ,没有 什么 意思 ,而 只 有 它 具 有 形式 结构 (语法 
学 ), 有 一 定 的 解释 (模型 语义 学 ), 有 一 定 变换 、 
生成 操作、 运用 方式 ( 语 用 学 ), 它 才能 变 得 丰富 多 
KEX. 数学 作为 一 种 普遍 语言 有 自己 的 特点 , 比 起 
纯 逻 辑 语 言 来 有 内 涵 的 丰富 性 ,而 比 起 通 凋 语言 来 
有 外 延 的 确定 性 . 数学 不 仅 是 一 种 语言 , 它 还 是 一 种 
精密 语言 . 正 因 为 如 此 , 它 常 被 称 为 精密 科学 . 数学 
之 所 以 精密 ,不单 是 因为 其 数量 表示 ,还 在 于 它 越 来 
越 深 入 那些 以 前 所 无 法 表示 的 或 非 实在 的 概念 ,如 
瞬时 速度 、 加 速度 ,位 势 . 炉 、 谱 等 . 对 于 许多 直观 概 
念 ,也 只 有 在 数学 上 才能 得 到 很 好 处 理 , 如 连续 性 、 
对 称 性 ,随机 性 乃至 信息 控制 .策略 、 对 策 、 决 策 等 . 
数学 还 明确 了 一 些 对 立 的 范畴 ,如 有 穷 与 无 穷 、 连 续 
与 离散 、 局 部 与 整体 .确定 与 偶然 等 .还 有 重要 的 元 
概念 :如 结构 、 构 造 、 存 在 、 模 型 .等 价 等 . 这 些 语言 越 
来 越 深入 到 科学 态 至 日 常生 活 之 中 ,使 论述 确切 及 
精密 .许多 常用 概念 也 只 有 在 数学 上 得 到 澄清 才 算 
有 深刻 的 认识 . 

2) 数学 是 一 种 普遍 方法 . 从 古 到 今 ,对 许多 问 
题 求 出 解答 的 过 程 中 ,人 们 或 多 或 少 产生 一 种 方法 
的 意识 . 而 这 种 方法 概念 ,又 以 数学 中 的 算法 概念 为 
BEAR. 在 这 个 意义 下 ,数学 充分 显示 其 作为 操作 技术 
的 特性 . 虽然 精确 的 算法 概念 一 直到 20 世纪 30 年 
代 才 有 确切 定义 ,但 模糊 的 概念 很 早 就 有 ,而 且 也 是 
数学 追寻 的 主要 目标 之 一 . 中 国 的 数值 运算 及 方程 
求解 . 欧 几 里 得 轻 转 相 除 法 以 及 印度 .阿拉 人 的 一 些 
算法 ,都 使 人 认识 到 算法 是 一 种 有 限 的 指令 ,可 以 机 
械 地 运行 ,从 而 对 一 类 问题 得 出 确定 的 解答 .许多 几 
何 作 图 问题 以 及 求 积 问题 也 要 求 发 现 广义 的 “算法 ” 
来 求解 问题 . 稍 卡 儿 (Descartes,R. ) 把 算法 推 向 普 
遍 方法 论 的 高 度 , 他 十 分 明确 地 考虑 造 出 普遍 方法 
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来 解决 科学 问题 ,特别 是 数学 问题 ,对 此 他 称 为 普遍 

数学 . 正 是 这 种 对 方法 的 普遍 考虑 使 他 发 明代 数 方 

法 研究 几何 问题 ,从 而 创立 解析 几何 学 . 波 利 亚 
(Polya,G. ) 把 笛 卡 儿 的 方案 总 结 如 下 : 

任意 问题 

-全 数学 问题 

-之 代数 问题 

3) PEA 4X 5 te) = 0, 

一 解 方程 组 PX Xess A = 0 


D, 解 方程 P(z) 0, 
其 中 第 BB, 步 无 非 是 数学 ,第 己 步 并 没有 一 般 方 
法 ,第 山 步 则 困难 更 大 . 莱 布 尼 茨 也 把 找 出 能 求解 任 
何 数学 问题 的 普遍 算法 列 为 他 第 二 大 目标 . 笛 卡 儿 
在 几何 方面 实现 这 个 目标 ,而 菜 布 尼 泣 则 在 逻辑 上 
制定 一 个 方案 . 数学 作为 一 种 普遍 方法 ,总 是 不 断 跨 
越 已 有 的 领域 ,深入 到 未 知 的 世界 中 去 ,并 且 不 断 创 
造 新 的 数学 对 象 . 17 一 18 世纪 ,无 穷 及 无 穷 小 进入 
数学 ,把 代数 运算 规则 向 无 穷 领域 推广 ,这 就 导致 数 
学 分 析 的 形式 ,并 且 构 成 方法 上 的 大 飞跃 . 19 世纪 
由 实 分 析 向 复 分 析 过 渡 , 再 次 加 大 分 析 方 法 的 威力 . 

3) 数学 是 一 种 普遍 思想 原则 . 数学 发 展 过 程 中 
由 于 不 断 一 般 化 .不 断 抽 象 化 造成 自己 的 普遍 思想 
原则 . 对 称 性 原则 ,不 变性 原则 .守恒 律 三 者 统一 是 
1918 年 诺 特 (Noether, CA. OE. ) 首 先 提出 的 ,而 群 


论 方法 在 量子 力学 .原子 -分 子 结构 、 核 结构 .基本 粒 ， 


子 理 论 中 的 适用 性 也 是 外 尔 (Weyl,C. H. H. ) 首 先 
得 出 的 . 群 论 方法 至 今 仍 广泛 应 用 在 科学 的 各 方面 ， 
而 不 仅仅 是 上 述 领 域 及 固体 物理 . 数学 中 另 一 个 重 
要 原则 是 极 值 原则 或 变 分 原理 ,最 早 除了 哲学 的 思 
辨 之 外 ,首先 提出 的 是 费 马 (Fermat,P. de) ,这些 原 
则 也 是 其 后 许多 物理 理论 的 基础 ,如 哈密 顿 原理 . 

4) 数学 是 一 种 理性 思维 框架 . 20 世纪 之 前 , 科 
学 的 文 柱 主 要 是 理论 和 实验 (包括 观察 和 测量 ), 数 
学 和 计算 包括 在 理论 当中 . 实际 上 ,17 世纪 的 科学 
革命 推动 近代 科学 的 产生 ,完全 依赖 于 理性 与 经 验 
的 结合 . 它们 的 哲学 根源 是 笛 卡 儿 的 唯 理 主义 与 培 
根 (Bacon,R.) 的 经 验 主 义 , 他 们 也 是 近代 哲学 之 
父 . 确切 地 讲 , 笛 卡 儿 把 认识 论 置 于 本 体 论 之 上 ,把 
哲学 从 神学 的 奴仆 地 位 解放 出 来 ,成 功 地 实行 思想 
的 解放 ,直接 推动 近代 科学 的 产生 ,其 中 ,理论 概念 、 
数学 工具 与 观察 实验 结合 在 一 起 是 牛顿 (Newton， 
LOR 2e Rod IR] He HE EE. 牛顿 成 就 其 伟业 不 仅 在 于 他 
提出 正确 的 理论 概念 (特别 是 力 ), 而 且 在 于 他 提供 
了 数学 工具 ( 微 积分 ) 及 分 析 框 架 ,尽管 当时 还 是 用 
欧 几 里 得 的 几何 系统 . 其 后 科学 的 重大 进步 ,理论 概 
念 及 数学 表述 和 计算 的 结合 仍 是 不 可 缺少 的 一 环 . 
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第 二 次 世界 大 战 以 后 ,计算 机 的 发 展 与 计算 技术 的 
进步 使 得 科学 计算 与 理论 和 实验 易 足 而 三 ,并 列 为 
科学 的 三 大 支柱 . 近年 来 ,由 于 数学 的 发 展 ,从 数学 
出 发 的 理论 越 来 越 多 地 成 为 科学 理论 形成 的 始 作 俑 
者 . 这 特别 表现 在 1974 年 ,纤维 从 理论 成 为 规范 场 
理论 的 标准 表述 . 其 后 越 来 越 多 的 前 沿 数 学 领域 进 
和 人物 理学 及 其 他 科学 领域 ,形成 新 兴 理 论 框 架 , 实 际 
上 数学 已 成 为 科学 发 展 第 四 根 支柱 . 对 于 生命 科学 、 
心理 科学 .社会 科学 ,这 种 现象 早已 不 是 新 事物 . 数 
理 经 济 学 以 及 对 策 论 是 这 方面 的 最 典型 的 例子 . 

2. 数学 的 分 科 及 其 主要 问题 . 数学 不 是 一 般 意 
义 上 的 自然 科学 或 社会 科学 , 它 的 对 象 及 研究 目标 
不 像 这 些 学 科 那 样 明确 和 集中 . 从 古 到 今 ,数学 中 所 
包含 的 对 象 .学 科 及 分 支 变化 多 端 . 中 世纪 除了 算术 
及 几何 学 之 外 ,天 文学 及 乐理 也 是 数学 的 分 支 . 到 
17 世纪 ,木工 . 石 工 . 建 筑 `. 火 器 .占星 术 等 都 是 数学 
的 内 容 . 从 那 时 起 , 静 力 学 动力 学 .光学 .地 图 绘制 
法 等 仍然 被 看 成 大 数学 的 一 部 分 ,尽管 它们 早已 成 
为 独立 学 科 . 数学 内 容 的 庞杂 也 可 以 说 是 数学 的 一 
大 特征 了 . 除 此 之 外 ,许多 基础 的 数学 学 科 , 它 们 的 
内 容 也 有 很 大 的 改变 ,甚至 于 面目 全 非 了 .经 典 代数 
学 主要 研究 代数 方程 的 求解 ,而 经 过 几 次 变化 ,现代 
代数 学 主要 研究 代数 结构 . 这 样 一 来 ,数学 的 统一 尽 
管 多 次 被 提起 ,但 是 总 难以 概括 全 部 数学 . 因此 ,时 
至 今日 ,数学 仍然 是 具有 多 样 性 对 象 也 具有 多 种 目 
标的 学 科 , 尽 管 它 们 之 间 有 着 于 丝 万 缕 的 联系 . 人们 
把 数学 归结 为 相互 关联 的 六 大 范畴 ,其 中 前 三 个 可 
以 说 是 数学 的 技术 方面 ,后 三 个 可 以 说 是 数学 的 理 
论 方面 . 

1) 操作 技术 . 大 部 分 最 早 的 数学 问题 属于 解决 
“如 何 ” 的 技术 问题 . 最 初 的 问题 包括 计数 .计算 、 测 
量 、 作 图 等 方面 ,后 来 逐步 形成 特殊 的 及 一 般 的 数学 
问题 . 在 解决 这 些 问题 的 过 程 中 ,形成 了 算法 以 及 操 
作 步 又 的 概念 . 在 计算 过 程 中 ,形成 了 算术 ,特别 是 
解数 值 代数 方程 的 算法 . 到 近代 ,这 推动 符号 代数 
学 求解 代数 方程 的 技术 以 及 把 这 些 技术 推广 到 无 
穷 算法 以 及 代数 综合 方法 的 代数 方法 ,从 而 形成 无 
穷 小 演算 及 解析 几何 学 . 其 后 各 个 数学 分 支 也 提出 
相应 的 算法 问题 ,例如 拓扑 学 中 计算 同调 群 、 同 伦 群 
等 .从 这 个 意义 上 讲 ,数学 在 本 来 意义 上 是 一 种 计算 
技术 ,或 更 广 一 点 讲 是 操作 技术 . 而 研究 这 种 技术 的 
目标 就 是 发 明 算 法 或 解 题 的 步骤 ,以 求 得 问题 的 解 
决 .应 该 说 ,这 是 一 种 富有 创造 性 的 研究 工作 . 以 计 
算 为 例 , 就 是 由 精确 计算 到 近似 解析 计算 到 数值 计 
算 到 计算 机 软件 , 它 一 直 是 数学 研究 的 重要 内 容 . 除 
计算 之 外 ,还 有 测量 绘图、 统计、 运筹 等 操作 ,以 及 
相应 的 和 衍生 的 各 种 问题 . 例如 古典 几何 有 许多 几 
何 作 图 问题 ,特别 是 用 圆规 、 直 尺 的 几何 三 大 问题 ， 


以 及 更 一 般 的 作 图 方法 . 为 了 解决 这 些 问 题 ,还 要 发 
明 许 多 技术 ,如 各 种 投影 技术 ,它们 至 少 在 过 去 都 属 
于 大 数学 范围 之 内 . 在 数学 分 析 的 范围 内 ,级 数 求 
和 、 渐 近 展 开 、 积 分 变换 等 都 是 高 级 的 计算 技术 ， 

2) 技术 理论 . 对 数学 操作 的 对 象 ,应 该 有 些 认 
识 , 其 中 包括 表示 问题 ,操作 规则 与 规律 问题 、 可 计 
算 性 问题 .无 穷 级 数 收 敛 与 发 散 问题 、 收敛 速 度 问 
题 \ 方 程 可 解 性 问题 ,逼近 的 程度 及 可 能 性 问题 \ 作 
图 的 可 能 性 问题 ,特别 是 方法 的 评价 问题 等 . 这 样 就 
形成 与 操作 技术 有 关 但 又 高 一 层次 的 学 科 , 如 数值 
分 析 .误差 理 论 .函数 逼近 论 LEE E] a VE FREIE. n] f 
性 及 稳定 性 理论 等 . 

3) 操作 对 象 理 论 . 它 的 目标 不 是 指向 对 象 本 
身 , 而 是 指向 技术 ,指向 求解 的 方法 .例如 丢 番 图 方 
程 论 .代数 方程 论 .代数 方程 组 理论 . 常 微 分 方程 论 、 
偏 微分 方程 论 .积分 方程 论 等 . 它们 涉及 的 不 是 单个 
方程 ,而 是 一 类 的 对 象 , 因 此 首要 问题 是 分 类 问题 . 
然后 再 对 每 一 类 研究 解 的 数目 、 解 的 性 质 、 根 与 系数 
的 关系 、 某 类 解 的 存在 性 问题 等 ,微分 方程 的 定性 理 
论 也 属于 这 一 范畴 . 

以 上 三 大 范畴 是 解决 “< 如何” 的 技术 问题 ,而 以 
下 三 大 范畴 才 是 解决 “什么 ”的 理论 问题 . 

4) 对 象 理 论 . 理论 是 对 确切 定义 的 对 象 的 性 
质 \ 关 系 、 刻 画 、 分 类 等 的 研究 . 典型 的 数学 理论 有 数 
论 、 浮 数论 , 算 子 论 以 及 各 种 几何 对 象 理论 ,过 程 理 
论 等 . 以 数论 为 例 , 重 要 的 分 文 按 对 象 分 有 整数 论 、 
代数 数论 .超越 数论 等 . 按 方法 分 有 初等 数论 ,解析 
数论 ,概率 数论 等 . 按 问题 的 性 质 分 有 型 的 算术 理 
论 , 几 何 数 论 等 ,也 包括 数论 中 的 丢 番 图 方程 理论 . 
淆 数论 与 算 子 论 一 开始 也 是 表示 问题 ,特别 是 无 穷 
级 数 及 无 穷 乘 积 表示 ,然后 是 积分 表示 等 ,其 次 涉及 
值 分 布 等 可 以 说 是 计数 问题 ,另外 还 有 刻画 及 分 类 
问题 . 几何 图 形 有 许多 性 质 与 关系 方面 的 问题 ,如 度 
量 性 质 以 及 相交 、 属 于 等 关系 ,也 有 刻画 及 分 类 问 
题 . 

5) 结构 理论 .结构 理论 与 对 象 理 论 之 间 并 没有 
一 条 不 可 逾越 的 鸿沟 ,这 样 划分 是 因为 结构 理论 必 
须 建立 在 集合 的 基础 之 上 . 按照 布尔 巴 基 学 派 的 观 
点 ,原始 的 结构 可 以 划 为 三 大 类 ,研究 它们 各 自 的 结 
构 就 形成 结构 数学 的 主要 分 支 :Q) 代数 结构 :主要 
是 群 、 环 、 域 . 模 , 它 们 分 别 构成 群 论 、 环 论 、 域 论 、 模 
论 ;@ 序 结 构 : 主 要 是 格 , 它 们 构成 格 论 ;@ 拓扑 结 
构 :主要 是 拓扑 空间 ,它们 构成 一 般 拓扑 学 的 研究 对 
象 . 这 些 抽 象 的 研究 对 象 有 两 个 来 源 :一 是 从 过 去 研 
究 的 具体 对 象 抽 和 象 化 ,特别 是 公理 化 而 成 ,如 群 、 域 
以 及 拓扑 空间 这 些 抽象 结构 衍生 出 来 . 新 结构 的 产 
生 有 如 下 的 几 种 途径 :Gd ERARE ODO 复合 结构 ; 
O 多 重 结构 ;G 混合 结构 . 研究 这 些 抽象 对 象 的 目 
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标 是 搞 清 楚 它 们 的 结构 并 加 以 分 类 . 所 谓 结构 ,就 是 
TR (或 它们 的 集合 ) 和 元 素 之 间 的 关系 . 结构 数学 
的 主要 问题 大 致 可 分 为 互相 关联 的 四 类 问题 :四 Hl 
画 问 题 ; 分 类 问题 ;@3) 结构 问题 ;44) 实现 问题 . 

6) 元 理论 . 元 数学 理论 是 对 数学 本 身 进行 反思 
的 产物 ,长 期 属于 哲学 的 范畴 . 它 讨 论 数 学 概念 、 数 
学 理论 的 合理 性 以 及 数学 方法 的 合法 性 问题 . 19 世 
纪 末 之 前 ,对 于 数 是 什么 以 及 非 欧 几何 问题 ,特别 是 
数学 分 析 的 严格 性 的 争论 均 属 于 这 个 范畴 . 19 世纪 
末 ,集合 论 的 建立 ,现代 公理 方法 的 提出 ,符号 逻辑 
的 形成 ,以 及 关于 数学 基础 问题 的 论战 ,最 终 导致 作 
为 一 门 数学 分 支 的 数理 逻辑 的 形成 . 由 于 哥 德 尔 
(Gödel, K. ) 的 工作 ,数理 逻辑 成 为 包括 模型 论 、 公 
理 集 合 论 .递归 论 和 证 明 论 (原始 的 和 狭义 的 元 数 
学 ) 四 大 分 文 的 数学 领域 ,其 后 分 别 形成 构造 性 数学 
和 计算 复杂 性 理论 等 新 兴学 科 . 除了 以 集合 论 为 基 
础 的 现代 数学 之 外 ,范畴 论 也 成 为 一 门 元 理论 ,在 数 
学 中 有 着 有 效 的 应 用 . 

3. 数学 的 发 展 和 演化 . 数学 的 内 容 及 范围 随时 
间 不 同 而 不 同 , 因 此 有 言 : XE DUE EAE C BI 
E. ”数学 史 大 致 可 如 下 分 期 :前 史 时 期 ;古代 及 中 世 
纪 时 期 (从 公元 前 4 世纪 到 16 世纪 末 ); 近 代 前 期 
(17—18 世纪 ); 近 代 后 期 (19 世纪 ); 现 代 时 期 (20 
世纪 ), 每 一 个 时 期 的 特点 简要 分 析 如 下 : 

1) 前 史 时 期 .前 史 时 期 的 数学 主要 是 民族 数学 
或 文化 数学 ,在 各 种 文化 的 发 展 过 程 中 ,各 民族 都 或 
多 或 少 掌握 一 些 简单 的 数学 技术 ,包括 计数 .计算 、 
测量 、 土 木 建 筑 绘 图 等 ,基本 上 属于 实用 技术 . 这 些 
知识 是 零散 的 ,而 且 反 映 出 较 大 的 文化 差异 . 另外 ， 
也 出 现 了 神秘 的 占星 术 、 数 秘 术 、 占 卜 术 等 ,其 中 有 
个 别 涉 及 数学 的 内 容 , 如 二 进 制 等 .各 种 建筑 上 的 对 
称 图 案 以 及 正 多 面体 的 列举 包含 群 的 观念 的 萌芽 . 

2) 古代 及 中 世纪 时 期 . 数学 经 过 长 时 期 的 发 展 
之 后 ,正式 成 为 一 门 学 科 , 其 主要 标志 是 :GD 建立 数 
的 表示 及 计算 方法 ;@ 对 于 一 些 问题 有 较 系 统 的 方 
法 . 这 使 数学 技术 部 分 初步 形成 . 而 欧 几 里 得 《几何 
原本 ;的 问世 , 则 使 理论 数学 有 了 一 个 原型 .各 国 数 
学 发 展 状况 有 所 不 同 , 古 代数 学 的 主要 领域 是 算术 
与 几何 ,希腊 具有 初等 的 数论 及 量 论 以 及 一 些 基本 
的 几何 问题 及 数论 问题 . 这 些 问 题 对 以 后 的 数学 发 
展 有 很 大 的 影响 ,但 不 一 定 很 重要 ,比较 重要 的 数学 
是 计算 ,特别 是 解 方程 .中 国 . 印 度 、 阿拉伯 的 数学 ， 
偏重 于 计算 及 实际 问题 的 解决 . 

3) 近代 前 期 .近代 数学 诞生 的 标志 是 符号 化 的 
普遍 算法 的 建立 以 及 无 穷 进 人 数学 . 它 一 下 子 使 建 
立 在 几何 及 算术 上 的 算法 登 上 上 了 一 个 新 台阶 ,不 仅 
使 它 的 应 用 范围 大 大 扩大 ,成 为 发 展 科 学 技术 的 有 
力 工具 ,而 且 也 问 理论 提出 一 系列 问题 . 这 就 导致 
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19 世纪 操作 理论 RE MAM .对象 理 论 的 产生 ， 
出 现 数学 多 样 化 和 理论 化 的 时 代 . 17 世纪 符号 代 
数 、 解 析 几 何 学 及 微 积分 的 建立 ,虽然 大 大 扩大 了 数 
学 技术 库 , 但 是 并 没有 改变 数学 主要 是 一 门 实用 的 
计算 及 操作 技术 的 状态 . 数学 作为 一 门 计算 技术 进 
步 惊 人 ,特别 是 微 积分 的 完成 ,解决 了 许多 天 文 . 力 
学 及 物理 学 的 问题 . 微 积分 本 身 只 不 过 是 一 种 更 有 
效 的 演算 方法 , 即 所 谓 无 穷 小 演算 . 接着 是 常 微分 方 
程 及 数学 物理 方程 的 出 现 , 以 及 变 分 法 的 诞生 ,使 数 
学 工具 更 为 有 效 . 

A) 近代 后 期 . 19 世纪 数学 是 近代 数学 的 成 熟 
时 期 ,也 是 数学 真正 作为 自 为 的 理论 科学 产生 的 时 
期 ,但 是 伴随 操作 理论 (如 最 小 二 乘法 及 误差 理论 、 
级 数 求 和 理论 函数 通 近 理论 及 丢 番 图 下 近 理论 )、 
操作 对 象 理 论 ( 如 代数 方程 理论 . 常 微分 方程 理论 )， 
数学 技术 本 身 也 大 有 提高 ,特别 是 傅 里 叶 展 开 、 积 分 
变换 ,尤其 是 复 分 析 的 建立 . 19 世纪 的 数学 可 以 说 
是 数学 对 象 化 与 多 样 化 时 期 ,一 方面 把 数学 由 主要 
是 操作 技术 转变 为 理论 的 时 期 , 另 一 方面 也 为 20 世 
纪 现 代数 学 莫 定 了 基础 . 这 样 ,数学 对 象 理论 真正 形 
成 ,数学 成 为 一 种 自 为 的 科学 而 不 再 仅 是 自然 科学 
或 技术 的 语言 和 工具 了 . 

5) 现代 时 期 . 20 世纪 的 数学 是 从 19 世纪 数学 
多 样 性 时 期 趋 于 统一 的 时 期 ,其 统一 的 基础 是 集合 
论 . 一 方面 集合 论 之 上 产生 了 结构 数学 的 庞大 领域 ， 


男 一 方面 集合 论 的 基础 问题 产生 了 元 数学 . 数学 新 


对 象 的 形成 ,产生 结构 的 多 样 性 ,导致 理论 的 多 样 
性 ,并 且 19 氟 纪 末 以 前 的 四 大 范畴 的 数学 仍 有 新 的 
发 展 ,加 上 新 的 应 用 数学 、 计 算数 学 等 领域 ,数学 日 
趋 专门 化 .多 样 化 .但 意 想 不 到 的 是 ,从 20 世纪 70 
年 代 起 ,各 个 领域 之 间 新 关系 不 断 发 现 , 新 一 轮 的 统 
一 性 正在 形成 之 中 . 当代 数学 前 沿 的 大 多 数学 科 是 
20 世纪 上 半 叶 形成 的 ,其 中 主要 是 抽象 代数 学 ( 包 
括 群 论 . 环 及 代数 理论 . 域 论 . 格 论 .整体 李 群 理论 、 
代数 群 论 . 同 调 代 数 以 及 各 种 衍生 结构 ) RET T 
学 .测度 和 积分 理论 . 泛 函 分 析 ( 包 括 线性 拓扑 空间 
Hit . 算 子 代数 理论 等 ) .组 合 及 代数 拓扑 学 .整体 微 
分 几何 、 多 复 变 函 数论 .动力 系统 理论 .随机 过 程 理 
论 等 .对 于 19 世纪 开创 的 新 领域 一 一 代数 数论 AR 
数 几 何 学 . 黎 曼 几何 学 和 局 部 李 群 理论 ,也 在 结构 数 
学 的 框架 中 获得 重大 突破 ,成 为 当代 数学 的 前 沿 . 

20 世纪 后 期 形成 的 一 些 领域 ,如 微分 拓扑 学 、 
大 范围 分 析 、K 理论 . 非 交换 几何 等 ,也 可 在 其 中 看 
到 其 萌芽 .除了 纯粹 数学 领域 的 扩大 与 深化 之 外 ,20 
世纪 的 应 用 数学 和 计算 数学 的 面貌 也 发 生 了 根本 的 
改变 .一 方面 数学 应 用 的 范围 已 从 20 世纪 之 前 的 经 
典 力学 、 天 文学 与 测 地 学 以 及 数学 物理 等 领域 扩展 
到 几乎 所 有 自然 科学 .工程 技术 .社会 科学 .人 文科 
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学 的 分 支 , 并 越 来 越 起 着 举足轻重 的 作用 :; 另 一 方 
面 , 一 批 新 的 应 用 数学 领域 产生 出 来 ,成 为 具有 相对 
独立 的 分 支 ,构成 大 数学 科学 的 组 成 部 分 . 它们 一 方 
面 与 实际 问题 有 密切 的 关系 , 男 一 方面 它们 也 形成 
独立 的 数学 研究 方向 ,其 中 最 典型 的 是 19 世纪 末 
20 世纪 初 形成 的 数理 统计 ,它们 同 应 用 概率 一 起 在 
近 半 个 世纪 已 经 成 为 与 经 典 数 学 平起平坐 的 学 科 领 
域 . 另外 一 个 数学 领域 一 一 组 合 数学 几乎 与 数学 的 
历史 一 样 悠久 ,但 只 是 近 半 个 多 世纪 才 逐 步 成 熟 及 
独立 .第 二 次 世界 大 战 之 后 ,一些 新 的 应 用 数学 领域 
独立 出 来 ,特别 是 运筹 学 诸 分 支 , 后 来 纳 人 管理 科学 
的 学 科 群 中 . 与 工程 技术 密切 相关 的 系统 科学 .控制 
理论 与 日 动 化 科学 .信息 科学 也 得 到 空前 的 发 展 . 

20 世纪 科学 技术 史 中 头 等 重要 的 事件 是 电子 
计算 机 的 诞生 . 它 对 整个 社会 的 冲击 是 怎么 估计 也 
不 过 分 的 . 从 计算 机 的 设计 制造 到 大 规模 应 用 ,处 处 
离 不 开 数 学 ,同时 也 开辟 了 新 的 数学 领域 . 它们 可 以 
归纳 成 两 大 部 分 :一 是 计算 机 科学 , 它 指 未 来 计算 机 
的 发 展 ;一 是 计算 数学 , 它 指 计算 机 在 科学 计算 和 工 
程 技术 中 的 大 规模 计算 . 计算 机 的 不 断 普 及 和 改进 
对 数学 也 造成 不 可 忽视 的 影响 . 它 给 数学 家 提出 一 
系列 算法 问题 ,并 形成 一 套 行 之 有 效 的 算法 ,如 单纯 
形 方法 及 其 种 种 改进 ,有 限 元 方法 及 其 往生 算法 等 ， 
对 算法 的 分 析 , 如 收敛 速度 .误差 传播 及 稳定 性 等 问 
题 形 成 数值 分 析 分 支 . 近年 来 ,计算 机 由 数值 运算 过 
渡 到 符号 运算 ,形成 计算 机 代数 重要 分 支 ,特别 是 吴 
文俊 的 机 械 化 数学 纲领 在 机 器 证 明 方 面 是 一 大 突 
Bk. 

4. 数学 的 社会 功能 . 数学 是 最 古老 的 科学 部 门 ， 
它 的 诞生 和 发 展 反 映 人 类 文明 的 进步 .数学 从 一 开 
台 就 与 社会 实践 活动 密切 相关 ,从 计数 .土地 丈量 、 
器 物 制造 .产品 分 配 , 一 直到 商业 贸易 .宗教 活动 等 
都 向 数学 提出 问题 ,并 要 求 逐 步 解 决 和 方法 逐渐 进 
步 ,最 后 形成 相对 定型 的 数学 方法 和 学 科 . 从 此 ,各 
种 社会 活动 与 数学 的 应 用 密 不 可 分 . 随 着 社会 的 进 
步 , 特 别 是 近代 科学 技术 的 进步 和 新 兴 产 业 日 新 月 
异 , 数 学 也 越 来 越 成 为 科学 技术 发 展 的 基础 .从 17 
世纪 到 19 世纪 ,数学 与 力学 、 大 文学 、 物 理学 、 大 地 
测量 学 .航海 术 就 密 不 可 分 ,互相 促进 地 平行 发 展 
着 . 对 于 机 械 工程 、 建 筑 工程 设计 、 电 机 工程 等 技术 
领域 的 发 展 ,数学 也 起 着 决定 性 的 作用 . 20 世纪 数 
学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任何 时 代 都 更 加 令 人 信 
服 地 确立 了 数学 作为 整个 科学 技术 的 基础 地 位 . 数 
学 物理 数学 化 学 .生物 数 学 数理 经 济 学 、 数 理 地 质 
学 .数理 语言 学 .数值 天 气 预报 .数学 考古 等 一 系列 
边缘 学 科 的 出 现 , 表 明 数 学 的 应 用 已 突破 传统 的 范 
围 而 向 人 类 一 切 知识 领域 渗透 . 随 着 科学 数值 化 趋 
势 的 增长 ,数学 在 提高 全 民 素 质 , 培 养 适 应 现代 化 需 


要 的 各 级 人 才 方 面 还 具有 特殊 的 教育 功能 . 数学 科 
学 ,已 成 为 推进 人 类 文明 的 不 可 缺少 的 重要 因素 , 数 
学 正 越 来 越 直接 地 为 人 类 生活 与 物质 生产 做 出 更 大 
的 贡献 . 数学 应 用 具有 以 下 特点 : 

D 纯粹 数学 几乎 所 有 的 分 支 都 获得 应 用 .在 20 
世纪 60 年 代 , 像 拓扑 学 这 样 的 抽象 数学 分 支 离 实际 
应 用 似乎 还 很 下 远 ,而今 拓 扑 学 (特别 是 扭 结 理论 ) 
已 成 为 生物 学 中 了 解 DN4 结构 的 有 效 工 具 . 在 物 
理学 中 ,拓扑 不 变量 正在 成 为 物理 的 量 , 正 如 一 些 群 
的 不 变量 是 物理 的 量 一 样 . 数论 也 曾 被 认为 是 最 纯 
粹 、 最 缺乏 应 用 的 数学 分 支 ,但 如 今 数 论 方法 在 计算 
机 科学 、 密 码 技术 、 卫 星 信号 传输 .p 进 量子 场 论 等 
许多 方面 发 挥 着 重要 的 有 时 甚至 是 关键 的 作用 ,并 
通过 与 数值 分 析 相 结合 开辟 着 更 广 的 应 用 途径 . 事 
3c E , 仅 就 在 理论 物理 中 的 应 用 而 言 ,涉及 的 数学 除 
了 经 典 的 分 支 与 方法 (如 数学 物理 方程 、 伟 氏 分 析 、 
无 穷 维 空间 论 、 群 论 、 概 率 统计 等 ) ,还 包括 了 微分 拓 
扑 、 微 分 几何 .大 范围 分 析 、 代 数 几 何 、 李 群 与 李 代 
数 、 算 子 代数 、 代 数 数论 、 非 交换 数学 、 非 线性 数学 、 
计算 数学 等 ,几乎 覆盖 了 核心 数学 的 整个 领域 

2) 几乎 所 有 的 科技 领域 都 在 应 用 数学 ,并 越 来 
越 多 地 应 用 更 高 深 的 数学 . 数学 在 力学 .物理 学 中 的 
应 用 是 经 受 了 历史 考验 的 ,而 当今 数学 的 应 用 则 早 
已 突破 这 一 传统 的 范围 ,正在 向 包括 从 粒子 物理 到 
生命 科学 ,从 航空 技术 到 地 质 勘探 在 内 的 一 切 科技 
领域 进军 . 除了 自然 科学 ,经 济 学 及 过 去 认为 不 适用 
数学 的 社会 学 .历史 学 等 社会 科学 领域 ,数学 方法 也 
都 在 崭露头角 . 随机 分 析 应 用 于 金融 决策 而 引起 的 
经 济 学 理论 的 进展 ,提供 了 特别 令 人 鼓舞 的 例证 . 与 
以 往 时 代 不 同 的 是 ,数学 在 向 外 渗透 过 程 中 越 来 越 
多 地 与 其 他 领域 相 结合 而 形成 交叉 学 科 . 与 数学 有 
关 的 词 大 量 出 现在 各 门 学 科 之 前 后 ,如 “数学 的 ”、 
“数理 的 ”、“ 计 量 的 ”、“ 统 计 的 ”、“ 计 算 的 ”以 及 “…… 
数学 ”、“…… 统 计 学 ”等 . 学 科 成 熟 的 社会 标志 是 学 
会 .协会 的 建立 ,期 刊 与 连续 出 版 物 的 问世 ,以 及 课 
程 的 设置 ,专业 会 议 的 召开 等 . 例如 ,《 数 学 化 学 杂 
志 ) 于 20 世纪 80 年 代 创 刊 ,《 数 理 经 济 学 杂志 ) 于 
20 世纪 70 年 代 创刊 ,生物 数学 的 期 刊 出 现 更 早 .次 
一 级 的 学 科 如 “数学 分 类 学 ”的 著作 早 在 20 世纪 80 
年 代 就 问世 了 . 值得 注意 的 是 纯粹 数学 中 的 一 些 前 
沿 与 其 他 科学 的 许多 前 沿 领 域 的 快速 结合 ,这 反映 
了 科技 领域 中 数学 渗透 的 空前 深度 . 可 以 这 样 说 , 没 
有 这 些 前 沿 数学 就 没有 当代 理论 物理 学 的 一 些 前 沿 
领域 ,如 超 弦 理论 . 超 引力 理论 等 . 事实 上 ,仅仅 像 纺 
理论 这 样 的 物理 学 热门 分 支 所 用 到 的 数学 ,就 涉及 
微分 拓扑 学 .代数 几何 学 、 微 分 几何 、 群 论 与 无 穷 维 
代数 、 复 分 析 与 黎 曼 曲面 的 模 理论 等 . 凝聚 态 物 理 中 

分 类 晶体 结构 中 的 “缺陷 ”以 及 液晶 理论 ,都 用 到 某 
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些 齐 性 空间 中 同 伦 群 的 计算 ,而 这 即使 对 代数 拓扑 
学 家 来 说 也 是 极 难 的 问题 . 数理 经 济 学 中 一 般 均 衡 
理论 的 建立 发展 ,也 用 到 了 微分 拓扑 学 的 基本 定理 
与 彻底 的 公理 化 方法 . 经 济 学 家 德 布 鲁 因 (de ,Brui- 
jn N. G. ) 这 方面 的 工作 获得 了 诺 贝尔 奖 . 
3) 数学 在 生产 技术 中 的 应 用 变 得 日 趋 直接 . 以 
往 数学 工具 直接 用 于 生产 技术 的 例子 虽 有 发 生 , 但 
数学 与 生产 技术 的 关系 基本 上 是 间接 的 . 常常 是 先 
应 用 于 其 他 科学 ,再 由 这 些 科学 提供 技术 进步 的 基 
础 . 近 半 个 世纪 来 ,数学 科学 与 生产 技术 的 相互 作用 
方式 正在 悄悄 地 改变 ,数学 提供 的 工具 直接 影响 和 
推动 技术 进步 的 频率 正在 加 大 ,并 在 许多 情况 下 产 
生 巨 大 的 经 济 效益 . 例如 ,以 计算 流体 力学 为 基础 的 
数值 模拟 已 成 为 飞行 器 设计 的 有 效 工 具 , 类 似 的 数 
值 模 拟 方法 正 被 应 用 于 许多 技术 部 门 以 替代 耗资 巨 
大 的 试验 ;以 调和 分 析 为 基础 发 展 起 来 的 小 波 分 析 
直接 应 用 于 通信 与 石油 勘探 等 广泛 的 技术 领域 ,这 
在 20 年 前 是 不 能 想象 的 ;现代 医学 扫描 技术 (CT 
扫描 、 核 磁 共 振 成 像 等 ) 主 要 也 是 建立 在 拉 东 积分 理 
论 的 基础 之 上 ,这 方面 的 例子 举 不 胜 举 . 此 外 ,现代 
大 规模 生产 的 管理 决策 、 产 品质 量 控 制 也 密切 依赖 
于 数学 中 的 线性 规划 算法 (单纯 形 法 与 新 兴 的 内 点 
法 ) 及 统计 方法 . 近年 来 ,以 数学 建 模 为 核心 的 工业 
数学 成 为 一 个 药 勃 发 展 的 应 用 数学 领域 也 绝 不 是 偶 
然 的 ,产业 部 门 的 工程 技术 人 员 与 数学 工作 者 携手 
合作 ,解决 影响 甚至 决定 生产 过 程 的 形形色色 的 数学 
问题 ,反之 ,许多 挑战 性 问题 也 刺激 纯 数学 的 发 展 . 
4) 数学 在 学 科 发 展 中 的 份额 及 力度 越 来 越 大 . 
一 些 著名 的 数学 家 认为 ,数学 是 一 种 关键 的 、 普 遍 适 
用 的 、 赋 予 人 以 能 力 的 技术 . 从 某 种 意义 上 来 讲 ,“ 高 
技术 本 质 上 是 一 种 数学 技术 ”. 对 此 ,一 般 人 还 只 在 
科学 计算 的 层面 来 理解 . 而 实际 上 ,数学 方法 是 不 同 
于 理论 方法 及 计算 方法 的 第 四 个 普遍 适用 的 方法 和 
技术 . 这 种 情况 从 20 世纪 70 年 代 以 来 已 初 露 端倪 ， 
在 21 世纪 将 成 为 科学 研究 的 重要 组 成 部 分 ,而 且 也 
许 是 最 富 创造 性 的 部 分 ,这 特别 表现 在 形成 概念 及 
理论 框架 方面 .实际 上 ,当前 的 动力 系统 的 研究 (分 
又 、 吸 引子 )、 孤 立 子 、 混 沌 等 已 成 为 许多 领域 的 通用 
语言 及 工具 ,而 更 艰深 的 数学 将 在 未 来 更 为 普及 . 
ph € MEX 
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抽象 代数 (abstract algebra) ” 亦 称 近世 代数 ， 
研究 各 种 代数 系 的 结构 及 其 性 质 的 分 支 学 科 . 它 是 
在 初等 代数 基础 上 经 过 数 系 概 念 的 推广 ,与 实施 代 
数 运算 范围 的 扩大 ,从 18 RHEA 20 世纪 30 
年 代 ,逐步 形成 现代 数学 的 主要 分 支 之 一 . 
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抽象 代数 是 研究 以 任意 对 象 作为 元 素 的 集合 ， 
赋予 元 素 间 的 知 干 合成 法 则 一 一 即 对 集合 中 任意 元 
3& a.b 有 集合 中 惟一 的 元 素 c 与 之 对 应 称 为 运 
算 ,并 且 这 些 运 算 满 足 于 特定 的 一 些 条 件 称 为 
公理 . 随 着 集合 所 赋予 的 运算 及 其 所 满足 的 公理 体 
系 的 不 同 而 形成 各 种 不 同 的 代数 系 ,如 群 、 环 、 域 、 
格 、 模 (包括 向 量 空 间 )、 代 数 等 . 

代数 系 的 起 源 较 早 ,在 挪威 数学 家 阿 贝 尔 (A- 
bel, N. H. ?证 明 五 次 以 上 方程 不 能 用 根 式 求解 的 进 
程 中 就 孕育 着 群 的 概念 ;1830 年 ,年 仅 19 HH 
瓦 (Galois,E. ) 彻 底 解 决 了 代数 方程 的 根 式 求解 问 
题 , 从 而 引进 数 域 的 扩张 .置换 群 .可 解 群 等 概念 ;后 
$, JL% (Cayley, A. ) 在 1854 年 的 文章 中 给 出 有 限 
抽象 群 ; 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R.) F 1858 年 在 
代数 数 域 中 又 引入 有 限 交 换 群 和 有 限 群 ; 克 菜 因 
(Klein,C. F. ) F 1872 年 建立 了 埃 尔 朗 根 纲领 ,这 
些 都 是 抽象 群 产生 的 主要 源泉 . 然而 抽象 群 的 公理 
系统 直到 1882 年 凯 莱 与 韦伯 (Weber,H. ) 在 Math. 
Annalen 的 同一 期 分 别 给 出 有 限 群 的 公理 定义 ， 
1893 年 韦伯 又 给 出 无 限 抽 和 象 群 的 定义 . 由 于 李 
(Lie, M. S. XTE Se RE JE 7 Ul JE S Sr Frobenius, 


F. G. ) 对 群 表 示 的 系统 研究 ,对 群 论 发 展 产 生 了 深 


刻 的 影响 . 同时 , 李 在 研究 偏 微分 方程 组 解 的 分 类 时 
引入 李 代数 的 概念 ,然而 , 它 的 发 展 却 是 19 世纪 末 
和 20 世纪 初 ,由 基 灵 (Killing, W. K. J... Sb 
(Weyl, CC. H. )H. ) #3 4 (Cartan, É. (-J. 8$ A 
的 卓越 工作 才 建 立 了 系统 理论 . 

域 这 个 名 词 虽 是 戴 德 金 较 早 引 入 的 ,但 域 的 公 
理 系 统 却 是 迪克 森 (Dickson, L. E.) 5j È 4 Hh 
(Huntington, E. V. ) 于 19 世纪 初 才 独立 给 出 . 而 域 
的 系统 发 展 是 从 1910 E, WREX (Steinitz, E. ) 的 
著名 论文 “ 域 的 代数 理论 "开始 的 . 同期 ,布尔 
(Boole,G. ) 研 究 人 的 思维 规律 ,于 1854 FE COE 
维 规律 的 研究 》, 建 立 了 逻辑 代数 , 即 布尔 代数 .但 格 
论 是 在 1933— 1938 F, Z5 [B m Æ K (Birkhoff,G. 
D. 2. JX d£ £ 4E dj (Kanropopuu. II. B. ), Æ ZR (Ore, 
O. ) 等 人 的 工作 才 确 立 了 在 代数 学 中 的 地 位 . 另 一 
方面 ,1843 Æ, $ pi (Hamilton, W. R. 7) 引进 四 元 
数 并 黄 定 了 和 问 量 代数 和 向 量 分 析 的 基础 ,而 四 元 数 
系 又 构成 实数 域 上 有 限 维 可 除 代数 . 凯 莱 与 西 尔 维 
斯 特 (Sylvester ,J.J. ) 一 起 建立 了 代数 型 的 理论 , 黄 
定 了 代数 不 变量 的 矩阵 理论 . 凯 莱 又 是 矩阵 代数 的 
创始 人 ,他 建立 了 八 元 数 与 非 结 合 代 数 ,同时 ,克利 
福 德 (Clifford,W. K. ) 将 八 元 数 ( 复 四 元 数 ) 及 外 代 
数 推广 到 一 般 克 利 福 德 代数 ,并 将 其 成 功 地 应 用 于 
非 欧 几 里 得 空间 中 运动 的 研究 . 

19 世纪 和 20 世纪 之 交 , 库 默 尔 (Kummer E. 
E. ) 引 入 对 代数 数论 有 重要 影响 的 理想 数 概念 ,他 
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于 1844 年 指出 整 环 未 必 有 惟一 分 解 性 质 . 戴 德 金 将 
库 默 尔 理想 数 推广 并 引出 现代 理想 的 概念 ,建立 了 
代数 数 域 的 理论 和 代数 整数 环 上 理想 的 惟一 分 解 定 
理 . 特别 是 1894 年 , 嘉 当 (Cartan ,E. J ) 关 于 复 单 
李 代 数 的 完全 分 类 以 及 1907 年 , 韦 德 伯 恩 (Wed- 
derburn,J. H. M. ) 发 展 了 嘉 当 关于 实数 域 和 复数 域 
上 线性 结合 代数 的 结构 定理 ,从 而 创立 了 一 般 域 上 
结合 代数 的 结构 定理 , 极 大 地 发 展 了 抽象 代数 的 理 
论 . 在 此 期 间 , 群 以 及 与 其 紧密 相关 的 不 变量 概念 在 
分 析 、 几何、 力学 和 理论 物理 中 都 发 挥 了 重大 影响 ， 
而 这 些 学 科 的 发 展 反 过 来 又 促进 了 代数 的 发 展 . 如 
诺 特 (Noether, M. ?研究 代 数 复 在 双 有 理 变 换 下 的 
不 变性 质 和 关于 曲面 的 著名 定理 , 便 导 致 多 项 式 环 
理想 理论 的 建立 .因此 ,深入 研究 代数 的 相关 概念 ， 
以 及 从 各 种 具体 对 象 抽象 出 共同 特性 来 进行 公理 化 
的 研究 ,就 导致 抽象 代数 的 进一步 演变 ,促进 了 相对 
独立 的 学 科 , 如 群 \ 域 .线性 代数 ,代数 数论 、 环 论 等 
回 纵 深 和 综合 两 方面 发 展 . 德国 代数 学 派 在 这 方面 
起 了 领导 作用 , 戴 德 金 . 希 尔 们 特 (Hilbert ,D. ) 和 韦 
伯 以 及 施 泰 尼 茨 等 对 代数 学 抽象 公理 化 的 研究 有 很 
大 贡献 ,其 中 突出 的 成 就 是 布 侥 尔 (Brauer, R. 
(D. )》、 哈 塞 (Hasse ,再 . 2, VE Rr (Noether, A. E. 2, Bf 
尔 贝 特 (Albert,A.A.) 关 于 有 限 维 结合 代数 的 理 
论 , 它 曾 明 了 有 理 数 域 上 单 代数 都 是 其 中 心 上 的 
循环 代数 . 特别 是 诺 特 于 1920 FSA CRA 
念 ,并 研究 了 模 在 有 限 群 表示 论 中 的 作用 ,以 及 模 与 
代数 结构 理论 之 间 的 联系 ,使 模 成 为 数学 的 重要 工 
具 , 从 而 又 推动 了 环 论 的 发 展 . 1921 年 ,她 写 的 “ 整 
环 的 理想 理论 ?建立 了 交换 诺 特 环 理论 ,证 明了 准 素 
分 解 定理 ,成 为 交换 代数 的 里 程 碑 . 1926 年 ,她 又 给 
出 戴 德 金 环 的 公理 刻画 ,因此 , 诺 特 是 抽象 代数 的 黄 
基 人 之 一 .她 和 阿 廷 (Artin,E. ) 以 及 他 们 的 学 生 ( 包 
括 中 国 数 学 家 曾 炯 之 ) 为 中 心 ,在 20 世纪 20 一 30 年 
代 , 对 域 论 .类 域 论 .代数 的 理想 理论 到 阿 廷 环 的 推 
广 取 得 辉煌 成 就 .其 中 , 阿 廷 在 1927 年 将 代数 结构 
定理 推广 到 极 小 条 件 环 上 ,就 是 著名 的 韦 德 伯 恩 - 阿 
廷 定理 ,成 为 环 论 发 展 的 一 个 新 里 程 碑 ;同时 , 克 鲁 
AR (Krull, W. ) 创 立 了 局 部 环 的 理想 理论 , 范 ， 德 。 
瓦尔 登 (Van der Waerden, B. L. ) 等 人 发 展 并 简化 
了 单纯 代数 的 结构 和 环 的 理想 理论 . 20 世纪 30 年 
代 初 , 范 ， 德 。 瓦尔 登 的 4 近世 代数 学 ) 综 合 总 结 了 
MME TE 100 年 来 抽象 代数 各 方面 的 工作 ,是 抽 
象 代 数 的 一 个 里 程 碑 . 由 于 抽象 代数 的 理论 和 方法 
已 渗透 到 数学 的 各 个 学 科 和 其 他 领域 (如 理论 物理 、 
晶体 学 ) ,这 就 反 过 来 推动 抽象 代数 在 深度 和 广度 上 
更 加 迅速 发 展 , 范 ， 德 。 瓦尔 登 的 书 只 能 是 现代 数 
学 工作 者 的 基础 了 . 抽象 代数 的 各 分 文学 科 之 间 , 以 
及 与 其 他 学 科 之 间 的 相互 渗透 ,不 仅 促 进 这 些 学 科 


的 进一步 发 展 ,也 促进 了 新 学 科 的 形成 . 比如 ,同期 ， 
范 ， 德 .瓦尔 登 与 扎 里 斯 基 (Zariski,O. ) 首 先 将 交 
换代 数 的 方法 引进 代数 几何 ;在 20 世纪 40 ER, E 
B (Weil, A. ) 又 用 抽象 代数 的 方法 建立 了 一 般 域 上 
代数 几何 的 理论 . 又 如 , 域 上 多 重 线性 代数 的 概念 和 
理论 推广 到 交换 环 上 形成 环 上 多 重 线性 代数 . 

从 20 tit £a. 40 年 代 初 开始 ,抽象 代数 进入 一 个 
新 的 阶段 . 1945 年 , 雅 各 布 森 (Jacobson,N. ) 引 入 根 
及 本 原 环 的 理论 ,成 为 环 论 发 展 的 新 阶段 . 男 一 方 
面 ,作为 线性 代数 推广 的 模 论 得 到 进一步 发 展 并 产 
生 深 刻 影 响 . 在 20 世纪 20—30 年 代 出 现 了 以 生成 
元 及 其 定义 关系 所 定义 的 无 限 群 ,经 霍 尔 (Hall， 
P. ) HRK X (Mansueb, A. H. ) 等 人 的 精彩 工作 ,到 
20 世纪 40 年 代 已 形成 独立 体系 . 1962 年 , 费 特 
(Feit, W. ) 与 汤普森 (Thompson ,J. G. ) 关 于 奇数 阶 
群 必 为 可 解 群 的 定理 ,是 对 有 限 单 群 分 类 的 重大 突 
破 . 从 伽 罗 瓦 引 入 置换 群 ,其 后 证 明 A, (nz 50 dE E 
# 3) 1981 年 有 限 单 群 分 类 的 完全 解决, 经历 了 约 
150 年 之 久 . 同期 , 李 代 数 也 得 到 深入 发 展 ,不 仅 推 
广 到 一 般 域 ,而 且 无 限 维 李 代数 从 20 世纪 60 年 代 
崛起 ,作为 复 单 李 代数 推广 的 卡 获 - 穆 迪 代 数 就 是 卡 
芯 (Kac, V. ) 5j fiii (Moody, R. ) 于 1968 年 彼此 独 
立 建 立 的 . 它 与 理论 物理 有 密切 关系 . 而 李 群 的 深入 
发 展 派生 出 代数 群 , 即 群 是 代数 财 域 上 仿 射 复 . 代数 
群 及 其 表示 理论 与 多 重 线性 代数 .交换 环 论 .代数 几 
何 、 李 代数 等 都 有 十 分 密切 的 联系 ,近年 来 已 成 为 抽 
象 代数 的 活跃 分 支 . 

在 抽象 代数 中 同 态 和 同 构 起 主要 作用 , 它 不 考 
虑 代数 系 的 特殊 结构 ,而 是 用 统一 方法 去 研究 ,这 种 
作为 各 代数 结构 的 比较 性 研究 ,首先 是 把 群 论 . 环 论 
和 格 论 中 一 些 共同 的 概念 和 平行 的 结果 推广 到 代数 
系 上 去 ,这 就 产生 了 泛 代 数 ,20 世纪 30 年 代 末 提出 
的 伯 克 霍 夫 和 定理 ,是 它 独 立 发 展 的 起 点 . 泛 代 数 ( 不 
限于 二 元 运算 ) 是 以 各 种 不 同 的 代数 系 之 间 的 共性 
为 主要 研究 对 象 的 学 科 , 它 对 模型 论 、 自 动机 理论 和 
程序 语言 的 语义 学 都 有 应 用 . 

! 将 同一 种 代数 以 及 它们 之 间 的 同 态 映射 合 起 来 

考虑 ,就 会 发 现 这 与 数学 其 他 分 支 研 究 的 对 象 以 及 
对 象 间 的 联系 (如 拓扑 空间 及 连续 映射 ,集合 及 映 
射 , 环 及 同 态 等 ) 有 许多 本 质 上 的 共性 . 1945 年 ,由 
艾 仑 们 格 (Eilenberg,S. )、 Zz si 3€ A (Maclane, S. ) 
通过 研究 对 偶 空 间 的 自然 变换 建立 的 范畴 论 , 正 好 
讨论 了 这 些 共 性 . 范畴 是 比 集合 更 高 层次 的 公共 语 
A ,这 种 语言 和 它 的 理论 已 渗透 到 代数 几何 (由 格 罗 
H ig v (Grothendieck, A. ) Aj JE £ A (Dieudonné, 
J. )-F 1960 年 引入 和 代数 的 以 及 数学 的 许多 分 支 
(如 艾 德 门 特 (Godement,R. ), 埃 雷 斯 曼 (Ehres- 
mann,C. ) 于 1958 年 分 别 引 入 拓扑 学 和 微分 几何 )， 


并 在 其 中 起 着 重要 作用 . 

由 美国 和 欧洲 数学 家 在 20 世纪 40 年 代 , 几乎 
同时 彼此 独立 发 展 起 来 同调 代数 , 它 是 以 代数 拓扑 
为 背景 ,以 模 为 主要 研究 对 象 的 学 科 ,通过 两 类 重要 
H3 PR -T-69 5; Hom 及 由 它们 导出 的 浮子 Tor, Ext 得 
出 刻画 环 的 许多 深刻 结果 . BT NUR Fh Pa ZEE X 
(Hurewicz, W. ) 问 题 的 解决 ,导致 1945 年 艾 伦 伯 格 
和 麦克 莱恩 定义 了 群 的 (系数 在 任意 域 上 ) 上 同调 
RE. 同时 , 赫 希 施 尔 德 (Hochschild,G. ) 引 进 了 结合 
代数 的 上 同调 群 , 谢 瓦 莱 (Chevalley,C. ) 等 人 又 发 
展 了 李 代 数 的 上 同调 群 . 同调 代数 在 数论 、 群 论 、 代 
数 拓扑 、 代 数 几 何 中 都 有 重要 作用 . 当 考虑 李 群 或 者 
作为 它 的 推广 的 H 空间 的 同调 以 及 上 同调 时 ,就 得 
到 霍 普 夫 代数 . 它 的 研究 是 由 霍 普 夫 (Hopf,H. ) 于 
1941 年 开始 的 , 博 雷 尔 (Borel,A. ) 于 1953 年 推广 
其 基本 结构 定理 . 霍 普 夫 代 数 的 理论 是 代数 拓扑 的 
常用 工具 , 它 在 物理 学 中 的 模型 是 量子 群 . 

20 世纪 60 年 代 起 造 勃 发 展 的 代数 天 理论 , 它 
同 拓扑 天 理论 一 样 是 源 于 格 罗 膳 迪克 于 1957 年 的 
广义 黎 曼 - 罗 赫 定理 的 工作 . 人 们 企图 推广 线性 代数 


中 某 些 部 分 如 维 数理 论 到 环 的 模 上 而 发 展 成 为 由 环 


范畴 到 阿 贝 尔 范 畴 的 一 系列 函 子 ,代数 天 理论 就 是 
DF FE x HE PR CAT K,,K,,K,, … 等 ) 的 理论 VEA X 
对 刻画 环 的 性 质 起 重要 作用 ,而 且 在 代数 几何 等 其 
他 学 科 中 也 有 着 值得 重视 的 作用 . 用 模 、 范 畴 、 同 调 
代数 的 语言 和 理论 来 刻画 和 研究 环 ,从 而 使 环 论 的 
发 展 推 向 更 新 的 阶段 . 

应 该 指出 ,20 世纪 50 年 代 , 塞 尔 (Serre,J.P.) 
把 代数 簇 理论 建立 在 层 的 概念 上 ,并 建立 了 凝聚 层 
的 上 同调 ,这 为 格 罗 腾 迪 克 建 立 概 型 理论 奠定 了 基 
础 ,从 而 使 代数 几何 的 研究 进入 一 个 新 阶段 . 概 型 理 
论 也 为 代数 数论 提供 了 新 的 理论 和 方法 . 代数 几何 
与 数学 许多 分 支 密 切 相 关 , 互相 促进 . 如 代数 几何 中 
的 超越 方法 与 偏 微分 方程 .微分 方程 微分 几何 、 拓 
扑 学 紧密 相关 ,代数 几何 在 控制 论 与 现代 粒子 物理 
中 也 有 广泛 应 用 . 

抽象 代数 学 的 这 些 理论 发 展 的 同时 ,由 于 电子 
技术 的 发 展 和 电子 计算 机 的 广泛 应 用 ,抽象 代数 学 
的 一 些 成 果 和 方法 可 直接 应 用 到 工程 技术 中 ,如 代 
数 编码 学 语言 代 数学 代数 自动 机 理论 等 新 的 应 用 
代数 学 的 领域 相继 产生 和 发 展 . 同时 它 又 是 离散 数 
学 的 重要 组 成 部 分 ,并 对 组 合 数学 的 突起 和 选 勃 发 
展 产 生 重 大 影响 . 这 些 新 的 应 用 推动 了 近代 应 用 代 
数学 的 形成 .发 展 与 完善 . 

近世 代数 (Modern Algebra) 

E M KER 
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即 “抽象 代数 ”. 


数 学 


拓扑 学 (topology) 现代 数学 的 重要 的 分 文学 
科 . 它 研 究 几何 形体 在 连续 形变 ,精确 地 说 ,双方 一 
一 而 且 双 方 连续 的 变换 ( 称 为 同 胚 ) 之 下 保持 不 变 的 
性 质 . 理解 的 广泛 些 , 它 是 研究 数学 中 连续 性 现象 的 
SERI. 

拓扑 学 萌芽 很 早 , 但 直到 19 世纪 末 才 开始 从 不 
同 的 方面 正式 形成 学 科 . 20 世纪 末 ,拓扑 学 已 发 展 
为 现代 数学 的 一 个 庞大 的 学 科 , 包 括 作 为 现代 数学 
的 基础 的 拓扑 空间 理论 为 核心 内 容 的 一 般 拓 扑 学 ， 
运用 抽象 代数 的 概念 和 方法 为 工具 的 代数 拓扑 学 ， 
进而 派生 出 以 流 形 为 主要 对 象 的 微分 拓扑 学 以 及 几 
何 拓扑 学 等 方面 . 拓扑 学 可 简称 为 拓扑 ,但 拓扑 一 词 
还 可 作为 拓扑 空间 中 的 拓扑 结构 理解 . 

拓扑 学 最 初 被 称 为 形势 几何 学 (geometria 
situs), XE% dp JB RK (Leibniz, G. W. )F 1679 年 提 
出 的 ,他 预见 到 现在 所 称 的 组 合 拓扑 学 . 最早 为 人 所 
知 的 拓扑 学 定理 可 能 是 所 谓 的 欧 拉 公式 . 欧 拉 (Eu- 
ler,L. ) 于 1750 年 发 表 了 任何 闭 的 凸 多 面体 的 顶点 
Wu eM e 和 面 数 f 有 关系 v 一 e 十 f= 二 2. 用 现代 说 
法 , 它 是 一 个 拓扑 不 变量 , 称 为 欧 拉 示 性 数 . 据 史 学 
2€ Æ uE. f -K JL (Descartes, R. ) 在 1639 年 就 知道 


E JF BER JE RE BULA RR RT. 1675 
年 得 知 这 一 结果 . 为 一 著名 的 结果 是 哥 尼斯 堡 七 桥 


问题 的 解决 , 欧 拉 在 1736 年 将 问题 表 成 能 否 一 笔画 
一 个 给 定 的 图 ,并 给 出 了 一 般 性 的 解答 . 德国 数学 家 
高 斯 (Gauss ,C.F. ) 于 1827 年 得 到 曲面 上 曲率 的 积 
分 与 欧 拉 示 性 数 的 关系 ,他 于 1823 年 在 电动 力学 中 
用 线 积分 定义 了 空间 中 两 条 封闭 曲线 的 环绕 数 . 利 
斯 廷 (Listing,J. B. ) 于 1848 年 第 一 次 采用 了 拓扑 
学 一 词 ,其 实 他 认为 宁愿 用 形势 几何 ,只 是 已 被 别人 
采 作 他 用 . 和 歼 曙 (Riemann,B. ) 于 1851 年 定义 了 和 歼 
曼 面 ,引进 了 连通 性 和 亏 格 ,实际 上 解决 了 可 定 问 闭 
曲面 的 分 类 问题 ,给 拓扑 学 的 建立 以 巨大 的 推动 . 
1858 年 , 默 比 乌 斯 (M6bius A. F. ) 和 利 斯 廷 独立 地 
发 现 了 单 侧 的 曲面 , 现 被 更 确切 地 称 为 不 可 定向 曲 
面 . BALE QPF 1863 年 恰当 地 指出 形势 几何 学 的 定 
X. WL (Betti, E. ) 于 1870 年 定义 了 高 维 的 连通 
TE. 若 尔 当 (Jordan,C. ) 于 1887 年 提出 曲线 定理 ,但 
证 明 是 错 的 ,直到 1905 年 才 得 证 . 

拓扑 学 正式 成 为 一 门 独立 的 学 科 是 庞 加 莱 
(Poincaré, H. ) 实 现 的 . 他 于 1892 年 发 表 了 题 为 “ 论 
形势 分 析 ” 的 短文 ,然后 于 1895 年 发 表 了 题 为 “形势 
分 析 ” 的 120 页 的 长 文 , 介 绍 它 的 概念 ,其 中 有 同调 、 
贝蒂 数 、. 相交、 基本 群 ,甚至 隐 含 着 上 同调 ;建立 了 对 
偶 定 理 和 欧 拉 - 庞 加 莱 公 式 .随后 直到 1904 年 ,他 连 
续 发 表 了 五 篇 补充 ,为 改进 前 述 长 文中 的 缺点 创立 
了 训 分 方法 ,定义 了 挠 系数 ,开始 探讨 三 维 流 形 的 拓 
扑 分 类 ,构造 出 基本 和 群 不 平凡 而 一 维 贝 蒂 数 平凡 的 
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三 维 流 形 , 并 提出 了 著名 的 至 今 尚 未 解决 的 庞 加 莱 
猜想 :基本 群 平凡 的 三 维 闭 流 形 同 肛 于 三 维 球面 . 这 
几 篇 文章 莫 定 了 组 合 拓扑 学 的 基础 ,其 思想 之 丰富 ， 
观念 之 深刻 ,影响 之 深远 ,一 言 难 尽 , 但 不 够 严密 或 
PRE uEBB ,后 来 的 进展 正 是 从 此 入 手 ,将 这 门 学 科 建 
立 在 严格 的 逻辑 上 而 发 展 为 后 来 的 组 合 拓扑 学 、 代 
数 拓扑 学 ,进而 发 展 出 微分 拓扑 学 等 学 科 和 分 支 . 

拓扑 学 的 男 一 个 济源 是 分 析 学 的 严密 化 . 实数 
的 严格 理论 以 及 健 里 叶 级 数 惟一 性 的 讨论 推动 着 德 
国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. ) 从 1872 年 起 系统 地 
展开 了 欧 氏 空间 中 点 集 的 研究 ,得 出 极限 点 、 导 集 等 
概念 ,进而 得 到 开 集 . 闭 集 .稠密 性 和 连通 性 等 概念 ， 
并 从 欧 氏 空间 的 点 集 发 展 为 一 般 的 集合 论 以 及 超 限 
基数 和 序数 的 理论 . 这 一 革命 性 的 进展 结合 19 世纪 
另 一 由 非 欧 几 何 引 起 的 革命 性 的 进展 一 一 数学 公理 
化 的 潮流 ,产生 了 抽象 空间 的 研究 . 弗 雷 钦 
(Fréchet, M. R. ) 于 1906 年 定义 了 度量 空间 , 豪 斯 
多 夫 (Hausdorff,F. ) 于 1914 年 出 版 了 《 集 论 大 纲 》， 
用 开 邻 域 定义 了 一 般 的 拓扑 空间 ,标志 着 用 公理 化 
方法 研究 连续 性 的 一 般 拓 扑 学 的 产生 . 随后 ,对 拓扑 
空间 的 基本 性 质 如 分 离 性 、 紧 致 性 .连通 性 和 维 数 等 
开展 了 系统 研究 ,至 20 世纪 30 年 代 中 期 后 ,开展 了 
关于 一 致 性 和 仿 紧 性 的 研究 ,到 20 世纪 50 年 代 初 ， 
度量 化 问题 获得 基本 解决 ,此 时 ,一 般 拓扑 学 已 发 展 
成 熟 , 并 且 其 基本 理论 已 成 为 现代 数学 的 共同 基础 . 

组 合 拓扑 学 在 1910—1912 年 间 受 到 布 劳 威 尔 
(Brouwer,L. E. J. ) 的 决定 性 的 推动 ,他 引进 了 单纯 
通 近 方法 ,以 证 明 欧 氏 空间 维 数 不 变 性 ,区 域 不 变 
性 , 若 尔 当 曲线 定理 在 高 维 的 推广 , 闭 球体 上 连续 映 
射 不 动 点 的 存在 性 ,向 量 场 奇 点 的 存在 性 ,并 定义 了 
映射 度 和 紧 度 量 空间 维 数 概念 .有 理由 认为 庞 加 莱 
与 布 劳 威 尔 共 同 创 建 了 组 合 拓扑 学 ,更 精确 地 说 , 庞 
加 莱 确 定 了 组 合 拓扑 学 的 对 象 ,包括 引进 了 一 批 基 
本 定义 ,罗列 了 一 批 有 待 严格 证 明 的 重要 “定理 ”, 而 
布 劳 威 尔 则 设计 了 决定 性 的 方法 一 一 单纯 逼近 , 获 
得 上 述 一 批 自 己 的 定理 . 后 人 运用 它 得 以 证 明 庞 加 
莱 的 “定理 ”例如 ,亚历山大 (Alexander ,JJ. W. ) 于 
1915 年 运用 单纯 逼近 完成 贝蒂 数 和 挠 系数 是 拓扑 
不 变性 的 证 明 . 这 样 一 来 ,组 合 拓扑 学 在 概念 精确 和 
论证 严密 两 方面 都 达到 了 应 有 标准 . 

公理 化 代数 学 的 葛 基 人 之 一 的 诺 特 (N6ther， 
A. E. ) 于 1926 年 在 一 篇 论文 中 首次 提出 用 群 来 表 
示 同 调 论 . 这 影响 到 霍 普 夫 (Hopf,H. ) 和 维 托 利 斯 
(Vietoris, L. ) ,他们 立即 采用 ,从 此 同调 的 研究 便 
以 同调 群 . 同 调 模 以 及 同调 环 等 为 对 象 .组 合 拓扑 学 
实现 了 代数 化 而 成 为 代数 拓扑 学 ,抽象 代数 学 成 了 
拓扑 学 的 基本 哲学 武器 . 20 世纪 30 年 代 的 重要 成 
就 有 : 德 拉 姆 定理 , 霍 普 夫 三 维 球面 到 二 维 球面 的 非 


零 伦 映射 ,上 同调 群 及 上 同调 乘积 的 定义 ,高 维 同 伦 
群 的 定义 . 20 世纪 40 年 代 得 到 同调 论 的 公理 化 , 建 
立 了 同调 代数 学 ,并 且 发 明了 谱 序 列 和 建立 了 束 论 ， 
使 20 世纪 50 年 代 以 后 的 代数 拓扑 学 突飞猛进 . 其 
间 微 分 拓扑 学 的 协 边 理论 和 受到 代数 学 、 代 数 几 何 
学 和 微分 拓扑 学 影响 而 产生 的 天 理论 都 是 广义 的 
同调 论 . 并 已 从 理论 上 和 弄 清 了 ,同调 论 ( 包 括 广义 的 
在 内 ) 本 质 上 是 同 伦 论 的 一 部 分 . 

还 应 强调 的 一 个 交叉 发 展 是 对 紧 度 量 空间 或 更 
一 般 的 空间 ,先后 由 亚历山大 罗 夫 (AnmekcaHrpos ; TT. 
Cc, ) . 维 托 利 斯 和 切 赫 (Cech,E. ) 引 进 了 同调 概念 ， 
现时 称 为 奇异 同调 及 上 同调 和 切 赫 同调 及 上 同调 
等 ,这 标志 着 组 合 拓扑 学 或 代数 拓扑 学 与 一 般 拓扑 
学 的 交汇 和 融合 . 

微分 拓扑 学 是 研究 微分 流 形 和 微分 映射 的 拓扑 
学 . 微分 流 形 是 一 个 拓扑 流 形 ,其 上 带 有 一 个 分 析 学 
结构 称 为 光滑 结构 . 庞 加 莱 建 立 组 合 拓扑 学 时 的 几 
何 对 象 其 实 是 微分 流 形 ,不 过 他 关注 的 是 拓扑 性 质 
而 忽略 了 光滑 结构 . 直到 20 世纪 30 年 代 ,微分 流 形 
的 研究 才 系 统 展开 .凯恩斯 (Cairns,S.S. ) 证 明了 微 
分 流 形 均 可 前 分 为 组 合流 形 » PEE (Whitney, H. ) 
开始 研究 微分 流 形 在 欧 氏 空间 中 的 姐 人 和 浸入 , 沙 
爱 福 (Seifert,H. R. 1.) MBE Jc Sl T AE 
A UBERIUS BRK (Stiefel, E. L. ) 同 时 独立 地 引 
进 示 性 类 ,而 使 微分 流 形 的 拓扑 学 的 研究 与 同调 论 
和 同 伦 论 结 合 起 来 ,成 为 代数 拓扑 学 的 一 个 重要 部 
分 而 得 以 发 展 . 20 世纪 40 年 代 , 庞 特 里 亚 金 
(Tlourparun, JI. ) 和 陈省身 定义 了 新 的 示 性 类 RM 
俊和 托 姆 (Thom,R. ) 对 示 性 类 理论 做 了 深入 研究 . 
20 世纪 50 年 代 初 , 托 姆 在 协 边 理论 上 突破 ,使 困难 
的 微分 拓扑 学 问题 化 为 同 伦 论 的 问题 而 得 以 解决 . 
1956 年 ,米尔 诺 (Milnor,J. W. ) 发现 七 维 球面 上 除 
通常 的 光滑 结构 外 还 有 另外 的 光滑 结构 , 称 为 怪异 
结构 ,而 码 动 世界 . 其 后 凯 伐 勒 (Kervaire,M. ) 构 作 
出 不 能 赋予 任何 光滑 结构 的 组 合流 形 . 这 些 成 果 说 
明 拓 扑 流 形 .组 合流 形 和 微分 流 形 三 种 范畴 之 间 有 
原则 区 别 . 从 此 微分 拓扑 学 成 为 一 个 独立 的 拓扑 学 
分 支 . 20 世纪 60 年 代 初 期 ,斯 梅 尔 (Smale,S. ) 运 用 
莫 尔 斯 理论 证 明了 五 维 以 上 的 广义 庞 加 莱 猜 想 , 米 
尔 诺 发 展 了 换 球 术 技 术 , 并 首先 应 用 于 球面 上 光 清 
结构 数目 的 计算 ,后 被 许多 人 推广 应 用 于 三 种 范畴 
的 流 形 问题 ,到 20 世纪 70 年 代 初 ,已 获得 极 大 的 成 
效 . 此 时 , 流 形 拓扑 学 的 研究 已 成 为 拓扑 学 的 主流 . 

在 流 形 的 研究 中 ,人 们 最 初 从 低 维 的 几何 对 象 
EF 其 中 零 维 和 一 维 的 流 形 分 类 是 平凡 的 ,二 维 流 
形 即 曲面 ,其 分 类 从 19 世纪 黎 曼 起 到 20 世纪 初 完 
成 . 从 庞 加 莱 时 代 到 20 世纪 早期 便 主攻 三 维 流 形 分 
类 ,同时 还 研究 三 维 空间 中 的 扭 结 , 虽 有 重要 进展 但 


数 学 


很 缓慢 . 人 们 自然 认为 流 形 拓扑 学 研究 所 遇 到 的 困 
难 会 随 着 流 形 的 维 数 的 增高 而 越 来 越 大 . 然而 , 半 个 
多 世纪 来 的 流 形 拓扑 学 历史 表明 事情 正好 相反 ,最 
困难 的 维 数 是 三 维和 四 维 . 之 所 以 如 此 ,是 因为 流 形 
拓扑 学 的 基本 技术 要 用 到 一 个 被 称 为 惠 特 尼 拉 巧 
(Whitney trick ) 的 重要 引 理 , 它 在 四 维 以 下 不 再 成 
立 . 20 世纪 70 年 代 , 低 维 拓扑 学 , 即 三 维 与 四 维 的 
流 形 拓扑 学 ,开始 有 重要 突破 . IT HH (Thurston, 
W. P. ) 于 20 世纪 70 年 代 末 ,对 三 维 流 形 分 类 运用 
双 曲 几何 学 而 取得 明显 进展 .在 四 维 拓扑 学 方面 ， 
1982 年 春 , 弗 里 得 曼 (Fredman,M. ) 运 用 凯 森 (Cas- 
son, A. ) 环 柄 得 到 了 单 连 通 闭 拓扑 四 维 流 形 的 拓扑 
分 类 ,其 中 包括 证 明了 四 维 广 义 庞 加 莱 猜 想 ; 紧 接 
着 , 唐 纳 森 (Donaldson,S. K.) F 1982 年 秋 发 现 , 四 
维 单 连 通 闭 微分 流 形 的 性 质 很 特殊 . 从 这 两 人 的 结 
果 立 刻 推论 出 四 维 欧 氏 空间 R' 上 除 通常 的 光滑 结 
构 外 ,还 有 怪异 的 光滑 结构 ,而 四 维 以 外 的 欧 氏 空间 
上 光滑 结构 是 惟一 的 . 进而 又 发 现 R' 上 有 不 可 数 多 
个 互 不 微分 同 胚 的 怪异 结构 . 这 个 惊人 的 结果 发 人 
RE. 低 维 拓扑 学 由 于 其 方法 的 特点 ,有 时 被 称 为 几 
何 拓扑 学 . 还 应 注意 , 唐 纳 森 定理 是 运用 了 理论 物理 
学 中 的 规范 论 而 证 明 的 ,20 世纪 90 年 代 , 这 个 理论 
进一步 被 塞 们 格 (Seiberg,N. 2 fW R (Witten, E. ) 
AR ,而 使 四 维 拓扑 学 进一步 深入， 

拓扑 学 现 已 逐步 渗透 到 现代 数学 的 几乎 所 有 的 
分 支 , 并 可 应 用 到 物理 .化 学 .生物 以 及 经 济 学 等 学 
科 . 虽然 拓扑 学 的 结论 本 质 上 是 定性 的 ,但 理论 上 往 
往 极为 重要 . 例如 ,不 动 点 定理 被 推广 到 分 析 学 中 而 
成 为 某 些 类 方程 解 的 存在 性 的 判 据 . 直接 在 其 他 学 
科 的 应 用 可 举 核酸 双 螺 旋 的 识别 用 到 扭 结 理论 , 品 
体 和 液晶 的 “缺陷 ?分 类 用 到 某 些 齐 性 空间 同 伦 群 的 
计算 ,集成 电路 布线 应 用 示 骸 理论 等 . 目前 这 个 渗透 
到 其 他 学 科 的 过 程 还 在 加 速 和 加 深 , 使 20 世纪 数学 
面貌 发 生 巨 大 变化 . 因此 早已 有 人 断言 ,“20 世纪 将 
作为 拓扑 学 的 世纪 而 载 人 数学 史册 ”[ 法 国 数学 家 过 
厄 多 内 CDieudonné, J. ) |. 
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合 学 (combinatorics) 亦 称 组 合 数学 ,数学 
的 一 个 分 支 . 它 所 人 研究 的 是 数 (shi) 的 技巧 . 虽然 数 
Csha) 数 始 于 以 结 计 数 的 远古 时 代 , 由 于 那 时 人 的 智 
力 的 发 展 尚 处 于 低级 阶段 , 谈 不 上 有 什么 技巧 . 随 着 
人 们 对 于 数 的 了 解 和 研究 ,在 形成 与 数 密切 相关 的 
BY Ae op xu. ue. X eR RGE U Biz P 
I MS A JE EAP Hu C] AERE PE A RK (shi) K 
多 样 性 ,产生 了 各 种 数 (sha) 数 的 技巧 .同时 ,在 人 们 
对 于 形 有 了 深入 的 了 解 和 研究 的 基础 上 ,在 形成 与 
形 密切 相关 的 各 种 数学 分 支 的 过 程 中 ,如 几何 学 、 拓 
扑 学 以 至 范畴 论 的 形成 与 发 展 , 逐 步 地 从 形 的 多 样 
性 也 发 现 了 数 (sha) 形 的 多 样 性 ,产生 了 各 种 数 
(shia) 形 的 技巧 .近代 的 集合 论 、 数 理 逻 辑 等 反映 了 
潜在 的 数 与 形 之 间 的 结合 . 而 现代 的 代数 拓扑 和 代 
数 几 何等 则 将 数 与 形 密切 地 联系 在 一 起 了 . 这 些 , 对 
于 以 数 (shi) 的 技巧 为 中 心 课题 的 近代 组 合 学 的 形 
成 与 发 展 都 产生 了 而 且 还 将 会 继续 产生 深刻 的 影 
Ae). 

由 此 观 之 ,组 合 学 与 其 他 数学 分 支 有 着 必然 的 
密切 联系 . 它 的 一 些 研 究 内 容 与 方法 来 自 各 个 分 文 
也 应 用 于 各 个 分 文 . 当然 ,组 合 学 与 其 他 数学 分 支 一 
样 也 有 其 独特 的 研究 问题 与 方法 , 它 源 于 人 们 对 于 
客观 世界 中 存在 的 数 与 形 及 其 关系 的 发 现 和 认识 . 
例如 ,中 国 古 代 的 《 易 经 》 中 用 十 个 天 于 和 十 二 个 地 
文 以 六 十 为 周期 来 记载 月 和 年 ,以 及 在 洛 书 河 图 中 
XT Jr ji. EA Br T EB Ax A ER 
组 合 问题 .于 11 A 12 世纪 间 , ASEM AH SK 
系数 ,杨辉 将 它 整 理 记 载 在 他 的 《 续 古 抉 奇 法 》 一 书 
中 . 这 就 是 中 国 通常 称 的 杨辉 三 角 . 事 实 上 ,于 12 世 
2g Ep RE B E fp um 9 55 (Bhaskara, I 工 ) 也 发 现 了 这 
种 组 合 数 . 13 世纪 波斯 的 哲学 家 曾 讲 授 过 此 类 三 
fA. 而 在 西方 ,帕斯卡 (Pascal,B. ) 发 现 这 个 三 角形 
是 在 17 世纪 中 期 . 这 个 三 角形 在 其 他 数学 分 支 的 应 
用 也 是 屡见不鲜 的 .同时 ,帕斯卡 和 费 马 (Fermat， 
P. de) 均 发 现 了 许多 与 概率 论 有 关 的 经 典 组 合 学 的 
结果 . 因此 ,西方 人 认为 组 合 学 开始 于 17 世纪 . 组 合 
学 一 词 是 德国 数学 家 莱 布 尼 次 (Leibniz,G. W. ) 在 
数学 的 意义 下 首次 应 用 .也许 ,在 那 时 他 已 经 预感 到 
了 其 将 来 的 蓬勃 发 展 .然而 只 有 到 了 18 世纪 欧 拉 
(Euler, L. ) 所 处 时 代 , 组 合 学 才 可 以 说 开始 了 作为 
一 门 科学 的 发 展 ,因为 那 时 ,他 解决 了 哥 尼斯 堡 七 桥 
问题 ,发现 了 多 面体 (首先 是 凸 多 面体 , 即 平 面 图 的 
情形 ) 的 项 点数 、 边 数 和 面 数 之 间 的 简单 关系 . 现在 
已 被 人 们 称 为 欧 拉 公式 . 甚至 ,当今 人 们 所 称 的 哈密 
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顿 圈 的 首创 者 也 应 该 是 欧 拉 . 这 些 不 但 使 欧 拉 成 为 
组 合 学 的 一 个 重要 组 成 部 分 一 一 图 论 而 且 也 成 为 占 
据 现代 数学 舞台 中 心 的 拓扑 学 发 展 的 先驱 . 同时 ,他 
对 导致 当今 组 合 学 中 的 男 一 个 重要 组 成 部 分 组 
合 设计 中 的 拉丁 方 的 研究 所 提出 的 猜想 ,人 们 称 为 
欧 拉 猜 想 , 直 到 1959 年 才 得 到 完全 的 解决 .于 19 H 
Zu 9] . i Nr (Gauss, C. F. ) 提 出 的 组 合 系 数 , 今 尔 高 
斯 系数 ,在 经 典 组 合 学 中 也 占有 重要 地 位 . 同时 ,他 
还 研究 过 平面 上 的 闭 曲 线 的 相交 问题 ,由 此 所 提出 
的 猜想 称 为 高 斯 猜想 , 它 直 到 20 世纪 才 得 到 解决 . 
这 个 问题 不 仅 贡献 于 拓扑 学 ,而 且 也 贡献 于 组 合 学 
中 图 论 的 发 展 . 同 在 19 世纪 ,由 布尔 (Boole,G. ) 发 
现 且 被 当今 人 们 称 为 布尔 代数 的 分 支 已 经 成 为 组 合 
学 中 序 理 论 的 基石 . 当然 ,在 这 一 时 期 ,人 们 还 研究 
其 他 许多 组 合 问 题 , 它 们 中 的 大 多 数 是 娱乐 性 的 ， 

20 tita 4] HA. HE Jl 3€ (Poincaré, CJ. -2H. ) 联 系 
多 面体 问题 发 展 了 组 合 学 的 概念 与 方法 ,导致 了 近 
代 拓 扑 学 从 组 合 拓扑 学 到 代数 拓扑 学 的 发 展 . 于 20 
世纪 的 中 ,后 期 ,组 合 学 发 展 之 迅速 也 许 是 人 们 意 想 
不 到 的 . 首先 ,于 1920 年 费 希 尔 (Fisher,R. A.) AI 
耶 茨 (Yates,FE. ) 发 展 了 实验 设计 的 统计 理论 ,其 结 
果 导 致 后 来 的 信息 论 , 特 别 是 编码 理论 的 形成 与 发 
FE. 于 1939 4E, JX 4E 2 Hi CKanroposuy, JI B. ) 发现 
了 线性 规划 问题 并 提出 解 乘 数 法 .于 1947 FAXE 
(Dantzig,G. B. ) 给 出 了 一 般 的 线性 规划 模型 和 理 
论 ,他 所 创立 的 单纯 形 方法 商定 了 这 一 理论 的 基础 ， 
前 明了 其 解 集 的 组 合 结构 . 直到 今天 它 仍 然 是 应 用 
得 最 广泛 的 数学 方法 之 一 . 这 些 又 导致 以 网 络 流 为 
代表 的 运筹 学 中 的 一 系列 问题 的 形成 与 发 展 . 开拓 
了 人 们 目前 称 为 组 合 最 优化 的 一 个 组 合 学 的 新 分 
X. 在 20 世纪 50 年 代 , 中 国 也 发 现 并 解决 了 一 类 称 
为 运输 问题 的 线性 规划 的 图 上 作业 法 , 它 与 一 般 的 
网 络 流 理论 确 有 异曲同工 之 妙 . 在 此 基础 上 又 出 现 
了 国际 上 通称 的 中 国 邮递 员 问 题 ， 

另 一 方面 , 自 1940 年 以 来 , 生 于 英国 的 塔 特 
(Tutte, W. T. ) 在 解决 拼 方 问题 中 取得 了 一 系列 有 
关 图 论 的 结果 ,这 些 不 仅 开 辟 了 现今 图 论 发 展 的 许 
多 新 研究 领域 ,而 且 对 于 20 世纪 30 年 代 , 惠 特 尼 
(Whitney, H. ) 提 出 的 拟 阵 论 以 及 人 们 称 之 为 组 合 


几何 的 发 展 都 起 到 了 核心 的 推动 作用 . 应 该 特别 提 


到 的 是 在 这 一 时 期 , 随 着 电子 技术 和 计算 机 科学 的 
发 展 愈 来 愈 显示 出 组 从 学 的 潜在 力量 . 同时 ,也 为 组 
合 学 的 发 展 提出 了 许多 新 的 研究 课题 . 例如 ,以 大 规 
模 和 超大 规模 集成 电路 设计 为 中 心 的 计算 机 辅助 设 


计 提 出 了 层出不穷 的 问题 . 其 中 一 些 问 题 的 研究 与 
发 展 正在 形成 一 种 新 的 几何 ,目前 人 们 称 之 为 组 合 
计算 几何 .关于 算法 复杂 性 的 研究 , 目 1961 年 库 克 
(Cook,S. A. ) 提 出 NP 完全 性 理论 以 来 ,已 经 将 这 
一 思想 渗透 到 组 合 学 的 各 个 分 支 以 至 数学 和 计算 机 
科学 中 的 一 些 分 文 . 

yr 20 年 来 ,用 组 合 学 中 的 方法 已 经 解决 了 一 些 
即使 在 整个 数学 领域 也 是 具有 挑战 性 的 难题 . 例如 ， 
范 . 德 。 瓦 尔 登 (Van der Waerden,B. L. ) 于 1926 
年 提出 的 关于 双 随 机 符 阵 积 和 式 猜 想 的 证 明 ; 和 希 伍 
德 (Heawood P. J. ) 于 1890 年 提出 的 曲面 地 图 着 色 
猜想 的 解决 ;著名 的 四 色 定 理 的 计算 机 验证 和 扭 结 
问题 的 新 组 合 不 变量 发 现 等 . 在 数学 中 已 经 或 正在 
形成 着 诸如 组 合 拓 扑 、 组 合 几 何 、 组 合 数 论 、 组 合算 
阵 论 、 组 合群 论 等 与 组 合 学 密切 相关 的 交 又 学 科 . 此 
外 ,组 合 学 也 正在 渗透 到 其 他 上 自然 科学 以 及 社会 科 
学 的 各 个 方面 ,例如 ,物理 学 力学 .化 学 .生物 学 GR 
传 学 ,心理 学 以 及 经 济 学 .管理 学 甚至 政治 学 等 . 

根据 组 合 学 研究 与 发 展 的 现状 , 它 可 以 分 为 如 
下 五 个 分 支 :经 典 组 合 学 .组合 设计 、 组 合 序 .图 与 超 
图 和 组 合 多 面 形 与 最 优化 .由 于 组 合 学 所 涉及 的 范 
围 触 及 到 几乎 所 有 数学 分 支 , 也 许 和 数学 本 身 一 样 
不 大 可 能 建立 一 种 统一 的 理论 .然而 ,如 何在 上 述 的 
五 个 分 支 的 基础 上 建立 一 些 统一 的 理论 ,或 者 从 组 
合 学 中 独立 出 来 形成 数学 的 一 些 新 分 支 将 是 对 21 
世纪 数学 家 们 提出 的 一 个 新 的 挑战 . 

在 中 国 当 代 的 数学 家 中 , 较 早 地 在 组 合 学 中 的 
不 同方 面 作 出 过 贡献 的 有 华罗庚、 吴 文 俊 、 柯 召 、 万 
H sk HB TREES Z X SE. 其 中 ,万 哲 先 和 他 领导 的 
研究 组 在 有 限 几 何方 面 的 系统 工作 不 仅 对 于 组 合 设 
计 而 且 对 于 图 的 对 称 性 的 研究 都 有 影响 . 陆 家 义 的 
有 关 不 交 斯 坦 纳 三 元 系 大 集 的 一 系列 的 文章 不 仅 解 
决 了 组 合 设计 方面 的 一 个 难题 ,而 且 他 所 创立 的 方 
法 对 于 其 后 的 研究 者 也 产生 了 和 正 产生 着 积极 的 作 
FA. 
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B "2H 
= 
H & (combinatorial theory) 组 合 学 的 一 部 
分 , 它 主要 包括 经 典 组 合 学 与 组 合 设计 . 
离散 数学 (discrete mathematics) 现代 数学 的 
一 个 分 支 . 凡是 以 不 连续 ( 即 离散 ) 现 象 为 研究 对 象 
的 数学 都 属于 离散 数学 . 它 的 内 容 主要 包括 :组合 数 
学 .算法 的 理论 与 分 析 、 编 码 理论 .数理 逻辑 中 的 命 
题 逻 辑 . 谓词 逻辑 .集合 代数 、 模 糊 集 论 ; 代 数 中 的 有 
限 群 论 、 环 论 、 域 论 、 格 论 和 布尔 代数 、 有 限 几 何 ; 微 
分 方程 中 的 计算 理论 ;以 及 离散 型 概率 等 . 离散 数学 
的 建立 和 形成 与 计算 机 科学 的 发 展 是 密切 相关 的 . 
随 着 现代 科学 技术 的 发 展 ,特别 是 计算 机 的 广泛 应 


A 
日 


用 ,离散 数学 越 来 越 受到 重视 ,而 且 发 展 很 快 . 


BE mS EM 
E d 徐 利 治 颜 基 义 


经 典 组 合 学 


经 典 组 合 学 (classic combinatorics) 亦 称 组 合 
分 析 . 组 合 学 中 的 经 典 部 分 . 它 与 许多 数学 分 支 在 内 
容 上 有 交叉 ,目前 还 难以 在 一 个 统一 的 数学 理论 的 
范畴 内 进行 表述 和 研究 . 大 体 上 说 ,经 典 组 合 学 是 研 
究 将 某 种 离散 对 和 象 按 某 个 确定 的 约束 条 件 进行 安排 
的 问题 . 一 个 符合 确定 的 约束 条 件 的 安排 称 为 一 个 
特定 安排 . 经 典 组 合 学 的 内 容 可 分 为 三 大 部 分 : 

1. 计数 ,包括 生成 函数 (也 称 母 函数 )、 反 演 理论 
和 有 限 差分 计算 . 

2. 序 理 论 , 包 括 有 限 偏 序 集 和 格 , 以 及 霍 尔 定理 
和 拉 姆 齐 定理 等 存在 性 定理 . 

3. 布 局 ,包括 正 交 拉丁 方 . 区 组 设计 、 正 交 表 、 阿 

经 典 组 合 学 常 讨论 以 下 三 个 问题 , 即 特 定安 排 
的 存在 性 问题 .特定 安排 的 计数 问题 和 寻求 在 某 个 
优化 准则 下 的 最 优 解 . 

经 典 组 合 学 也 是 数学 的 一 个 古老 的 分 支 . WE 
公元 前 2200 年 ,中 国 就 有 所 谓 洛 书 河 图 , 即 一 种 “用 
整数 1 ,2,3,4,5,6,7,8,9, 排 成 的 3X3 方 阵 , 使 得 
每 行 每 列 以 及 两 条 对 角 线 中 的 各 数 之 和 都 是 同一 个 
数 ” 的 特定 安排 . 传说 洛 书 是 画 在 神 龟 背 上 的 . 若 用 
整数 表 出 , 则 为 著名 的 “ 农 神 ” 幻 方 
4 9 2 
MEA 
8 1 6 
于 11 和 12 世纪 间 , 宋 人 贾 宪 发 现 了 二 项 式 系数 之 
后 ,被 杨辉 记载 到 他 的 闭 作 中 ,并 且 得 到 了 较 广 泛 的 
应 用 . xx ue Pris qae = 18. 在 12 世纪 ,印度 的 婆 什 
迦 罗 第 二 (Bhaskara，I ) 也 发 现 了 这 个 组 合 数 . 于 
19 世纪 ,德国 数学 家 高 斯 (Gauss,C.F. ) 又 发 现 了 
另 一 种 重要 的 组 合 数 , 这 就 是 所 谓 高 斯 系数 . 在 现 
代 , 组 合 的 方法 已 在 计算 机 和 科学、 运输、 信息 处 理 、 工 
业 计 划 .电气 工程 .试验 设计 、 抽 样 、 编 码 .遗传 学 、 政 
治 科学 .考古 学 和 其 他 领域 被 广泛 地 应 用 ,并 取得 了 
巨大 的 进展 . 

2H & ^y tfi (combinatorial analysis) 
合 学 ” 


即 “ 经 典 组 


特定 安排 (specified arrangement)” 见 “经 上 典 组 


计数 问题 (problem of enumeration) 组 合 学 
中 的 一 个 基本 问题 .把 某 种 离散 对 象 按 某 个 特定 的 
11 


Dp 
ok 


a a 学 


约束 条 件 进 行 安排 ,确定 合乎 这 种 约束 条 件 的 安排 
的 数目 .在 组 合 学 中 ,常用 的 计数 工具 有 :生成 函数 、 
容 斥 原理 、. 默 比 乌 斯 反 演 定理 和 波 利 亚 定理 等 . 

加 法 法 则 (rule of sums) 计数 理论 的 基本 法 
则 之 一 . 辱 {4;|i 二 1,2,…,n}) 是 两 两 不 相交 的 有 限 
集 的 有 限 族 , 则 


| UA. = MIA. 
1& 1) TA ie A Ht RK BY MT d RT LA St A AR AA n FE 
情形 ,每 类 的 对 象 都 是 有 限 数 时 , 则 对 象 的 总 个 数 等 
a aan 这 里 及 以 后 ,对 任 一 有 限 集 
A, AIR A 中 元 素 的 个 数 . 
乘法 法 则 (rule of products) 计数 理论 的 基本 
EMIS —. AA Ni=1,2,. ni RARE APR. 


则 笛 卡 儿 积 ITA 的 计数 


nie |= J[ 141. 
换 句 话说 , 若 完 成 一 事件 要 依次 经 圣 过 n SOR, AE 
完成 前 i 一 1 个 步骤 的 情况 下 ,完成 第 i 个 步骤 及 
种 方法 , 则 完成 该 事件 的 方法 共有 mnn Rb. 
相等 法 则 (rule of equality) ”计数 理论 的 基本 
法 则 之 一 .车 入 和 R 都 是 有 限 集 ,而 且 它 们 之 间 有 
一 种 一 一 映射 关系 , 则 |NN|== ORI. RDB. a 
个 有 限 集 有 一 一 对 应 关系 , 则 它们 每 个 所 含 元 素 的 
SBOE 
殊 途 计数 法 则 (rule of counting in two ways) 
计数 理论 的 基本 法 则 之 一 . CV, UV, ERA 
限 二 部 图 , 设 无 边 的 二 顶点 集 为 VI 和 V;, 以 Y(v) 表 
与 顶点 vv 关联 的 边 数 , 则 
一 S37). 


>- Xlo) 
vEV 


换 句 话说 ,用 不 同方 法 计数 同一 对 象 , 计 数 的 结果 相 
等 . 

排列 (permutation) 亦 称 置换 ,一 类 基本 组 合 
数 . 从 有 限 集中 有 序 地 选 出 若干 个 元 , 称 为 排列 . 从 
n 元 选 出 r(<n) zu BS BEI OA 

Pon ae = & ae De 

A > 一 2, 则 全 排列 数 等 于 nt. 排列 数 P 受 nrl 
的 限制 .为 了 解决 问题 的 需要 ,可 以 加 以 扩充 .定义 : 
若 7n 宇 r= 二 0,P'= 二 1]; 着 O&n-«r,Pt-—0. 

置换 (permutation) ” 即 “ 排 列 ”. 

可 重 排列 (permutation with repetition) 一 类 
组 合 数 . 从 非 空 TEA X= (1,2,* n) P ERR r 
个 元 素 , 元 素 允 许 重复 且 按 一 定 顺序 排 成 一 列 ,这 种 


排列 称 为 集合 X 的 一 个 > 可 重 排 列 .集合 X 的 > 可 
重 排列 的 总 数 为 n. 
多 重 集 (multiset) ”人 允许 有 相同 元 的 有 限 集 . 多 


LZ 


重 集 S 常 记 为 S= G^ li21,2,:* nj k; 表示 元 i 的 
个 数 , 称 为 元 i 的 重 数 . 多 重 集 S 的 排列 数 为 


(E, TF RP cont b ERI 
ki, Yeh, i 


iR E S 的 排列 称 为 集 [ 1 ,n JA CR, Pogi Rk, ) AEFI , 
或 多 重 排列 ,其 中 [1 on |= 人 sa}: 
多 重 排 列 (mulli-permutation) MZEE”. 


26 IN x. AW (multinomial coefficient) 一 类 组 
4 数 ， L M A Cri H r: H FH Ln)" 的 展开 式 中 ,项 
uw 的 系数 . 记 为 


n 


n n 
Zi! r.** 
n! 
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RE n Enid t Ens n. 多项式 系 数 的 组 合意 义 如 
下 :将 个 可 分 辩 的 球 ,分 放 到 mm 个 不 同 的 盒子 T, 
Tosto Ta P ÆT: PR 1 PFET, PR. 个， 
e ETna PR m AoW m tn, te tn, =n, 4 kA 
一 盒子 中 不 计 球 的 次 序 , 则 共有 


n 


ni )JH»5,*"* Mm 


种 放 法 . Fah, EmSSui-52:-miB HEX 
数 等 于 
其 中 


之 人 = n. 
ZH& (combination) 组 合 学 的 基本 概念 .从 有 
限 集 中 不 计 次 序 地 选 出 奉 干 元 称 为 组 合 . BA n 703 
出 ~(r 委 2) 元 的 组 合 数 为 
Hine pev. s n! 


r} ri(n—rn 


n 


组 合 数 | "| 对 参数 a,r 有 取 值 的 限制 条 件 E 
为 了 解决 问 是 的 需要 ,可 以 加 以 扩充 EUÉ r= 


i 一 1]; 若 0<n<7r, BX ESL 
- 
H r-0, 


-1 
=c-ay (4), 
r 


Zi n<i0,H r<co, 
n Ir! — 1 
la] esque 

RJ B48 & (combination with repetition) 一 类 
AAA. 从 非 空 集合 X=41,2，……2z)} 中 ,每 次 取出 > 个 
元 素 , 允许 元 素 重 复 , 且 不 计 顺 序 . 这 种 组 合 称 为 集 
合 X 的 一 个 + 可 重组 合 . 集合 X 的 ~ 可 重组 合 的 总 
TUS 


= (= 1)"+ 


n+r—1' 
: 
2H & f SX (combinatorial identity) 表示 二 

项 式 系数 之 间 关 系 的 恒等式 .下 面 为 一 些 常见 的 组 


合 恒等式 : 

n=l n—2 k—] n 
ur i k n A us k 

n n n ny 
ye MEE zu Mn ne 

n n n F u 
«[^I- [eM Tec] 0 

n n n 
4. à 十 十 pss 

三 = ^ n n — = 

Snare roe 

n n u = 
Ded 1 十 2 l.p : — a 
6.| a Ur e ntp) _ RE 
TEQ 1 p p 

n n—m\{m n—m 01 
^ F E 0 r x 1 i) 

n——m m n—miim 
2 r Pet ie 

杨辉 三 角形 (Yang Hui triangle) 亦 称 由 斯 卡 


三 角形 . 指 特定 的 数 表 . 把 (a 十 6)" 的 展开 式 中 "E 
”| 排列 成 下 表 


项 的 系数 


根据 


n n—1] 


n= 1, 
r i p= : ' 
每 个 系数 是 上 一 行 同 列 及 其 左 列 相继 的 两 系数 的 
和 . 这 个 表 称 为 杨辉 三 角形 . 杨辉 在 《详解 九 章 算法 》 
(413 世纪 中 指出 ,这 个 三 角形 出 自 《 释 镇 算 书 》， 
38 25 (23 1200 年 ) 曾 用 过 它 , 比 帕斯卡 (Pascal,B.) 
RT 300 多 年 . 
帕斯卡 三 角形 (Pascal triangle) 


形 ” 
* 


r 


即 “杨辉 三 角 


at=bs k=0,1,2,… 


亦 称 母 函数 、 
发 生 函 数 . 计数 函 数 . 一 类 形式 老 级 数 . 它 在 组 合 数 
学 中 用 以 解决 计数 问题 .生成 函数 方法 的 系统 描述 ， 
最 早 见 于 拉 普 拉 斯 (Laplace,P.-S. )1812 年 的 名 著 


生成 函数 (generating function) 


《概率 解析 理论 》 普通 生成 函数 和 指数 型 生成 函数 
是 两 种 常用 的 生成 函数 . 记 数 列 aosaisazs et sanse 
X lan). 数列 (a,}) 的 普通 生成 函数 (有 时 简称 生成 函 
BO) KE MAT KERR : 
G {an} Hao tax ann be ax" + 
数列 (a,} 称 为 G (a,} 的 普通 生成 数列 . 这 里 ， 变量 x 
一 般 取 自 实数 域 或 复数 域 ,x 也 可 看 做 是 一 种 形式 
变 元 ,此 时 形式 窜 级 数 可 按 通 常 方式 定义 加 法 、 乘 
法 、 形 式微 积分 等 运算 ,从 而 将 形式 客 级 数 看 成 元 
3& ,其 全 体 做 成 一 个 交换 环 ,在 其 中 不 涉及 收敛 性 等 
问题 . 两 个 形式 需 级 数 an tarta? te tax" + 
8 bdo bu xd b te Hor +: FAS, SAMS 
普通 生成 函数 有 下 列 运 算法 
则 ; 
1. Gía,) -G(5,] —Gía,--5,]. 
2. Glar} * Gilb) — Glo i ,这 里 
c,9aob, d- ab, 1 ters Harbi Farbo» 
称 为 数列 (an) AO, } 的 卷 积 . 数列 (a,) 的 指数 型 生成 
Geí(a,) = a, 十 ES F 217 uL E os, 


数列 {an} PRAY Ge lan) B5 TR RUE BOR I OS T," Hs BK 
型 生成 水 数 ”). 


Bis H Cgenerating function) — BD AE X PR RL”. 


A E AX (generating function) B[ “AF RK PR 
TU. 

£o ERU BL (ordinary generating function) 
见 “ 生 成 函数 ”. 

普通 生成 数列 (ordinary generating sequence) 
见 “ 生 成 函数 ”. 


r Fi) AY 35 FA (evolution of sequences) Ji "^E 
成 函数 ” 

指数 生成 数列 (exponential generating se- 
见 “ 生 成 函数 ”. 

计数 生成 函数 (enumerating generating func- 
tion) 亦 称 计数 式 或 计数 函数 . 一 类 非 负 整 系数 未 
FE JE tH SE Hh ER FEY RRM. 若 关 于 参数 n GE M 
数 ) 计 数 的 结果 是 an WU JE SACRE CC ao tartar’? 
eee tana" + + BRA RES RB n 展开 的 计数 生成 函 
数 , 计数 生成 函数 就 是 计数 结果 所 成 数列 ao vay sree 
a… 的 普通 生成 函数 . EET ACIE BM PA AL A DIS D 
的 , 则 其 计数 式 就 称 为 计数 多 项 式 ( 参 见 “ 邮 票 排列 
问题 ?和 “天 平 问题 ”). 

计数 式 (enumerator) 


quence ) 


即 “计数 生成 函数 ” 
13 


计数 函数 (enumerating function) 见 “ 计 数 生 
AN, PR CU. 

it & & Ist (enumerating polynomial) 
AE IM RA. 

指数 型 生成 函数 (exponential generating func- 
tion) 一 类 计数 函数 . 记 数 列 assai sane ttt A 
(art id ees 


a2 » 


het oe p EL E 


Tin, 当 利 用 生成 函数 的 项 的 系数 来 
计算 与 排列 有 关 的 数列 时 ,利用 指数 型 生成 函数 更 
加 有 利 . 例如 ,6 二 Pn,k) (&—0,1,2. 0 ,表示 
Kn PARATCH PR & DA TH MY HEF SC, BU 
P(n,k)=n! /(n—k)!, BA 


见 “ 计 


Gea, } = a den 


2 
Ge(b,) —P(n,0) + P(n, loz + P(n,2) 2 dcus 


4 POM. — (qup gy, 


n| 

ÆHF (derangement) 亦 称 错 排 或 更 列 . 一 类 特 
殊 的 排列 . AF Cay soe 28,03 Ly 的 一 个 排 
列 , 满足 Qj; 关 i1(i1 二 1,2,…,n), 则 称 这 样 的 排列 为 
(1,2,° ,nn) 的 一 个 重 排 . 用 D, FAR (1.2.7218 
重 排 的 个 数 , 它 满足 下 列 递 归 关 系 :D+1 二 nn(D, 十 
D,-1), 并 有 初 值 D,=0,D,=1,—-MRIAN A 

l 1 1 n 1 
D snl be op ug TAE mur 
D, 有 指数 型 生成 函数 
XD = =e" 8. 


前 10 个 D, 的 值 如 下 表 : 


错 排 (derangement) 即 “ 重 排 > 
更 列 (derangement) BD": HE". 
相遇 问题 (problem of encounter) 一 类 组 合 
问题 . 给 定 一 个 元 置换 
i 
p= , 
ay A>» vee d, 
BP) —a;—i, WR ER pg 在 i 处 有 一 次 相遇 . 求 n 


KER PIA k INE A BR BR P, (A) YA a 
就 是 相遇 问题 . 求 已 (&) 可 归结 为 求 重 排 数 OD, 的 问 
题 . 实际 上 

14 


P,(0)=D,, M Du 


tiS (encounter) — JL" 4838 [n] a”. 

邮票 排列 问题 (problem of stamp permutation) 
一 类 确定 某 种 排列 数 的 问题 . 寄 信 需 邮 票 ” 分 , 今 
面值 为 a1 分 ,as 分 ,ai Ar [aia ttam noB k 
种 邮票 各 若干 枚 , 依 任意 方式 依次 贴 在 信封 右上 角 ， 
其 面值 总 和 怡 为 分, 不同 的 排列 方式 为 不 同 贴 法 ， 
求 有 多 少 种 邮票 贴 法 ?这 就 是 邮票 排列 问题 . 其 计数 
ERRA Ge doa: d» n +2)". A p 枚 邮票 依 此 
T Js. EL Ak 分 , 则 贴 法 数 等 于 Cz! 十 x 十 … 
ta^) 展开 式 中 x” 的 系数 . 因此 ,邮票 贴 法 总 数 4， 
的 计数 生成 函数 是 


G{A,}= l] + ye 十 2 oe + ye)? 


1 
] 一 To 一 To 一 一 和 

这 里 规定 A,—1. A, SF CAS Pc 的 系数 .满足 
递归 关系 ;4, 一 4 ,十 4 十 … 十 4A, ,这 里 规定 
Aj 7 0,1«0. 

FFE ja] XE (scales problem) 一 个 趣味 组 合计 
数 问题 . 设 有 重量 分 别 为 ai sa: 克 ,…,ai SUE k 
ERS a; 0 — 1,2, 7 EOS SEC. SHEKEL 
WEEK n 克 的 重 物 , 问 有 多 少 种 不 同 衡 重 方法 ?大 
规定 硅 码 只 能 加 在 天 平一 端 , 则 不 同方 式 总 数 4, 的 
计数 生成 函数 是 

G{A = A d x^)» T x75: H x"); 
E XL XE i BS YE OF A m PS [8] Fy 3X 3C B, 的 
计数 生成 函数 

G(B,) =Car 2 +1 Hr) X ee +14 2%) 
mg SEE me 

例如 a, =1 FE ,a.=3 Yí.ai-4 Fa, =6 克 , 则 n=6 
克 的 不 同方 式 Bs A A A EE AF Zen 
KYA RO FE s(n, 6), (n +1,34+4),(n+14+3,4+6) 
Al(nt+4,1+3+6), cre n RAH 6 克 的 物体 . 

交错 排列 (alternative permutation) 多 重 集 
的 一 种 全 排列 . LER M= lar |i 二 1,2,…,r} 的 相 
邻 元 相 异 的 全 排列 称 为 交错 排列 . M 的 交错 排列 数 
等 于 

F (ny mj. sn) 


L| Gi +te-+e +2)! 


l Ves 
o Dose nia AARIA 


连贯 (continuation) 多 重 集 的 一 种 全 排列 . 若 
r EZER M= (ez |i 二 1,2,…,r) 的 一 个 全 排列 ， 
把 x 按 元 的 同 异 分 段 ,使 得 同一 段 内 的 元 相同 ,而 相 
邻 段 内 的 元 相 异 , 则 每 段 称 为 一 个 连贯 . M 的 恰 有 
m 个 连贯 的 全 排列 数 为 


F (1 ,n; ,*** ,n,) 
n, — 1 
B >Il m; 一 1 
其 中 求 和 跑 遍 满足 条 件 m tm + Hm, =m, 1S 
mIn Sir 的 所 有 On, 97a 59°? m,) , 
fini ,m;,.*,m,) 


= 25 dL Cm 
mS 


= : 
ISS 1 | <1 


n Mas" I,) , 


m;—1| Htt)! 
t;—1 Ey lig tet ` 
l/r 


圆 排列 (circular permutation) 一 类 重要 的 排 
列 . 把 若干 元 排列 在 圆周 上 ， a 
就 构成 了 一 个 圆 排 列 . 这 里 
并 不 指定 圆周 上 哪 一 个 位 置 
上 的 元 处 于 首位 ,因此 圆 排 d “2 
列 与 线 排列 不 同 . 有 两 种 不 
同 的 圆 排 列 . 第 一 种 称 为 音 
绕 向 圆 排 列 : 对 圆周 上 元 的 t 
排列 顺序 , 顺 时 针 与 反 时 针 视 为 不 同 . 典型 问题 为 手 
镯 问题 . 例如 圆 排列 依 顺 时 针 绕 向 有 abcd , beda, 
cdab,dabc, 这 四 种 ( 线 ) 排 列 都 表示 同一 个 单 绕 向 圆 
排列 ;但 依 反 时 针线 向 有 adcb ,dcba,cbad,badc，, 则 
表示 与 前 者 相 异 的 一 个 单 绕 向 圆 排列 . FY X 
说 ,这 是 在 循环 群 作用 下 保持 不 变 的 圆 排列 . 第 二 种 
称 为 双 绕 向 圆 排 列 ; 对 圆周 上 元 的 排列 顺序 , 顺 时 针 
与 反 时 针 视 为 相同 . 典型 问题 为 项 链 问 题 . 如 上 例 中 
八 种 ( 线 ) 排 列 都 表示 同一 个 双 绕 向 圆 排 列 . 用 群 的 
观点 说 ,这 是 在 两 面体 群 作用 下 保持 不 变 的 圆 排列 . 
求 给 定 约束 条 件 下 所 有 不 同 圆 排列 的 个 数 , 称 为 圆 
排列 问题 . 其 基本 形式 有 两 种 : 

1. 求 从 > 种 相 异 元 中 可 重复 地 任 取 ? 个 元 所 组 
成 的 圆 排列 数 . 

2. 求 从 rr 种 相 异 元 中 任 取 个 元 ,满足 下 述 条 
件 的 贺 排 列 数 ; 第 i 种 元 恰 有 561.2. BR 


258 — gQ. 

一 般 地 可 用 反 演 公式 或 伯 恩 赛 德 引 理 来 求解 加 
排列 问题 (参见 “手镯 问题 “和 ”项 链 问 题 ”). 

Ba £5 [8] [S] HE Sl) (circular permutation with one 
direction) D," [B] HEX”. 

N a [8] [3] HE 9!) (circular permutation with two 
见 “ 圆 排列 ”. 

圆 排列 问题 (problem of circular permutation) 
JU" BEP". 

手镯 问题 (problem of bracelet) 一 种 圆 排 列 
问题 .用 -~ 种 不 同 颜色 的 珠子 穿 成 手镯 , 求 所 有 不 同 
的 手镯 数 . 这 个 问题 称 为 手镯 问题 . 手镯 问题 应 解释 
为 第 一 种 单 绕 向 圆 排列 . 穿 手 镯 的 珠子 可 以 从 > 种 
颜色 中 允许 重复 任 取 个 ,也 可 以 限定 第 i 种 颜色 


directions) 


取 bit—1525* ,7) 个 ， 


5 =n, 


从 而 构成 两 类 不 同 问题 (参见 “ 圆 排列 ”). 两 类 于 锣 
问题 的 解 如 下 : 

l.r 种 颜色 珠子 中 允许 重复 任 取 个 所 成 不 同 
的 手镯 数 


met iL. - (k,n) 
Nar) =— dor”, 


k—1 


Ur (kn) bun 的 最 大 公约 数 . 
2. 限定 第 i 种 颜色 珠子 取 b G=1,2. ,7) 个 ， 


3 = 
所 成 不 同 的 手镯 数 
ep 


| ESSO 


式 中 B 为 bi sb23*tt sb, 的 最 大 公约 数 . 

项 链 问 题 (problem of necklace) 一 种 圆 排列 
问题 .用 > 种 不 同 颜色 的 珠子 穿 成 项 链 , 求 所 有 不 同 
的 项 链 数 . 这 个 问题 称 为 项 链 问 题 . 项 链 问 题 应 解释 
为 第 二 种 双 绕 向 圆 排列 . 项 链 的 珠子 可 以 从 r 种 颜 
色 中 允许 重复 任 取 x 个 , 亦 可 以 限定 第 i 种 颜色 取 
bG=1,2. nt, 


Ms 


N Oi ibi b, 7 16) =— 


a 


M5 二 nn， 
从 而 构成 两 类 不 同 问题 (参见 “ 圆 排列 ”). 两 类 项 链 
问题 的 解 如 下 : 
l.r 种 颜色 珠子 中 允许 重复 任 取 ? 个 所 成 不 同 
的 项 链 数 


= 1 um Gb 204- D T. iei 
Mn + D = gc 3 227 SAN 


2n 
M(2n,r) = LS) hw + Js +1), 
4n A 4 


xx HO DRA kor 的 最 大 公约 数 . 
2. 限定 第 1 种 颜色 珠子 取 b, T a Ts 


r 


>》 d E 
所 成 不 同 的 项 链 数 ,可 分 下 列 各 种 情形 计算 A 
37 — 2n 十 l, 


则 当 5; 中 只 有 一 例如 奇数 ,项 链 数 
M(2n T l;%; ,05,*** s0.) 


= LNGn + 156, 3Dss *** xD.) 
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3 b; 中 奇数 多 于 一 个 时 ， 
M(2n + 1;5,,5,,**,5,) 


= 5 Nan EE 1565, 05 9 ***, 0.). 
M (2n; 0, ,*** ,0,) 
= SN Qn sb sn sen) 


i l 
e aafe) ref e)a 
297 3 pae 


X HAARA I ØA bsb 为 奇数 , 则 
M(2n;6, ,bs ,b,) 


A! 


+ 


" SN Qnsbi bzs sb) 
(n — 1)! ] 
per 
2 2 Eu 2 ) 
4b, 中 奇数 多 于 两 个 时 ， 
MU ns b bs is hcm XN Qnsbi bi snnt). 


以 上 式 中 的 NOGn-d- 1:060 525I NGnibisb;, 
…，p) 为 第 二 类 手镯 数 ( 参 见 “ 手 镯 问题 ”). | 

夫妻 问题 (problem of mate) 一 种 圆 排列 问 
Bi. B E (Lucas, F. -É. -A. ) F 1891 年 提出 的 一 个 
趣味 组 合 问题 . n 个 丈夫 和 他 们 的 妻子 围 坐 在 一 
张 圆桌 劳 , 要 使 男女 依次 交错 人 坐 , 且 使 没有 一 个 妻 
子 坐 在 她 的 丈夫 旁边 , 求 这 样 的 人 坐 方法 总 数 
T GO. 这 就 是 夫妻 问题 .不妨 让 妇女 先 人 坐 , 共 有 
2n! 种 方式 ,然后 丈夫 再 入 坐 . 设 妇女 已 人 坐 并 按 环 
形 顺 序 给 以 1,2,…,n 的 编号 . 把 第 i 号 妇女 的 丈夫 
编号 为 第 i 号 ,把 第 i 号 妇女 和 第 i 十 1 号 妇女 间 的 
位 置 称 为 第 i BME <n), E n 号 和 第 1 号 妇女 间 
的 位 置 称 为 第 号 位 置 . 现 假定 男子 也 已 人 坐 , 坐 在 
第 i 号 位 置 的 丈夫 的 编号 为 a;, 按 要 求 a Ai 和 i 十 1 
C4 ixtn—1 时 ) san En 和 k 即 要 求 排列 (a, 9Ao9°*" 9 
a, i fS Ze 


l 
T 


l, 2» 3» erry n — l, n 
2» 3, 4, eK n, l 
is G5. Gg, "ttt, an-ı An 


中 a G=, 2n) SAI Pa SKA. 
记 这 样 的 排列 《Cliyazy，… ,ai) 的 总 数 为 U, oe FR 
KER, 


U, =n! Rn j (n 1)! 
2n pere | u = 
T 2n —2 j (n — 2)! 
desque oR 
nin 
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n—=2, m T(n)=2n! U, ZMU,.=0.U3;=1,U,= 
2,U;=13,U,=80,U,;=579. 

KBR (mate number) Wi," 3c 3e HM”. 

FZ xk PAH Cformal power series) 一 种 不 考 
虑 收敛 性 的 级 数 . 对 于 数列 (a, |n=0,1,25°°} RR 
数 


GE) Y a.c" 


与 它 相 联系 .G(z) 中 的 r 是 一 个 符号 或 不 定 元 , 因 
为 不 考虑 收 伍 性 , 故 称 GCz) 为 形式 索 级 数 . 对 于 所 
有 形式 索 级 数 的 集 ,定义 加 法 和 乘法 . 若 


Bo) = 372 Cr) pct 
n=0 


n=0 


则 

A(x) = Se. = 6b, +e, (n = 05152509) 
A GN Bix) CGz) 之 和 ;又 

P(r) = > bap =O T Duce T rt oly 


(n —0,1,2,:), 

P(r) 为 BC(z) 与 C(x) 之 积 . 具有 这 样 的 加 法 与 乘法 
的 所 有 形式 震级 数 之 集成 为 环 . 它 的 代数 称 为 柯 西 
代数 . 

柯 西 代数 (Cauchy algebra) 
y. 

By te E HX (factorial function) — 2% e Ek E] eR 
B. PRB [ i lc 3-10 (0-25 Cr 4-n— DD nl, 
Le | — DR A N R ws BEC x] r(r— DG 
一 2)…(z 一 2 十 1) nl, Lr] =1) A E Br 31 PR 
BL, IX ce Rn CN, EID iU [n =n. 升降 阶 
乘 函 数 统称 阶乘 函数 . REPRE n LR FE. REBT S PR 
Rlel Lx], 是 组 合 学 中 三 个 基本 的 计数 函数 . 升 
Br Fe PLC Lao |” 的 组 合 学 意义 :将 ?个 可 分 辨 的 球 ， 
分 放 到 z 个 有 序 盒子 中 ,每 个 盒子 可 放 人 的 球 数 不 
限 , 其 放 法 总 数 等 于 [x 了 . 降 阶 乘 函 数 [Lzj], 的 组 合 学 
意义 :集合 S= (1,2, Zi 的 n 元 排列 的 个 数 等 于 
[zj 三 基本 计数 渔 数 之 间 的 关系 如 下 ; 若 Lxj,== 
S1(1,0) +S Cn, rHS Cin, 2r o HS On 00 x^, 
W ABS, n,k) (三 0,1，…2) 为 第 一 类 斯 特 林 数 ; 
ER EGAEx-—S;,0-8S,G;D[xl-4S;Gil2»[x]; 
TES nz jJ RR SiO. k) (CR 一 0，1，…， 
n)Jg38 —2& p REM Llr] L'O,0) +L' (Cn, 1) 
[rh dL Cn, Dlr] ter +l’ (nn) bx]. WRB 
L' (n,k) (& —0,1,* "0 A FES BY il BL. 升 阶乘 
PR La)” FRE EE HE PK AKL a |, 在 组 合 分 析 、 有 限 差分 
"P KI HE hz 5 ER x” 在 数学 分 析 中 的 地 位 具有 同 
样 的 重要 性 . 

Jt Br 3E BY AW (increase factorial function) J 


WHE ak P: 


“BT FR pa Bx”. 

Be Wr Fe BS BW (decrease factorial function) J) 
“阶乘 函数 ” 

布 利 萨 德 算法 (Blissard’s calculus) JRPRMPIS 
算 .一 种 特殊 的 符号 演算 法 . 它 是 英国 数学 家 布 利 萨 
德 (Blissard ,J. ) 创 造 的 . 设 数列 {ae} o (br) s {cs} R= 
0,1,2…) 的 指数 型 生成 函数 分 别 为 


RNC 
AG) = >) =, 
— b 

B(x) = z , 
k 
CX 

Clr) = ; 
ip el 


Cam umb sg He WN AC Se" BG) =e"; 
Cir) =e". IF th ZARB o FE AB ERRORS E T 
标 位 置 , 可 以 得 出 问题 的 真实 答案 . 例如 ,将 该 算法 
用 于 指数 型 生成 函数 之 积 , 行 4(Cz)BECz) 王 CCz)， 
Ar) =e" .a,=0" Bla) =e" .b,=0°sC@) He" Gj 
=é, Wj eo =CCr)=Al(z) Ble) =e * e et", 
从 而 c, — Catb), B IE 48 8 


‘fk 
€, = 2 ; Q4 Oj. 

E jx € (umbral calculus) 即 “ 布 利 萨 德 算 
ik". 

贝尔 多 项 式 (Bell's polynomial) 一 种 组 合 多 
项 式 . 即 形 如 

Y.Gyis yos tt y.) 
E cuis pg » ^ 
Ry tRolerk LV TI) (21 n| 


WEMA, Ern PURIS JE] ki + 2k, + nk, =n 的 
BUB 8 Cki Rost ELDGK BS. BELA UL RK ALUN F 
Yi(y) = yo Yo y0 = y» tyi 
Yiyi yo») = yi + 3ywn + yr 
Y.Gio yii 30 = Ya + 49391 + 3y? 
+ 63291 + yt. 
复合 函数 的 高 阶 导数 可 通过 贝尔 多 项 式 表 出 . 设 
AM) =f G»D. 


D=, A=DIAG)s [DFW loca m f 
则 
A, =Y, (JE JE25* > JE)» 
f'f,G-1,2;7:,). 
二 项 多 项 式 序 列 (binomial polynomial se- 
quence) 一 类 具有 特定 性 质 的 多 项 式 序列 . 即使 得 


polX) 二 1 的 多 项 式 序列 {p,(x)|1nEN). 它 有 性 质 
7i n 
Jod. -— NICO 


其 中 z,yER, 即 实 变量 . 例如 , e), (eo e] 
都 是 二 项 多 项 式 序列 (参见 “阶乘 函数 ”). 

正规 化 多 项 式 序 列 (normalized polynomial se- 
quence) 一 种 满足 一 定 条 件 的 多 项 式 序列 . Bt 
ERAF Jp, Cr) |r EN}: po (a) = 1, p, (0) = 
0,V ?之 1, 则 称 它 是 正规 化 的 . 任何 二 项 多 项 式 序 列 
都 是 正规 化 多 项 式 序列 . 但 逆 命 题 不 成 立 . 

差分 法 (calculus of differences) 一 种 运算 方 
法 . BE “是 在 域 六 中 变动 的 实 变数 ,y 是 定义 在 万 
ER x BSEC. 给 出 y(0),y(1),… ,yln),… 都 是 有 
RE, E X Aya) = yat yan NK y BNE 
分 ;一 阶 差分 的 一 阶 差 分 为 二 阶 差 分 , 即 A?y(n) = 
Ay(n 十 1) 一 Ay(n), 于 是 可 以 得 到 MBSA y G0) 
= ACA 7 1y 00) — A yi 1 — A ly). 把 各 阶 
差分 列 成 下 表 : 

yO) yd), y2) y (D nmm Cs a 
Ay (0) ,AyC1) ,AyC2) 1 ,Ay(nCO—1), 
A yC0) ,A’y(1), T A yn —2);777 
A (0) , e A y (n— 3), 
A' y COD 
这 个 表 称 为 差分 表 . 特别 是 yCO S y(n) 以 及 
A"y(0) 之 间 的 项 ,构成 了 差分 三 角形 . 关于 差分 三 角 
形 有 牛顿 公式 
y(n) = S7] Aty) 


以 及 


yin — k). 


Ayo) = Mc b^ 
k=0 


差分 法 在 组 合 数学 、 旺 数 允 近 、 应 用 数学 等 许多 方面 
都 有 应 用 . 
差分 表 (table of differences)” 见 “差分 法 ”. 
差分 三 角形 (triangle of differences) ” 见 “ 差 分 
牛顿 差分 公式 (Newton formula of differences) 
斯 特 林 数 (Stirling number) 一 类 组 合 数 .两 
类 基底 畏 数 {Lxj,} 和 {x”}) 互 相 变 换 的 系数 . 设 


Le Sik zs 


k= 0 


x” = DS eh 


这 里 约定 
S,(0,0)=S,00,0)=1, 
Sı (nk) =S: (n,k) —0, 
其 中 0 二 kn. 这 两 个 展开 式 中 的 系数 S On k) A 
Sz(n,&) 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 斯 特 林 数 ,统称 斯 
特 林 数 .它们 满足 : 
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1. 递归 关系 
Si(n+1,2)=S,(n,k—-1)—nS,(nyk); 
Sn +1,2)=S2(nsk—1) +S, $n, k). 

2. 指数 型 发 生 函 数 

Heg + t) |’ 


- M5, (ask) 5 


3s, (n,b)S,(h, j) = Ó,j, 


RB ô, 为 克 罗 内 克 符 号 . 

4. 第 二 类 斯 特 林 数 可 表示 为 零 的 高 阶 差 分 . 即 ， 
Snsk) 二 (1/k1)A*0*( 参 见 “ 零 的 差分 ”). 

因为 阶乘 函数 Lzj, 在 组 合 分 析 和 有 限 差 分 法 
中 的 地 位 ,与 寡 级 数 xc 在 数学 分 析 中 的 地 位 具有 同 
等 的 重要 性 ,所 以 斯 特 林 数 在 组 合 学 和 统计 计算 等 
方面 有 着 广泛 的 应 用 . 


前 几 个 斯 特 林 数 的 数值 表 如 下 : 
Si QE) k0 l 2 3 4 5 6 7 8 
n=0 |l 
1 0 1 
2 Qv, "mI 1 
3 0 2 —3 1 
4 0 一 6 11 一 6 1 
5 0 24 一 50 35- I0 l 
6 0 —120 274  —225 85 —15 1 
7 0 720 —1764 1624 —735 175 —21 ] 
8 0 一 9040 13068 —13132 6769 —1960 322 —28 1 


S: (n, 5k) &—0 1 2 3 4 9 6 7 8 
n==0 ] 
1 0 1 
Z 0 1 ] 
3 0 1 3 ] 
4 0 l 7 6 l 
5 0 1 15 25 10 1 
6 0 l 31 90 65 15 ] 
7 0 ] 63 301 350 140 21 1 
8 0 ] 


127 966 1701 1050 266 28 1 


第 一 类 斯 特 林 数 (CStirling number of the first 
kind) 见 “ 斯 特 林 数 ” 

第 二 类 斯 特 林 数 (Stirling number of the sec- 
ond kind) ” 见 “ 斯 特 林 数 ”. 

连带 斯 特 林 数 (associated Stirling number) 
一 类 组 合 数 . 第 一 类 连带 斯 特 林 数 dn,k) 的 组 合意 
义 是 特殊 的 元 置换 , 它 具 有 个 不 相交 循环 , 且 其 
中 没有 一 个 是 单元 循环 ,这 样 的 置换 的 个 数 是 dC, 
E). KF dl(n,k), 有 递归 关系 

dl(nt+l1,k)=nd(n,k)+nd(n—1,k—1). 
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第 一 类 连带 斯 特 林 数 d Ov, RO BRA P 


第 二 类 连带 斯 特 林 数 为 bz,). 它 也 满足 递归 关系 
b(n+1,k)=kb(n,k) +nb(n—-1,k—-1). 
第 二 类 连带 斯 特 林 数 5(n,k) 的 值 如 下 表 : 


第 一 、 二 类 连带 斯 特 林 数 统称 连带 斯 特 林 数 . 
拉 氏 数 (Lah number) 一 类 组 合 数 . 由 恒等式 


(ue S DOSE 
k=0 


或 (p = S PG T): 
定义 的 拉 氏 数 LC, k) BRA tH AES BY Fir ELI 
no 


Longe quus 


Ri\ k — 
由 恒等式 


n (k 0), 
1 


(Ges > (n,k) Cz), 
定义 的 拉 氏 数 忆 (ns YPM AAP AP SHOE BEE 


! nll” zd 

Link) = Z E (ze D. 
aH NE AN Ti AES AY A i ECC LO k) RU L' (nn) 
统称 拉 氏 数 . 


F Bg 24> (difference of zero) 图 数 的 一 种 特 
Rich. 函数 v(t) 二 wx ,在 差分 表 上 0 的 各 阶 差分 
A"0 都 是 零 的 差分 .于 是 有 


m—] 
= VC pl | Gn —k)’, 
k=0 
n k 
Te npo 


iuc qr 
Æ ^Y B F (difference operator) 
f£ — SC eR C2 Aid 
AF Qf GEDA): 
则 称 A 为 差分 算 子 . 
移 位 算 子 (translation operator) 一 种 算 子 .对 
任 一 个 实 函 数 f(x), 若 记 Ef GO — f Ged- D Bl fk E 
为 移 位 算 子 . 若 对 jz) 构 造 差分 表 , 则 五 表示 向 右 
移动 一 位 . 互 与 4 的 关系 是 五 一 (4 二 1) 
贝尔 数 (Bell number) 一 类 组 合 数 . 若 
Y,-$85 (1,12 2-8; 00,2) - S, 0.02, 
式 中 S;(n,k) 为 第 二 类 斯 特 林 数 , 则 YY, 称 为 贝尔 
数 .贝尔 数 了 . 的 组 合 学 解释 是 :n 元 集合 5 的 不 同 
分 划 的 个 数 . 贝尔 数 满 足 递 归 关 系 


A0. 


一 种 算 子 . 对 


ee 
Yi xx 2; m 
这 里 规定 Yo 1. 贝尔 数 的 指数 型 生成 函数 为 
eas — Y, i 
e — 5 n 
展开 后 得 


ER | 
= 2 3 "S DU 
前 几 个 贝尔 数值 下 表 : 


一 类 组 合 数 . 
1H & Ail 


(B S FI HH (Bernoulli numbers) 
在 18 世纪 ,由 瑞士 数学 家 约 朝 第 一 … 
(Bernoulli,Johann I ) 所 引入 . [BAI Br © 
FA tis CL Ac AE PRX 


= BF "nl 


来 定义 . B, 可 由 第 二 类 斯 特 林 数 S,(n,k) 表 出 


y (一 1X1! 
B= S,(nsk), 
£4 eed 


因此 也 有 


n n 
B,— ABS 0n 235 
ip 


7 一 0 


= rl 时 ,五 2 一 0. 前 20 个 伯 努 利 数 如 下 表 : 


. 3617 43867 . 174611 
510 798. 330 


一 类 组 合 数 . 由 
jin F? =3, Fx =F +F}, 


E ZI (Lucas number) 


所 确定 的 数列 {F* In21.2.3.--28 48] EY 都 
NOB 卡 数 . 前 几 个 昌 FAE FY —].F;—3,.Fj;-— 
4,Ft —7,Ft =11, Fè —18 &. 
高 斯 系数 (Gaussian coefficient) 
即 形 如 
(1—901—4" )1ü0-34"**)) 
Chg) Gl p Des rg) 
的 数 , 记 为 | | ,其 中 9 为 任 一 复数 ,高 斯 系数 有 一 
系列 与 二 项 式 系数 相仿 的 等 式 . 如 
E n\ —— Pa 
k 


n i 
=ke al. 7 MET 


k q q q a q 
从 而 ,高 斯 系数 也 称 为 高 斯 二 项 式 系数 . | "| 的 组 
合 学 解释 是 : 当 qo p Co 为 素数 , 为 正 整 数 ) 时 ， 


一 类 组 合 数 . 


n 7 一] 


KIARI GFG) E n $m EZ EKI k ET 
空间 的 个 数 . 

高 斯 二 项 式 系数 (Gauss binomial coefficient) 
见 “ 高 斯 系数 ”. 

伽 罗 瓦 数 (Galois number) 一 类 组 合 数 . MF 
瓦 数 定义 为 


Ga = è 
Pale), 


式 中 | | DENRA G FAME KOC 其 组 合 学 


解释 是 : G, at T A BR GFU ER n 维 癌 量 空间 
的 子 空间 的 个 数 . 
F JFE (principle of inclusion and exclusion) 
亦 称 逐步 淘汰 原理 、 交 叉 分 类 原理 等 . 它 是 组 合 学 中 
常用 的 一 个 计数 工具 . 设 有 元 集 S, 对 每 个 元 a€ 
S ,指定 惟一 的 权 wl(a),w(a)E€F,F 是 包括 有 理 数 
19 


在 内 的 给 定 环 . RA n 个 属性 的 集 
P= (ai|i—1.2,7,n), 
S 的 每 个 元 与 的 一 个 确定 子 集 相 结合 . 以 {a ， 
aiota RP 的 一 个 7 元 子 集 ,而 且 wla ast, 
ai ) RIN S 中 同时 具有 每 个 属性 ai sai, s**t a; 的 所 
有 元 的 权 之 和 , 记 
wr) = Dy WA: sa; ss ai )， 

即 S 中 那些 同时 具有 7 个 属性 的 元 的 权 之 和 . Brig 
容 斥 原理 就 是 PRR A PPE mm 个 属性 的 
所 有 元 的 权 之 和 


Em) = mes | 


特别 地 ,车 S 的 每 个 元 的 权 wla) = 1, A 
Naiaz…ar) 表 示 同 时 具有 特性 aaz ea, 的 元 
数 ,N (aiaza3…) 表 示 不 具有 a1;42，"… 属 性 的 元 数 ， 
M| N latasa) =N— Nla) — Nla) —N la) — +e 
+N Caja;) +N Caia) +N Casas) ++ — N Ca1asa3) 
一 …, 所 以 ,这 个 公式 也 称 为 逐步 淘汰 原理 或 交叉 分 
类 原理 . 

逐步 淘汰 原理 (principle of inclusion and ex- 
cursion) 即 “ 容 斥 原 理 ”. 

交叉 分 类 原理 (principle of inclusion and ex- 
cursion) BIJ IBS". 

J ARAH (generalized principle of inclusion 
and exclusion) 容 斥 原理 的 推广 . 若 ,$ 是 一 个 非 空 
有 限 集 ,定义 权 函 数 w:S 一 Ff,F 是 包含 有 理 数 的 
IK, P= {anan an) Em PREZE, UP, Æ P 
的 一 个 分 划 , Pil Sm G=1,2, sn). HEE n A 
非 负 整数 SS 
wr sree r DR S PERS P PHR G=1, 
2,…,n) 个 属性 的 所 有 元 的 权 之 和 ,wi aa RR S 
中 具有 第 i 组 属性 集 P: 的 (i 二 1,2,…,n) 个 属性 
的 所 有 元 的 权 之 和 , 则 广 容 斥 原理 为 S 中 恰 具 有 第 
(RB PERS Pj; 的 rx 二 1,2,…,n) 个 属性 的 所 有 元 
的 权 之 和 为 

wr rir) 


TW Sd isa eR 
= p? > (= Bo ^ TT | 2 iue 


这 个 公式 是 魏 万 迪 于 1980 年 得 到 的 . 

反 演 (inversion) 排列 中 的 一 个 二 元 关系 . KR 
0 一 010…o 是 由 自然 数 构 成 的 一 无 重复 元 的 排列 . 
对 于 序列 中 的 某 一 对 元 素 o) Aij A oi 之 oj， 
则 称 它 为 o 上 的 一 个 反 序 .nn CRRA r 个 反 序 
的 排列 数 等 于 

CCL eg uu) 
Cl 


m+i 
m 


| wom +i). 
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的 展开 式 中 人 的 系数 . 

序列 反 演 (inversion of sequences) JRR Æ 
反 演 . 一 对 序列 或 级 数 可 以 相互 表示 的 互 反 关 系 . 联 
系 这 种 互 反 关系 的 公式 称 为 反 演 公式 .其 一 般 形式 
如 下 ;对 于 序列 {fl(n)|lnEN) 和 {g(x)|nEN), 其 中 


N 为 非 负 整 数 集合 , 若 下 列 两 式 
gn) = efc) (EN), (1) 
fn) = »id,g(r) EN) (2) 


中 有 一 式 成 立 , 则 另 一 式 也 成 立 , 这 样 的 (1),(2) 两 
式 称 为 反 演 公式 ,也 称 (1) 与 (2) 为 一 对 互 反 公 式 . 它 
等 价 于 相应 的 系数 矩阵 C= (c0 fe D= (di) 8:3. 
因此 ,只 要 构造 出 两 个 互 逆 的 三 角 和 矩阵 ,就 可 写 出 相 
应 的 反 演 公式 . DEAL E C GO Al (a, GO T B 
式 序 列 ,其 中 pi(z) 与 g(x) 为 & 次 多 项 式 . AMF n 
EN 满足 : 


qn(X) = > a.apiGO , 
k=0 


Pay ba 
k=0 
则 有 互 反 公式 
站 = > Qn, br , 
k 


b= D udi, 
选择 不 同 的 多 项 式 p,(x) 和 q,(Cz), 就 得 到 各 种 各 样 
的 反 演 公式 . 以 下 为 几 对 常见 的 反 演 公式 : 
1. 二 项 式 反 演 公式 


n 


2. 斯 特 林 反 演 公式 
f — Se pb, 


b, =R D SOn käi 


其 中 SQ, RS, (nok) 分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 斯 
特 林 数 . 
3. 伯 努 利 反 演 公式 


n 


k (n—Ek--1) 5, 


k=0 


ion 
b, = 
25 


其 中 ,五 ALS Al. 
4. 拉 氏 反 演 公式 


[i 


B14 9 


| = Nb kb, 
k=0 


b, = > ,Lo ka 
0 


EEL OIRE. 
5. 高 斯 二 项 式 系数 反 演 公式 


广 »s 


k=0 q 


hoe x eds 


k=0 k q 


Ars 


: 为 高 斯 二 项 式 系数 . 

还 有 更 一 般 的 高 而 德 - 徐 反 演 公式 (参见 “高 而 
德 - 徐 反 演 ”) 等 . 

级 数 反 演 (inversion of series) 
R”. 

反 演 公式 (inversion formula) 见 “ 序 列 反 演 ”. 

二 项 式 反 演 (binomial inversion) JL“ Fe yj kK 
演 ”. 

斯 特 林 反 演 (Stirling inversion) 
g. 

48 & Fi) I A (Bernoulli inversion) 
演 ”. 

拉 氏 反 演 (Lah inversion) 见 “ 序 列 反 演 ” 

高 斯 反 演 (Gauss inversion) 见 “ 序 列 反 演 ” 

高 而 德 - 徐 反 演 公式 (Gould-HsuS inversion 
formula) 一 类 序列 反 演 公式 . 该 公式 于 1965 年 发 
现 , 而 于 1973 年 由 高 而 德 (Gould,H. W. ) 和 徐 利 治 
合作 发 表 . 和 者 {a;) 和 (6;} 是 两 个 任意 数列 ,使 得 


dG,n)-— I (a; + bx) #0, 
其 中 Xon 为 非 负 整数 ,而 yl(rx,0) 二 1, 则 有 一 对 互 反 


公式 


f, = d}(— 1) 
k 
ge opes i 


n k 


这 对 互 反 公式 还 有 相应 的 旋转 形式 
k 
f, = > w| i yn,k)gi, 


En = Mo Df" 
此 处 假定 序列 {g,) 或 {f,) 中 至 多 只 有 有 限 多 项 不 为 
零 , 从 而 不 存在 发 散 性 问题 . 特别 地 , 奎 分 别 选取 : 
n 


其 中 


Bp “序列 反 


见 “ 序 列 反 


见 “ 序 列 反 


n 


n dC nn)g3 


(ais, + bb, dv, E d- 1) 1 fs. 


(Ano, + nb, 4) (Rn 十 1) fa, 


db ,n)-—n| 


AM 


n 


dE n) =n! 


d n) — (Ga - bb), 
则 可 分 别 获得 高 而 德 型 和 阿 贝 尔 型 的 互 反 公式 , 它 
们 都 包含 二 项 式 反 演 公式 与 拉 氏 反 演 公式 为 简单 特 
例 . 上述 的 一 般 互 反 公式 可 用 以 推 证 许多 著名 的 组 
合 恒等式 ,并 可 用 于 构造 广义 的 牛顿 型 插值 公式 . 
默 比 乌 斯 反 演 公式 (MG6bius inversion formula) 
一 种 序列 反 演 公式 . 它 是 德国 数学 家 默 比 乌 斯 
(Möbius, A. F. ) 提 出 的 ,最 早出 现在 初等 数论 的 研 
究 中 . 设 fl(n) 和 g(n) 是 定义 在 自然 数 集 N 上 的 两 
个 函数 , 反 演 公式 
fin) = Dedeg = YDI F 
d |n d\n 


称 为 (经 典 的 ) 默 比 乌 斯 反 演 公 式 . 这 里 ,记号 “名 ” 表 
示 左 右 两 式 可 以 互 推 . 函数 y(n) 是 默 比 乌 斯 在 1832 
年 研究 素数 分 布 时 首次 引入 的 ,后 称 它 为 (经 典 的 ) 
默 比 乌 斯 函数 . 默 比 乌 斯 函数 en) EO iE no 
lon—ppgepre€Ni-1l2send&nm p;(i=1， 
2». r)24 n WA TR] RAF, W 


1 (n=1), 
p(n) =< 0 
C=)" 


(e;,->1) è 
(osse sm EU y. 
EOS an F TERR 
1 
"E 
2r 0 


(n = 1); 
(n> 1): 


BREE -5 Br es BTC Mobius function) 见 “ 默 比 乌 
斯 反 演 公 式 ”. 
分 配 问题 (distribution problem) 一 类 组 合 问 


题 . 将 n 件 物 分 到 7 个 盒子 里 , 求 不 同 的 分 配方 法 
数 , 就 构成 了 分 配 问题 . 所 求 方 法 数 就 是 分 配 数 . 对 
于 物 和 盒子 给 定 不 同 的 规定 条 件 , 可 以 构成 不 同 的 
分 配 问题 . 基本 条 件 是 : 
1. Vg n] BF CAB SE) BAS BY BF GB DD. 
2. 盒子 可 辩 或 不 可 辩 
3. 分 到 盒子 里 的 物 是 有 序 的 或 无 序 的 . 
4. fU VER S ER ,或 不 许 有 空 盒 . 
物 和 盒子 都 是 不 可 辩 分 配 也 称 为 分 拆 . 
罗杰斯 - 拉 马 努 金 恒 等 式 (Rogers-Ramanujan i- 
dentity) 一 类 组 合 恒等式 . E4|g | 1 时 ,下 列 一 对 
恒等式 
q 
2; d 61990 93) 
e ag) aga 
oo pce 


2, (1 —q@(1 —9g»:-(1— g) 


n=0 
= Cg) ae L 
n=0 
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分 别称 为 第 一 和 第 二 罗杰斯 - 拉 马 努 金 恒等式 . 其 组 
合 学 意义 分 别 如 下 : 正 整 数 ”的 分 拆 为 任 两 部 分 至 
少 相 差 2 的 分 拆 方法 数 ,等 于 将 n 分 拆 为 部 分 形 如 
5m 土 1 的 形式 的 分 拆 方 法 数 ; 正 整 数 的 分 拆 为 任 
意 两 部 分 至 少 相 差 2 并 且 每 部 分 都 大 于 1 的 分 拆 方 
法 数 , 等 于 将 ”分 拆 为 两 部 分 形 如 5m 土 2 形式 的 分 
拆 方法 数 . 

X Sta S xt (Gordon's identity) 
等 式 . 当 ISi <k, k2, |g| <1 Rt 


2 2 2 ” 
NNE +N? HN tN te Nyy 
q 


一 类 组 合 恒 


no np 11>0 COP COT (D), | 
= I] (1 he aa 
n3£=0,+/(mod2é+1) 
其 中 
k—1 
N; = 22 
i=j 
(gqg), = (1—9)(1— ged — g), 


这 就 是 戈 登 恒等式 . 其 组 合意 义 如 下 :在 Ba; COR 
WERS n 的 形 如 下 列 形式 
(51,5, 5), bj bitii 22» 
且 至 多 有 i 一 1 个 b; 等 于 1 的 分 拆 方法 数 ,Ai.;(n) 表 
MÉ n 分 拆 为 每 部 分 形 如 关 0, 土 (mod 2k 十 1) 的 分 
拆 方 法 数 » Mij Ar n) = B, n) (n—1,2,:) 
XE AY EE = 38 AR f8 S& XK CJacobi’s triple product i- 


dentity) 一 类 组 合 恒等式 . 34 2750, lg | 1 时 ， 
十 ee 
p zu -= T a>”) +2941) AH grt), 


称 为 雅 可 比 三 重 恒等式 
欧 拉 五 边 形 数 定理 (Euler's pentagonal num- 
一 类 关于 组 合 恒等式 的 定理 . 24 I | 


ber theorem) 


<1 Ff, 


Tla-m=14+ Mep gg” (+g") 
n=] = 
"ee lnGn-D 
- Sev 
CA NKR EE BH 
贝尔 恒等式 (Abel identity) 一 类 组 合 恒 等 


X. SRM Ly Vor, SEA 
(at y» = 3 


k=0 


称 为 阿 贝 尔 恒等式 . 

常 系数 线性 齐 次 递归 关系 (linear homogeneous 
recurrence relation with constant coefficients) — 
种 重要 的 递归 关系 . 数列 (a,|n 二 0,1,2,…}) 满 足 如 
下 的 递归 关系 (R): 

duc Ciän- 1 Case Cae np, 

其 中 CC Cy 都 是 常数 , 且 C,7E0. 方程 
22 


r(r— kz)! (y + kz)" 


OO SG we C0 
称 为 (R) 的 特征 方程 ; 它 的 根 ea ,oa PKA CR) 
的 特征 根 .(R) 的 通 解 可 分 为 下 列 两 种 情形 : 

1. 当 特 征 根 asa, tea, 是 p 个 不 同根 时 ,(R) 
B ike AE FE an = A101 tA as tes FAL; EP ALA, tes 
A, 为 任意 常数 . 

2. 当 特 征 根 出 现 重 根 时 , 即 ,特征 根 为 asa, 
a, P a; Au; G—1,2, ,9) 重 根 , 且 十 xs 十 
T +u, = p, M M of， nai s na’, eng 
n" oo 是 (R) 的 


eis ab, nai, 
n'a; pete yz las. 5a” na n'a, T 
p 个 解 , 此 时 (R) 的 通 解 是 : 
a, — (MPa + ASP nal + AYP nPat 十 … 十 A nn a) 
+ (AYP at + ALP nae + AY? nPat + + 
T ATau ep ever Ota d- Ane; 
+ AP mPa tor + AR a), 


其 中 AY G=1,2,0 ,usjH=1,2,° OA p ER 
Br. 2 给 出 dosd1» ai- 的 一 组 初 值 , 通 解 中 P 个 党 
数 完 全 确定 ， 


SE E AE R r Fibonacci number) 一 类 组 合 
数 . 13 世纪 ,意大利 数学 家 利 奥 纳 特 (Leonard) (他 
LJ 3E iE AB (Fibonacci, L. ) 这 个 名 字 闻 名 于 世 ) 在 
他 1202 年 出 版 的 《算盘 书 ) 中 ,提出 了 有 趣 的 兔子 问 
题 :开始 上 肉 雄 一 对 人 兔子 ,而 每 一 对 倪 子 过 一 个 月 将 生 
产 一 对 小 兔子 , 问 过 ?个 月 后 共有 多 少 对 免 子 ? 以 
F, 表示 第 ”一 1 个 月 中 的 兔子 对 数 , 称 EF 为 第 个 
ee 4 A. 3E REGE) Fos Fi, Fos 

"ep ys … 满 足下 列 递归 关系 F 4; —FoTFonz0, 
和 初始 条 件 FSF =l. ed 
= L| 1+ V5) 
V5 2 
F, 的 另 一 种 二 项 式 系数 表示 式 为 
F-MU k Ü 
FRMAGER MUP, SET AER S,1= (1,2, 
…,n 一 1) 中 不 含 两 个 相继 整数 的 子 集 的 个 数 . EK 
Ap 32 Be Fl HW — 9639 9 11,1, 2,3, 5,8, 13,21. 34, 
55,89,144,233,377,…. 斐 波 那 契 数 列 在 最 优 搜索 
等 问题 中 有 重要 的 应 用 . 

5} iF (partition) 一 类 组 合 变 换 . 将 正 整数 
FRAG TAER S ZA » BẸ n=n tne gn; 
>0 ASIK). BLE n 的 表示 式 是 一 个 有 序 和 ， 
则 称 这 样 的 分 拆 为 n 的 一 个 有 序 分 拆 ;反之 , 厂 上 述 
n 的 表示 式 是 无 序 的 , 则 称 这 样 的 分 拆 为 n 的 一 个 
无 序 分 拆 , 或 简称 分 拆 . 这 里 每 个 ns 称 为 分 拆 的 部 
分 yk 称 为 分 拆 的 部 分 数 . 正 整 数 的 分 拆 问题 是 数论 
和 组 合 论 的 重要 内 容 , 它 主要 讨论 在 各 种 限制 条 件 


| 


下 正 整 数 的 不 同 分 拆 个 数 及 其 性 质 . 例如 ,以 
Prin) 表示 分 为 部 分 的 分 拆 数 ,p(n) 表 示 所 有 可 
8E HY ^r te AX. B p OD = p, 22 + pon) +e 5,00. 
zz) 有 下 列 递归 关系 : 

Pin) = pin — Eo HF pe- n — E20 + + pi OL — £D, 
ix Hop, (kh) = p 00—1:;4 n AF, pp (mn) = 0. p(n) 
有 下 列 递归 关系 : 

poD—por—l»)t5Gr-2)—p(n—5) 


— pn—7)4-:-4-C—D**!p ES = 


HOD p| n] 
这 里 约定 pO — 1. 利用 上 述 递 归 关 系 可 以 分 别 计 
A pena) p(n) 的 值 . 

有 序 分 拆 (partition with order)” 见 “分 拆 ”. 

无 序 分 拆 (partiton without order) Jl “4 
Jr". 

+ GE BH XE (Catalan number) 一 个 组 合 数 .一 
些 组 合计 数 问题 可 以 归结 为 解 下 列 形式 的 递归 关 
fiu, uuu 1 十 zzt 十 十 2 22 之 2 H u= 
1. 它 的 解 为 


ene 
3 


] {2n — 2 


U, = 一 (n = 1.2.7), 
"nop 
u, 称 为 卡 塔 朗 数 . 它 的 生成 函数 是 
Gíu,) = poca dope PS 


解 下 列 这 类 问题 都 能 得 到 卡 塔 明 数 : 

1. $8— à nd-1 WHA ”2 条 对 有 角 线 将 它 分 
成 互 不 重要 的 三 角形 ,这 种 分 法 的 总 数 为 tn 

2. 用 ”条 互 不 相交 的 弦 连 结 圆周 上 Zn 个 点 的 


不 同方 式 总 数 为 uti. 
3. 有 zn 个 端点 ( 根 点 除外 ) 的 3 阶 平面 植树 的 个 
BUM Un. 


4. n 个 元 disdz s sa, 不 改变 顺序 组 成 连 乘 积 ， 
可 以 用 ”一 1 个 括号 表示 相 乘 的 过 程 ,所 有 不 同 过 程 
的 个 数 是 un. 

5. 坐标 平面 上 由 OO(0,0) 至 点 U (2n,0) 的 路 径 ， 
每 段 由 格 点 Gi, 站 至 十 1,7 十 1) 或 (十 1,7 一 1)，, 所 
有 在 上 半 和 平面 内 且 人 允许 经 过 工 轴 上 的 点 .而 不 许 越 
过 工 轴 的 路 径 数 等 于 x+， 

6. 由 OO(0,0) 至 VC22,0) 的 路 径 , 但 不 允许 中 间 
经 过 工 轴 上 的 点 ,共有 w 条 . 

卡 塔 朗 数 的 前 几 项 如 下 : 

ui—ls»uw—l,u—2;, u,—5, u4—14, 
us=42, u;—132, ug 429, 
4971430, u4,— 4862. 

置换 的 型 (type of permutation) 对 置换 结核 

特征 的 描述 . 任何 一 个 次 置换 a 必 可 分 解 为 不 相 


经 典 A 合 学 


交 循 环 之 积 . 各 不 区 别 循环 间 的 顺序 ,也 不 区 别 每 个 
循环 以 哪个 元 列 为 首位 , 则 a 的 这 种 分 解 是 惟一 的 . 
设 a 分解 为 A 个 1 元 循环 ,2 个 2 元 循环 ,…, 访 个 
n 元 循环 之 积 , 则 有 而 下 2 A, — n, FER 
152^ n^ ER o 的 型 .n 次 对 称 群 S, PAL 152^ 
…2 "的 置换 的 个 数 为 

LOS He 


LRA (Cayley formula) JL“ BRAY AY”. 

置换 群 的 循环 指标 (cyclic index of permuta- 
tion group) ”表示 群 的 结构 . 设 G 为 n 阶 置换 群 ,a 
€ G,a BRI 1525-n^,1* A 4-2 * Ado n * A, 
=n. Bit G 的 循环 指标 定义 为 


l A A a 
Z(G 5581 55 ***,5,) = Tay 24 5n str 
actG 


E GPA RYH 172" en AY € S HC COA, A 
At ， 则 | 
Z(G;s) »$5*** Sp) 
Ire NCA , Ay rA sse, 


(A) 


3B CA) $e aN BRAY OI 125 8^ FOS AR 
^ [R] 83 BOR FA, BYP SE à + 2A, + +d, =n 的 所 有 
非 负 整数 解 求 和 . 

轨道 Corbit) 一 个 集合 在 某 置换 群 作 用 下 的 
分 类 . 设 对 象 集 X — (11,2,…，, Bn 阶 置换 群 A 作 
用 , 若 对 于 元 zjJEX, 有 aeE4, 使 CD) 一 思 则 六,7 是 
等 价 的 , 记 为 zz. 一 为 一 等 价 关 系 .在 此 等 价 关 系 
下 ,X 可 分 解 为 若干 等 价 类 之 并 . 这 里 的 等 价 类 就 
称 为 X 被 A 作用 所 分 出 的 轨道 . 伯 思 赛 德 引 理 断 
言 :轨道 数 


二 S 
N(A) — aj 24^ (0 


式 中 A, (a) FE a 分 解 为 不 相交 循环 之 积 中 1 元 循环 
的 个 数 , 即 当 置 换 a 的 型 是 1^2*-- 4^ Bf A C0) =A). 
19 BS @ 5] (Burnside’s lemma) W “Eh 
iA”. 
py X 3C E (pattern of function) ZR Ef eg BH 
道 . 映像 的 一 种 等 价 类 . 用 项 数 表 示 对 象 和 函数 的 集 
在 置换 群 作 用 下 分 为 等 价 类 ,这 是 波 利 亚 计数 理论 
的 主要 特点 . 设 有 限 集 及 二 {1,2,…,n} 和 有 限 或 可 
数 集 Y,Y 至 少 有 2 元 ,一 置换 群 A 作用 于 XX. 对 于 
MRE Y" — fi fi XY) ERE E = ((a,1) ja 
€ A,.1€ EX OL 为 恒 等 群 E 中 的 恒 等 置换 ) 对 P BTE 
FAA: Cay DD £o — f(ax),V x€ X. 由 此 可 确定 ff 在 
Ca DEA FRR S. EAG DfES ae A, f£ 
一 三 ,一 为 一 等 价 关 系 . 函数 集 了 在 此 等 价 关 系 下 ， 
Lo 


可 分 解 为 若干 等 价 类 ,Y” 为 这 些 等 价 类 之 并 . 波 利 


Wie XEM CE Y JARE, |Y| =m, Hn 阶 置 换 群 
A 的 循环 指标 为 ZCXGAssissas ts, + W y: TE F EF 
E^ 下 的 等 价 类 的 个 数 为 


ZCA;m 97D , *** m). 
一 一 一 一 一 


波 利 亚 定理 可 以 推广 到 不 等 权 的 情形 . 仍 设 Y 为 可 
数 集 ,至 少 包 含 2 元 .定义 权力 数 w: Y>R,REN), 
No 为 非 负 整数 集 , 且 对 于 每 个 EE R,Y P k 的 原 像 
数 , 记 为 co de RR. iu 


C(x) = S udi. 
c(d) Fy EJE TE Be CC. BD. Y 依 权 数 展开 的 生成 函 
Bl. 定义 函数 SEY" 的 权 为 
wf) = d)wlf(2)), 


X Fd DA w(P=—w). ELE 
RÉF 的 函数 有 相等 的 权 . 因此 ,可 定义 式样 的 权 
wOF)—wGD,.f€F.id 


C Cr) = 2 Ces 
=0 


AP Ci ERN k 的 式样 的 个 数 .于 是 , 波 利 亚 定 理 
TR E CC ZCAscGO cr ) co). 

函数 轨道 (orbit of function) BI“ RAR”. 

波 利 亚 定理 (Polya's theorem) J " gg T xt 
RE". 
德 布 莱 英 定理 (de Bruijn’s theorem) WAF 
定理 的 推广 . 者 两 置换 群 4 M B 分 别 作用 于 两 有 限 
R XS {21,29 s La} Y-iynsyttyseo A ADE 
MEH B’= (Ca, p)|aE A. B€ BJ ER EE Y^ = 
(FIP: X>Y NERA GS BD f£ Go-—8CfFCGazxx3.É 
A (G.Bf-—f , 则 称 了 ,了 是 等 价 的 , 记 为 eh A 
为 一 等 价 关 系 . TEY 被 分 为 若干 等 价 类 之 并 ,这 
些 等 价 类 称 为 函数 式样 或 蛆 数 轨道 . 德 布 莱 英 定理 
断言 :函数 式样 的 个 数 等 于 

T8122 i6 0D e QD ,er es B)), 
BEB 


APR A 的 循环 指标 为 
Z(CA;s,,55,*** 5,2, c, CB) = > 


s|£ 


其 中 9 EU 1525- m. ES CF. Harary) 推 广 
了 德 布 菜 英 定理 . 设 了 为 可 数 集 ,Y BPS 275. 
SAN PRI w: Y>R,RCNo N 为 非 负 整 数 集 ; 又 定 
X RR 了 的 权 

wG = D w E): 


HERY B TARYi—(yly€Y.wGO—R, H 

Y| 2A PRAY, beu. o t Boedo») |BEB, 

YEY MARE Y^ aH B^ 作用 所 分 出 的 各 个 
24 


式样 中 的 函数 有 等 权 的 充分 必要 条 件 是 BOYO = 
Yi ER. ARIF BOYD —Y,, MEIER MAE LK 
RF WMA wF =w, p SEF. eo = 
ILE. AP BO) = BOO RE y € Yi BMA k A 
样 为 C, T DU SACRE CDU T B5) AE RRRA 

Gu a 


TR 
Cir) = SIZ (Ase, Gn se B x), 
|B| PEB 


S50 CH) 
式 中 Z (A351 $2 *** S, A 的 循环 指标 ， 


aiu eov NOS le, 


i s| 
B, I8 19 R aan, 


Ay c EE (weight function) Ji ^ pg Asche” Al 


E Afi HE BE FE FE”. 
PRF (permanent) 亦 称 正 展 式 . 方 阵 的 一 种 


值 . it A= lape mXnOnxin)REE G=1,2, 
Utm, j—1,2,.0.A 的 mm 个 两 两 不 在 同行 同 列 
上 的 元 素 之 积 , 称 为 4 的 一 个 对 角 线 积 ,4 的 全 体 
对 角 线 积 之 和 之 ar az…awmi, 称 为 矩阵 A 的 积 和 式 ， 
记 为 per(4), 式 中 之 遍 取 1,2,**,m 的 所 有 m 排列 
(19155 * 90). 例如 , 记 n 阶 单位 矩阵 为 Inon 阶 全 ] 
矩阵 为 /那么 per (J,) =n! per (J,— In) =D, 5D, 
E n TUR HE HEIC. — hi Bh m Xn PRE 
和 式 是 困难 的 . 对 于 m X n 5B EE 4 的 积 和 式 有 下 列 
计算 公式 


per CA) 
== ] 
=SIS(A,-n) — |" (dd | 7 
= 2 
4 n á ud | DOSE ,12) = 


十 《一 pel 2 | > UR S 
m 一 1 


其 中 A, RARE A 中 > 个 列 的 各 元 素 用 数 ORR 
Ja f BUR — T 4B EE S CAO RE A, 中 各 行 的 行 
和 之 积 , 称 为 A, 的 行 和 积 ; 之 9$(4.) 是 对 所 有 的 和 矩 
阵 A, RAM. 

ERR (permanent) 即 “ 积 和 式 ”. 

行 和 积 (product of row sums) MRAR”. 

k 积 和 式 (&-permanent) 和 矩阵 积 和 式 的 自然 
推广 . 对 任意 m X n EE B= (b), ER 

per,B = p3 b, , sb; stt soy 


1x Mex m 


(k Z1) 


为 矩阵 B 的 k 积 和 式 , 这 里 ,Px 为 集合 (1 ,2,*…,n)} 
的 所 有 元 子 集 排列 的 全 体 . A. per.B=1. 4k 


—minCn ,n)H].per,B—0. iX b— min m,n), X4 k=b 
时 ,B 的 5 积 和 式 称 为 矩阵 BB 的 上 - 视 和 式 , 记 为 
per, B=per,B. iX B, osi) RIS FA AB BHF is 
i2，"… sti 行 依 原 顺序 安排 而 成 的 kXn SR P, EH AR EF 


per,B = >» per (By ). 


Ii, «iy Em 


定义 矩阵 B=, HAMAR 


o(B) = I M b 
xix 1E jn 

1c 

c (B) = >. TD E any? , 

ee n 
EGB, uus au BRER Bu —_ 
第 ji PUE zi » Ji 列 后 所 得 的 kX (n— DA Bi. 那么 ， 
阵 的 和 & 积 和 式 可 利用 和 矩阵 的 行 和 积 来 计算 , 即 
per,B 一 > (— 1) ý g T J GB), 
0x je -1 J 


本 计算 式 仅 在 理论 研究 中 和 对 一 些 特殊 矩阵 的 计算 
有 用 ,至 今 尚未 找到 一 个 简单 有 效 的 & 积 和 式 算 法 . 
由 于 per,B — per,B' ,这 里 BA B fe ERR EE LA 
此 对 和 矩阵 的 & 积 和 式 言 ,' 行 和 列 的 地 位 平等 . 
上 - 积 和 式 (Cupper-permanent) — JL"£ FLAIR”. 

全 - 积 和 式 (complete-permanent) k FUR XC B 
拓 广 .研究 车 问题 的 有 用 工具 . 设 B== (G0 s m 
Xn ERE, PK B 的 一 切 k 积 和 式 之 和 为 矩阵 B 的 全 - 
积 和 式 , 记 为 pera B. 即 


pers 5 = 2 per,5, 


k 之 0 


约定 per,B —1. 矩阵 B 的 全 - 积 和 式 有 下 列 性 质 : 
1. pera B=pers B’. RB X B Bg BB. 
2. pera Bi 二 pers B, 式 中 Bi 是 由 B 经 行 交 换 
或 列 交换 后 所 得 的 矩阵 . 
3. 若 妃 是 准 对 角形 矩阵 
n 0 
C; 


0 C, 
其 中 C; FE m; X n; FARE 61,2, ss, N 
pers B = |] pers € 


l<i<s 


4. REB 中 元 素 bet NS MAR TRAE 
得 到 的 mXn FEM ICA Bp AB 中 删 去 第 zp THA 
q 列 后 所 得 的 (mm 一 1) X (a 1) IBD Bog W 
pera B = b,pers 已 + per4 Byg 
范 。 德 .瓦尔 登 狂 想 (Van der SAR con- 
jecture) 关于 双 随 机 和 矩阵 积 和 式 下 界 的 一 个 估计 . 
#i— Ph nXn 矩阵 A 的 每 个 分 量 都 是 非 负 的 ,而 且 


每 个 行 和 与 每 个 列 和 都 等 于 1, 则 称 4 是 一 个 双 随 
机 和 矩阵 . 设 4 为 一 个 双 随 机 矩阵, 范 。 德 。 瓦 尔 登 
猜想 是 per 4 之 24/ ,并 县 等 号 成 立 当 且 仅 当 Am 
每 个 元 素 均 为 1/n. 此 猜想 于 1980 年 被 苏联 学 者 埃 
See ee II. ?所 证 实 , 其 证 明 采 用 了 其 
他 数学 家 的 一 系列 结 


aa E matrix) 见 “ 范 。 
德 . 瓦尔 登 猜 想 ”. 
BR fir HE Zi (forbidden permutation) 相遇 问题 


的 自然 推广 . 设 A), Ar An ERA SSE {1,2,…， 
2 的 和 2 个 给 定 的 子 集 , 知 $ 的 一 个 m 元 排列 (aj， 
am…yan) 满 足 条 件 a; EAAS Sm), WK m 76 HE 
BM Caisar, sam) iE —  CAi Ass tts An) BR fr AE 
CA: 4，…4) 限 位 排列 总 数 N,— NOn n) ,简称 
限 位 排列 数 . 设 B=(6i) 是 一 个 mXn KEE IC 
B= | S 


表示 B 的 各 行 的 行 和 之 积 , 简 称 B 的 行 和 积 ,B， 
表示 由 矩阵 中 第 lystige?" 


n 矩阵 1c 
Do B o 
} 的 全 体 & 元 子 集 进 行 ,于 是 


jigi 


Zn 行 依 原 顺序 组 成 的 kX 


o:.(B) = 


式 中 求 和 对 11 »2 »*** m 
NOn ,n)-— per A 


= 2 (1) 


这 里 4A 为 $= 二 (1,2,*…,n) 
对 S 的 关联 矩阵 . 

限 位 排列 的 关联 矩阵 (incidence matrix of for- 
bidden permutation) 一 个 表征 限 位 排列 的 (0,1) 
和 矩阵. 通过 对 限 位 排列 的 关联 矩阵 积 和 式 的 计算 ,可 
求 出 限 位 排列 数 . A FE A = Cai WR E AR TIE 
eh ISIS 


0 G&A) 
则 它 称 为 集合 11,2,…,2)} 对 其 子 集 族 (4， ， 人 ，…， 


n —m-; 
. d Gan) , 
J 


的 子 集 族 (4， pe ttt An} 


mil SiS n); 


ij — 


An) 的 关联 矩阵 ;也 称 为 (Al ye tt A, ) 限 位 排列 的 
关联 和 矩阵. a A fe (A, A, A, ) 限 位 排列 的 关联 


FE RE, W CO, r) ERE mA PRH ECA s Ast An) REA 
排列 的 (0,z) 关 联 窍 阵 , 这 里 rA=Ar= lanx), M 
r (€ AD, 
0 G&A) 
X fk A’ = Ca Og WE CA), A,,…: 
C 1) KES ix 

l. Pe ADs . 

aij = | G&A) (182i € m;ls.J n). 
限 位 排列 问题 的 研究 可 化 为 其 相应 的 关联 和 矩阵 的 研 
究 .m Xn AY CO. DAB BE A= Ca; 2 RFE EE A= (a; 
是 指 满足 条 件 


C] re mmy n) 


, 4) 限 位 排列 的 
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0 (a;=1), 

aij— 5 (a,,=0) (1Sism315jRn) 
的 mxXn 的 (0,1) 和 矩阵 . KH A= Ca) th PRA CA, 
A; s An) BRALHES E SRK BE 4 的 补 , 与 4 相应 
的 限 位 排列 问题 , 称 为 原 限 位 排列 问题 的 补 问题 . 一 
个 限 位 排列 问题 的 补 问题 与 一 个 车 问题 相对 应 . 

关联 和 矩阵 (incidence matrix) 见 “ 限 位 排列 的 
X HR AB e". 

BR fir HEU BY CO, x) Se BK 4B RE CCO, x)-incidence 
matrix of forbidden permutation) Jl “PR f HE] 84 
Fe”. 

BR (ic HE 3 B3 Ct, 1) Se BR 5E RE C(t, 1)-incidence 
matrix of forbidden permutation) 见 “ 限 位 排列 的 
关联 和 矩阵” 

车 问题 (problem of rook) 一 类 棋盘 上 的 组 合 
问题 . 设 B 是 一 个 由 om FF n 列 的 方 格 组 成 的 广义 棋 
S.B 上 有 一 些 禁用 格 , 其 余 均 为 可 用 格 . 车 问题 是 : 
将 & 只 象棋 棋子 车 按 下 列 规 则 分 布 在 棋盘 B 上 ,使 
得 : 

1. 每 个 车 放 在 一 个 可 用 格 上 ; 

2. 任意 两 个 车 不 在 同一 行 或 同一 列 上 ; 

问 不 同 的 分 布 数 是 多 少 ? 

一 个 与 给 定 的 棋盘 B 相 联 系 的 mon CO, 1238 
阵 A(ai) 称 为 是 一 个 棋 阵 ,这 里 , 当 B 的 位 于 第 i 
ÍT j 列 的 方 格 为 禁用 格 时 ,ai; 二 1; 而 当 B 的 位 于 第 
i ÍT 列 的 方 格 为 可 用 格 时 ,a 二 0. 若 A; 二 G lai 
0,1 jEn).i—1,2,**,m,Wi| A,,;, An) EE 
合 亿 ,2,…,n} 的 子 集 族 . UA As t An} A KR 
阵 就 是 一 个 (41,4;,…, An) ER Dr RESI BS HK AB E. 
m EES ACOdTHENM BUE B 上 的 布 阵 数 ， 
等 于 (41,4;,…,4;) 限 位 排列 总 数 No (m,n) = 
per A. 研究 车 问题 的 主要 工具 是 车 多 项 式 . 

棋 阵 (chess matrix) 见 “ 车 问题 ” 

车 多 项 式 (rook polynomial) ”研究 棋 阵 问题 的 
主要 工具 .x 的 多 项 式 


Ri, Ay=) nA hk So) 


k 


称 为 以 矩阵 A — (a;;) 为 棋 阵 的 车 多 项 式 , 这 里 ， 
r(4) 表 示 下 只 车 分 布 到 与 棋 阵 4 相应 的 棋盘 B 上 
的 不 同 的 分 布 数 , 约 定 rm 王 1. RAPER B EW 
可 用 格 个 数 时 ,~ CAD —0. FER AEH ax 
的 多 项 式 . 若 在 棋 阵 A 中 任 选 一 个 可 用 格 a ,把 该 可 
用 格 换 为 禁用 格 而 其 他 格 不 变 所 得 的 棋 阵 记 为 A, 
把 该 可 用 格 所 在 行 和 列 都 删 去 所 得 出 的 一 个 On — 
1) X (一 1) 棋 阵 记 为 A, WW R(X,4) 按 棋 阵 4 之 可 
用 格 a 的 展开 式 是 
R(x,A)=zxrR(zr,A,)+R(zr, A,). 
反复 利用 对 可 用 格 的 展 升 式 , 可 将 R(x,4) 的 计算 
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归纳 为 一 些 已 知 的 或 易 算 的 车 多 项 式 的 计算 . 
kB JE SR SR (rectangular chessboard) 一 类 组 合 
HIE. 一 个 由 六 xz 个 方 格 排 成 的 加 行列 的 矩形 . 
"Mm 
Kage). em x 


k=0 


FE (mn), =n(n— 1) (n—-k +1). 

Eh B (complementary chessboards) 一 类 
组 合 构 形 . 即 从 一 个 棋盘 中 去 掉 它 的 一 个 子 棋盘 所 
得 者 的 棋盘 . 设 C 是 任 一 棋盘 ,4 是 C 的 子 棋盘 ,从 
C 中 去 掉 属 于 4 的 格子 所 得 剩余 的 棋盘 B, 称 B 为 
4 关于 C 的 补 棋盘 ,4 和 B 是 关于 C 的 互补 棋盘 . 
ACh m X n RHE. A.B 的 车 多 项 式 分 别 是 
QC), Rex) FEW Roa) RAK m X n 和 矩形 棋盘 CC 的 

Q(r)-RGC-zrf)R,.Gr), 
fF Ra (XT)ER, aaa). 

梯形 棋盘 (trapezoidal chessboard) 一 类 组 合 
FTG. 在 一 个 矩形 棋盘 上 ,由 上 而 下 地 去 掉 每 行 右 端 
的 一 些 格 子 , 使 得 每 行 的 格子 数 不 多 于 下 一 行 的 格 
子 数 所 得 到 的 . 以 了 (p,q,a) 表 行 数 为 q, 第 一 行 有 2 
个 格子 , 且 从 第 2 行 起 ,每 行 格 子 数 比 上 一 行 多 a 个 
的 梯形 棋盘 ,其 车 多 项 式 记 为 了 (zag,aiz), 则 

ICbslydjx)—I1cBDE, 
1(p,2,a4;2) =1+ (2p 二 a0x 

+ p(pta—1)2x’, 
LGb.g.a:sr)— TT(pia,g— 1,a;zx) 

和 四 

三 角形 棋盘 (triangular chessboard) 一 类 梯 
形 棋盘 . BEHET. qa) p=a=1 IS TUE. 
其 车 多 项 式 记 为 T,(x),S;(n,k) 表 示 第 二 类 斯 特 林 
数 , 则 


T(x) = 18,  bq4-1-— EX. 


2 ja) Hi (problem of bishops) 一 类 棋盘 上 的 
组 合 问题 . r8 Se Al TEE] Je EL n d CESE E eH 
— RET VIE FET f8x 7r D E nX n TER 
的 格子 上 ,使 得 它们 彼此 不 能 攻击 , 求 不 同 的 放置 方 
ER bn, k). 棋盘 上 任 两 相 邻 格子 必 一 黑 一 白 , 所 
以 , 黑 格 的 像 不 能 走 进 白 格 ,反之 亦 一 样 ,因此 ,一 个 
n X n 棋盘 可 以 看 做 分 别 由 黑 格 和 白 格 组 成 的 彼此 
分 离 的 两 个 棋盘 . 把 黑 格 盘 或 日 格 盘 转动 45^, TE 
象 问 题 就 变 成 了 车 问题 .5(n,k) 的 生成 函数 , 即 象 多 
项 式 P,(7x) 应 等 于 黑 格 盘 与 白 格 盘 的 两 个 车 多 项 式 
之 积 . 分 别 以 B,(z) 与 w(x) 表 nXn 棋盘 所 分 出 的 
黑 格 盘 与 百 格 盘 的 车 多 项 式 , 则 有 


Plr) = N bn, k), 


k>=0 


(n Qu à 


Pa) = B (rx) (xr) 

B,, (x) = w,(a2) = T* '(T + 2x), 
Peas el pe ys 
SL € x35 


Wont] (x) = 


Tues DSa la + 1— Ds 


RH T'zT.G), 5, (nn 十 1,n 十 1 一 &) 是 第 二 类 斯 特 
林 数 . 

西蒙 - 纽 科 姆 问题 (Simon-Newcomb’s pro- 
blem) 确定 某 种 排列 数 的 一 个 问题 . 设 z 是 多 重 
集 5S 二 {iY|i= 二 1,2,…,n}) 的 一 个 排列 ,把 x 分 段 ,使 
得 段 数 最少 昌 每 段 中 数字 呈 非 降 顺 序 , 这 样 的 每 一 
BRA r 的 一 个 上 升 段 . 所 谓 西 蒙 - 纽 科 姆 问题 就 是 
RS 的 恰 有 > 个 上 升 段 的 排列 数 N C15 ,2 n^ 
r) 若 以 S,(n,k) 表 第 二 类 斯 特 林 数 , 则 N (15,25, 
nir) EF (AA) CA^ BETA n x 的 
系数 ,其 中 的 (4)=4(4 二 1 一 z)(4 十 2 一 2z)…。 
CAd-R—1— (&—120232, AA; Cx),n—1,2,. H 


A; Gr) -235, C= 2G ps c D 


存在 性 定理 (existence theorem) 一 类 定性 描 
述 . 要 把 某 种 离散 对 象 按 某 个 确定 的 约束 条 件 进行 
安排 ,如 果 这 种 特定 的 安排 是 否 存在 还 不 确定 ,就 需 
要 首先 讨论 这 种 特定 安排 的 存在 性 问题 . 在 经 典 组 
合 数学 中 , 霍 尔 定理 、 拉 姆 齐 定 理 和 狄 尔 沃 斯 定理 是 
三 个 主要 的 存在 性 定理 . 

fü E S DU (drawer principle) 亦 称 够 笼 原则 或 
鞋 盒 原 则 . 确定 一 些 组 合 对 象 的 存在 性 的 基本 定理 . 
抽 敢 原则 的 简单 形式 是 : 知 把 ”十 1 EAR EP n ^ 
抽 居 中 , 则 至 少 有 一 个 抽 居 里 有 至 少 2 件 东 西 . flf 
原则 的 一 般 形式 是 : 设 qi qo qs 是正 整 数 , 行 把 
qi 十 qz 十 … 十 qs 一 n 十 1 件 东 西 放 入 个 抽 居 里 , 则 
或 者 第 一 个 抽 居 里 含有 gi 件 东 西 ,或 者 第 二 个 抽 居 
里 含有 qi 件 东西 ,…, 或 者 第 个 抽 居 里 含有 q 件 
东西 ,以 上 情形 必 有 一 种 成 立 . 抽 居 原则 的 简单 形式 
是 取 Qs teen y 时 之 特例 . 

48 4 RM Cpigeonhole rule) 即 “ 抽 居 原 则 ”. 

鞋 盒 原 则 (shoesbox rule) Bret Jg MI”. 

拉 姆 齐 定理 (Ramsey theorem) 一 个 组 合 数 
的 存在 性 定理 . 抽 居 原则 的 深刻 而 重要 的 推广 . 它 是 
英国 逻辑 学 家 拉 姆 齐 (Ramsey,F.P. ) 于 1930 年 首 
先 发 现 的 . 拉 姆 齐 定 理 断 言 :者 整数 Lr qrr 为 
正 整数 , 则 必 存 在 一 个 最 小 正 整 数 和 NN, 记 为 N(p,g; 
r) ,使 得 对 于 每 一 个 正 整 数 n 宇 N (p,q;7) ,下列 性 质 
成 立 : 设 集合 S An PIR BIBS 的 全 体 r 元 子 集 
任意 划分 为 两 个 类 X 和 Y, 则 或 者 存在 一 个 S$ 的 p 
元 子 集 , 它 的 所 有 的 ”元 子 集 全 在 X 中 ,或 者 存在 


一 个 3 的 9 元 子 集 , 它 的 所 有 > 元 子 集 全 在 Y 中 . 数 
N (p,q;7) 称 为 拉 姆 齐 数 . 拉 姆 齐 数 N(p,q,;r) 有 下 
列 性 质 : 

N(p,qg;r)=N(g,p;r), 

N(p,r;r)—=p, N(p,qg;1)= pg—1. 
拉 姆 齐 定理 的 一 般 形式 为 : 若 qid quet 都 是 下 
整数 ,日 Qt gts ,gn 之 1, 则 存在 一 个 最 小 正 
整数 入 , 记 为 N(gi,9z，…,qn;1), 它 只 依赖 于 参数 
qi,92，"… ,gs MU t, ŽARA FINER: Æ mz Ni 
Uta HS 是 mm 个 元 素 的 集合 ,把 S HATA tI 
子 集 任意 分 拆 成 n 类 , 则 或 者 有 一 个 9 元 的 类 其 全 
部 上 元 子 集 都 属于 分 拆 的 第 一 类 ,或 者 有 一 个 a2 元 
的 类 其 全 部 1 元 子 集 都 属于 分 拆 的 第 二 类 ,… ,或 者 
有 一 个 q 元 的 类 其 全 部 上 元 子 集 都 属于 分 拆 的 第 n 
类 , 必 有 一 种 情形 成 立 . BON (qq squat BRE 
姆 齐 数 . 当 r— 1 时 , 拉 姆 齐 定理 即 为 (一 般 形 式 的 ) 
抽 层 原则 ,此 时 , 拉 姆 齐 数 

N (qisq ,qn;1) 二 qi 十 qz 十 … 十 qs 一 n 十 1. 

E n>2 的 情形 ,目前 得 到 的 主要 结果 是 N (3,3,3; 
2)=17,N(3,3,3,3;2)=65; Æ t=2 M n=2 BT. H 
前 已 知 的 拉 姆 齐 数 N (p,qg;2) 如 下 : 


见 “ 拉 姆 齐 定 


拉 姆 齐 数 (Ramsey numbers) 
mH”, 
T X Fr 7r Er (generalized Ramsey numbers) 


一 类 组 合 数 . 给 出 正 整 数 lisRist=1525°° 4H t r WW 
是 条 件 L2rzk;>0,i=1 ;2 9 ,7 ,存在 一 正 整 数 


NC, Rab unt Er = N 
它 满 足下 面条 件 MARAE: AS E mCENOT 
点 的 集 , 将 S 任意 分 为 n 个 7r 元 子 集 , 则 对 于 某 个 i， 
loin, FE S 的 一 个 4 元 子 集 , 它 的 每 个 元 子 
集 属于 上 述 第 i 个 7 元 子 集 . 若 n==2, 则 有 NN(r,&i; 
lkssr)= NRisr kyr) =L, N (Lsk; bsk r) 
NON (li—1,Rislss kasr) ski — 1 NG Rl 1,k,; 
r),k;—lir—1)--1. Æ ki the=r+1, MA NE, 
laskar) — lH — hi k;d- d. RNC, Ry plo s Rosin 
kuD NT X HLUT R. 

Fy 3H gr Br (Fis Fa) (Ramsey number r CF,, 
F,)) 一 类 组 合 数 .关于 两 个 图 PF, 与 f, 的 拉 姆 齐 
数 ”(F ,2) 是 一 个 最 小 正 整 数 p, 它 使 完全 图 K, 的 
边 任 意 染 红色 或 绿色 时 , 必 有 一 个 绿 F 或 一 个 红 
F;. 以 下 各 种 图 所 构成 的 拉 姆 齐 数 如 下 表 ((F; ,FF,) 
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Ps Ki1,s C4 Kiat Karz Kı 


霍 尔 定理 (Hall theorem) 一 个 存在 性 定理 . 
WAT SI P 个 非 空 集合 SS: „Sp PERKEN] 
FEAR RG» AT = (a1,4:,…,ay) 是 一 个 pp 元 组 ,p 
个 元 都 相 异 ,其 中 aj€5;,i 二 1,2,…,p, 则 称 了 是 集 
We FA = {Si S. ,Sp) 的 一 个 相 异 代表 系 ( 组 ), 简 
称 SDR. 霍 尔 (Hall,P. ) 于 1935 年 给 出 了 SDR 存在 
的 充分 必要 条 件 ( 霍 尔 定 理 ): 集 族 多 =={51,S,,…， 
SOA SDR 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任 一 整数 &,1 三 & 
<p» 以 及 对 {1,2,… ,pp) 的 任 一 k FOS AE Ubi. 
i) ,并 集 S, US, Us US, EDEA k NER. 

相 异 代表 系 (system of distinct representatives) 
见 “ 堆 尔 定 理 ” 

婚姻 问题 (problem of marriage) 亦 称 舞 会 问 
题 或 工作 安排 问题 . 一 类 组 合 问题 . RA n 个 男子 和 
n 个 女子 ,每 个 男子 与 个 女子 中 的 硅 干 个 互相 认 
识 , 问 这 些 男子 和 女子 能 否 结 成 ”对 夫妇 ,使 每 对 夫 
妇 都 是 已 经 相互 认识 的 . 

舞会 问题 (problem of dance) 即 “ 婚 姻 问 题 ” 

工作 安排 问题 (problem of assignment) BẸ 
“婚姻 问题 ” 

广义 相 异 代表 系 (generalized system of dis- 
tinct representatives) 相 异 代表 系 的 推广 . 知 给 出 
有 限 集 S B) n 个 非 空 子 集 dvd a ,7 ,无 需 不 相 
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交 , 且 满足 下 列 三 个 条 件 , 则 (六 ,7 VORBEI 
义 相 异 代表 系 , 记 为 (za sm, ,mm,)-SDR: 

1. V|CT;,2—1,2;***,.n. 

2. |Vi| 29m; of =1,2,°°% on. 

3. V, IV; O 44,3; — 1,25 **n 1 Fj. 

Am, =m,=" =m, Jy I X IER m 
元 组 SDR. 对 于 子 集 族 Tolan Ta FETE Qn 91712» 
… ,ma)SDR 的 充分 必要 条 件 是 对 每 一 组 正 整 数 ， 
lisiosttts GO IEEE lL Rk<n, 1S <<<, <n, 4E 
ftr 

zs k 
E ua ese |S 


J 


n;. 
J 
1 


公共 代表 系 (system of common representa- 

tives) ”代表 系 的 一 种 . 设 卫 集 有 两 个 分 拆 : 
T=A,UA,U:UA,,T=B,UB,U+UB,,, 

其 中 AGB; 都 不 是 空 集 (i j=l, 2m) HAT 
的 一 个 m TE ERR: ANEZA, B; NEZD, j 
—1,2,::,m),Jijix 2m 个 非 空 交集 都 是 lR, A 
的 五 称 为 上 面 两 个 分 拆 的 公共 代表 系 , 简称 SCR. 
上 述 两 个 分 拆 有 SCR 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 一 整 
数 上 ,1 委 & 委 ,以 及 对 {1,2,…,m} 的 任 一 & 子 集 
{iists n JE SR A; Ua. U oi UA, 至 多 包含 nm 
^ Bi, Bib, 中 的 k e. 

HR Ste 4 mj E (problem of perfect cover 
of chessboard) 一 类 组 合 问题 . 一 个 8X8 国际 象 
棋 棋 盘 ,m Xn 广 闵 棋盘 ,以 及 任意 形式 的 残破 棋盘 
AB uf LACREET mu. 棋盘 的 一 个 完全 和 窗 盖 是 硅 干 骨 
牌 安排 到 棋盘 上 ,使 : 

1. 每 块 骨牌 覆盖 棋盘 上 相 邻 两 格 . 

2. 棋盘 上 每 一 格 都 被 骨牌 覆 凑 ， 

3. WA PA cr he [e] EE — ft. 

独立 代表 系 (system of independent represen- 
tatives) ”代表 系 的 一 种 . HAR SS 上 的 一 个 独立 
关系 是 一 个 关系 序列 六 ,7 其 中 | epu Co 是 n 
^ S IER RIL Am lL 2S En BRA) EW 
下 特性 成 立 : 

Lie Cm mu e f, Op my tn 
| eq 

2. (x15 25, *** 14) € L9 (tay > Lata) » *** 
Elnr J&(1,2, m) WRT BR. 

3 TIT rau Clas Cypro tt nl 
MM i a 

4. Gr,  & I, V TES. 

d ES (215209 Lm) EIn WAP sd gH, 
否则 就 是 不 独立 的 . E CAL Ar AD ER S 的 子 
集 的 序列 , Cris test s£) El, H rE Ai,k=1,2, 


* X m—| ) e 


9 Txim) ) 


e ry WU Gri scs Ln) ERAI CA,» A25 ts An) B SE 
代表 系 ,简写 为 SIR. GAR S 的 子 集 序列 (41, A, 
e, AnD) 8T RE 0,2, 7n). E kT A; 的 并 
EE Lis os ttt Lrs E Gsm Te) E Ty, WR 
(A Ars AD eA A H 特性 的 . A S 的 子 集 序列 
BA H 特性 , 则 必 存 在 (41,4;,… ,4,) 的 一 个 SIR. 

行 和 向 量 (row sum vector) 由 一 个 (0,1) 宅 
阵 衍 生 的 一 个 向 量 . 设 4 为 一 mxXn WO, DER, 
A 的 第 1 行 的 n ^ 263 B RU ri (1,2, s m) ERA 
行 和 . 向 量 RS (ri,r2，,… ,rm) 称 为 4 的 行 和 问 量 . 当 
nen Tm 时,R 称 为 单调 行 和 问 量 . 

列 和 向 量 (column sum vector) ”由 一 个 (0,1) 
矩阵 入 生 的 一 个 向 量 . 设 4 为 一 mxXn 0,1) 
阵 ,4 的 第 j 列 的 m 个 元 素 的 和 sj(j 二 1,2,…,n) 称 
为 列 和 ， DE S — Csi s S29 ttt s TRI A 的 列 和 问 量 . 
当 5 之 5 之 之 $5 时 , 称 S Ay A Ye] ARI [5] E. 

kB BE 2EC/(R,S) (matrix class € (R,S)) 一 
X C0, DEE. h AAA ue fT RU qup BRIA d S 
B3 m Xn HY CO, DERRER y V CR S). ER 
= 有 
rm > 095 snp Ss, > 0, WM HAE SA UCR, S) 
为 规范 类 V OR ,.S). 

规范 类 人 UL(R,S)(normal class € (R,S)) Fl 
“FA MEA ZZ CR,S)". 

极 大 矩阵 (maximal matrix) 具有 某 种 极 大 性 
AI —4 (0,1) FRE. HE R= rtn) Fe O= (A, 
1,…,1,0,0,… ,0), 其 前 r;G—1,2, m7 ^r BP 
是 lg n—r ^ EE. 矩阵 

Ô: 


A= 
On 

称 为 具有 行 和 向 量 R 的 极 大 矩阵 . 4 的 列 和 向 量 S 
= (5195290 ,5) 是 单调 的 ,而 且 


i=] j=} 
A(R SIRE 4 一 个 矩阵 . 
向 量 优 超 (majority of vectors) ff] RAR — 
种 序 关 系 . 设 S= (515525 *** 55,2 和 S* = (sf sso attt, 
s. ET BAA BR A+ AP pid iE 
新 编号 之 后 ,能 使 以 下 关系 成 立 : 
Sy Se Sy Sy St eS, ee ee Ss 
wto ee Se Sy se pee 
GS yg eta = 125 
sy pes a PP Sp eT So. SPSS 
WES R SARE WAN SS. 给 定 行 和 问 量 R 
= (ror "7,) 与 列 和 问 量 S zer. $09 99995: oe 


经 典 组 8 学 


量 都 是 非 负 整数 , 若 4 是 行 和 向 量 为 R 的 极 大 甜 
阵 , 它 的 列 和 向 量 是 S, 则 和 矩阵 类 人 (R,S) 非 空 的 充 
分 必要 条 件 是 S<S. 

交换 (interchange) 和 矩阵 的 一 种 变换 . 对 于 m 
xn 的 (0,1) 和 矩阵 4, 把 4 的 2X2 子 矩阵 

1 0 0 1 

0 | 换 为 AL = 1 中 
或 者 把 A. 换 为 A ,其 余 分 量 不 变 ,这 样 的 矩阵 变换 
称 为 交换 . 交换 使 矩阵 的 行 和 向 量 与 列 和 向 量 都 保 
持 不 变 . E A 与 4' 都 属于 类 UCR,S), 则 必 可 通过 
有 限 次 交换 把 4 变换 成 4A'. 

恒 1 (invariant 1) ”矩阵 的 一 类 特殊 元 . AA 
是 规范 类 红 (R,S) 中 的 任 一 矩阵 ,4 HC AME 
上 的 元 素 a.p=1, MAM A 进行 任何 交换 都 不 能 使 
acj 变 为 0, 则 称 as 是 一 个 恒 1. 此 时 ,中 的 任 一 矩 
阵 在 (e ,六 位 置 的 元 素 都 是 1, 所 以 , 红 B BI AB Ee 
或 者 全 都 没有 恒 1 ,或 者 都 有 恒 1, 于 是 ,可 以 称 € 
没有 或 有 恒 1. 规范 类 € 有 和 恒 1 的 充分 必要 条 件 


s=! 


EU 中 每 个 矩阵 4 都 可 以 表 为 
J xc 

ait 5 
* 0 


其 中 ,J 是 全 1 矩阵 ,0 EREE. 

项 秩 (term rank) 矩阵 的 一 个 指标 . 设 4 是 痉 
义 寻 的 (0,1) 和 矩阵 ,4 中 两 两 不 在 同一 线 ( 和 矩阵 的 一 
行 或 一 列 都 称 为 矩阵 的 一 条 线 ) 上 的 1 的 最 大 个 数 
称 为 4 的 项 秩 . 4 的 项 秩 等 于 4 在 任意 行 与 列 的 排 
列 下 的 迹 的 最 大 值 .另外 ,4 的 项 秩 也 等 于 A 的 具 
有 非 堆积 和 式 的 子 方 阵 的 最 大 阶 数 , 同 时 又 等 于 4 
的 能 包含 4 中 所 有 的 元 素 1 的 线 的 最 小 个 数 . 行 广 
与 万 是 规范 类 入 (R,S) 中 矩阵 的 最 小 项 秩 与 最 大 
项 秩 , 则 对 于 满足 Dxcoscp 的 o U 中 必 人 存在 矩阵 
A, Kita SET o. 

迹 (trace) ”和 矩阵 的 一 个 量 .一 个 矩阵 的 主 对 角 
线 上 的 元 素 之 和 . BA m Xn 矩阵 类 人 U(R,S),R= 
(Fisrigtt*. rr. 4 = s Soy VTL fl eer 
055; Z2s2ZRISD0,BD V ORSSO EMILE 2E, 中 
矩阵 的 最 小 迹 记 为 5, 最 大 迹 记 为 5, 则 有 

d = max{min(z,j) — tij 


(1 = O,l ee? sms] = 0,1,**:*,2); 


5 = min{t; + maxG,j)) 
a= AE = 0,1,.:,2), 
A 
£;—ijd- (rigs rios t trim) — Gy tse tes +5;) 
(7—0,1,:7,m,;770,1,***,n). 

线 秩 (line rank) 4B PEBJ— 18 br. KA 是 (0， 
1) 和 矩阵 ,4 的 行 与 列 统称 为 线 .包含 4 的 全 部 1 的 
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最 小 线 数 称 为 A 的 线 秩 . 柯 尼 希 定理 断言 :矩阵 的 
线 秩 等 于 项 秩 . 男 外 ,和 矩阵 的 线 秩 等 于 该 矩阵 的 具有 
非 零 积 和 式 的 子 方 阵 的 最 大 阶 数 , 亦 等 于 矩阵 经 行 
或 列 的 置换 ,具有 全 1 主 对 角 线 的 子 方 阵 的 最 大 阶 
X. 

柯 尼 希 定理 (Konig theorem) M“ fk". 

a 宽度 (a-width) 和 矩阵 的 一 个 指标 . 设 A 属于 
mn 规范 类 UCR,S),a 满足 1xar,,aCcN.uW E 
是 AW mXe TEE, MA 的 每 个 行 和 不 小 于 a， 
使 这 样 的 存在 的 最 小 正 数 e 称 为 4 的 a 宽度 , 记 
X ela). 

5 th 3€ 3X FE 7l] (de Bruijn sequence) ” 亦 称 完全 
循环 . 一 类 特殊 的 组 合 序列 . 一 个 循环 是 一 个 依 圆 周 
顺序 的 序列 ajas*…a,, 即 a FE a, ZR. atta, s, 
enaa cta A ES aaa, 相同 的 循环 . 设 n 是 
正 整 数 ,N= 二 2", 一 个 由 数码 0 和 1 组 成 的 循环 aia? 
ass Bl 2, € {0,1}, 1.2, No E JF 9M didir 
"tassa G—1.2, t ND REA A A EA N 个 由 数 
码 0 和 1 组 成 的 有 序 序列 和 0…b, 则 称 该 循环 是 一 
个 完全 循环 或 德 布 莱 英 序列 . GA n= 1 时 ,循环 
01;n 二 2 时 ,循环 0011,2 王 3 时 ,循环 00010111 和 
00011101 均 为 德 布 菜 英 序列 . 

关于 德 布 莱 英 序列 的 主要 问题 是 :对 任意 正 整 
Hn KA N=? 的 德 布 莱 英 序列 是 否 存在 ? AE 
在 ,有 多 少 个 ? 德 布 莱 英 定理 断言 :对 每 个 正 整数 ”， 
恰 存在 


m1] 
2 —n 


2 
个 长 为 N=2" 的 完全 循环 . 事实 上 ,每 个 长 为 N= 二 2” 
的 德 布 莱 英 序列 恰 与 德 布 莱 英 图 G, 中 的 一 条 完全 
回路 相对 应 (参见 “ 德 布 莱 英 图 ”). 
完全 循环 (perfect cycle) WW“ E A 3E XS Jy FI”. 
18 th 3E x A (de Bruijn graph) 一 种 重要 的 
图 ,是 由 (0,1) 序 列 衍生 的 图 .由 数码 0 和 1 组 成 的 
序列 (ciycz，…,c) 称 为 一 个 (0,1) 序 列 ,> 称 为 该 序 
列 的 长 .长 为 2 一 1 的 O 
(0,1) 序 列 共 计 277 ,< (0,0) 
^. 设 每 个 这 样 的 (0， 
1) 序 列 人 


与 一 个 顶点 Pi TB 对 : 
. : 2 NE A 
应 ,这 里 | 。 
设 每 个 长 为 4 的 (0,1) Ew 4 
序列 (Dis PRLLPE EE G; O 


b,) 与 一 个 起 点 为 (bi， 

b. b, LEE AN Co sbs ttt 5,2 RJA E IRAH XT D. 

称 具 有 顶点 集 {pi:i 二 1,2,…,2”'} 和 上 述 对 应 有 向 

弧 集 的 有 癌 图 为 一 个 德 布 莱 英 图 , 记 为 Gs. 图 未 为 

Gs. G, 为 有 向 连通 图 ,和 且 每 个 顶点 处 恰 有 两 条 入 弧 
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和 两 条 出 弧 . 通过 给 定 有 回 图 中 每 一 有 回 弧 恰 一 次 
的 回路 , 称 为 该 图 的 一 条 有 向 完全 回路 .C, 中 的 有 
向 完全 回路 与 长 为 N=? 的 德 布 莱 英 序列 一 一 对 
hy. 德 布 莱 英 (de Bruijn, N. G. NEH :G, 恰 有 


puro 


2 
条 有 向 完全 回路 . 

(0,1) 序 列 ((0,1)-sequence) 
E". 

组 合算 法 (combinatorial algorithm) 组 合 学 
的 一 个 研究 分 支 . 一 些 组 合 问题 需 用 电子 计算 机 解 
决 , 当 研究 如 何 进行 计算 时 ,就 需要 研究 算法 ,组 合 
算法 是 一 类 不 同 于 代数 计算 的 方法 . 为 使 这 种 算法 
能 够 有 效 地 进行 ,对 于 每 种 组 合算 法 ,必须 研究 其 组 
合 结构 和 在 此 基础 上 讨论 其 时 间 的 复杂 性 和 空间 的 
复杂 性 问题 , 即 对 算法 所 需 的 时 间 和 存储 单元 与 输 
人 数据 量 的 关系 作出 估计 . 

组 合 最 优化 问题 (combinatorial optimization 
problem) 一 类 在 离散 状态 下 求 极 值 的 问题 . 把 某 
种 离散 对 象 按 某 个 确定 的 约束 条 件 进行 安排 , 当 已 
知 合乎 这 种 约束 条 件 的 特定 安排 存在 时 ,寻求 这 种 
特定 安排 在 某 个 优化 准则 下 的 极 大 解 或 极 小 解 的 问 
题 . 组 合 最 优化 的 理论 基础 含 线性 规划 、 非 线性 规 
划 、 整 数 规划 、 动 态 规划 、 拟 阵 论 和 网 络 分 析 等 . 组 合 
最 优化 技术 提供 了 一 个 快速 寻求 极 大 解 或 极 小 解 的 
IA: 

关联 代数 (incidence algebra) 一 种 反映 集合 
中 元 之 间 关 系 的 代数 . 设 己 是 一 局 部 有 限 偏 序 集 ,天 
为 一 域 ,其 特征 数 为 0. 定义 

A,CP) = (fiP* > K,x X yf (ry) = 0}. 
对 于 函数 f 的 集 Ax CPO ,定义 加 法 、 数 乘 和 卷 积 如 
下 :对 于 ff,g€ A(P),rEK, 

FFEN Ea + gery), 
rfixiy) Sr fy); 


Tegami >) fGgG y. 


ISISI 


A,CPO RIMES SUN K 上书 的 关联 代 
A.P 的 关联 代数 的 单位 元 是 克 洛 内 克 的 9 PR. If 
旧 关 于 卷 积 是 可 结合 的 . SEAP) E AT we FE 
要 条 件 是 ,对 于 Y ce Po flr. r) 40. BRE Bi 
EM f BATTI 为 : 

fz) = 


Wh" 48 di 3E 3 


ms RN 
fob mr) 
f (zy) = | = ar Mme UR 
Ax PREDI f ERRAN K E P WR GS EX. 重要 
B EK RRA : 
1.8 PR ,80(x, y) 1,24 xz y,0(0, 320, 4 
ry. 


2. BMC 2 — 1, 2$ ry, FWE, y) = 
D. 

3. A PL, AC y) =1, M x y MR x y BUG BE 
xt y Bm. AM ACr.y)-—0. 

4. ERR =F — 0. 

5. ee PRA e= A— 6. 

6. BAGS, Ere =o. 

7. KÆ RR pol, 0 — Ln y IKE. 


关联 函数 (incidence function) W “X HAR 
A”. 
递归 关系 (recurrence relation) 序列 的 项 之 间 


的 一 种 关系 . 指 序列 的 任 一 项 均 被 其 前 若干 项 所 确 
定 的 那 种 关系 . 对 于 数列 {a,1n 二 0,1,2,…}), 若 当 n 
=0 时 , 恒 有 关系 式 
Gp =P Capps 30,23 

这 里 k AE F 为 元 Ant+k—-19°°° 9 An 的 代数 函数 ， 
Ha 必 在 式 中 出 现 , 则 Qt 一 下 (QT 1 ,ax ) 称 为 
数列 (a,1n 二 0,1,2,…) 的 一 个 逆 归 关系 . 阁 给 定 此 
递归 关系 , 且 给 出 aos ais ,44-1 的 一 组 初 值 , 则 数 
Ji) (an ln 二 0,1,2,…} 完 全 确定 .例如 ,递归 关系 ane 
=a} Fa, 及 初 值 ag=a,=1 完全 确定 数列 1.1.2; 
35558501, ROS SE RAB BH. 使 用 计算 机 ,根据 给 
定 弟 归 关 系 和 初 值 计算 相应 的 数列 的 项 很 方便 . 因 
此 ,递归 关系 是 研究 数列 的 一 个 有 力 工具 . 

特征 方程 (characteristic equation) “i A 
数 线性 齐 次 递归 关系 ”. 

河内 塔 问 题 (puzzle of Hanoi towers) 一 个 上 古 
老 的 组 合 学 问题 . 有 三 个 竹 桩 分 别 记 为 4,B,C. 把 ?7 
个 大 小 不 等 的 圆 盘 依 其 半径 大 小 ,从 下 而 上 套 在 竹 
BEA 上 ,最 大 的 在 底下 ,成 一 圆 盘 “ 塔 ”. 设 每 次 只 人 允 
许 取 一 个 圆 盘 从 一 个 竹 桩 转移 到 另 一 个 上 , 而且 任 
何 时 间 不 允许 大 圆 盘 在 较 小 圆 盘 上 方 . 在 此 移动 规 
则 下 ,车 要 求 把 4 上 的 个 圆 盘 转移 到 C 上 , 问 最 
少 要 移动 多 少 次 . 这 就 是 河内 塔 问题 . 若 9, 为 转移 
n A~ B ak Br ai AY Be AB UK AN MU A UA KAS, = 
2S,_! 十 1, 初 值 是 Si 三 1, 由 此 解 得 $,—2"— ]. 

E 4 partition of a set) 7 JU HJ — 
种 分 类 . Am 元 集合 S = la15as5 °" sam}. fr S 的 子 
集 SiS, 满足 下 列 条 件 : 

1.$1,85,* 5S, 均 非 空 , 即 

SAS GT Zak) 
2. 各 S;(i 二 1,2,…,k) 间 互 不 相交 , 即 
SNAS =B GzE ji, j—1,2, ,kk); 


k 
3. i 9， i3 之 并 为 5S, 即 US = Ss 


则 称 子 集 族 S929 Se 构成 集合 S 的 一 个 分 拆 ， 
记 为 分 拆 (5， i925 *** 94). 每 个 子 集 S; 都 称 为 这 一 
分 拆 的 部 分 . m 元 集合 S 的 具有 & 个 部 分 的 所 有 分 


经 典 组 A 学 


拆 的 总 数 为 第 二 类 斯 特 林 数 S(n,k). 

4) dR AY E (type of partitions) ”分 拆 的 一 种 表 
IR. i m 元 集合 S= la15d2,*** Q4) HJ— PAGE CS, 5 
Sos so ER k 个 部 分 是 由 A, nT S4 4 
二 元 子 集 ,… ,1 个 元 子 集 所 组 成 ,这 里 ， 

Le At? captor tne àm, A taster ta=e, 
则 称 这 个 分 拆 是 V2 HY. m 元 集合 S 的 具有 
有 个 部 分 的 1 .2*…z "型 所 有 分 拆 总 数 是 

m! 

QD5(OypD*- QD*5 AL AD (ODE 

43 Pe 4} iR (ordered partition) 分 拆 的 一 种 有 
序 表示 . 对 于 给 定 的 正 整数 &( 委 ”),” 的 有 序 和 表示 
ni Ent tn ERAN n 的 一 个 有 序 k 分 拆 , 这 里 n; 
ASISA HERR. n 称 为 有 序 分 拆 的 第 :个 部 分 
数 ,k 称 为 有 序 分 拆 的 部 分 个 数 .n 的 有 序 分 拆 数 

m=] 
p(n) = 7 e 
K pn) 的 问题 相当 于 下 列 问题 之 一 : 

1. 在 一 水 平 直 线 上 及 个 不 同 点 , 设 正 整 数 
<n, FSA k—1 条 竖 线 以 任意 方式 插入 这 个 点 间 
的 & 一 1 个 间 际 中 , 求 竖 线 插入 方式 的 总 数 . 这 里 竖 
线 的 插入 方式 与 n 的 有 序 有 分 拆 一 一 对 应 . 

2. 求 将 个 不 可 分 辨 的 球 放 人 上 & 个 不 同 的 使 
子 , 且 第 i(1 志 1 二) 个 盒子 装 入 个 球 的 放 法 总 数 . 
对 于 给 定 的 正 整 数 &, 分 拆 数 的 生成 函数 为 


EA e 5 zd =| - 


St E 4 (perfect partition) 整数 的 一 种 分 
Jr. 4 n€N 的 一 个 分 拆 


nc» o (ped ev 
r=] 


irsk, N (r=1,2,°**,5) ,具有 特性 :对 于 任 一 正 整 
数 mn. EUR ARATE à 


m= > bily (1 Sh ES se e [< s), 
r=] 


jy 之 ly 之 1,7r 二 1,2,…,t 的 分 拆 , 则 此 分 拆 称 为 完全 
分 拆 . IE SEA ”的 完全 分 拆 
1^ "qp gg) “(gga gy ) 

《 即 分 拆 有 qi 一 1 个 1,qs 一 1 个 gi,gs 一 1 个 414227 
qat qiqz…qs-z) 与 nn 十 1 的 有 序 因 子 分 解 nn 十 1== 
qiq7*7qi(q 222,r—1,2, ,上 ) 之 间 可 以 建立 一 一 对 
应 关系 ,因而 二 者 的 个 数 相 同 . 

iE $ Al (Ferrer’s diagram) 整数 分 拆 的 一 种 
图 表示 . SERIA ROMA LA. ERR n 的 
一 个 & 分 拆 

n=n Hn: +" +n: mèn: n, l, 
可 以 用 菲 勒 图 来 表示 . 菲 勒 图 用 方 格 构 成 , 自 上 而 下 

31 


依次 排列 & 行 ,左边 对 齐 , 第 i1 行 (1 二 1 三 &) 有 ni 个 
方 格 . 这 样 的 一 个 菲 勒 图 有 时 记 为 

要 入 
于 是 ”的 分 拆 与 其 菲 勒 图 一 一 对 应 . 把 一 个 菲 勒 图 
的 各 行 改 为 各 列 , 但 其 相对 位 置 不 变 , 这 样 得 到 的 菲 
BE. 2 Dn. 3E 890 E HSE A. SEMA 
hi BJ AT US BRA I AURIS ES 2 UR. — 5 RC SE dE 
$ EAR Te] AY SE GE A BE Se se a A. 4 Be ee dE 
BALM OA oP SR. PRA EB 38 2r Dr. £2] AD OF FH SE Eh 
图 可 得 : 

l.n K k TIRET n 的 最 大 部 分 数 为 & 的 分 
拆 数 . 

2. n WK ASEM Th EF on FP MA BBD 
都 不 相等 且 均 为 奇数 的 分 拆 数 . 

3. n 分 成 各 部 分 数 互 不 相等 的 分 拆 的 个 数 等 于 
n 分 成 各 部 分 数 都 是 奇数 的 分 拆 数 . 


#4 SE H A (conjugate Ferrer's diagram) Jl - 


“SE 9 RI”. 

+26 5} $F (conjugate partition) DL" 3E Sog ". 

Ei + Sg dE $5 A Cself- conjugate Ferrer's diag- 
ram) 见 “ 菲 勒 图 ” 

A HMD dfe (self-conjugate partition) 
勒 图 ”. 

Z JEH (Durfee square) 
构 . 对 于 正 整数 n 的 一 个 分 拆 


k 
n 一 yn, (n, zn, 
:一 1 


JL, "3E 


分 拆 中 的 一 类 局 部 结 


zc gi) 


ra 
s=max{i}, 
nz 


则 在 此 分 拆 的 菲 勒 图 的 左上 角 中 有 
方 格 所 成 的 正方 形 , 此 正方 
TE iu Ic Ar Ur i SE dE s Z| | 
为 窦 菲 方 的 边 长 .如 图 13= 
5 十 3 十 2 十 2 十 1, 左 上 和 角 阴 
影 部 分 为 其 窦 菲 方 , 边 长 
—2. 一 个 菲 勒 图 除了 它 的 
密 菲 方 之 外 ,可 能 有 右边 和 
下 边 两 尾巴 ,右边 是 某 个 数 
LESS ECT s 个 部 分 的 分 拆 的 菲 勒 图 ,下 边 是 某 个 数 
m 的 每 个 部 分 不 大 于 的 分 拆 的 菲 勒 图 . 

RE R (standard tableau) 一 类 由 正 整 数组 
成 的 表 ， om 些 属性 . 设 正 整 数 的 一 个 & 分 拆 


ea yn On c ams 


其 对 应 的 菲 勒 图 为 
Jin) ={G57) [1k 1S <j}. 
XE X. pK BL f:J na) —>N,N 为 自然 数 集 , fi,7) Snij 
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一 个 含有 个 


= n; == l); 


使 得 VY 1A JSJ >n; Sni ARV PA to > nije 
nwj, 换 言 之 ,给 的 一 个 分 拆 的 非 勒 图 的 每 个 方 格 
填 和 人 一 个 正 整 数 ,使 得 每 行 自 左 至 右 递 增 , 同 时 每 列 
自 上 至 下 亦 递 增 , 则 此 正 整数 i; 的 阵列 称 为 具有 基 
Rin 和 格局 J 的 一 个 杨 氏 表 . 它 是 由 杨 (Young， 
A. ) 于 19 世纪 末 引 进 的 . ÆA RR P] A C nus TH 
F, Ate Bos 1,2,…,n, 则 称 为 标准 表 . zi UA eC J )# 
示 具 有 基数 n 和 格局 J 的 所 有 标准 表 数 , 则 
n| 
e(J) = ns 

AP AA NEXT HG DRAK. 所谓 钩 长 是 指 
ARG DAHA FERAI AAS BCAA 
格子 数 . 式 中 分 母 是 所 有 方 格 的 钩 长 之 积 . 例如 基数 
2 一 7, 格 局 J:3 十 2 十 2 的 菲 勒 图 (下 表 所 示 ) ,在 每 
个 方 格 中 填 人 该 方 格 的 钩 长 ,由 上 面 公 式 可 得 相应 
标准 表 数 


es) = 


7! 


gre Gear ee ere cis 


# EXC(Young tableau) WPK”. 

HEB) EE TS SE st (Jacobi identity) #8 [Al pk Ay JE 
ie P 8g— 3E BSH. A oe] s W 

[a — 2" YL + x12?) d xm 127) 


=14 Me (z^ He = DR 


这 就 是 雅 可 比 恒等式 ， 雅 可 比 恒等式 的 一 些 特殊 情 

形 ,在 分 拆 理论 中 有 应 用 . 若 把 式 中 的 zx 换 为 xz， 

2? 换 为 一 +“, 则 得 欧 拉 恒 等 式 
(lL 


ao (= 1)” IT RAS rie 
欧 拉 恒 等 式 (Euler identity) 一 类 组 合 恒 等 
X. 即 


g(t) = la — t') 


zal C 1) head —k) au [O9 99 


rn 的 全 部 分 拆 数 为 pb GO, p GO BS AE R PR CON 
ptt) , Wl 
l 


p@ = lla — ť) ' = e» 


ARK pOO eR. eR Euler, L. ) 先 求 得 GD) 的 展 
XX. GQ) RS BEES TAA NA : 
Pa) =1 — t= P HEP HE — tt” 
-p £p e — 735 — 740 ETT 
由 此 可 通过 待定 系数 法 求 得 p GO RU BI T D: 
pO) —1 +t + 22 + 3P + 52* + 7t 
+ 112° + 154? + 222° + = 
2 #4 HR (binary partition) 数 的 一 类 分 拆 . 即 
正 整 数 的 特殊 分 拆 , 使 每 个 分 部 量 都 是 2 BUE. 以 
b(n) #e n 的 2 进 分 拆 数 , 则 52x) 的 生成 隐 数 为 


Sone = [Pa 4^7. 


平面 分 拆 (plane en 数 的 一 类 分 拆 . 设 


正 整 数 
i, 


TER 


(E iKi SJ ET nyny o H ni 都 是 非 负 整数 , 称 为 
n 的 一 个 平面 分 拆 . 换言之 ,n 的 各 分 部 按 行列 排列 ， 
使 同行 中 分 部 量 不 增 , 同 列 中 也 一 样 . A BS kT, 
至 多 r 列 ,第 1 行 首 列 的 分 部 量 为 ni(i=1,2,.…,k) 
的 平面 分 拆 数 的 生成 函数 记 为 m On n2 n 
则 


Bor) 


2452), 


c, a 00 a, tam 4x) 
ded 
-一 r" 15 点 
x H PE ES MpL), 
pco Mp cum xd eiu 
uy 
MU em E a 


反射 原则 (principle of reflection) 一 类 求 特 
定 组 合 数 的 方法 . 坐标 平面 上 由 整 点 4(a,a) 至 
B(b,gB)(b2»az20,a7»0, 8750, b—azf-- a(mod 2) ,0 
一 a 之 B 十 a) 的 经 过 x 轴 上 的 点 的 不 同 路 径 (每 段 由 
整 点 (7 到 人 十 1,7 十 1) 或 4 十 1, 7 一 1)) 数 等 于 由 
A 的 关于 过 轴 的 对 称 点 A (4a, 一 a) 至 B 的 不 同 路 径 
数 ,该 数 等 于 
(b — a)! 
b—a 十 ai íb—a 
i 
特殊 情形 :由 点 OC(0,0) 至 点 UC(2n,0) 的 在 xz HH E 
半 和 平面 而 中 则 不 经 过 之 轴 上 的 点 的 路 算数 为 
(2mm 
ni(n— 1)!’ 
x 轴 上 的 点 ,而 不 越过 x 轴 的 路 径 数 为 
ges (2n)! l 
(aF TT» 
Ff Au, 和 n+ Ob RIS BRA. 
# 稿 Tite ho Go 9p dE KH RANA 
T 稿 沈 源 ARR 


Btal, 
s), 


允许 经 过 


组 合 设 计 


组 合 学 的 主 
要 分 文 之 一 . 200 多 年 前 , 欧 拉 (Euler,L. ) 所 讨论 的 


合 设 计 (combinatorial design) 


拉丁 方 及 正 交 拉丁 方 是 组 合 设计 的 较 早 例子 .更 早 
的 例子 可 追 滴 到 中 国 古代 的 幻 方 ( 即 纵横 图 ). 著名 
的 柯 克 曼 女 生 问题 所 涉及 的 可 分 解 平衡 不 完全 区 组 
设计 是 又 一 个 例子 . 这 些 早期 的 例子 往往 以 智力 游 
戏 的 原始 形态 出 现 . 由 于 生产 技术 的 需要 ,以 及 诸如 
试验 设计 与 纠 错 码 这 样 一 些 相 近 学 科 的 发 展 ,为 组 
合 设 计 理 论 的 发 展 提 供 了 强大 的 推动 力 . 近 20 多 年 
来 ,这 一 分 支 正 处 于 迅速 成 长 时 期 ,不 仅 积累 了 大 量 
的 材料 ,而 且 逐 步 形成 了 以 平衡 不 完全 区 组 设计 为 
主线 ,将 各 种 类 型 的 组 合 设计 加 以 统一 处 理 的 理论 
体系 . 1985 年 以 来 ,以 设计 理论 或 组 合 设计 为 题 的 
专著 已 有 多 本 . 它 与 码 和 密码 的 联系 也 正在 受到 越 
来 越 多 的 关注 ,一 份 新 的 国际 性 杂志 《设计 、. 码 和 密 
码 》(Designs, Codes and Cryptography) B F 1991 


年 创刊 . 设 有 限 集 X A U 个 元 素 T] X2» *** s Zus PRIX 
些 元 素 为 点 或 处 理 . 设 Bi,B,,*,B, 是 X 的 b ca 


T OX ,名 ) 为 一 个 区 组 设计 . 若 每 个 区 组 的 大 小 为 &， 
每 个 点 在 > 个 区 组 中 出 现 , 并 且 每 两 个 相 异 点 恰 同 
时 出 现在 4 个 区 组 中 , 则 称 这 样 的 区 组 设计 为 平衡 
不 完全 区 组 设计 . 这 一 概念 由 玻 色 (Bose,R.C. ) 于 
1939 年 提出 . 20 世纪 60 ER, e & EE CHanani  H. ) 
解决 了 当 & 值 较 小 时 ,这 一 类 设计 的 存在 性 问题 . 至 
20 世纪 70 年 代 , 威 尔 森 (Wilson,R. M. ) 提 出 了 
PBD 闭 集 的 概念 并 解决 了 对 一 般 & 值 以 及 v 充分 
大 时 这 一 类 设计 的 存在 性 . 至 于 wv 充分 大 这 一 条 件 
的 确切 描述 已 于 1996 FAHA EDALE. 

在 设计 理论 的 发 展 过 程 中 ,平衡 不 完全 区 组 设 
计 受 到 了 几 种 不 同方 式 的 推广 . ER KHAA HE 
的 大 小 &, 而 允许 区 组 大 小 在 一 个 正 整数 集合 天 中 
取 值 , 则 得 到 的 设计 称 为 成 对 平衡 设计 . 这 一 类 设计 
对 解决 关于 正 交 拉丁 方 的 欧 拉 猜 想 以 及 对 威 尔 森 的 
工作 起 过 重要 的 作用 . 在 此 基础 上 形成 的 PBD 闭 集 
方法 有 着 统一 处 理 各 种 不 同类 型 设计 存在 性 问题 的 
TE FH. 另 一 方面 , 若 不 是 要 求 两 个 相 异 点 而 是 任 一 个 
t 元 子 集 恰 同时 出 现在 4 个 区 组 中 , 则 这 样 的 设计 称 
为 上 设计 . 若 在 区 组 内 部 引进 点 之 间 的 邻接 关系 , 即 
把 区 组 看 成 一 个 图 , 则 得 到 又 一 种 推广 , 称 为 图 设计 
或 G 设 计 . 若 点 与 点 之 间 有 不 同 的 结合 关系 ,有 第 i 
种 结合 关系 的 两 点 恰 在 家 个 区 组 中 同时 出 现 , 则 这 
样 的 推广 就 是 部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 .除了 这 些 
形式 的 推广 外 ,还 有 一 些 组 合 设计 与 平衡 不 完全 区 
组 设计 有 着 各 种 各 样 的 联系 .例如 , 正 交 拉丁 方 在 具 
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a A 学 


体 应 用 PBD 闭 集 方法 时 起 着 重要 的 作用 ,而 正 交 拉 
丁 方 的 存在 性 也 依赖 于 成 对 平衡 设计 的 概念 和 方 
法 . 又 如 ,阿达 马 和 矩阵 与 一 类 特殊 的 对 称 平衡 不 完全 
区 组 设计 等 价 , 而 罗 姆 方 则 等 价 于 一 类 双 可 分 解 的 
平衡 不 完全 区 组 设计 . 

组 合 设计 理论 主要 讨论 各 种 类 型 的 组 合 设计 的 
性 质 、 存 在 性 、 构 造 方法 及 相互 关系 等 问题 . 设计 的 
构造 方法 基本 上 可 分 为 两 类 , 即 直 接 构造 及 递 推 构 
造 .利用 有 限 几 何 构 造 设计 以 及 利用 有 限 群 构造 设 
计 是 主要 的 直接 构造 方法 . 差 集 及 混 差 法 就 是 利用 
有 限 群 构造 设计 的 方法 . 

由 于 一 些 重要 的 码 类 常常 与 某 种 类 型 的 组 合 设 
计 有 关 , 有 些 密码 问题 的 理论 分 析 也 涉及 茶 些 组 合 
设计 ,所 以 设计 与 码 、 设 计 与 密码 的 相互 联系 近年 来 
受到 了 特别 的 关注 . 将 设计 的 关联 矩阵 在 某 个 9 元 
域 上 张 成 的 子 空间 称 为 设计 的 码 . 这 样 就 有 可 能 通 


过 研究 码 来 研究 设计 .关于 6 阶 正 交 拉丁 方 不 存在 


性 的 一 个 简洁 证 明 以 及 10 阶 射影 平面 的 不 存在 性 
证 明 是 这 种 研究 途径 的 两 个 成 功 的 例证 . 

作为 组 合 学 的 一 个 分 支 ,设计 问题 的 研究 时 党 
要 用 到 组 合计 数理 论 中 的 结果 以 及 图 论 中 的 一 些 概 
念 , 并 且 , 还 需要 有 限 群 .有限 域 .有 限 域 上 的 向 量 空 
间 及 射影 空间 等 代数 的 和 几何 的 概念 和 结果 作为 工 
R. 随 着 计算 机 应 用 的 进一步 普及 以 及 信息 科学 的 
进一步 发 展 ,离散 数学 的 重要 性 将 越 来 越 多 地 被 人 


们 所 认识 .组合 设计 乃至 组 合 学 作为 离散 数学 的 重 


要 组 成 部 分 将 有 着 光明 的 发 展 前 景 . 

平衡 不 完全 区 组 设计 (balanced incomplete 
block design) 一 类 重要 的 区 组 设计 .者 匀 为 vu 元 
BE BAX WHR oF Se YR OXE k JI 
子 集 称 为 区 组 ) ,使 得 X 中 的 任意 点 对 (zy,y} 恰 好 出 
现在 4 个 区 组 中 , 则 称 区 组 设计 (X ,到 ) 为 一 个 平衡 
不 完全 区 组 设计 . 当 这 个 区 组 设计 中 区 组 个 数 为 5， 
每 个 点 恰 在 r 个 区 组 中 出 现时 , 记 为 (v,b,r,k,4)- 
BIBD. 因为 这 5 个 参数 适合 以 下 关系 式 :bk 二 vr， 
A(v 一 1) —r(G —1) R 5b 之 v, 从 而 7 之 &. 这样 由 3 个 
参数 即 可 确定 全 部 参数 ,所 以 这 个 设计 也 记 为 (v,k， 
4)-BIBD. 一 个 (v,3,1)-BIBD 也 称 为 施 泰 纳 三 元 
系 . (v,k,A)-BIBD 存在 的 必要 条 件 可 表 为 ACo — 1) 
—0(mod£ — 1) $I Av(v— 12250€mod £ CE — 10). 对 
CT k=3,4 A 5,06 € BÉ (Hanani, H. ) iE AA T E& (15, 
. 5,2)-BIBD 不 存在 外 ,参数 满足 以 上 必要 条 件 的 (v， 
k,A)-BIBD 总 是 存在 的 . 当 6<R<9 时 ,BIBD 设计 
的 存在 性 已 有 部 分 结果 ,但 尚未 完全 解决 .对 于 上 述 
必要 条 件 , 威 尔 森 (Wilson,R. M. ) 于 1975 年 证 明 
了 渐 近 存在 定理 , 即 , 对 于 任意 给 定 的 &A 和 ,存在 
某 个 与 &,A 有 关 的 常数 M(k,4) EY v M CR à) 
时 ,这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 . 他 的 证 明基 于 算术 级 
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数 中 素数 个 数 无 限 的 狄 利 克 雷 定理 ,并 没有 具体 指 
BM CE ,AYH X. fep k A A BHO AS HM CR 20, 
Li BH A EE BUT 1996 年 得 到 解答 . 虽然 BIBD 设计 的 
存在 性 尚未 解决 ,但 当 委 41 时 关于 BIBD 设计 的 
存在 性 .计数 及 可 分 解 性 结果 ,已 有 现成 的 表 可 以 查 
用 ,其 中 > 委 10 的 未 知 设计 为 (46,69,9,6,1)-BIBD 
和 (51,85,10,6,1)-BIBD. 

平衡 不 完全 区 组 设计 来 源 于 统计 学 中 称 为 试验 


”设计 法 的 一 个 分 支 ,并 用 于 工农 业 及 技术 科学 实验 


的 安排 . 此 外 ,平衡 不 完全 区 组 设计 在 编码 理论 的 钱 
究 中 也 有 重要 的 应 用 . 

区 组 设计 (block design) 组 合 设计 研究 的 主 
要 对 象 之 一 . 设 有 限 集 X'€v 个 元 素 Tys 29 *** Tys 
这 些 元 素 称 为 点 或 处 理 . BL, By BL EX HWS 
子 集 ( 其 中 可 能 有 相同 者 ) ,这 些 子 集 称 为 区 组 ,将 这 
些 区 组 组 成 的 子 集 族 记 为 2. PRM FX, ADA — 
个 区 组 设计 . 这 样 定 义 的 区 组 设计 并 不 包含 多 少 信 
息 ,为 在 理论 研究 和 实际 应 用 中 得 到 有 意义 的 对 象 ， 
需要 对 区 组 设计 加 强 条 件 . 当 (X, 受 ) 中 有 两 个 区 组 
相同 时 , 称 它 们 为 重复 区 组 ,无 重复 区 组 的 设计 称 为 
简单 设计 . 在 一 个 区 组 设计 中 ,者 每 个 点 恰 在 7 个 区 
组 中 出 现 , 且 每 个 区 组 恰 包 含 & 个 点 , 则 称 该 区 组 设 
计 为 正则 设计 , 称 > 为 重复 数 ,& 为 区 组 大 小 . SK 
组 设计 中 任意 两 个 不 同 的 点 恰好 同时 出 现在 4 个 区 
组 中 时 , 称 该 区 组 设计 为 平衡 设计 , 且 称 4 为 设计 的 
相遇 数 . 区 组 B 5 X 相同 时 称 BASS KA. AK 
组 设计 中 至 少 有 一 个 区 组 不 是 完全 区 组 , 则 称 之 为 
不 完全 区 组 设计 . 当 多 中 有 一 部 分 区 组 形成 集 X 
的 一 个 划分 时 , 称 这 部 分 区 组 为 一 个 平行 类 . GA 
可 以 划分 为 若干 个 平行 类 , 则 称 该 区 组 设计 是 可 分 
解 的 . 组 合 设 计 的 基本 问题 之 一 是 研究 各 种 区 组 设 
计 存 在 的 充分 必要 条 件 . 

重复 区 组 (repeated block) 

简单 设计 (simple block design) 
Ha 

正则 设计 (regular block design) 
I 

F f&ri& iT (balanced block design) 
EE 

相遇 数 (index) 见 “ 区 组 设计 ”. 

不 完全 区 组 设计 (incomplete block design) 
见 “ 区 组 设计 ”. 

关联 矩阵 (incidence matrix) 研究 区 组 设计 的 
HLR. A vu ILR X EBJEZHT YX, AH DX 2H 
为 B= (By Bi BU. uix TR KR PER 
—^Ar JUN 0 R1 55 X ML SARAH bXv 的 (0,1) 
矩阵 A— (a;;) ,其 中 对 rcx, 


见 “区 组 设计 ”. 
见 * 区 组 设 


见 “ 区 组 设 


见 “ 区 组 设 


L Cee B5, 
0 (z; & B) 
对 于 具有 某 些 特定 性 质 的 区 组 设计 , 它 的 关联 矩阵 
也 相应 地 具有 一 些 特定 的 性 质 . 例 如 ,2 Xv 的 (0， 
D 矩阵 A 为 一 个 (v,6b,r,k,4)-BIBD 的 关联 矩阵 的 
充分 必要 条 件 是 ATA — G — 20 LI, - AJ, 和 AW, = 
kW, RF I Ao 阶 单位 阵 ,J, 是 元 素 全 为 1 的 v 阶 
HEW, 是 元 素 全 为 1 的 vX1 HK. 

费 希 尔 不 等 式 (Fisher's inequality) 反映 设计 
存在 的 一 种 条 件 . 38 Co bor k,A)-BIBD 存在 时 , 参 
数 2 与 必须 满足 的 不 等 式 :6 之 w, 该 不 等 式 由 费 希 
尔 (Fisher,R. A. ) 于 1940 年 发 现 . FRE FWE 
(Ray-Chaudhuri , D. K. ) ffi fi ^R £x (Wilson, R. M.) 
将 这 个 不 等 式 推 广 到 上 设计 的 情形 . 他 们 证 明 : 知 
25- Co sk A EAT EF TE . H v Rs s Ml 


z 
5 


(1r 4l) v). 


aij -— 


0 之 


H 
9 


若 (2s 十 1)-(v,k,) 设 计 存在 , 且 v>æk+s+1, W] 
v—1]' 
a 


以 上 不 等 式 称 为 推广 的 费 希 尔 不 等 式 . 

推广 的 费 希 尔 不 等 式 (extended Fisher’s in- 
见 “ 费 希 尔 不 等 式 ” 

bh iit (complementary design) 由 一 个 区 组 
设计 铂 生 的 另 一 个 区 组 设计 . AP KIT CX, 
ZR KAA Bi Bos Bu ET IX EB. B;, 做 Bi = 
X\B,, 把 这 样 得 到 的 所 有 B; VEDI ECZRE Z , Ru] fy 
(X,B ARAB X, DNEH. 一 个 (pr， 
k,A)-BIBD 的 补 设计 是 一 个 (v,6,b6 一 r，,v 一 k,6b 一 2r 
+A)-BIBD. 车 区 组 设计 (X, 多 ) 的 关联 和 矩阵 为 4, 则 
Abt m BE 4A 二 J,x, 一 4, 这 里 J x ote ICR 
全 为 1 的 5Xw BR. 

对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 (symmetric balanced 
incomplete block design) 简称 对 称 设计 . 一 种 特 
殊 类 型 的 平衡 不 完全 区 组 设计 . 即 当 5b==v 或 r==& 
时 的 BIBD 设计 , 记 为 (v,k,4)-SBIBD. 对 称 设计 的 
参数 除了 应 满足 BIBD 设计 的 参数 条 件 外 ,还 需 满 
足 布鲁克 - 赖 瑟 - 乔 拉 定 理 . 从 一 个 (v,k,4) 差 集 可 以 
得 到 一 个 (v,k,4)-SBIBD， 而 一 个 有 限 射 影 平面 就 
是 一 个 A=1 的 对 称 设计 . A= 2 的 对 称 设 计 称 为 双 
平面 .人 们 猜测 对 大 于 1 的 固定 4, 只 存在 有 限 多 个 
对 称 设 计 . 双 和 平面 情形 可 用 来 测试 这 一 猜想 . BR R= 
2,3,4,5,6,9,11,13 外 ,目前 尚 不 知道 是 否 存 在 其 
hi k ERIO M. 某 些 对 称 设 计 可 用 来 构 作 阿 达 马 
和 矩阵 , 另 一 些 可 用 来 构 作 双 偶 自 对 偶 码 ， 

Xt Riit (symmetric design) 见 “ 对 称 平衡 不 
完全 区 组 设计 ”. 

布鲁克 - 赖 瑟 - 乔 拉 定理 (Bruck-Ryser-Chowla 


eguality) 


组 合 设计 


theorem) 反映 对 称 设计 存在 的 必要 条 件 的 一 个 事 
SE. Æ (v , 5, 20- SBIBD E,W n=h—-A, M4 v 为 偶 
数 时 ,n 为 平方 数 ; 当 w 为 奇数 时 ,不 定 方程 


z? = nr + (— 10D Ay’ 
定 某 些 对 称 设计 的 不 存在 性 . 例如 ,因为 22 是 偶数 ， 
而 ”一 5 不 是 平方 数 , 所 以 (22,7,2)-SBIBD 不 存在 . 
另外 ,这 个 定理 给 出 的 条 件 并 不 是 充分 的 . 例如 ,最 
近 证 明了 10 阶 射影 平面 不 存在 , 即 (111,11,1)- 
SBIBD 不 存在 . 

导出 设计 (derived design) 一 种 重要 的 设计 . 
指 由 对 称 设 计 导 出 的 平衡 不 完全 区 组 设计 . 具体 构 
作 方 法 如 下 : 若 一 个 (v,k,4)-SBIBD 的 区 组 为 B, 
B;,…,B,, 取 定 其 中 一 个 区 组 Bj;, 对 其 余 区 组 B; ,id 
Bi =B: N B; R Z, = {B ixi ji.WO,;, 
Z2.) fk —^* (k,v—1,k—1,A,A—1)-BI BD. PRIX PIE 
讨 为 原 对 称 设计 的 一 个 导出 设计 . 

Fe] Hit (residual design) 一 种 由 对 称 设 计 
导出 的 平衡 不 完全 区 组 设计 . 具体 的 构 作 方法 如 下 : 
it OX, 28) RE — ^S Qv, 5, A)-SBIBD, Bt — HK A 
Bo MEAN KA B,idü B'—BNB,RH 5 = UB |B 
€ ANIB) ) EE S: | B] — PT DX 2H TT CX NB, A) 
fi —^*G—h,v—1.,5,5—A,A)-BIBD, FX (OX ,22) 
的 剩余 设计 . 当 一 个 BIBD 设计 的 参数 为 (v 一 k,v 一 
1,k,k 一 4,4) 时 , 称 为 拟 剩余 设计 . 若 一 个 拟 剩余 设 
计 是 某 个 对 称 设计 的 剩余 设计 , 则 称 该 拟 剩余 设计 
是 可 能 入 的 . 利用 康 纳 - 霍 尔 定理 可 以 证 明 某 些 
BIBD 设计 不 存在 . 

拟 剩 余 设 计 (quasi-residual design) 
BRS 

RA - BE REH (Connor-Hall theorem) 关于 
30 38] REIRA EH. 该 定理 断言 :4 二 2 19 30 38] 
余 设 计 都 是 剩余 设计 , 即 都 是 可 和 通信 的 .关于 可 能 入 
的 情况 ,除了 A—2 外 , 因 4=1 时 的 拟 剩余 设计 是 仿 
射 平 面 ,从 而 也 是 可 舱 入 的 . 对 ? 宇 3, 目 前 仅 知道 关 
T k 的 渐 近 结果 . 对 于 任意 给 定 的 4, 存在 关于 4 的 
函数 f(4) ,使 得 A> FUCO BE BA ELA ET S RE 
人 的 .但 是 ,也 有 例子 说 明 : 并 非 所 有 的 拟 剩余 设计 
都 是 可 般 和 的 . 利用 骨 入 定理 可 以 证 明 某 些 BIBD 
设计 的 不 存在 性 . 例如 ,车 (15,21,7,5,2)-BIBD 存 
在 , 则 必 为 某 个 (22,7,2)-SBIBD 的 剩余 设计 ,但 由 
布鲁克 - 赖 瑟 - 乔 拉 定理 知 (22,7,2)-SBIBD 不 存在 ， 
从 而 (15,21,7,5,2)-BIBD 也 不 存在 . 

BIBD 设计 的 存在 性 猜测 (existence conjecture 
of BIBD) 一 种 对 设计 存在 条 件 的 推测 . 对 于 给 定 
的 有 和 4, 存 在 常数 M,A), 14 o M CER, 
(v,k,A)-BIBD 存在 的 充分 必要 条 件 为 A4(v 一 1) 圭 0 
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见 “ 剩 余 


(mod £ — 1) dI Av(v —12250(mod £C& — 12). 这 一 猜 
测 已 由 威 尔 森 (Wilson ,R.M. ) 于 1975 年 证 实 . 

faf Se Xr ^E fo) MW (Kirkman's school girl prob- 
lem) 一 个 组 合 设计 问题 . 由 柯 克 曼 CKirkman, T. 
P. ) 于 1850 年 提出 . 某 教员 打算 安排 班 上 的 15 名 女 
生 散 步 , 散 步 时 3 名 女生 成 一 组 , 共 五 组 . 问 能 否 在 
一 周 内 每 天 安排 一 次 散步 ,使 得 每 两 名 女生 在 这 有 局 
内 恰 有 一 次 分 在 同一 组 内 散步 ? 下 面 是 该 问题 的 一 


个 解 : 

1152554: {351415} {4:6412}- 4758511) {9,1013}; 
(15959). 12499015) — 149115137 1551251477009 7510)4 
1154315). 1259.11] (S105T2) (55 74131— 16585143 
(T6311) (124 7,12]- 48813) 14595 147^. 15510.1543 
(148,107 (2513514). 1394;7). 15,0,97 — I11512415)3 
47:14) (254,10) 43511) 8.13415) 48.9512); 
5125131123358] (45538)  17,9:15)- (110. 1s 45; 


其 中 每 一 行 表示 一 次 散步 的 分 组 . 柯 克 曼 女生 问题 
后 来 发 展 为 一 般 的 可 分 解 BIBD 设计 的 存在 性 问题 
(参见 “可 分 解 平衡 不 完全 区 组 设计 ”). 

可 分 解 平衡 不 完全 区 组 设计 (resolvable bal- 
anced incomplete block design) 一 类 特殊 的 BIBD 
设计 ,缩写 为 RBIBD. 即 其 区 组 全 体 可 以 划分 为 一 
些 平行 类 (参见 “区 组 设计 ”) 的 BIBD 设计 . 一 个 参 
数 为 (v,k,4) 的 可 分 解 BIBD 设计 记 为 (v,k,4)- 
RBIBD. 一 个 (v,3,1)-RBIBD 也 称 为 柯 克 曼 三 元 
A. 它 的 存在 性 直到 1971 年 才 由 雷 。 乔 德里 (Ray- 
Chaudhuri, D. K. ) 和 威 尔 森 (Wilson,R. M. ) 彻 底 
解决 . HA WEAR : (v.3,1)-RBIBD 存在 的 充分 必要 
ZAF H v=3(mods). 4E S fh ij 5% S EB (Hanani, 
H. )— #2 uEB] : (v, 4. DD-RBIBD 存在 的 充分 必要 条 
f v=4(mod 12). 与 此 同时 ,前 两 位 作者 还 猜测 v 
—5 (mod 20) # (v,5, DD- RBIBD 存在 的 充分 必要 条 
ft. 目前 除 5 个 可 能 例外 的 v 值 (最 小 为 45, 最 大 为 
645), 这 个 猜测 已 被 证 实 . 与 BIBD 设计 相 类 似 , 可 
分 解 BIBD 设计 的 存在 性 也 已 有 了 渐 近 结果 , 雷 。 
乔 德里 和 和 威 尔 森 证 明了 4==1 的 情形 ,中 国 的 陆 家 义 
把 4 推广 为 一 般 的 情形 . 他 们 证 明 : 对 给 定 的 正 整数 
k FILAS RA BRA + IE SEC v 外 ,(v,k,4)-RBIBD ££ 
TE B FR ot M AR TF RE V=0 (mod k) Al ACo — 1) 7:0 
(modk 一 1). 这 里 的 “有 限 多 个 正 整 数 v” 并 没有 明 
确 给 出 究竟 有 和 多少 ,这 是 有 竺 进一步 解决 的 问题 . 关 
于 RBIBD, 玻 色 (Bose,R.C.) 于 1942 年 证 明了 不 
等 式 :b 之 v 十 r 一 1. 当 等 号 成 立时 , 称 该 设计 为 仿 射 
的 , 记 为 ARBIBD( 参 见 “ 仿 射 可 分 解 设计 ”). 

柯 克 曙 三 元 系 (Kirkman’'s triple system) W 
“可 分 解 平衡 不 完全 区 组 设计 ”. 

准 可 分 解 设计 (almost resolvable design) 可 
分 解 平衡 不 完全 区 组 设计 的 一 种 变 体 . OX, A) EE 
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—*(v,k,k—1)-BIBD, v=1(modk) , Z; [X 2H Jk 多 
有 一 个 划分 By, Bry, By TEE TON] REI 号 ,存在 
点 x, 使 多; 是 XN(z) 的 划分 , 则 称 这 个 BIBD 设计 
为 准 可 分 解 设计 . 当 & 三 3,4 时 , 准 可 分 解 设 计 的 存 
在 性 已 经 解决 ,只 要 v=1(modk), d fr TE lE n] 4) fi 
BJ (vsk, 一 1)-BIBD. € T &—5 的 准 可 分 解 设计 的 
存在 性 ,目前 仪 剩 有 限 个 ” 值 尚 未 确定 . 

仿 射 可 分 解 设 计 (affine resolvable block de- 
sign) 一 类 特殊 的 可 分 解 区 组 设计 . 当 一 个 可 分 解 
区 组 设计 中 任意 两 个 不 在 同一 个 平行 类 中 的 区 组 都 
恰好 有 m 个 公共 点 时 , 称 这 个 区 组 设计 是 仿 射 可 分 
解 设 计 . 仿 射 可 分 解 设计 必定 是 一 个 可 分 解 BIBD 
iit. E (Bose, R. C. ) 证 明 : 当 且 仅 当 一 个 可 分 解 
BIBD 设计 的 参数 满足 6==v 十 r 一 1 时 是 仿 射 可 分 解 
的 . 4 83€ (Kimberley, M. E. ) 于 1971 年 证 明 :一 个 
3 设计 是 仿 射 可 分 解 的 充分 必要 条 件 是 它 是 一 个 扩 
充 阿达 马 2 设计 , 且 当 z 之 4 时 ,没有 仿 射 可 分 解 的 : 
设计 . 从 仿 射 可 分 解 的 BIBD 设计 可 以 得 到 一 类 对 
称 设计 . RAS Wallis, W. D. ) 证 明 : 若 存在 仿 射 可 
4} fi (v.bsr,k,A)-BIBD, MF Æ k, A )-SBIBD, 
Hp wv = (r+1)u.k' =kr, X =RA. 仿 射 可 分 解 设 计 
后 来 被 推广 为 仿 射 a 可 分 解 设计 .一 个 a 可 分 解 设 
计 的 区 组 族 按 定义 分 成 组 By Bist, D, 后 (参见 
"a 可 分 解 设计 ”), 若 同一 组 中 的 任 两 个 区 组 有 gi 个 
公共 点 ,不 同 组 中 的 任 两 个 区 组 有 qo 个 公共 点 , 则 
称 为 仿 射 a 可 分 解 设计 . 

a 可 分 解 设计 (a-resolvable block design) 可 
分 解 设计 的 一 种 推广 . 设 (X, 多 ) 是 一 个 区 组 设计 ， 
和 奇 区 组 族 B 可 以 划分 为 一 些 组 B, Bra B, E 
得 和 中 的 每 个 点 在 任 一 2, HI E N aK, MER 
这 个 设计 为 a 可 分 解 设计 .a 可 分 解 的 名 称 来 源 于 
图 论 中 的 a 因子 分 解 . 当 a 二 1 时 ,就 是 通常 的 可 分 
解 设计 .一 个 a 可 分 解 的 (v,k,4)-BIBD 也 记 为 
a-RB,Cv,£). — ^ a-RB;(v,k) 存 在 的 必要 条 件 是 
ACo— 1) =0(moda(k—1)),àv(v—1)=0(modk(k 
—1)) X av=0(mod E). AF k=3, CHAU v> 
3 A v 关 6 时 上 述 必 要 条 件 也 是 充分 条 件 . 对 R= 4, 
也 已 经 有 了 部 分 结果 . 

设计 的 同 构 (isomorphism of designs) 同类 型 
区 组 设计 间 的 一 种 关系 . 设 (X, 瑟 ) 与 (X AYER 
个 (v,k,4)-BIBD, 若 存在 X FI X' rj —— PRA FE AF 
中 每 个 区 组 上 映 为 多 ' 中 的 区 组 ,并 使 之 成 为 多 到 
多 ' 的 一 一 映射 , 则 称 这 两 个 区 组 设计 是 同 构 的 . 当 
X= X! ,28 — Z8 Wl , 3x E B A TR] TA. 设计 
CX ,26) RI A BARS. PIOS TRI & H 
同 构 群 . 这 个 群 的 任 一 子 群 都 称 为 该 设计 的 自 同 构 
HE. 

设计 的 全 自 同 构 群 人 (total automorphism group 


”of design) 见 “ 设 计 的 同 构 ” 

设计 的 自 同 构 群 (automorphism group of de- 
sign) 见 “ 设 计 的 同 构 ” 

iE ZEE (method of mixed differences) 亦 称 对 
称 重 差 法 . 构造 BIBD 设计 的 一 种 直接 方法 , 它 是 由 
玻 色 (Bose,R.C. ) 在 1939 年 提出 的 . 该 方法 用 于 构 
造 有 自 同 构 群 G( 参 见 “ 设 计 的 同 构 ”) 的 BIBD 设计 
(X, B). TE G 的 作用 下 ,X 的 元 被 分 为 一 些 元 素 轨 
1B» A 亦 被 分 为 一 些 区 组 轨道 .由 每 个 区 组 轨道 中 
各 选 出 一 个 区 组 构成 的 区 组 系 (B) 被 称 为 多 的 基 . 
构造 (XX ,多 ) 的 关键 是 G 的 选取 和 (B) 的 确定 .为 此 
需 在 (B) 的 每 个 区 组 B 中 分 别 计算 同一 元 素 轨 道中 
元 之 间 的 纯 差 及 不 同 元 素 轨 道中 元 之 间 的 混 差 , 依 
fa G 中 使 B 固定 不 变 的 子 群 的 阶 数 求 出 诸 纯 差 及 
混 差 产生 的 次 数 , 要 求 这 些 次 数 都 等 于 (v,k,4)- 
BIBD 中 的 参数 A. 

xt BR BE jE (method of symmetrically repeated 
differences) BIRER”. 

设计 的 计数 (enumeration of designs) 设计 的 
个 数 问 题 之 一 . 指 两 两 不 同 的 同类 组 合 设 计 的 个 数 
计 值 . 通常 把 同 构 的 BIBD 设计 看 成 相同 的 设计 , 关 
于 BIBD 设计 的 计数 一 般 是 指 互 不 同 构 的 (v,k,4)- 
BIBD 的 个 数 . 若 个 数 为 零 , 则 说 明 这 类 设计 并 不 存 
在 .所 以 ,设计 的 存在 性 问题 可 以 看 做 计数 问题 的 一 
个 特殊 情形 .由 于 目前 很 多 类 型 设计 的 存在 性 问题 
尚未 解决 ,所 以 设计 计数 方面 的 研究 成 果 还 不 多 . 当 
r<41 时 ,BIBD 设计 的 计数 结果 有 表 可 查 , 很 多 情 
形 只 有 个 数值 的 下 界 , 少 数 情 形 才 有 确切 的 值 . 例 
如 ,已 知 柯 克 曼 女生 问题 的 解 是 惟一 的 ,而 对 于 (15， 
3,1)-BIBD, 共 有 80 个 互 不 同 构 的 设计 . 知 在 同类 
型 的 组 合 设计 中 可 以 规定 一 种 等 价 关 系 , 将 相互 等 
价 的 设计 看 做 是 相同 的 , 则 不 同 设计 的 个 数 就 是 等 
价 类 的 个 数 , 例如 ,在 拉丁 方 的 计数 中 就 有 这 种 情 
形 . | 

成 对 平衡 设计 (pairwise balanced design) ¥ 
衡 不 完全 区 组 设计 的 一 种 推广 . 设 XX 为 v 元 集 ,多 
是 及 的 某 些 子 集 ( 称 为 区 组 ) 的 族 , 多 中 区 组 的 大 小 
( 数 ) 均 在 某 个 正 整数 集合 天 中 , 若 X 的 任意 两 个 
JU X f T ZATEA "P Lp HE — 75 2R CX A) 
PRA BROSESE BIRT. id A Co K ,20-PBD. 当 区 组 大 
小 都 相同 时 ,这 种 特殊 的 成 对 平衡 设计 就 是 平衡 不 
完全 区 组 设计 . 

成 对 平衡 设计 的 概念 和 方法 曾 对 正 交 拉丁 方 及 
平衡 不 完全 区 组 设计 的 存在 性 和 构造 方法 的 研究 起 
过 重要 的 作用 . 例如 , 玻 色 (Bose,R.C. ) 等 关于 欧 拉 
猜想 的 反 证 , 哈 拿 匿 (Hanani,H. ) 关 于 区 组 大 小 为 
3,4,5 的 平衡 不 完全 区 组 设计 存在 的 充分 必要 条 
件 , 以 及 哈 拿 匿 等 关于 区 组 大 小 为 3,4 的 可 分 解 平 


组 合 dE H 


衡 不 完全 区 组 设计 存在 的 充分 必要 条 件 等 .在 这 些 
重要 的 工作 中 ,成 对 平衡 设计 作为 研究 组 合 设计 的 
一 般 工 具 也 得 到 了 发 展 . 威 尔 森 (Wilson,R. M, ) 于 
20 世纪 70 年 代 引 入 了 PBD 闭 集 的 概念 ,在 此 基础 
上 形成 的 PBD 闭 集 方法 不 仅 简化 了 一 些 经 典 结果 
的 证 明 , 也 为 统一 人 处理 新 提出 的 各 种 组 合 设计 的 存 
在 性 问题 提供 了 有 效 的 途径 . 知 
a(K)=ged{k—1|kEK}, 
BOK) =ged{k(k—1) |REK}, 
其 中 ged 表示 最 大 公约 数 , 则 (wv,K,)-PBD 存在 的 
必要 条 件 可 表 为 : 
ACv—1)2: nod aCK)), 
AvCv— 127250 (mod 8CK 5). 
在 解决 BIBD 设计 的 存在 性 猜测 的 同时 , 威 尔 森 也 
证 明了 上 述 必 要 条 件 是 渐 近 充分 的 . 即 , 对 给 定 的 
K 5 A. f£ TE d EX CCK ,20, 24 vc (KAN, CuK, 
A)-PBD 存在 的 必要 条 件 也 是 充分 的 .但 是 ,并 没有 
te ARIK BA cK DAB. 

PBD Bi $& (PBD closed set) 一 种 特殊 类 型 的 
正 整 数 集合 .以 到 (X) 记 集合 X 的 子 集 全 体 , 若 有 
22(X) 到 自身 的 一 个 映射 o: 4 一 o(4), 使 对 A(X) 
中 任意 子 集 4 和 B 有 :ACco(A),o(o(A))==olA4)， 
ACB BS e CAD)CCo CB) WRES o 是 一 个 闭 包 
运算 .能 使 oCAD) — A 的 子 集 4 称 为 该 闭 包 运算 的 
— SAS. E BC(K)==(v| 存 在 (v,K,1)-PBD), 则 映 
射 KK 一 BC(K) 是 一 个 闭 包 运算 ,相应 的 闭 集 称 为 
PBD 闭 集 . 例如 ,HH,=={r 宇 1|7r 寺 0,1(moda)}),H'= 
{7r 宇 1 |r 三 ] (moda)}),R, 二 {7r 宇 1 | 存在 (r(8 一 1) 十 
1,k,1)-BIBD} 都 是 PBD HÆ. 

PBD 闭 集 的 纤维 (fibres of PBD closed set) 
一 种 剩余 类 , 设 K H PBD 闭 集 , 记 8CKO — ged (e CE 
—1)|REK). E B(K) 的 某 个 剩余 类 了 至 少 含 天 
Ay — ^ 76 k, Bl E f (mod BC(K)), 则 称 剩 余 类 了 了 
是 PBD 闭 集 天 的 一 条 纤维 . 大 存在 常数 M = 
MCP ,使 

(v = M|v = f(modg(K)) CK, 
则 称 纤维 了 是 完备 的 . AK 的 每 一 条 纤维 都 是 完备 
的 , 则 称 PBD AR K 关于 周期 8(K ) 是 最 终 周期 
的 . RIR Æ (Wilson, R. M. ) 证 明了 以 下 有 用 结果 : 
PBD 闭 集 的 每 一 条 纤维 都 是 完备 的 . 换 句 话说 ,每 
一 个 PBD Hise K 关于 周期 8(K) 是 最 终 周 期 的 ， 

PBD 闭 集 的 生成 集 (generating set of PBD 
closed set)  — 8 ER ^E T $E. i Ko 为 PBD HJ 
集 K BUT R.A BORD =K., WR K 是 PBD AE 
K 的 生成 集 .已 知 任意 PBD 闭 集 均 有 有 限 的 生成 
Ak. 在 具体 应 用 PBD 闭 集 的 方法 时 ,需要 寻找 尽 可 
能 小 的 生成 集 . E PBD 闭 集 天 的 某 个 元 工 不 属于 
BCK\(a}) BW ER 2 JE EAS BJ. AL Ex 记 PBD 闭 集 
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K 的 全 体 基 本 元 的 集合 , 则 Ex BK 的 最 小 生成 集 ， 
称 为 该 PBD 闭 集 的 基 . 少数 PBD 闭 集 的 基 已 经 确 
XE. PIN, H: K H., 的 基 分 别 为 {3,4,5) 及 {4,5,8， 
9,12}) ,Hi 及 Hi 的 基 分 别 为 {4,7,10,19} 及 {5,9， 
13,17,29,33). 这 些 生 成 集 对 于 确定 平衡 不 完全 区 
组 设计 及 可 分 解 平衡 不 完全 区 组 设计 存在 的 充分 必 
要 条 件 有 重要 作用 . 

PBD 闭 集 方 法 (method of PBD closed set ) 
处 理 某 些 组 合 设 计 存 在 性 的 一 种 方法 ,适用 于 具有 
PBD 闭 性 质 的 设计 . 设 某 种 设计 由 它 的 某 个 参数 > 
确定 , 且 存 在 一 个 (天 ,1)-PBD, 若 对 天 中 每 一 个 
数 &, 所 有 >=& 的 相应 设计 的 存在 性 能 保证 r— v 的 
设计 的 存在 性 , 则 称 这 种 设计 具有 PBD 闭 的 性 质 . 
对 具有 PBD 闭 性 质 的 设计 而 言 , 要 证 明 当 ”属于 某 
个 PBD 闭 集 时 设计 均 存 在 ,只 需 证 明 当 属于 该 闭 
集 的 某 个 (有 限 ) 生 成 集 ( 或 基 ) 时 设计 均 存 在 即 可 . 
例如 , 施 泰 纳 三 元 系 这 种 组 合 设 计 关 于 它 的 重复 数 
r 具有 PBD AA HER. A STUER r TAR H, 
时 相应 三 元 系 都 存在 ,只 需 证 明 当 ”属于 五 : 的 基 
{3,4,6} 时 相应 三 元 系 存 在 即 可 . 

根据 直接 构造 方法 ,由 此 即 得 到 施 泰 纳 三 元 系 
存在 的 充分 必要 条 件 为 r=0,1(mod 3), Bl v=1, 
3(mod 6). 这 种 方法 的 好 处 在 于 :将 本 来 应 对 无 穷 多 
个 >~ 值 证 明 设 计 的 存在 性 归结 为 只 需 对 生成 集中 有 
限 多 个 >~ 值 证 明 设计 的 存在 性 ,这 常常 使 问题 变 得 
易于 处 理 ; 同 时 ,对 一 种 设计 所 计算 的 PBD 闭 集 的 
有 限 生 成 集 往往 也 适用 于 男 一 种 设计 . 由 于 许多 种 
组 合 设 计 具 有 PBD 闭 性 质 , 所 以 这 种 方法 在 一 定 程 
度 上 起 着 统一 处 理 不 同 设计 存在 性 问题 的 作用 . 

可 分 组 设计 (Cgroup divisible design) 成 对 平 
衡 设 计 的 一 种 推广 ,常用 于 PBD 的 递 推 构造 . 设 X 
为 v 元 集 , 多 是 X 的 某 些 子 集 , 它 们 划分 X 且 称 为 
2H ov dé X 的 某 些 子 集 ( 称 为 区 组 ) 的 族 . 若 X 中 属 
于 同一 个 组 的 任意 两 个 元 不 同时 含 于 任何 区 组 ,而 
属于 不 同 组 的 任意 两 个 元 恰 同 时 含 于 4 个 区 组 , 则 
FR CX ,多 ,2 ) 为 一 个 可 分 组 设计 . 奉 组 的 大 小 均 在 
集 MM 中 ,而 区 组 大 小 均 在 集 K 中 , 则 记 该 可 分 组 设 
计 为 GDD[K.24A.M;v ]. i € PA t ARD m 的 
£g Lis, MER mimp mz 为 组 的 型 . 一 个 型 为 卫 
的 GDDLK,A, (1);vj 就 是 一 个 (v,K,4)-PBD. 关于 
可 分 组 设计 存在 性 的 系统 结果 仅 限 于 天 王 (4&} 且 型 
为 m 的 情形 . 可 分 组 设计 GDDL (6) A, Um) ,um JF 
LE B3 4 3S ZR (lb RR Lu ZR. ACu — 12m 70 (mod Ce — 
1)),Au(u—1)m’=0(modk(k—-1)). 4 £ — 3,4 时 ， 
除 两 个 例外 情形 外 ,以 上 必要 条 件 也 是 充分 条 件 ,这 
两 个 情形 是 GDDL(4) ,1, (2};8]& GDD[{4},1, 
(6};24], 它 们 都 不 可 能 存在 . 
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威 尔 森 基本 构 作 法 (Wilson’s fundamental con- 
struction) ”由 若干 已 知 可 分 组 设计 构 作 新 的 可 分 
组 设计 的 方法 . WE CX. Z, .x ) 是 一 个 可 分 组 设计 
GDDL[K ,4,M;vj( 称 为 基本 的 GDDO. 4A AX PRK 
w:r>Z*U {0), 使 对 -zx 中 每 一 个 区 组 4, 均 存在 
可 分 组 设计 

GDD[K,p, (w(x) |r € A}; Tw GO | 


r€A 


( 称 为 输入 设计 ), 则 存在 一 个 可 分 组 设计 
GDD| K, as, ( jwGo|G € 9); X w(x) |. 
iced xzEX 


该 方法 由 威 尔 森 CWilson,R. M. ) 提 出 ,是 构造 可 分 
组 设计 的 一 个 基本 方法 ,由 此 得 名 ， 

输入 设计 (input design) JW“ EX ZR Sx dE A TJ JE 
ik". 

不 完全 可 分 组 设计 (incomplete group divisible 
design) 可 分 组 设计 的 一 种 推广 . 是 用 于 可 分 组 设 
计 的 递 推 构造 . 设 X Av TORY 为 X 的 某 个 子 集 ， 
多 是 一 族 X 的 子 集 , 它 们 划分 和 HEROS ABS ov 是 
X 的 某 些 子 集 ( 称 为 区 组 ) 的 族 .车 当 X 中 的 两 个 元 
属于 同一 个 组 或 同时 属于 Y 时 ,它们 不 含 于 任何 区 
组 ,否则 它们 恰 含 于 4 个 区 组 , 则 称 (X,Y ,多 ,x ) 为 
一 个 不 完全 可 分 组 设计 , 简 记 为 IGDD. RAGI, 
IGNYDIGES} AK IGDD 的 型 ,这 里 重复 的 数 对 
按 重 数 计算 .例如 ,在 一 个 GDDL{3),1,{2);6j 中 去 
掉 一 个 区 组 A, 则 得 到 一 个 型 为 (2,1)” 的 IGDD, 其 
中 了 一 4. 

PBD 的 子 设计 (subdesign of PBD) 一 种 组 合 
构 形 . 指 含 于 PBD 中 的 PBD. 设 (Y ..55G,.K;.A2- 
PBD, (X,-@) A (v,K,A)-PBD. A YOX H ZG 
SMR CY, BEX, 0 Bg — p T dxW. AT 
PBD 的 子 设计 概念 后 ,可 以 用 打 碎 GDD 的 组 的 方 
法 构 作 新 的 PBD. 3E CX, )9g GDDLK,A,M; 
v at 你 中 每 一 个 组 G, 存 在 (|G| 二 a4,K ,4)-PBD 
(GUD, 多 ,) 会 子 设计 (d,K ,A)-PBDCD, €), J 

(XUD, xU COANE)? Ue) 
是 一 个 (wv 十 d ,KK ,4)-PBD. 该 PBD 还 含 子 设计 (1C | 
+d,K,A)-PBD 和 (4d, K ,4)-PBD. 

不 完全 成 对 平衡 设计 (incomplete pairwise bal- 
anced design) 带子 设计 的 PBD WHT. ix X Av 
元 集 ,Y AX Ww oU T SR, ov dé X 的 某 些 子 集 ( 称 
AR RO ATR oe 中 区 组 的 大 小 均 在 某 个 正 整数 集 
合 天 中 . 若 当 和 中 的 任意 两 个 元 均 属 于 Y 时 它们 
不 含 于 任何 区 组 ,和 否则 它们 恰 含 于 个 区 组 , 则 称 
(X, Ye) 为 一 个 不 完全 成 对 平衡 设计 , 记 为 (wy 忆 ; 
K,A)-IPBD. FR Y 上 存在 一 个 (w，,K ,20-PBDCY, 
B), WAX UU 多 ) 是 一 个 带子 设计 的 PBD. 但 是 ， 
集 Y 上 未 必 存 在 这 样 的 子 设计 ,所 以 ,IPBD 的 概念 


比 带子 设计 的 PBD 更 为 一 般 . 在 PBD 的 递 推 构造 
中 有 时 需要 比 IPBD 更 一 般 的 概念 . 设 X 为 v 元 集 ， 
Y, 5S Y, 分 别 为 X 的 ei K w, 元 子 集 ， [Y QY: |= 
w,, 是 X 的 某 些 子 集 ( 称 为 区 组 ) 的 族 ,-ez 中 区 
组 的 大 小 均 在 某 个 正 整数 集合 天 中 .者 当 X 中 的 
任意 两 个 元 均 属 于 Y 或 均 属 于 Y; 时 它们 不 含 于 任 
何 区 组 ,和 否则 它们 恰 含 于 个 区 组 , 则 称 (X ,Yi Y2, 
- ) 为 一 个 格子 不 完全 成 对 平衡 设计 , 记 为 
(wjrzolyrozy Ta sk, 4)-O-IPBD. 

净 集 (clear set) 成 对 平衡 设计 中 某 些 特殊 的 
区 组 . Ef Co K ,20- PBD 中 大 小 为 ;的 区 组 全 体 称 为 
第 i 个 等 区 组 分 量 . 车 若干 个 等 区 组 分 量 的 所 有 区 
组 之 间 两 两 不 相交 , 则 称 这 些 区 组 构成 一 个 净 集 . 若 
前 7 个 等 区 组 分 量 形成 一 个 净 集 , 则 记 该 设计 为 (v， 
(Qe te nn S) ,4)-PBD. Fil FA AY HES T 
以 得 到 正 交 拉 丁 方 的 以 下 构 作 方法 ;车 存在 

Co, (GR P sk,), ska} ,1)-PBD, 
则 
N(Cv)Zzmin UN (Cb) 5°", 
NCR, iN CRs — 155,9 1 
这 一 构 作 方法 在 欧 拉 猜想 的 反 证 中 起 过 重要 的 作 
用 . 

《7,4) 设 计 ((r,4)-design) 一 类 特殊 的 成 对 平 
衡 设 计 . 若 一 个 (v,K,*)-PBD 中 每 个 元 恰 含 于 > 个 
区 组 , 则 称 之 为 (r,4) 设 计 . 在 一 个 (r,4) 设 计 (X， 
A, A ox 可 以 划分 为 一 些 平行 类 Ri,R;,…， 
R,, 则 称 RS {Ri,R,…,R,) 是 设计 的 一 个 分 解 . 若 
还 有 一 个 分 解 R' = {RiR R, ,使 任 一 个 R 5 
任 一 个 R; 至 多 有 一 个 公共 的 区 组 , 则 称 该 设计 是 正 
交 的 (r,4) 设 计 . 正 交 的 (rx,4) 设 计 在 讨论 罗 姆 方 等 
其 他 组 合 设计 时 有 用 . 

IE 38 Cr, ADi& il (orthogonal (7r,A)-design) Ji, 
“Cr A EET s 

准 可 分 解 可 分 组 设计 (almost resolvable group 
divisible design) 一 类 特殊 的 可 分 组 设计 . 设 (X， 
多 ,9Y ) 是 具有 型 m 的 可 分 组 设计 GDDL(&).1, 
Uum) smn . 对 任 一 个 组 GES, E o. 中 某 些 区 组 的 
族 己 划分 集 X\G, 则 称 P 是 一 个 带 洞 G 的 准 平行 
25. p ow 可 划分 成 一 些 准 平行 类 , 则 称 该 可 分 组 设 
计 是 准 可 分 解 的 可 分 组 设计 , 记 为 和 支架 .& LRK 
概念 是 在 研究 可 分 解 平 衡 不 完全 区 组 设计 的 存在 性 
问题 中 形成 的 ,对 其 他 类 型 的 可 分 解 设 计 也 有 用 . 关 
于 上 支架 的 存在 性 , 史 汀 生 (Stinson,D. R. ) 于 1987 
年 证 明 ; 型 为 m" 的 3 支架 存在 的 充分 必要 条 件 为 nn 
Zz4,m-0(mod2) H. m(n—1)=0(mod 3). 

k 支架 (&k-fame) 见 “ 准 分 解 可 分 组 设计 ”. 

拉丁 方 (Latin square) 一 类 重要 的 组 合 设计 . 


组 A 设计 


E v 元 集 X 上 的 一 个 v 阶 方 阵 的 每 一 行 和 每 一 列 
都 是 X 的 一 个 无 重复 元 的 排列 , 则 称 该 方 阵 为 一 个 
拉丁 方 .者 把 两 个 阶 拉丁 方 合 合 在 一 起 时 ,第 一 个 
拉丁 方 的 每 一 元 与 第 二 个 拉丁 方 的 每 一 元 恰 相 过 一 
次 , 则 称 这 两 个 拉丁 方正 交 . 

在 各 种 类 型 组 合 设 计 的 递 推 构造 中 ,经 常用 到 
拉丁 方 的 结果 . A.E E Hanani, H. ) 及 威 尔 森 
(Wilson, R. M. ) 关 于 平衡 不 完全 区 组 设计 的 存在 
性 理论 , 沃 利 斯 (Wallis,W.D. ) 及 马 林 (Mullin ,R. 
C. ) 关 于 罗 姆 方 的 存在 性 ,以 及 陆 家 闵 关于 施 泰 纳 
三 元 系 大 集 的 工作 等 .拉丁 方 这 一 类 设计 不 仅 在 组 
合 设计 的 理论 中 有 其 基本 的 重要 性 ,而且 在 试验 设 
计 及 纠 错 编码 等 方面 也 有 应 用 . 

自从 1782 年 , 欧 拉 (Euler,L. ) 提 出 “不 存在 4t 
十 2 阶 的 正 交 拉丁 方 ” 这 一 猜想 以 来 (其 中 t=1 的 
情形 以 “36 名 军官 问题 * 这 一 通俗 的 提 法 为 人 们 所 
熟知 ) ,拉丁 方 的 研究 经 历 了 漫长 和 富有 成 果 的 发 展 
过 程 . 到 1974 年 ,出 现 了 丹 内 斯 (Dénes,J. ) 和 基 特 
韦 尔 (Keedwell,A.D. ) 以 《拉丁 方 及 其 应 用 为 题 的 
专著 . 该 书 广泛 收 罗 了 到 1974 年 为 止 的 丰富 文献 并 
且 总 结 了 已 有 的 方法 和 结果 , 列 出 了 73 个 有 待 解决 
的 问题 . 以 后 的 近 20 年 时 间 内 ,其 中 约 20 个 问题 已 
完全 解决 ,并 至 少 有 10 个 问题 得 到 部 分 解决 .这 两 
位 作者 于 1990 年 又 写 了 以 《拉丁 方 :理论 和 应 用 方 
面 的 新 进展 ?为 题 的 专著 ,作为 前 书 的 续篇 ,在 一 定 
程度 上 反映 了 拉丁 方 这 一 专题 的 研究 现状 和 动态 . 

fi J #2 (Latin rectangle) 拉丁 方 的 推广 , 设 X 
为 n 元 集 ,A 为 了 上 的 rxXs 阵列 ,者 间 行 和 间 列 都 
没有 重复 的 元 素 , 则 称 4 为 XX 上 的 一 个 rxXs 拉丁 
AE. 特别 地 , 当 7r==s==n 时 , 便 得 到 一 个 阶 拉丁 方 . 
dEfeX-—ib2;e2) ER n RAT A A= (4) 满足 
ait, lin, MERAT ARS HY. A 4 满足 
ij = js LI mn, WR ZAR PLT TT. A 
Brae T rH nd BEA Ai LEA TAFT A AI) Pl ELS AS 
间 的 元 素 , 则 称 这 个 位 置 构成 该 拉丁 方 的 一 个 截 
态 . 寿 一 个 拉丁 方 的 主 对 角 线 (位 置 (i,7) ,1 委 : 委 7) 
及 反对 角 线 (位 置 (i,n 十 1 一 让 ,1 声 1 志 nn) 均 为 截 态 ， 
则 称 之 为 对 角 拉 丁 方 . 


xt RET A (symmetric Latin square)” 见 “ 拉 
T » 
xt HRT A (diagonal Latin square) 见 “ 拉 了 丁 


RSA (Youden square) 亦 称 尤 登 设 计 . 一 类 
特殊 的 拉丁 矩 . 是 尤 登 (Youden,W.J.) 于 1937 年 
引入 的 . 若 以 一 个 &xv fi T ARES v AIEA v IX 
组 可 以 得 到 一 个 (v,k,4)-SBIBD, 则 称 这 样 的 拉丁 
dB dE — ^h bXv TEA. 将 一 个 已 知 (v,k,4)-SBIBD 
的 区 组 作为 列 , 适 当 安 排 同 列 中 元 素 的 次 序 ,总 可 使 
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同一 行 上 没有 相同 的 元 素 , 从 而 得 到 一 个 kXw 尤 登 
设计 . 设 A=) 5 B 二 (bj) 是 v 元 集 X 上 的 两 个 
Xv SR AX 的 每 个 二 元 子 集 在 全 全 4 与 
B BT PTH kv Sai; bij} CHE 1 jo re h 
现 一 次 , 则 称 这 两 个 尤 登 设 计 是 2 级 平衡 的 . 这 时 必 
有 & 王 (一 1)7/2. 若 上 个 尤 登 设 计 中 每 两 个 都 是 2 级 
平衡 的 , 则 称 它 们 是 上 级 平衡 的 .已 知 当 4: 十 3 为 质 
BUREN | IH E 4t 十 2 RPR (223-10 X CAL 3-32 7L 
登 设计 ， 

尤 登 设计 (Youden design) 见 “ 尤 登 方 ” 

塔 斯 康 方 (Tuscan square) 一 类 与 拉丁 方 有 
关 的 组 合 设计 . n8 X ER n 阶 方 阵 的 每 行 都 
* X 的 全 部 元 , 则 称 该 方 阵 为 n 阶 的 意大利 方 . 对 
BE AY IE PR R<n 及 每 个 正 整 数 mh FEF 
意大利 方 中 同 行 且 相 距 为 m 的 两 个 元 素 构 成 的 有 
序 对 各 不 相同 , 则 称 该 方 阵 为 n 阶 塔 斯 康 方 . 塔 斯 
康 1 方 简称 塔 斯 康 方 . 塔 斯 康 ”一 1 方 称 为 佛罗伦萨 
方 . — ^ 6b E CRA vs det] A . WAR ZA TEE X] 
方 . 塔 斯 康 方 的 概念 来 源 于 图 的 分 解 问题 . CS n RT 
塔 斯 康 方 存 在 的 充分 必要 条 件 为 n 了 关 3,5. 目前 尚 不 
知道 是 否 存在 奇数 阶 的 佛罗伦萨 方 . 

意大利 方 (Roman square) “HART”. 

佛罗伦萨 方 (Florence square) 见 “ 塔 斯 康 

ERA CVatican square) 见 “ 塔 斯 康 方 ” 

行 完备 拉丁 方 (row complete Latin square ) 
一 类 特殊 的 拉丁 方 . A n 元 集 X 的 任意 相 异 元 的 有 
序 偶 在 上 的 某 个 n 阶 拉 丁 方 的 行 中 作为 相 邻 元 
素 的 有 序 偶 至 少 出 现 一 次 , 则 称 该 拉丁 方 是 行 完备 
拉丁 方 .各 一 个 拉丁 方 的 转 置 是 行 完 备 拉 丁 方 , 则 称 
之 为 列 完 备 拉 丁 方 .既是 行 完备 又 是 列 完 备 的 拉丁 
方 称 为 完备 拉丁 方 . 行 完 备 拉丁 方 的 概念 是 在 拉丁 
方 试 验 设 计 中 为 了 消除 两 种 因素 相继 作用 时 产生 的 
影响 而 提出 的 .已 知 偶数 阶 的 完备 拉丁 方 都 存在 . EE 
-— s 阶 群 的 元 可 排 成 序列 Q1302* ees ans 使 ais 
4102 3Q105035 *** 344105*** An 各 不 相同 , 则 称 该 群 是 可 序 
列 化 的 . 当 存 在 n 阶 可 序列 化 的 群 时 ,也 存在 x 阶 的 
完备 拉丁 方 . 

列 完备 拉丁 方 (column complete Latin square) 
见 “ 行 完备 拉丁 方 ”. 

aut J 7j (complete Latin square) 
A1 

Hi EE (quasigroup) 一 种 代数 系统 . 设 集 Q 上 
有 一 个 二 元 运算 称 为 乘法 , 记 为 ”* ”. AN Q FIE 
EIL a.b.J fü a? x—b 及 z。a=0 在 和 中 都 恰 有 
一 个 解 z, 则 称 (Q,。) 为 一 个 拟 群 . 当 Q WARE 
时 ,Q oo RK PS RR A EY BY. FE n BED R 
(Q,?» ) 的 乘法 表 中 ,第 a 行 第 b 列 的 元 素 为 ab, 
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见 “ 行 完 


若 记 工 二 《mw) ,ma 二 a。b，, 则 由 乘法 表 所 得 的 阵列 
是 一 个 阶 拉丁 方 .反之 ,由 一 个 n 阶 拉丁 方 作为 
乘法 表 所 得 的 二 元 运算 形成 集 Q 上 的 一 个 拟 群 . E 
对 拟 群 (Q,。) 中 的 每 个 元 xz BE r° r=, MERZ 
拟 群 是 宕 等 的 . AHRQ LA n—-2 An WSUS, 
使 对 Q 中 任意 两 个 相 异 元 a,5b, 集 Q@ 上 nn 一 2 个 值 
a ° biG QN(a 6) Du fix ”一 2 个 拟 群 构成 一 个 蜂 
等 拟 群 大 集 .已 知 当 n 宇 3 H nn 关 6 时 ,n KREME 
大 集 总 存在 ,而 6 阶 窒 等 拟 群 大 集 则 不 可 能 存在 . 


A 等 拟 群 (idempotent quasigroup) 见 “ 拟 
群 ” 

T Sg HI BE K & large set of idempotent quasi- 
groups) W REE”. 


高 尔 夫 设计 (golf design) 一 种 循环 赛 的 赛程 
安排 . 设 有 2n 十 1 个 高 尔 夫 球 俱 乐 部 各 派 一 个 队 进 
f; 2n 一 1 场 循环 赛 . 在 每 一 场 循环 赛 中 将 比赛 nOn 
十 1) 局 ,使 每 两 个 队 正 好 在 一 局 中 对 抗 . 这 n (Gn + 
1) 局 比赛 将 分 成 2n 十 1 轮 , 每 轮 比赛 由 ”局 组 成 .要 


求 每 个 俱乐部 作为 主人 组 织 一 轮 比赛 ,而 不 参加 该 


轮 的 比赛 . 若 能 安排 2n — 1 场 这 样 的 循环 赛 , 使 每 两 
个 队 在 其 余 2—1 个 俱乐部 恰好 各 比赛 一 局 , 则 称 
这 种 赛程 安排 为 一 个 高 尔 夫 设计 . 对 于 一 场 循环 赛 
而 言 , 可 以 如 下 对 应 于 一 个 究 等 对 称 拉丁 方 : 当 第 i 
队 与 第 7 队 在 第 个 俱乐部 进行 一 局 比赛 时 , 设 一 
个 2n PAE PG PRG OMEN TRY k, 
ARQ o Br EL TUR DI i 由 于 在 一 个 俱乐部 进行 
的 ”局 比赛 中 每 个 客队 只 参加 一 局 比赛 ,所 以 方 阵 
中 同行 及 同 列 的 元 素 互 不 相同 ,因此 是 一 个 竹 等 对 
称 拉 丁 方 .反之 ,从 一 个 宕 等 对 称 拉丁 方 可 以 得 到 一 
场 循环 赛 的 相应 安排 . 于 是 一 个 高 尔 夫 设计 相应 于 
2 一 2 个 2n 十 1 BES MT LT Ji (8 Ay 时 每 一 
位 置 人 ,7) 上 的 2 一 2 个 元 素 取 尽 
15253**52n-- 14 NU $3). 

EA — £8 BL] Jr BR EST PTL TT KR. 

高 尔 夫 设计 的 概念 由 鲁 宾 孙 (Robinson,D.F. ) 
于 1981 年 提出 . f DUEB T S RESET ERE] JE 
集 的 等 价 性 ,还 指出 了 问题 对 5 个 俱乐部 是 无 解 的 ， 
而 对 ?7 个 俱乐部 是 有 解 的 . 沃 利 斯 (Wallis, W. D. ) 
于 1983 年 找到 了 对 17 个 俱乐部 的 解 , 并 指出 由 施 
泰 纳 三 元 系 大 集 可 导出 高 尔 夫 设 计 的 存在 性 .由 此 
得 出 ,只 要 2n-- 1221. 3(mod 6) ,高 尔 夫 设计 总 是 存 
在 的 . 

= xt BRA J A Cidempotent symmetric Latin 
square) 见 “ 高 尔 夫 设 计 ” 

A EXT RRR T A XK E (darge set of symmetric 
见 “ 高 尔 夫 设计 ”. 

36 名 军官 问题 (problem of 36 officers) 一 个 
著名 的 组 合 设计 问题 . 由 欧 拉 (Euler,L. ) 于 1779 年 


idempotent Latin squares) 


提出 , 该 问题 是 : 设 有 36 名 军官 ,来 自 6 个 不 同 的 团 
队 且 每 个 团队 6 名 ,他 们 分 属于 6 种 不 同 的 军阶 且 
每 种 军阶 6 名 , 问 能 否 将 这 36 名 军官 排 成 6 行 6 列 
的 方 阵 , 使 每 一 行 每 一 列 上 的 6 名 军官 来 自 不 同 的 
团队 且 属 于 不 同 的 军阶 ? 按 正 交 拉 了 丁 方 ( 参 见 “ 正 交 
拉丁 方 ”的 术语 ,问题 实际 是 问 :是 否 存在 一 对 6 阶 
的 正 交 拉丁 方 ? 欧 拉 上 断言 不 存在 6 阶 正 交 拉丁 方 . 塔 
里 (Tarry,G. ) 于 1900 年 用 穷 举 法 证 明了 欧 拉 断言 
的 正确 性 ,后 来 史 汀 生 (Stinson,D. R.) F 1984 年 
利用 设计 与 码 之 间 的 关系 给 出 了 一 个 简洁 的 证 明 . 

正 交 拉丁 方 (orthogonal Latin squares) 一 类 
组 合 构 形 . 设 A4 与 B 是 v 元 集 X 上 的 两 个 拉丁 方 ， 
奎 把 它们 装 合 在 一 起 时 ,第 一 个 拉丁 方 的 每 一 元 与 
第 二 个 拉丁 方 的 每 一 元 恰 相 遇 一 次 , 则 称 它 们 是 一 
对 正 交 拉丁 方 . 称 4 BM IECA. AX Eth v 
阶 拉丁 方 中 每 两 个 都 正 交 , 则 称 它 们 是 相互 正 交 拉 
丁 方 , 记 为 :MOLS(v). 车 以 NWA v 阶 相互 正 
交 拉 丁 方 的 最 大 个 数 , 则 有 NOS. FNO) 
的 估 值 是 组 合 设 计 的 一 个 重要 课题 . 除 N(6)==1 以 
Box RBG q 有 NN(9)= 二 9 一 1 外 ,NN(v) 的 确切 值 均 
JR ZR Xl. BÆ, 4 n> oo BUE N G0 o. 细致 地 说 ， 
4n 充分 大 时 有 

N(n) > n5, 

另外 ,已 经 得 出 :存在 一 对 阶 正 交 拉丁 方 的 充分 必 
要 条 件 是 v 关 2,6. 

正 交 但 (orthogonal mate)” 见 “ 正 交 拉丁 方 ”. 

欧 拉 猜想 (Euler’s conjecture) ”关于 正 交 拉丁 
方 的 一 个 重要 猜想 . 欧 拉 (Euler,IL. ) 于 1782 年 提出 
的 如 下 猜想 :不 存在 4t 十 2 阶 的 正 交 拉丁 方 . 34 vA 
4t- 2 时 ,v 阶 正 交 拉丁 方 总 存在 . 例如 , 当 v= pi. 
Posts ps 是 v 分 解 为 相 异 质数 帘 的 分 解 式 时 ,有 

No) min {pr cg 

3$ vz- At-- 2 时 ,由 此 可 得 N(v) 之 2. 对 v= 二 4t 十 2, 欧 
拉 注 意 到 和 N(2)==1 AR N(6) 二 1, 于 是 导致 了 上 
述 猜 想 . 欧 拉 关于 N (6)==1 的 断言 是 正确 的 (参见 
“36 名 军官 问题 ”) ,[H 24 v — 4t E275 6 时 结论 是 否 
定 的 .第 一 个 反例 是 一 对 22 阶 的 正 交 拉丁 方 , 由 玻 
f& (Bose, R. C. ) 等 人 于 1959 年 给 出 ,接着 玻 色 等 人 
于 1960 年 给 出 了 完整 的 结论 . 朱 烈 于 1977 年 对 该 
结论 给 出 了 一 个 简洁 的 证 明 . 

正 交 拉丁 方 完备 组 (complete set of MOLS) 
一 组 特殊 的 正 交 拉丁 方 . 8 v—1 个 相互 正 交 的 v 阶 
jr] Jr. di X —GF(g)—(a,—0.ai.7,a,a)sq 为 大 
C 2 M EUR A = (af), ahaa Ha; 1X b Eq — 
1, 则 拉丁 方 Ais Ass 4 构成 9 阶 正 交 拉丁 方 完 
备 组 . 尚 不 知道 是 否 有 非 质 数 寡 阶 的 正 交 拉丁 方 完 
备 组 存在 . 由 于 阶 正 交 拉丁 方 完备 组 的 存在 性 等 


组 合 设计 


Or vu 阶 有 限 射 影 平面 的 存在 性 ,所 以 ,也 等 价 于 
(n?+n+1.n+1,1)-SBIBD 的 存在 性 . 可 利用 布 鲁 
克 - 赖 法 - 乔 拉 定理 判别 菜 些 阶 数 的 正 交 拉丁 方 完备 
组 不 存在 . 例如 , 当 的 平方 因数 以 外 部 分 包含 模 4 
R 3 的 质 因 数 时 ,不 存在 阶 正 交 拉 丁 方 完备 组 . 另 
外 ,因为 10 阶 射影 平面 不 存在 ,所 以 10 阶 正 交 拉丁 
方 完 备 组 也 不 存在 . 这 是 除 布鲁克 - 赖 配 - 乔 拉 定理 
外 ,自前 能 判定 正 交 拉丁 方 完 备 组 不 存在 的 惟一 阶 
Sr. 

itg TE 3 HE J 7j (conjugate orthogonal Latin 
squares) ”一 类 特殊 的 拉丁 方 . 若 (Q,G@) 为 一 拟 群 ， 
则 在 集 Q@ 上 可 定义 5 个 新 的 二 元 运算 (i,j,&) 如 
下 : 当 a@6b=c 时 ,a(1,3,2)c=6,5©O (2,1,3)a= 
640022535 19ca5c00(3;1,42)a5,06(00(93525,1906— 
a, 由 此 得 5 个 拟 群 (Q@, OG jk) RAME, 
ODG, j AFLP. AH (Q,. ©) RIK RT 
5E XL HET 2529 L MEG, j 50 3E SR LRE RS SE TAS RK 
Brxg MMM TARA LBG 03 br]. 
TALS ENG, 7 A Hoh T HEX, WR LA 
(i,j DREZMI Zr Mid AG .7,k)-COLS(v), 
其 中 为 阶 数 . —4O..303&8g Ech T Ai E ER 
为 自 正 交 拉 丁 方 . (3,2,1)-COLS(v) 的 存在 性 等 价 
于 (1,3,2)-COLS(v) 的 存在 性 , (3,1,2)-COLS(v) 
与 (2,3,1)-COLS(v) 也 是 同时 存在 或 同时 不 存在 
的 . SERIE Az jr] 7r B ETE Tk [6] RR C. AR. 2 AK 
3 0252,3,6 BT ETE 2,1, -COLS Go. SAMY 
vÆ 2, 6 WM, 4 Æ (3,1, 22-COLS (v) & (3, 2, 1)- 
COLS). 

自 正 交 拉 了 丁 方 (self-orthogonal Latin square) 

一 类 特殊 的 拉丁 方 . 指 与 自身 的 转 置 相 正 交 的 拉 

TH. DE, DHELA Jp. v 阶 自 正 交 拉 
J AB AFTER FE EAR EIE VA2,3,6. 自 正 交 拉丁 
方 可 用 来 安排 一 种 特殊 形式 的 网 球赛 , 即 所 谓 配 偶 
回避 的 混合 双打 循环 赛 . 设 ” 对 夫妇 进行 一 场 混合 
双打 循环 赛 ,要 求 : 

1. 配 偶 不 出 现在 同一 局 比赛 中 ,不 论 是 作为 伴 
对 还 是 作为 抗 对 . 

2. 性 别 相同 的 两 个 参赛 者 将 作为 抗 对 恰 在 一 局 
中 相遇 . 

3. 每 一 对 非 配 偶 的 异性 参赛 者 将 作为 伴 对 在 一 
局 比赛 中 相遇 , 且 作 为 抗 对 在 又 一 局 比赛 中 相遇 . 

这 类 安排 对 应 于 一 个 拉丁 方 A= (a)). 设 第 1 
对 夫妇 为 i 先生 及 i 太太 . i 先生 与 了 先生 在 某 一 
局 中 相遇 时 ,与 ;先生 搭档 者 设 为 ar 太太 ,与 7 先生 
搭档 者 设 为 ai: KK. 于 是 ,由 上 述 安排 得 到 的 寡 等 
拉丁 方 是 自 正 交 的 .反之 ,由 一 个 星 等 自 正 交 拉丁 方 
可 得 到 相应 的 循环 赛 安排 . 这 样 ,配偶 回避 的 混合 双 
打 循 环 赛 安排 等 价 于 一 个 窒 等 自 正 交 拉丁 方 . 而 后 
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者 的 存在 性 又 等 价 于 自 正 交 拉丁 方 的 存在 性 . 

可 分 解 配偶 回避 的 混合 双打 循环 赛 (resolvable 
spouse-avoiding mixed doubles round-robin) — 
种 特定 的 循环 赛 .相应 于 一 种 自 正 交 拉丁 方 . 在 配偶 
回避 的 混合 双打 循环 赛 ( 参 见 “ 自 正 交 拉丁 方 ”) 中 ， 
di n(n—1)/2 局 比赛 能 划分 为 知 干 轮 ,使 得 当 ”为 
偶数 时 ,每 一 参赛 者 在 每 一 轮 中 参加 一 局 比赛 ;而 当 
n 为 奇数 时 ,每 一 轮 中 有 一 对 夫妇 不 参加 比赛 ,而 其 
余 参 赛 者 在 该 轮 中 参加 一 局 比赛 , 则 称 这 样 的 循环 
赛 为 可 分 解 配偶 回避 的 混合 双打 循环 赛 . 这 类 循环 
赛 安排 等 价 于 一 个 窜 等 自 正 交 拉丁 方 带 有 一 个 对 称 
H3 TE 20 18. 该 正 交 侣 对 应 于 轮 的 划分 . 当 n A 
时 ,共有 2 一 1 个 轮 , 当 :先生 与 了 先生 在 第 & 轮 相 
遇 时 , 设 cij== 衣 且 ci 二 n, 由 此 得 主 对 角 线 元 全 相等 
的 对 称 拉丁 方 . 当 为 奇数 时 ,共有 个 轮 ,同样 规 
E c AL ci==i, 由 此 得 窜 等 对 称 拉 丁 方 . 除 27 个 可 能 
例外 的 阶 数 ,上 述 类 型 的 自 正 交 拉丁 方 及 对 称 正 交 
侣 总 是 存在 的 . 

正 交 对 角 拉 丁 方 Corthogonal diagonal Latin 
squares) 一 类 特殊 的 正 交 拉丁 方 . x6 — 7 v 阶 拉 
Tr BS SE AR Cr REG i), 1 v 5 BOE A R 
CBE EG v1 — D LSEESZv03] DURS» RUE ON HT 
ATT. 两 个 正 交 的 v 阶 对 角 拉 丁 方 记 为 
ODLS(v). 1E AE Xt fü jx T Zr 98 Rl 9 ME 20 UT. 而 
ODLS (v) TE TE B 36 4) 4 B RFE v752, 3,6. 这 是 经 
许多 作者 的 努力 ,由 沃 利 斯 (Wallis,W.D. ) 等 人 于 
1990 年 最 后 完成 的 . 

划分 不 完全 拉丁 方 (partitioned incomplete 
latin square)” 亦 称 带 洞 拉 丁 方 . 一 类 不 完全 的 拉丁 
方 . te P= 二 (5;,S;,…,S,) 是 集 S 的 一 个 划分 (2 之 
2), 且 用 S 中 的 元 标记 一 个 1S|x1S| 的 表 工 的 行 与 
列 ,者 : 

1. L 中 一 个 位 置 春 不 是 空 着 则 含 S 的 一 个 元 ; 

2. 以 S, X S, ASIK ERW H T R E E Y R 


这 些 子 表 为 洞 ); 
3. 当 sES 时 ,在 行 ;( 或 列 ) 出 现 的 元 恰 为 
5. 
st 


则 称 亏 是 一 个 划分 不 完全 拉丁 方 , 记 为 PILS. 设 世 
与 M 是 两 个 PILS HAHAH 31 4p PEE RT 
能 产生 

上 

Us: 
中 的 每 一 个 序 对 , 则 称 它 们 是 正 交 的 PILS, 记 为 
OPILS. 当 A222 时 ,有 72 个 大 小 严 的 洞 的 OPILS Æ 
TE BJ 3E ^r EAR TIE n4. 

tb ie tu J 7 (Latin square with hole) 
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分 不 完全 拉丁 方 ”. 

正 交 阵列 (orthogonal array) 一 类 组 合 设 计 . 
设 4 是 元 集 X 上 的 vx& 和 矩阵 , 若 对 任意 d(2<d 
<&) 列 所 构成 的 子 和 矩阵 ,X 上 的 每 一 个 d 元 排列 作 
为 子 和 矩阵 的 行 各 出 更 和 次 , 则 称 4 为 大 小 NAR 
X ,水平 数 ww 强度 d 和 指数 4 的 正 交 阵列 . 在 试验 
设计 中 称 正 交 表 , 记 为 OA(N,k,v,d). HELA N 
= Av^. 强度 2 的 正 交 阵列 记 为 OA Qvo, 5520,24 A= 1 
时 简 记 为 OA Qv. OA (wv,k;4) 的 存在 性 等 价 于 横 
截 设计 TDi[k;vj 的 存在 性 .OA (v,k) 的 存在 性 则 等 
价 于 一 2 个 v 阶 相互 正 交 拉 丁 方 的 存在 性 . 

不 完全 正 交 拉丁 方 (incomplete orthogonal 
Latin squares) 正 交 拉丁 方 的 变 体 . 设 两 个 正 交 的 
v 阶 拉丁 方 的 右 下 角 各 有 一 个 n 阶 的 子 拉丁 方 ， 


这 两 个 子 拉丁 方 必 定 正 交 , 将 它们 抹 去 后 得 到 的 两 
个 不 完全 拉丁 方 称 为 不 完全 正 交 拉丁 方 , 记 为 
IACv,z). Xp v Brit] 21 & n 阶 子 拉丁 方 分 别 基 于 
fe X 及 其 子 集 Y, 则 两 个 不 完全 正 交 拉丁 方 的 合 合 
APEX NY PREX. 当 mn 二 2,6 时 ,虽然 不 存在 >” 
阶 正 交 的 子 拉 丁 方 ,但 是 也 可 由 此 定义 IA(v,n). 例 
如 ,上 表 所 示 是 一 个 IA(6,2). 值得 一 提 的 是 ,派克 
(Parker, E. T. ) 于 1959 年 第 一 个 构 作 的 10 BrIE AZ 
拉丁 方 是 一 个 IA(10,3).IA (wvw,n) 存 在 的 充分 必要 
条 件 是 v 宇 3n H(v,055 (6, D. EUR tI I hfSERN 
丁 方 , 每 两 个 构成 一 个 IACwv,n), 则 称 之 为 1 个 不 完 
全 相互 正 交 拉丁 方 , 记 为 IA,(v,n). 在 组 合 设 计 的 
递 推 构造 中 ,IA,(wv,n) 常 被 用 到 . 

BÉ 35 EEZ (perpendicular array) 一 类 组 合 设 
计 . 设 4 是 v 元 集 X 上 NN Xk 和 矩阵, 若 对 任意 d(2 达 


ds 和 4&) 列 所 构成 的 子 矩阵 ,X 上 的 第 一 个 d 元 集 作 
为 子 矩 阵 的 行 各 出 现 4 次 , 则 称 4 为 大 小 NAR 
数 &, 水 平 数 v, 强 度 d 和 指数 4 的 直 交 阵列 , 记 为 
PA(N,k,vu,d). 由 定义 有 


N=a 


4l 
强度 2 及 指数 1 的 直 交 阵列 记 为 PA(v,k). PAW, 
&) 存 在 的 必要 条 件 为 væk. 4 k>2 时 ,还 必须 为 
奇数 . 除 PA(39,5) 的 存在 性 尚 不 清楚 外 , SRS 
时 ,上 述 必 要 条 件 也 是 充分 条 件 . 

IE3E3& (perpendicular array)” 见 “ 正 交 阵列 ”. 

横 截 设计 (transversal design) 一 类 特殊 的 可 
分 组 设计 . 即 组 的 大 小 全 相等 且 组 的 个 数 与 区 组 大 
小 相同 的 可 分 组 设计 . 设 组 的 大 小 为 n AKA KY) 
为 &, 属 于 不 同 组 的 两 个 元 恰 含 于 4 个 区 组 ,这 样 的 
BE ELIO TD [en]. 4 A—1 Bf. id oy TDL; 
n]. h T TD[&in JB] fe TETESE TET &—2 Pn Ern. 
相 正 交 拉 丁 方 的 存在 性 , 模 截 设计 的 递 推 构造 方法 
为 正 交 拉丁 方 的 构造 提供 了 有 力 的 工具 . 横 截 设计 
在 其 他 类 型 的 组 合 设计 的 构造 中 也 很 有 用 . 

幻 方 (magic square) 亦 称 纵横 图 或 魔方 . 一 
类 特殊 的 整数 方 阵 . 一 个 ? 阶 幻 方 是 二 个 数 1,2， 
tn^ HERRI n 阶 方 阵 , 使 每 一 行 元 素 的 和 、 每 一 列 
元 素 的 和 ,、 主 对 角 线 元 素 的 和 ,以 及 反对 角 线 元 素 的 
和 均 为 常数 . 该 常数 为 n(x 十 1)/2, 称 为 纠 和 .nn 阶 
幻 方 存在 的 充分 必要 条 件 是 ”之 3. 它 有 许多 种 证 
法 . 利用 正 交 对 角 拉 丁 方 的 存在 性 也 是 一 种 证 法 . Xy 
还 要 求 n 阶 幻 方 中 每 一 泛 对 角 线 (位 置 (i ,i 十 8),1 
«xn 或 位 置 

(7 十 1 一 人 十 &)) (1Si<n), 

这 里 0 二 kn 一 1, 且 加 法 按 模 n 简化 ;上 元 素 的 和 
都 等 于 幻 和 , 则 称 这 种 幻 方 为 泛 对 角 线 幻 方 .n Br iE 
对 角 线 幻 方 存在 的 充分 必要 条 件 是 n= 二 2m 十 3 及 nn 
二 4m,m 之 1. 男 一 类 幻 方 还 要 求 每 一 行 、 每 一 列 、 主 
对 角 线 及 反对 角 线 上 个 元 素 的 积 均 为 常数 ( 称 为 
幻 积 ) ,这样 的 幻 方 称 为 nn BT 36 Z1 2. 30038 £] 75 W 
已 知 结果 很 少 . 

幻 方 的 最 早 人 研究 始 于 中 国 古 代 , 下 图 中 的 3 阶 
幻 方 在 古代 称 为 九宫 图 .《 数 术 记 遗 》 一 书 中 对 此 有 
如 下 记载 ,九宫 者 ,二 .四 为 肩 ,六 、 八 为 足 , 左 三 右 
+ SOLA. Ae PR”. 
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纵横 图 (magic square) 即 “ 幻 方 ” 

MH (magic square) 即 "“ 幻 方 ”. 

幻 和 (magic sum) 见 " 幻 方 ” 

泛 对 角 线 幻 方 (pandiagonal magic square) W 
ge ao rates 

4]#A (magic product) 0," Z] Jr". 

Jill FE £] 77 (magic square for addition and multi- 
plication) 4^2]; ". 

九 官 图 (Jiu Gong Tu) 见 “ 幻 方 ” 

有 限 几 何 (finite geometry) 含有 限 个 点 的 几 
何 结构 . 在 组 合 设计 理论 中 ,所 涉及 的 几何 结构 是 指 
一 类 特别 的 关联 系统 . 这 种 系统 中 有 两 类 不 定义 的 
76 3& ,分 别称 为 点 和 线 , 以 及 点 线 之 间 的 关联 关系 P 
ELEA PERLE REALE P. IA 
的 关联 系统 加 上 不 同类 型 的 限制 , 即 规定 不 同 的 公 
理 , 便 得 到 各 种 类 型 的 有 限 几 何 结构 . 

最 重要 的 一 类 几何 是 射影 几何 . 从 一 条 线 上 含 
g 十 1 个 点 的 维 射 影 空间 可 以 导出 一 类 平衡 不 完 
全 区 组 设计 (v,k,4)-BIBD ,其 中 

n+l ; nl LL 

voi koi aa. 

XP n-2 的 射影 平面 情形 ,得 到 的 还 是 对 称 设计 
(q* -Fq-- 1. q-- 1, D-SBIBD. 

由 于 这 种 对 称 设计 的 存在 性 等 价 于 a BIE REL T 27 
完备 组 的 存在 性 ,并 且 还 等 价 于 一 类 横 截 设计 的 存 
在 性 ,因此 ,可 以 把 有 限 几 何 看 成 是 得 到 各 种 组 合 设 
讨 的 重要 途径 之 一 . 

苟 关联 系统 只 要 求 任意 两 不 同 的 点 恰 被 一 条 线 
同时 包含 , 则 称 这 样 的 几何 结构 为 线 空间 . 从 设计 的 
观点 看 ,这 就 是 指数 为 1 的 成 对 平衡 设计 . 这 反映 出 
区 组 设计 理论 有 其 几何 方面 的 渊源 . 设 V,(F,) 是 有 
IRER F, DH n EIU E qu. 在 某 种 典型 群 (一 般 线 
性 群 . 辛 群 . 西 群 和 正 交 群 ) 的 作用 下 ,V,(F,) 中 的 子 
空间 分 成 一 些 可 迁 集 . 奉 把 某 些 子 空间 取 作 “点 ”, 男 
一 些 子 空间 取 作 “ 线 ”, 并 且 适 当 规 定点 在 线 上 的 合 
义 , 则 可 以 得 到 由 各 种 典型 群 几何 导出 的 部 分 平衡 
不 完全 区 组 设计 . 中 国 的 万 哲 先 等 人 在 这 方面 做 过 
比较 系统 的 研究 . 

有 限 射 影 空 间 (finite projective space) 一 类 
组 合 构 形 . 满足 以 下 公理 的 有 限 点 集 上 的 关联 系统 : 
1. 对 两 相 异 点 ,有 且 仅 有 一 条 线 含 这 两 个 点 . 2.4 
A,B,CHAHABWN =A DEA A,B 的 线 上 异 于 
4 的 点 ,五 是 含 4,C 的 线 上 异 于 4 的 点 , 则 含 D,E 
HABE B.C 的 线 含 一 个 公共 点 下. 3. 每 条 线 至 少 
含 三 个 相 异 点 . 

右 射 影 空 间 的 某 个 子 集 在 含 一 条 线 上 的 两 个 点 
时 必 会 这 条 线 上 所 有 的 点 , 则 称 该 子 集 为 子 空 间 . 将 
点 称 为 零 维 子 空间 , 线 称 为 1 维 子 空间 ,由 此 可 归纳 
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地 定义 子 空间 的 维 数 . 春子 空间 X,-1 的 维 数 为 一 
1,P 是 射影 空间 中 不 属于 XY :的 一 点 ,将 含 已 及 
X,， :中 任 一 点 的 所 有 线 上 的 点 的 全 体 记 为 Xa M 
X, 是 子 空间 ,其 维 数 定义 为 .在 维 射 影 空间 中 ， 
2 维 子 空间 称 为 平面 ,n 一 1 维 子 空间 称 为 超 平面 . A 

ERRER g 十 1 个 点 , 则 每 条 线 上 都 含 g 十 1 m. 
此 时 称 射影 空间 是 9 阶 的 .9 BY n 维 射 影 空 间 记 为 
PG ,q). f q 707A PROS E. 0-1 维 向 量 空间 中 的 一 
维 子 空间 取 作 “点 ”,2 维 子 空间 取 作 ”“ 线 ”, 便 得 到 ? 
维 射 影 空间 PG Cn B) — TBF. 这 样 的 “点 ”可 用 
=A 2 十 ] 维 的 非 零 向 量 (zi,zz,，…'z+i) 表 示 , 当 4 


为 有 限 域 中 非 零 元 时 ,向 量 Ani m2 tm ER 
示 辣 一 个 “点 ”. BR (zi 423777 (142422 8] 区 空间 中 点 


的 齐 次 坐标 . PG (n,q) 中 共有 
q''—] 
g = | 
个 点 ,一 个 超 平面 含 k= (G'"—/(G- DA à HH 
一 个 PG (n,q) 中 所 有 超 平面 取 作 区 组 , 则 得 到 一 个 
(v,k,A)-BIBD, H h 
大 一 小 1 
A= ERN E 
当 nz3 时 ,PG (n,q) 在 同 构 的 意义 下 是 惟一 的 .但 
Fes 4 n=2 时 ,存在 不 同类 型 的 射影 平面 . 
超 平 面 (hyperplane) ” 见 “ 有限 射影 空间 ”. 
有 限 仿 射 空间 (finite affine) 一 类 组 合 构 形 . 
' El q 阶 2” 维 射影 空间 PG(n,g) 中 去 掉 一 个 超 平面 
而 得 到 , 记 为 EG nq). 该 仿 射 空间 中 一 条 线 上 含 a 
个 点 ,共有 a 个 点 . 任 一 和 & 维 子 空间 含 o 个 点 . 以 
EG Afri k 维 子 空间 作为 区 组 ,可 以 得 到 
— ^ CG",q* , A)-BIBD, H Hp 
(gg ) 
(g =g) (gg ag 
有 限 射 影 平 面 (finite projective plane) 一 类 
组 合 构 形 . 指 二 维 有 限 射 影 空 间 . 也 可 用 以 下 三 条 较 
为 简单 的 公理 定义 射影 平面 : 
1. 对 两 相 蜡 点 ,有 且 仅 有 一 条 线 含 这 两 个 点 . 
2. 任 两 相 异 线 有 且 仅 有 一 个 公共 点 . 
3. 存在 四 个 点 ,其 中 没有 三 个 点 在 同一 条 线 上 . 
若 射 影 平 面 的 一 条 线 上 含 g 十 1 个 点 , 则 每 条 线 
都 含 g 十 1 个 点 , 称 g 为 射影 平面 的 阶 .9 阶 射 影 平 
面 记 为 PG (2,g). PG(2,g) 中 共有 gqg: 十 g 十 1 个 点 . 
将 一 个 g 阶 射影 平面 中 的 线 作 为 区 组 可 得 到 一 个 
(q?+q+1.q+1.q)-SBIBD, 
反之 亦 然 . 一 个 2 阶 射影 平面 PG(2,2) 称 为 法 诺 平 
面 . 存在 德 扎 格 平面 ,V-W 平面 等 不 同类 型 的 射影 
平面 . 
法 诺 平 面 (Fano plane) WARY RLM”. 
有 限 仿 射 平面 (finite affine plane) 一 类 组 合 
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Y = 


构 形 . 它 是 从 有 限 射 影 平面 PG (2,g) 中 去 掉 一 条 
线 , 由 余下 的 点 和 线 构 成 的 , 记 为 EG (2,q),g Ath 
射 平面 的 阶 数 . EG (2,g) 有 gq 个 点 ,gqg +q 条 线 , 每 
条 线 上 有 GPA. +a 条 线 可 分 为 g 十 1 组 ,每 组 的 
q 条 线 两 两 不 相交 ,构成 平行 线 组 . 在 把 线 取 作 区 
组 , 则 由 EG(2,g) 可 得 一 个 仿 射 可 分 解 的 (gq ,gq,1)- 
BIBD. 
BR RZ Coval) 射影 平面 或 仿 射 平面 中 的 一 类 特 
殊 点 集 . 设 S 是 PG(2,n) 或 EG(2,n) 中 的 一 个 nn 十 1 
元 点 集 , 若 任 一 条 线 与 S 至 多 有 两 个 交点 , 则 称 S 
是 一 个 卵 形 . 在 利用 有 限 域 GF (x) 得 到 的 PG (2,n) 
及 EG(2,n) 中 总 存在 xn 十 1 个 点 的 卵 形 . 当 为 偶数 
时 ,一 个 PG (2,n) 的 卵 形 中 还 可 增加 一 点 0, 使 任 一 
条 线 与 SU {9} 至 多 有 两 个 交点 ,这 时 也 称 SU UN 
卵 形 . 从 一 个 卵 形 中 去 掉 上 个 点 ,0 委托 2 十 1, 则 相 
应 的 (x 十 n 十 1,n 十 1,1)-SBIBD 变 为 
(x 十 nn 十 1 一 t ,nn 十 1 ,n,n 一 1),1)-PBD， 
而 相应 的 (n,n,1)-BIBD 变 为 
(n —t, (n,n—1,n—2)}),1)-PBD. 
巴尔 子平 面 (Baer subpjane) ”射影 平面 中 的 一 
类 特殊 点 集 . 设 S 是 射影 平面 PG(2,g) 中 的 点 集 ， 
将 PG (2,g) 中 任 一 条 线 与 S 的 交 定义 为 S 中 的 线 ， 
A S 连同 这 些 线 构成 一 个 射影 平面 , 则 称 之 为 
PG(2,g) 的 子平 面 . 若 子 平面 的 阶 数 为 vg WHS 
为 巴尔 子平 面 . 硅 PG(2,n ) 中 有 巴尔 子平 面 PG(2， 
n)S , Wi YE dB LBS OU +n? 3-1, 2^ 3-1. D-SBIBD FIR 
去 S 中 的 点 ， opa 个 可 分 组 设计 
GDD[ {n 
由 此 可 得 
(n*—n-4-1. (n’?,n*—n+1},1)-PBD. 
当 n ON BCE UB RORY ER FOF E , A rf TR P 8] 
设计 也 存在 . 
子平 面 (subplane) 见 “ 巴 尔 子平 面 ”. 
阻碍 集 (blocking set) ” 有限 射影 平面 中 的 一 
类 特殊 子 集 . Go 阶 射影 平面 中 的 子 集 天 不 包含 任 
一 条 线 , 但 与 每 一 条 线 均 相交 , 则 称 K 为 阻碍 集 . A 
为 PG(2,g) 中 阻碍 集 , 则 |K| 之 1 十 Vg +4. 4K 
是 一 个 贝尔 子平 面 时 等 号 成 立 . 阻碍 集 可 用 于 区 组 
设计 的 构 作 .例如 ,PG (2,qg’) 可 划分 为 dier d 个 
ERPS RE. AX 是 其 中 上 个 的 并 集 , 则 和 X 是 一 
阻碍 集 , 是 与 每 一 条 线 或 交 t 个 点 或 交 t 十 g 个 点 . à 
此 可 得 X 上 的 一 个 成 对 平衡 设计 
(t(q?+gq+1),{t,t+q},1)-PBD. 
网 (net) 一 类 特殊 的 关联 系统 .在 有 和 于 个 点 
及 nk 个 子 集 ( 称 为 线 ), 使 得 : 
1. 每 条 线 恰 含 ”个 点 ; 
2. 两 条 线 与 第 三 条 线 均 不 相交 时 ,3 


l.íin?^—n);n'—n]. 


这 两 条 线 也 


不 相交 ; 

3. 存在 个 平等 类 ,每 个 类 由 nn 条 两 两 不 相交 
的 线 组 成 ; 

4. 任意 两 条 相交 的 线 恰 有 一 个 交点 ; 
则 称 这 样 的 关联 系统 为 一 个 n 阶 的 & 网 .一 个 n 阶 
仿 射 平面 是 一 个 BEES ntl 网 .一 个 nn 阶 的 & 网 等 
价 于 一 2 个 相互 正 交 的 n KATH. 将 一 个 拉丁 方 
中 的 x 个 位 置 看 做 x 个 点 ,拉丁 方 中 的 一 个 元 素 
出 现在 不 同行 不 同 列 的 x 个 位 置 ,它们 组 成 一 条 线 ， 
于 是 从 一 个 拉丁 方 得 到 n 条 线 组 成 的 平行 类 .nn 个 
行 及 nn 个 列 组 成 两 个 平行 类 ,连同 从 一 2 个 拉丁 方 
得 到 的 & 一 2 个 平行 类 构成 一 个 HR AW. RZ, 
从 两 个 平行 类 构 作 行 及 列 , 则 从 其 他 的 一 2 个 平行 
类 可 得 到 一 2 个 相互 正 交 的 n 阶 拉丁 方 . ERE n Br 
k 网 中 的 线 取 作 “ 点 ”, 而 将 点 取 作 线 ( 即 含 该 点 的 线 
的 集合 ), “点 ”在 “ 线 ” 上 是 指 相 应 的 线 含 该 点 , 则 这 
TE SUB) n 阶 & 网 的 对 偶 结 构 是 一 个 横 截 设计 
TDL£;n |. 

n53/K C n-arc) 射影 空间 中 的 一 类 点 集 . AE k 
一 1 维 射影 空间 PG(k 一 1,q) 的 元 点 集 S 中 没有 
个 点 能 含 于 一 个 超 平面 PGO —2,90 RP n>k> 
3, 则 称 集 S 是 一 个 SK. 从 一 个 nn 弧 可 以 得 到 一 个 
正 交 表 OA (g*,n,g,k), 也 可 以 导出 一 类 纠 错 码 , 即 
极 大 距离 可 分 码 . 对 给 定 的 有 & 和 gq, 找 具 有 最 大 值 
的 弧 是 一 个 有 意义 的 问题 ,目前 尚未 解决 . 这 个 问 
题 的 另 一 提 法 是 ,在 给 定 的 GF(g) 上 的 上 & 维 向 量 空 
间 中 , 找 最 大 可 能 个 数 的 癌 量 ,使 其 中 任意 个 向 量 
形成 该 空间 的 基 . 射影 平面 中 的 卵 形 就 是 具 最 大 
E nI. 24 q 为 奇数 时 ,是 一 个 (g 十 1) 弧 ; 当 4g 为 
偶数 时 ,是 一 个 (g 十 2) 弧 . 

德 扎 格 平面 (Desargues plane) 一 类 射影 平 
面 . 能 使 德 扎 格 定 理 成 立 的 射影 平面 . 德 扎 格 定理 断 
BU O, A, Bi. Ci, A; B5, C, 是 相 异 点 , 且 OA.A;; 
OB,B;, OC,C; 是 相 异 线 , 线 AB, 与 AB, SET AR 
Cs, 线 AC, FAC, XFA Bs, 线 BC 与 BC, X 
于 点 A; , WA A; ,Bs, Cs 落 在 同一 条 线 上 . 以 有 限 域 
上 3 维 向 量 作为 齐 次 坐标 所 得 到 的 射影 平面 是 德 扎 
格 平面 .并 非 所 有 的 射影 平面 都 是 德 扎 格 平面 ,不 能 
使 德 扎 格 定理 成 立 的 射影 平面 称 为 非 德 扎 格 平面 . 

德 扎 格 定理 (Desargues theorem) 见 “ 德 扎 格 
x". 

3E 4 fL f& 3E Hl (non-Desargues plane) 
扎 格 平面 ”. 

默 比 乌 斯 平面 (M6bius plane) ” 亦 称 逆 几 何 或 
圆 几何 . 一 类 组 合 构 形 . 设 X 为 有 限 点 集 , 其 上 有 一 
族 子 集 ( 称 为 圆 ), 若 满足 以 下 三 条 性 质 , 则 称 之 为 默 
比 乌 斯 平面 : 

1. X 的 任意 三 个 相 异 点 恰 含 于 一 个 圆 . 
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2. 独 P,Q 是 X 中 两 个 点 ,> 是 一 个 圆 ,使 PE 
ymyr MWEE -TAE P:R HSA y 仅 有 一 
个 公共 后 P. 

3. X 中 有 四 点 不 含 于 同一 个 圆 . 

一 个 有 限 默 比 乌 斯 平面 就 是 一 个 3- Gn? +1 n 
1,1) 设 计 . 从 圆 几 何 中 去 掉 任何 一 点 0, 将 含 该 点 的 
圆 去 掉 该 点 后 称 为 线 , 于 是 得 到 X 一 19} 上 的 一 个 仿 
射 平 面 .因此 , 圆 几 何 是 仿 射 平面 的 一 个 扩充 . 

逆 几 何 (inverse geometry) 即 “ 默 比 乌 斯 平 
面 ”. 

几何 (circle geometry) 
fl”. 

Æ JLi (symplectic geometry) 研究 一 种 有 限 
维 壬 量 空间 的 几何 . 即 关 于 非 退 化 交错 双 线 性 型 B 
的 有 限 维 向 量 空间 的 研究 . 这 里 的 交错 双 线 性 型 是 
指 对 任意 向 量 z 均 有 B(z,z)==0 的 双 线 性 型 B. 对 
取 定 的 一 组 基 {e1,es，…,e,} ,交错 双 线 性 型 BOY FE 
E K=(Blene; D) WME K =K 且 主 对 角 线 上 的 元 
素 都 是 0, 这 样 的 矩阵 称 为 交错 矩阵 . 交错 矩阵 的 秩 
必 为 偶数 ,该 偶数 的 一 半 称 为 该 交错 矩阵 的 指数 . ES 
P 是 V,(F,) 的 m 维 子 空间 ,代表 该 子 空间 的 秩 为 m 
BJ m Xn EEEH PRR, M) PAP SE m WE 
阵 , 其 指数 也 称 为 书 的 指数 .者 PKP'-—O,.WIERP 
为 m EZKATEN; E PK 已 是 非 奇 异 的 , 则 称 书 
为 m 维 非 迷 向 子 空间 .利用 六 几何 中 不 同类 型 的 子 
空间 ,可 以 构 作 结合 方案 及 PBIBD 设计 .例如 , 当 n 
=4 时 取 有 限 域 F, E n 维 辛 几何 中 1 维 子 空间 的 
全 体 作 为 处 理 的 集合 . 两 个 1 维 子 空间 ,石生 成 一 个 
2 维 全 迷 回 子 空 间 , 则 称 它 们 间 有 第 一 种 结合 关系 ; 
若 生成 一 个 2 维 非 迷 向 子 空间 , 则 称 它 们 有 第 二 种 
结合 关系 ,这 样 便 得 到 一 个 结合 方案 . 利用 该 结合 
案 可 构 作 PBIBD 设计 ,只 需 取 指数 为 * 的 m HEF m 
间 的 全 体 作 为 区 组 的 集合 , 且 将 关联 关系 取 作 子 空 
间 之 间 的 包含 关系 . 

交错 和 矩阵 (alternate matrix) 见 “ 辛 几何 ” 

£ o F = E) (totally isotropic subspace) Ji, 
“ 辛 几何 ” 

非 迷 向 子 空 间 (Cnon-isotropic subspace) J, 
“* 辛 几何 

正 交 几何 (orthogonal geometry) — — f [p] E zs 
间 的 几何 , 即 关 于 非 退 化 对 称 双 线性 型 的 回 量 空间 
的 研究 . 这 里 的 对 称 双 线性 型 召 是 指 对 任意 向 量 x， 
y 有 B(z,y) 二 Bl(y,X) 的 双 线 性 型 .对 有 限 维 空间 
中 取 定 的 一 组 基 {ei,e,，,，…,e,), 当 基 域 的 特征 不 为 2 
时 ,对 称 双 线性 型 B 的 矩阵 S$S==(B(e;,e;)) 满 足 SS' 
二 S, 即 为 对 称 和 矩阵 . 设 了 是 V,(F,) 的 m 维 子 空间 ， 
代表 该 子 空 间 的 一 个 秩 为 m 的 mox n SB Eds Hj P 
Acn. 当 q 为 奇数 且 S ASE At HT ERY E 
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PSP'=0, WRK P A -4XEm Tug PSP! AR Fy 
SF 5 MU BK P A AB PE II 2s [8]. 利用 正 交 几何 中 不 同 
类 型 的 子 空间 ,可 以 构 作 结合 方案 及 PBIBD 设计 . 
例如 , 当 ” 之 4 时 取 奇 数 特征 有 限 域 上 维 正 交 几 何 
中 1 维 迷 回 子 空间 的 全 体 作 为 处 理 的 集合 ,两 个 1 
维 迷 向 子 空 间 ,各 生成 一 个 2 维 全 迷 辐 子 空间 WU 
定 它们 有 第 一 种 结合 关系 ,否则 它们 有 第 二 种 结合 
关系 ,这 样 便 得 到 一 个 结合 方案 . 利用 该 结合 方案 可 
构 作 PBIBD 设计 ,比如 取 和 2 维 作 迷 回 子 空间 作为 
区 组 ,并 规定 关联 关系 由 子 空间 之 间 的 包含 关系 决 
定 . 

Xj BR FE EE (symmetric matrix) 
fay”. 

西 几何 (unitary geometry) 一 种 向 量 空 间 的 
几何 . 即 关于 非 退化 埃 尔 米 特 型 H 的 有 限 维 回 量 空 
间 的 研究 . BERAS g 个 元 的 有 限 域 Fe ARA 
一 个 2 阶 自 同 构 acana , 它 的 固定 子 域 为 F 对 
任意 向 量 z,y,z 及 Fj: 中 任意 元 a,6, 这 里 的 埃 尔 米 
特 型 由 以 下 两 式 定 义 : 

H (ax + by,2) = aH (x,z) + bBHCy,z), 

Hie) = aw: 

Xt REH (ee t6) TREK H m 
E H = CH (e;,e;)) Wi Æ H' = H, BUN IR I OK AR E 
BE. 设 P 了 是 V,(Fy) 的 m 维 子 空间 ,代表 子 空间 P 
的 秩 为 m B] m Xn RB PEU FE P. aN. B H RAE BT FH 
埃 尔 米 特 矩 阵 , 若 PH P'=0, 则 称 P 为 全 迷 向 子 空 
BE PH PERR, WE 已 为 非 迷 向 子 空 间 . 利用 
西 空间 中 不 同类 型 的 子 空间 ,可 以 构 作 PBIBD 设计 
及 BIBD kit. Ain RARER Fet 3 维 西 几何 中 1 
维 迷 向 子 空间 的 全 体 作 为 处 理 的 集合 ,并 取 其 中 2 
维 非 迷 向 子 空间 的 全 体 作 为 区 组 的 集合 ,规定 关联 
关系 为 子 空间 之 间 的 包含 关系 ,于 是 ,由 此 得 到 一 个 
(9 十 1,g 十 1,1)-BIBD. 


OL “TE 2% JL 


埃 米 尔 特 矩阵 (Hermitian matrix) — A," P8 JL 
何 ”. 
F 1897; (Room square) 一 类 特殊 的 组 合 设 


计 . 将 一 个 2n 元 集 的 所 有 2 元 子 集 放 在 一 个 2n— 1 
阶 的 方 阵 中 ,使 其 中 每 个 位 置 或 者 空 着 ,或 者 放 一 个 
2 元 子 集 ,并 使 这 2n 个 元 在 每 一 行 各 出 现 一 次 ,是 
在 每 一 列 各 出 现 一 次 . 称 这 样 的 方 阵 为 2n — 1 阶 的 
罗 姆 方 . 罗 姆 方 最 早出 现在 1850 年 柯 克 曼 女生 问题 
的 论文 中 ,利用 下 图 的 7 阶 罗 姆 方 可 以 作出 15 女生 
问题 的 一 个 解 . 一 个 解 由 7 个 平行 类 构成 ,每 个 平行 
类 由 一 个 行 得 到 ,将 该 行 上 每 个 2 元 子 集 连 同 它 的 
列 标号 构成 一 个 三 元 组 , 共 得 四 个 三 元 组 ,连同 该 行 
三 个 空格 的 列 标号 构成 的 三 元 组 ,形成 15 元 集 上 的 
一 个 平行 类 . 
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BK (Howell, E. C. ) 于 1897 年 发 现 桥牌 比 
赛 安排 问题 也 涉及 到 这 一 类 方 阵 . 27 $8 (Room, T. 
G. ) 不 知 这 些 情况 ,于 1955 年 提出 这 一 类 方 阵 的 存 
在 性 问题 ,后 来 这 类 方 阵 便 称 为 罗 姆 方 . Zn — 1 阶 罗 
姆 方 存在 的 充分 必要 条 件 为 2n — 1753.5. EB AIK 
Ail $f (Wallis, W. D. ) 及 马 林 (Mullin,R. C. ) 解 决 . 
在 存在 性 的 研究 中 还 发 现 了 与 别 的 组 合 结构 的 等 价 
性 ,例如 正 交 对 称 拉丁 方 , 正 交 1 因子 分 解 等 . 罗 姆 
方 也 与 正 交 施 泰 纳 三 元 系 密 切 相 关 . 在 推广 罗 姆 方 
的 过 程 中 ,还 引出 了 双 可 分 解 BIBD 设计 的 概念 ,成 
为 目前 感 兴趣 的 研究 课题 . 

IE 351 因子 分 解 (orthogonal 1-factorization) 一 
类 组 合 对 象 . 与 罗 姆 方 等 价 . 一 个 完全 图 Ku Ae 
边 的 集合 , 若 含 每 个 顶点 恰 一 次 , 则 称 这 些 边 构 成 一 
个 1 因子. 佑 天 2 的 边 集 可 以 划分 成 一 些 1 因子 , 则 
称 这 样 的 划分 为 一 个 1 因子 分 解 .天 > 的 1 因子 分 解 
实际 上 是 一 个 (2n,2,1)-RBIBD. # M K;, 的 两 个 1 
因子 分 解 中 各 任 取 一 个 1 因子 ,它们 至 多 只 有 一 条 
边 公 共 , 则 称 这 两 个 1 因子 分 解 为 正 交 1 因子 分 解 . 
一 个 2n—1 阶 的 罗 姆 方 的 行 构成 天 > 的 一 个 1 A 
分 解 , 列 也 构成 一 个 1 因子 分 解 , 并 且 它 们 是 正 交 1 
因子 分 解 .反之 , 若 有 两 个 1 因子 分 解 为 正 交 1 因子 
分 解 , 则 将 1 因子 分 别 编 号 ,并 将 第 一 个 分 解 中 第 7 
个 1 因子 与 第 二 个 分 解 中 第 7 个 1 因子 的 交 ( 空 集 
成 作为 边 的 元 素 对 ) 放 在 一 个 22 一 1 阶 方 阵 的 人 7) 
位 置 , 这 样 便 得 到 一 个 22 一 1 阶 罗 姆 方 . 

1 因子 分 解 (l-factorization)” 见 “ 正 交 1 因子 
分 解 ” 

正 交 对 称 拉 丁 方 (orthogonal-symmetric Latin 
square) 一 类 组 合 对 象 . 与 罗 姆 方 等 价 . i L= C) 
及 M= (mi;) 是 两 个 nn 阶 的 答 等 对 称 拉丁 方 ,大 当 1 
<< jn 时 ,所 有 的 序 对 (ij,m;;) 两 两 相 异 , 则 称 工 
与 M 构成 正 交 对 称 拉丁 方 . 值得 注意 的 是 正 交 对 称 
拉丁 方 不 同 于 通常 的 正 交 拉丁 方 . 奇 t 个 n BEN 
对 称 拉丁 方 中 每 两 个 构成 正 交 对 称 拉 丁 方 , 则 称 它 
们 是 两 两 正 交 对 称 拉丁 方 .” 阶 正 交 对 称 拉丁 方 等 
Fn By BUH. it A n 阶 两 两 正 交 对 称 拉 丁 方 


等 价 于 一 个 bt 维 罗 姆 方 . 当 存 在 上 个 区 阶 两 两 正 
交 对 称 拉 丁 方 时 ,有 ”一 2 ,一 个 未 解决 的 猜测 断 
B usOn-1)/2. 

IE 35 fe 35 4 = FC HK (orthogonal Steiner triple 
system) 一 类 组 合 对 象 . 与 罗 姆 方 有 关 的 对 象 . iz 
CX c0 R CX 58) E Wi ^ Bt A = 70 38 A UY 158 
=O AS o uius) yet EM E ws) 
Hiriy tj 时 , 必 有 天 上 则 称 它 们 为 正 交 施 泰 纳 三 
元 系 . 由 |X|==n 时 正 交 施 泰 纳 三 元 系 的 存在 性 可 
以 导出 阶 罗 姆 方 的 存在 性 . 

3E ($i 2 387; (balanced Room square) 一 类 特 
FRI] 22 28 TT. EKAP 18 A RE 2 元 子 集 {z， 
y) FAA ROSE Ges 30 S Cy 20 CBE DU Br 48 BS 75 ERIS 
有 序 罗 姆 方 . 设 有 一 个 22 一 1 阶 有 序 罗 姆 方 ,将 每 一 
行 中 出 现在 第 一 个 坐标 的 元 组 成 一 个 区 组 ,出 现在 
第 二 个 坐标 的 元 也 组 成 一 个 区 组 , 知 这 样 的 
2(2n 一 1) 个 区 组 构成 一 个 

(2n,2(2n—1),2n—1,n,n—1)-BIBD, 
则 称 该 有 序 罗 姆 方 为 平衡 罗 姆 方 .一 个 Zn —1 阶 平 
衡 罗 姆 方 BRS(2n 一 1) 的 存在 性 等 价 于 一 个 完全 平 
fi a -b ^R ie CBHR (2n) 的 存在 性 (参见 “完全 平衡 
BK MER”). 已 有 各 种 构造 BRS(2n 一 1) 的 方法 ， 
例如 , 当 g HER AR 3 的 质数 竹 时 ,存在 BRS(g 十 1) 
及 BRS(2q +2). 

5 F E WH (ordered Room square) 
罗 姆 方 ” 

Se ESS Ke complete balanced How- 
ell rotation) 单打 桥牌 循环 赛 的 一 种 赛程 安排 . 设 
有 2n 个 队 参 加 桥牌 单打 循环 赛 ,各 两 个 参赛 者 在 一 
盘 比 赛 中 安排 在 同一 方向 (南北 向 或 东西 回 ), 则 称 
他 们 在 这 盘 中 对 阵 . 奉 赛 程 安排 满足 以 下 条 件 , 则 称 
之 为 完全 平衡 蒙 韦 尔 旋 转 , 记 为 CBHR(2n), 这 些 条 
件 是 : 

1. 在 每 一 轮 中 每 一 盘 至 多 由 两 个 队 打 ,一 队 一 
个 方 问 . 

2. 比赛 过 程 中 每 一 队 与 别 的 队 恰 好 打 一 次 ， 

3. 在 每 一 轮 中 每 个 队 恰 打 一 盘 . 

4. 在 每 一 盘 中 每 个 队 恰 打 一 次 . 

5. 每 个 队 与 别 的 队 对 阵 的 次 数 一 样 多 ， 

右 将 一 平衡 罗 姆 方 的 行 作为 盘 次 , 且 以 列 作为 
dE X MWC, iM BA ZUR XE Ca OT a A o 
队 安 排 在 第 7 $698 0 盘 打 ,并 且 a 队 取 南北 向 而 6 BA 
取 东 西向 , 罗 姆 方 的 条 件 保证 了 上 述 条 件 1,2,3,4， 
而 平衡 罗 姆 方 的 BIBD 条 件 保证 了 条 件 5, 因 此 由 平 
衡 罗 姆 方 可 得 到 完全 平衡 豪 韦 尔 旋转 的 赛程 安排 . 
反之 ,也 可 由 完全 平衡 豪 韦 尔 旋转 得 到 一 个 平衡 罗 
i8 7r. 

St ae € 587; (perfect Room square) 


一 类 特殊 
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的 罗 姆 方 . aE eA Kung AA 1 因子 分 解 中 每 两 
个 1 因子 的 并 是 一 个 长 2 的 圈 , 则 称 这 样 的 分 解 为 
完美 1 因子 分 解 . 知 一 个 罗 姆 方 的 行 1 因子 分 解 与 
列 1 因子 分 解 (参见 “ 正 交 1 因子 分 解 ”) 都 是 完美 1 
因子 分 解 , 则 称 这 样 的 罗 姆 方 为 完美 罗 姆 方 . 

完美 1 ATS RH (perfect 1-factorization) Jil 
“完美 罗 姆 方 ” 

E S t H (standardized Room square) f 
殊 形式 的 罗 姆 方 . t n BTE 187r NCR SR (09. 
1, 2,** n) Zi EM AR EUREN (09.1). 
(00,2), (oon) WIR ZEE WT. 任 一 个 罗 
姆 方 都 可 经 交换 两 行 、 交 换 两 列 这 样 的 变换 变 为 标 
"ES. 

$4 2 387; (skew Room square) 一 类 特殊 的 罗 
姆 方 .在 一 个 标准 罗 姆 方 中 , 行 关于 主 对 角 线 对 称 的 
每 两 个 位 置 中 恰 有 一 个 是 空 的 , 则 称 之 为 斜 罗 姆 方 . 
n 阶 斜 罗 姆 方 存在 的 充分 必要 条 件 是 为 不 等 于 3 
和 5 AY at EB. n 阶 和 斜 罗 姆 方 的 存在 性 可 以 导 
出 22 十 1 阶 和 2n 一 1 阶 罗 姆 方 的 存在 性 ,还 可 导出 
—^r (n,4.6)-BIBD 的 存在 性 . 

t i 348 H (t-dimensional Room square) € 
姆 方 的 高 维 推广 . in 阶 i 维 方 阵 中 每 个 位 置 或 者 
放 一 个 元 素 的 无 序 对 或 者 空 着 , 知 它 的 每 一 个 2 HE 
投影 是 一 个 n 阶 罗 姆 方 , 则 称 之 为 n Bp c 2E 287. 
n 阶 霸 维 罗 姆 方 的 存在 性 等 价 于 1 个 阶 两 两 正 交 
对 称 拉 了 丁 方 的 存在 性 . 当 : 上 王 3 时 , 称 上 维 罗 姆 方 为 
罗 姆 立方 .2 阶 罗 姆 立方 存在 的 充分 必要 条 件 与 
阶 罗 姆 方 存在 的 充分 必要 条 件 一 样 , 即 ,n 是 不 等 于 
3 和 5 的 奇 正 整数 . 

罗 姆 立方 (Room cube) Wl“: ZEE UT”. 

F T7 (Room subsquare) 特殊 的 罗 姆 方 ， 
即 含 于 某 罗 姆 方 中 的 罗 姆 方 . Or 阶 罗 姆 方 的 
某 行 及 某 * 列 的 交叉 位 置 上 的 s 阶 方 阵 也 构成 某 
个 s* 十 1 元 集 上 的 s 阶 罗 姆 方 , 则 称 该 * 阶 罗 姆 方 是 
r 阶 罗 姆 方 的 罗 姆 子 方 . 在 解决 罗 姆 方 的 存在 性 问 
题 时 , 罗 姆 子 方 曾 用 于 递 推 构造 的 方法 .因此 , 罗 姆 
子 方 的 存在 性 也 有 不 少 研 究 . 一 个 必要 条 件 是 ”之 3 
十 2. 由 于 5 阶 罗 姆 方 不 存在 , (r,s) 二 (5,1) 是 不 可 
能 的 情形 . 史 洒 生 (Stinson,D. R.) F 1981 年 猜测 : 
“ros 为 正 奇数 ,r 宇 35 十 2 AG.) KO). BE 
企 一 个 > 阶 罗 姆 方 含 一 个 s 阶 的 罗 姆 子 方 (或 者 ; 阶 
的 空子 方 ,特别 地 , 当 * 王 3,5 BT. 

豪 韦 尔 设计 (Howell design) P 18 7; hy — e 
推广 . 设 S 为 2n soe FEA s RAE, A F 中 每 
个 位 置 上 或 者 放 一 个 S 的 2 元 子 集 或 者 空 着 ,使 得 
S 的 每 个 元 在 下 的 每 一 行 及 每 一 列 均 出 现 一 次 ,并 
AS 的 每 个 2 6T SR E F 中 至 多 出 现 一 次 , 则 称 六 
fi — ^P AE BAR UE TE d JH Gs. 2n). 24 ZEB IR 
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H(s,2n) Fe YEW] DA st+1<2n<2s. 一 个 极端 的 情 
JE: H(2n— 1,22) SE XE — ^ 2n — 1 By 83 9 BT. 
五 (s,2n) 的 存在 性 已 经 解决 ,除了 4 个 例外 情形 (s， 
2n) — (2,4),(3,40, (5,60, 5,80 Hp, DE AS PE s 十 1 
委 2” 魏 25 也 是 充分 条 件 . 

fo] = BA (Kirkman square) 罗 姆 方 的 一 种 推 
EV 为 过 元 集 , 下 为 一 个 方 阵 , 其 每 个 位 置 或 者 
放 一 个 Y 的 & 元 子 集 或 者 空 着 ,使 得 Y 的 每 个 元 在 
每 行 每 列 恰 出 现 次 ,并 且 所 有 这 些 & 元 子 集 构成 
— ^r (v,k,A)-BIBD, WRK F Jy—^ fI 55 8 WA 
KS, (v; 5A). —^r f| 5g & Jj; KS,51, DD 3E dE — "I v 
—1 阶 罗 姆 方 . 24 n —1 A, KS Qo 1,20 SE EF — fh 
X n] 4} f£ Co, E, 20-BIBD. KS; Cv; p, A TE TE B3] FED DY 
3X E E. 

1. u Z ACo— 1). 

2. pv 为 偶数 . 

3. 222» gf. 

4. v(2À— p 224. 

5.92) 95 (45109 C6 2 122 

两 个 例外 情形 来 自 3 阶 及 5 阶 罗 姆 方 的 不 存在 
性 . 对 于 & 之 3 的 柯 克 曼 方 目前 所 知 甚 少 . 

双 可 分 解 BIBD 设计 (doubly resolvable BIBD 
design) 一 类 特殊 的 BIBD iit. #5 — Gs RAM 
BIBD 的 区 组 有 两 种 方式 划分 成 区 组 的 平行 类 R, 
R: °, R, 及 RiR e., R} 使 得 当 | j Ay, 总 有 
IRAR <1, WERA A BIBD 设计 是 双 可 分 解 
的 .一 个 2n—1 阶 罗 姆 方 等 价 于 一 个 双 可 分 解 的 
(2n,2,1)-BIBD. z:Et— 4 Xn] 2: f 8] BIBD 设计 的 
区 组 放 入 一 个 7 RAE EG IL bz ED R 5 R'; 的 
交 ( 或 为 一 个 区 组 或 为 空 集 ), 则 得 到 罗 姆 方 的 一 种 
推广 , 称 为 柯 克 曼 方 . 由 于 双 可 分 解 性 要 求 很 强 , 关 
于 其 存在 性 的 结果 不 多 . 

Æ f& (difference set) JR ERE ÉE, 一 类 组 合 
构 形 .来 源 于 对 区 组 设计 的 自 同 构 的 研究 . 设 C Uv 
阶乘 法 群 ,单位 元 为 e, 若 对 G By &CO- Eu T ER 
DFM xy r yE DALEE G 的 每 个 非 单位 元 
EAK WER DD 为 一 个 (v,k,4) 差 集 . i ”一 & 一 人 , 称 
之 为 差 集 DD HB. 4 G ABR REE RE IA 
环 群 时 ,分 别称 D 为 阿 贝 尔 差 集 或 循环 差 集 . 对 于 
G 中 的 元 g, 记 Dg 二 {dg1dED}), 称 Dg 为 万 关于 
g 的 平移 . 的 所 有 平移 的 集合 记 为 devD, 即 devD 
= (Dglg€G). 4¥DH-t* Ww. ANDEEN.,G, 
devD) ft —% (v, k, A)-SBIBD. 因此 ,可 以 用 差 集 来 
构 作 对 称 设计 ,并 且 , 差 集 的 参数 v,k,4 也 必须 满足 
布鲁克 - 赖 瑟 - 乔 拉 定理 的 条 件 . 24 D Jg Qo E ADEE 
时 ,D 的 补 集 G\D 为 (v,v 一 &,v 一 2k 十 4) 差 集 , 因 
此 ,人 研究 差 集 时 可 设 kv/2. 

关于 差 集 的 存在 性 . 当 A— 1 时 ,有 无 穷 多 个 差 
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集 存在 . 对 于 ;之 2, 有 这 样 的 霍 尔 猜想 ; 当 ) 之 2 时 ， 
REFEREES (kA) RE. 这 个 猜想 至 今 
些 不 存在 性 定理 就 成 为 重要 的 问题 . 

群 差 集 (group difference set) 即 “ 差 集 ” 

阿 贝 尔 差 集 (Abelian difference set) 见 “ 差 
g”. 

霍 尔 猜想 (Hall's conjecture) 见 “ 差 集 ” 

平面 差 集 (planar difference set) 一 类 组 合 构 
JE. B wk DER. 大平 面 差 集 的 阶 为 n, 则 n= 二 一 
1, 因 此 ,平面 差 集 为 (wi 十 n 十 1,n 十 1,1) 差 集 .n 阶 
平面 差 集 的 存在 性 等 价 于 具有 恰 可 迁 自 同 构 群 的 
阶 射影 平面 的 存在 性 . 阶 为 质数 寡 的 循环 平面 差 集 
均 已 作出 .但 是 , 当 ” 不 是 质数 客 时 ,一 个 这 样 的 平 
面 差 集 都 没有 发 现 . REA RAE RET OE 
差 集 , 这 是 至 今 未 解决 的 一 个 问题 . 

循环 差 集 (cyclic difference set) 一 类 特殊 差 
集 , 即 循环 群 中 的 差 集 . 例如 , 知 循 环 加 群 Zis 的 元 素 
WA (0,1, 7,14), W D—10,1.2,4,5.8,10) J&—^ 
(15, 7,30 RA 25 E. 循环 差 集 和 循环 对 称 设计 之 间 
有 着 一 一 对 应 关系 : 当 且 仅 当 DD 是 循环 群 G 中 的 
(v,k，A) 差 集 时 ,(G,devDD) 是 一 个 循环 的 (v,k,4)- 
SBIBD. 

循环 设计 (cyclic design) 一 类 特殊 的 对 称 设 
it. 设 (X 52) f& — A Co & ,J)-SBIBD , 若 存在 该 设计 
的 一 个 自 同 构 ace uu uiri. XH {x， 
alx) ,a (0), Cla) B= (B,a(B),a(B),, 
a”(B)}), 则 称 这 个 对 称 设 计 是 循环 设计 . A E 
X01 2 ld B 1041525435548» 10), 
a(z)=2+1mod15),4={B,a(B),-+,a4(B)}, 
ul CX 250 d& — ^ 3C (15.7.3) PARI. 循环 
设计 与 循环 差 集 之 间 有 着 一 一 对 应 的 关系 . 

差 集 的 刻画 (description of difference set) 对 
差 集 的 一 种 表征 . 按 定义 差 集 是 群 中 的 特殊 子 集 , 为 
讨论 问题 方便 起 见 , 考 虑 阿 贝 尔 群 G 的 群 环 ZG, H 
HZ 为 整数 环 , 则 C 中 的 差 集 DD 可 用 群 环 中 元 


T(D) = »d 

ZED 

来 刻画 . 若 “为 C 的 自 同 构 , 记 
T (D) 全 一 


dE D 


则 G fj & zu T 8 D y Gv, &,2022 SR BL 76 4 A 9 RIF 
4 T (D)YT CD!) =n+aS È P n=k—-A, 


Sec up. 


gEG l 
VEY 22 KO EH REIR ER OS DLE EURO K 
循环 序列 来 刻画 . 以 0,1,…,v 一 1 记 循 环 加 群 Zz, 中 
元 ,定义 一 个 序列 dod1 »*** s G,—| ,使 得 i 属于 循环 差 
Æ DD 时 a 二 1, 否 则 a;==0, 则 称 该 序列 是 循环 差 集 


D 的 特征 序列 . 一 个 长 为 的 (0,1) 序 列 assai s 
a, 1 是 一 个 (v,, 和 ) 循 环 差 集 的 特征 序列 的 充分 必 
要 条 件 是 和 式 


只 取 两 个 值 , 当 ;9 0 (nod o) MAW k, for S RJ j 
均 取 值 4, 和 和 式 中 下 标 it 7 按 模 w 简化 .循环 差 集 的 
特征 序列 刻画 法 便于 差 集 在 数字 通信 理论 中 的 应 
用 . 

Æ Rg (Halls polynomial) 对 循环 差 集 
的 一 种 刻画 . 34 G 为 v 阶 循 环 群 时 , 群 环 ZG 与 多 项 
RH Zr] Dt. Æ D= ld sd:s sdi} AG 
的 一 个 差 集 , 则 D 的 群 环 刻画 TCD) 对 应 于 ZLz] 
/ Gc —1) PHI 0x) — x^ 4- x7: e tr, ERO) 
AD WERE WK. DOA v Br wR DE 
集 的 充分 必要 条 件 是 堆 尔 多 项 式 适合 

0(x)0(xr |! )=n+AT (x) (mod x’—1), 
式 中 T(x) 二 1 十 Xx 十 … 十 XxX”!',n 二 k 一 A. 

乘 子 (multiplier) ” 亦 称 乘 数 .一 类 特殊 的 自 辣 
KJ. 1% D ARE G 的 一 个 (v,k,4) 差 集 ,G 的 运算 以 加 
法 记 ,a 为 G 的 一 个 自 同 构 . 帮 存在 a,5EG, 使 D*= 
at+D+b, WE a X DERT. 4 a NEH, ERa 
HART. 5 G AN REER RETE RE om, [fF a 
为 映射 + 一 mzx, 则 称 a 为 一 个 数值 乘 子 ,有 时 也 称 m 
为 数值 乘 子 . 例如 , {1,3,9,5,4) 是 Zi 中 的 (11,5,2) 
ER m=3 是 它 的 一 个 数值 乘 子 . DHA RF B 
为 一 个 群 ,而 所 有 右 乘 子 为 这 个 群 的 子 群 . C C 是 
阿 贝尔 群 时 ,所 有 的 乘 子 为 右 乘 子 ; 当 CG 是 循环 群 
时 ,所 有 的 乘 子 为 数值 乘 子 . 4 D 为 阿 贝 尔 差 集 时 ， 
D 的 一 个 乘 子 必 固 定 DD 的 某 个 平移 . 利用 这 个 性 质 
及 乘 子 定理 可 以 构造 某 些 差 集 及 证 明 某 些 差 集 的 不 
存在 性 (参见 “ 乘 子 定理 ”). 

乘 数 (multiplier) BIRF”. 

ERF (right multiplier) “HEF”. 

数值 乘 子 (numerical multiplier) “FEF”. 

RF Æ (multiplier theorem) 用 来 判别 差 集 
乘 子 存在 性 的 定理 . 乘 子 定理 有 多 种 形式 ,以 下 的 乘 
子 定理 也 称 为 第 二 乘 子 定理 . 设 D 是 v 阶 阿 贝 尔 群 
G 的 (v,k,4) 差 集 ,m fe n—k—A 的 一 个 与 v EXT 
因子 , 且 >A BBM te Hv 互 素 , 使 得 对 m 的 每 个 
RAT p 存在 相应 的 非 负 整数 Swe t= 
p (modv*) , Pv AG 的 指数 ,即使 x 二 1 对 G 
中 一 切 z 成 立 的 最 小 正 整 数 e, 则 G 的 目 同 构 x 一 x 
dé D WERT. KE HA & (Mann, H. B. ) 于 
1965 年 得 到 . 4 G 为 循环 群 且 A— 1 时 的 较 早 形式 
由 霍 尔 (Hall M. Jr. ) 得 到 . 由 于 阿 贝 尔 差 集 DIR 
子 必 固定 万 的 某 个 平移 ,所 以 ,可 由 乘 子 定理 作出 
一 些 差 集 或 证 明 某 些 参数 的 差 集 不 存在 . 例如 ,可 做 


组 合 dE dt 


(11,5,2) 循 环 差 集 如 下 : 设 这 样 的 差 集 存 在 , 则 3 是 
D 的 一 个 数值 乘 子 ,不 妨 设 3 固定 D, 则 DD 必 为 循 
环 群 2 的 元 素 在 自 同 构 x 一 3x 作用 下 的 某 些 轨道 
的 并 . 而 Zi 97538 S08 29 101, (01,3,9,5,4] E (2,6, 
7,10,8). 于 是 ,两 个 轨道 均 是 Zi 中 的 (11,5,2) 差 
集 . 又 例如 , 若 存 在 循环 (31,10,3) 差 集 刀 , 则 7 应 是 
DWARF. RMI 7 固定 D. 但 是 ,在 自 同 构 z 一 7z 
作用 下 Zs 分 成 3 个 元 素 轨道 ,长 度 分 别 为 1,15 及 
15, 这 说 明 D 不 存在 . 在 第 二 乘 子 定理 中 取 m 为 素 
数 户 , 可 得 到 定理 的 特例 ( 称 为 第 一 乘 子 定理 ): 设 万 
是 一 个 (v,k,4) 阿 贝尔 差 集 ,p ARB pln po Æ 
pA. p Æ D 的 一 个 乘 子 .这 个 定理 的 证 明 依赖 
于 条 件 pLAÀASBSESE Eo &8E— TP OLI BS Bf 01 OR 25 
dE. REAM p 是 的 因子 且 不 整除 v, 则 一 定 是 差 
集 的 乘 子 .因此 ,人 们 猜想 第 一 乘 子 定理 中 去 掉 条 件 
p>A Ja SG YE NE. 这 个 猜想 称 为 乘 子 猜想 . 

乘 子 定理 说 明 ,” 的 因数 是 乘 子 的 重要 来 源 . 但 
这 并 不 是 惟一 的 来 源 . 例如 ,11 是 (21,5,1) 循 环 差 
& D—13,6,7,12, 14) 4 MAFF. mM 11 并 不 是 
二 4 WAT. 当 一 个 数值 乘 子 不 是 2 的 因子 时 , 称 为 
额外 乘 子 .已 知 某 些 数 不 可 能 成 为 差 集 的 额外 乘 子 . 
例如 ,2 不 可 能 是 阿 贝 尔 差 集 的 额外 乘 子 ,v 一 1 不 可 
能 是 任何 (v,k,4) 循 环 差 集 的 额外 乘 子 . 

— R F JB 38 (multiplier conjecture) 

Bp". 

$n Sh FEF (extraneous multiplier) 
p. 

辛 格 定理 (theorem of Singer) 关于 一 类 循环 
差 集 的 存在 性 定理 . EP ARB WA 

q'* — gsm were 
q—1 'q—1'34-—1 
循环 差 集 . 该 定理 由 辛 格 (Singer,J. ) 于 1938 年 利 
用 有 限 射 影 几 何 证 得 .将 有 限 域 GF(g) 上 的 nn 十 1 维 
iE 2E [8] & r= Cro riot T RE n HER YL 89 
点 , 当 5 为 GF(g) 中 非 零 元 时 ,把 br 与 工 看 做 相同 
的 点 .这 些 点 的 集合 记 为 PG). BEAT du 
GF GD P Bii M E Ej & Fea PGO nq) PAA 
扩 的 充分 必要 条 件 为 1 三 j(modv), 这 里 
| 
gi |" 
于 是 ,PG O., PWIA ARN E, E, e, E R 
Mis yas*** s Yn p GF(q) E n 个 线性 无 关 的 n+] AE [5] 
mE. jg — 9J rm] 5 biyi t bays +e boy CK RB DE 
GF(g)) 所 对 应 的 点 的 集合 称 为 一 个 超 平面 ,其 中 的 
A n] BEY (E71 E22 eee EM} ,这 里 
k=(q"—1) 
eg es]19 
Æ HUE PH : (dido ,di} 是 循环 群 Zo PAY Co 5.20 
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DL" 3€ FE 


见 “ 乘 子 定 


vV = 


差 集 ,其 中 ,4= (gq”' 一 1)/(g 一 1). 

H M2 (cyclotomic class) 一 种 等 价 类 . 设 q 
at RB we 为 有 限 域 GF(c) 的 一 个 原 根 . 若 e 为 
0 一 1 BB ..q—1-ef.e—w',W| H'—11,6€,&,-, 
eS Ft GF GDBSETE-T- BE. KTE H 的 陪 集 H= 
Hw" 称 为 分 圆 类 ,这 里 a 取 0,1,…,e 一 1. 

分 圆 数 (cyclotomic number) ”构造 差 集 的 工 
具 之 一 . 设 q==ef 十 1 AA MB. BER o 后 可 
得 分 圆 类 Hia =0,1, ,e-l( BR OAR”). 对 
取 定 的 i,j, 方 程 x+ 十 1 二 y 的 使 zxE€E H, yE H, Bm 
(zx,y) 的 个 数 , 称 为 e 阶 分 圆 数 , 记 为 (1,7).. BEE, 
St BI Gv D. 也 就 是 方程 w “十 1 二 w*1’! 的 解 (s ,1) 
的 个 数 ,这 里 Os tc f—1. 通过 对 分 圆 数 的 计算 可 
以 构造 一 些 差 集 .例如 ,Hi 构成 GF(q) 加 法 群 中 (gq， 
f,(f 一 1)/e) 差 集 的 充分 必要 条 件 为 

hes 
H 2 ;而 WOU (0} 构 成 (gq,f 十 1,《f 十 1)/e) 差 集 的 
充分 必要 条 件 为 ~ 


(1 ,0).= (1—0,1,:::,e—1), 


14- 0,00, G,0),— Cf 十 1)/e ZI , 
EH ZW. AE RE q=3 (mod 4) AY, Hi 是 

PE doge 

ds 2 , 4 | 


ER PRK RRR 28 SE ; 4 q— 1 H- 4y? 5 5 (mod 8) 
时 ,HoU {0} 是 (g,3 十 y ,(3 十 y )/4) 差 集 . 

广 闵 分 圆 数 (generalized cyclotomic number?) 
分 圆 数 的 推广 . 设 v 是 两 个 相 异 奇 质 数 的 积 ,g 为 这 
两 个 质数 p iq 的 公共 原 根 .以 mr 记 p 一 1 与 gq 一 1 
的 最 大 公 因 数 , 车 4 二 (pp 一 1)(g 一 1)/m, 则 可 取 整 
Bh (E (g'h |O<s<d—-1,0Ni<m—1} MAK v 的 
一 个 既 约 剩余 系 . Aid E; (g*h'|O<s<d—1}),0< 
xm —1,WJ7r fg x - 1 y (nodo), € E, y € Eh 
解 (x,y) 的 个 数 , 即 为 方程 gh 十 1 三 g'h’(modv),0 
<s, t<d—1 解 (5,1) 的 个 数 . 称 该 数 为 广义 分 圆 数 ， 
WAGs D. 利用 广义 分 圆 数 证 得 : 若 pq 为 两 个 挛 
生 质数 , 即 "一 训 +2, 则 存在 

eI e 9 
pq. PL PL 
循环 差 集 . 

梅 农 差 集 (Menon difference set) 一 类 特殊 参 
数 的 差 集 . 梅 农 (Menon,P. K. ) 于 1962 年 证 明 : 若 
一 个 (v,k,4) 差 集中 v= 二 4n, 这 里 xn 一 & 一 4, 则 这 个 差 
集 的 参数 一 定 具 有 形式 (4m?,2m’ 土 m smtm). 后 
来 把 有 这 种 参数 的 差 集 称 为 梅 农 差 集 . 当 m — Z3 
数 时 ,尚未 发 现 相应 的 梅 农 差 集 . 人 们 猜测 梅 农 差 集 
中 的 m 只 能 取 273 的 形式 ,其 中 x,s 为 非 负 整数 . 梅 
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KER LJ FH Tg is Bay 35 25 B Ee. 首先 ,由 梅 农 差 集 
n] DJ 48 Bl] — 4 CAm? , 2m? Em, m? + m )-SBIBD ; 然 
I: RAT BRR TT B EK BEY OO $E — 1, gi 
得 一 个 Am^ Br B5 BGA B XB e. 所 得 的 矩阵 还 是 正则 
阿达 马 矩 阵 , 即 每 行 含 相同 个 数 的 一 1. 

差 集 的 收缩 Ccontraction of difference set) fE 
用 在 差 集 上 的 一 种 运算 . 若 万 为 群 G 中 的 差 集 ,五 
为 G BHEATH, ERS G>G\H F D 的 像 记 为 
D, 则 称 DD 为 DD 的 收缩 .车 与 1G/ 吾 | 互 素 的 某 个 整 
Bt 是 D 的 一 个 乘 子 , 则 称 1 为 DD 的 G/H RTF. fj 
a, D—10,1,2,4,5,8.10) 9g Z1; 中 的 (15,7,3) 循 环 
EE, EUH — (0,3,6,9,12) , 0] D—G/H ,3x 8f 5j 
3 HERBER E DM G/H RTF. %4 HAE GB 
单位 元 时 ,G/H 3t -T- 3 Xe 38 A BJ RUE R T, Ak, 
G/H Fe FE — MBB ET HED. 对 G/H Se T- th 
有 类 似 于 乘 子 定理 的 存在 性 定理 ,从 而 也 可 用 来 构 
造 差 集 或 否定 某 些 差 集 的 存在 性 . 

可 分 差 集 (divisible difference set) 差 集 的 一 
Ph HE). 4 C 为 mn RERA n NEATE N, D 
AG 的 上 元 子 集 , 使 对 任意 gE€G/N RA A, 种 方式 
表 g dd; WER, R disd: €D, MXT N 中 任 
E ES AIC. RA AL 种 这 样 的 表示 方式 , 则 称 D A 
可 分 差 集 , 记 为 (m «n 5A, ,A-DDS. Aj FI Hb, 24 A, 
一 0 时 .ERD 为 相对 差 集 . 当 A =A, 或 n=1 时 , 即 为 
通常 的 差 集 . 由 可 分 差 集 D 可 得 到 G 上 的 对 称 可 分 
组 设计 ,其 区 组 族 为 devD 二 {Dg|g€G). 这 是 一 类 
有 具 两 个 结合 类 的 部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 . AA 
Et t. G mn) —1.fift D'=(d' |d€ D) =Dg 对 某 个 g 
€G mr, Wk cg D BOSE T. 34$ DDK, REA 
D WERT. 

强 乘 子 (strong multiplier) W “ny ee”. 

循环 加 集 (cyclic addition set) 循环 差 集 的 一 
种 推广 . Ww D= (dj sdas odi A v 阶 循环 群 É; 的 k 
元 子 集 ,g 为 小 于 wv 的 一 个 正 整 数 . AM Z, 中 任 一 
EEN s, Hf a+ gy 5 dE DX D 中 的 解 (z,y) 的 
个 数 都 是 4, 则 称 D 是 一 个 (v,k,4,g) 循 环 加 集 . 4 
g=—1 时,(v,k,4, 一 1) 循 环 加 集 就 是 通常 的 (v,k， 
AMPA BR. A IOK D 的 霍 尔 多 项 式 ( 参 见 “ 霍 尔 
多 项 式 ”), 则 DEW RA, gf n d D KA YB 
条 件 为 

Oa )0 a8 =P EAT (x) (mod 4^ —1)5 

KAT (ne) =l] Hrt tat 4 l<k<v—-1 时 ， 
(AS5) 循 环 加 集 的 参数 满足 B — R^ — Av, 0S B+ 
ASR, O<A<R 及 181<&. 对 于 循环 加 集 , 也 可 以 定 
义 乘 子 ,并 且 有 类 似 于 循环 差 集 的 乘 子 定理 . 

Æ fe (difference family) ”组合 设 计 的 一 种 工 
H. 用 于 构 作 BIBD 设计 或 PBD. 设 B1,B,,…,B, 是 


U 阶 群 G BJ $E ie SEDE RN Bi (bi, bis, 
b) K= iki |lSi<s}, 4 G 中 每 个 非 零 元 在 所 有 


HE b a LILO PE A USM B= US. 
B,,…,B,} 是 一 个 (v,K DER. A 
devB;= {B+g|g€EG),dev%= U devB, : 

Wl (G, dev 2) Æ— Alw, K.20-PBD. 当天 王公) 时 得 
(v,K,A)-BIBD. 对 差 族 也 可 定义 乘 子 ,但 没有 相应 
的 乘 子 定 理 . 分 圆 数 理论 可 用 于 讨论 差 族 的 存在 性 ， 
但 目前 尚 没 有 系统 的 结果 . 当 G 为 阿 贝 尔 群 时 ,一 
个 (v,KK,4) 差 族 有 时 也 称 为 补差 集 , 记 为 5-(v;k&i， 
host RE 4) 补差 集 . 


4 c 
4-( vif ,Rs ,Rs ,Ra; 25 ki 一 v| 
i=1 


th 2 SE All 2- Qus bi Ros Ei tk: —v) Hh 25 E n] RY 
作 4v Br BUTS SBR. Xr Di D) 2g — 7] 2-(2m 十 
l;>m.m3m—1) #22, FL EAE: ce Di MA x 
斯 差 集 可 得 到 一 个 4(m 十 1) 阶 反 型 阿达 马 矩 阵 . 当 
2m 十 1 满足 以 下 条 件 之 一 时 存在 采 克 勒 斯 差 集 :4m 
十 3 ARBs 2m+1=5(mod8)H 2m 十 1 为 素数 
Rim-—4n,2m-4d-1— p'.p 为 素数 ,p 寺 5(mod8) 上 是 1 
=2(mod4). 

ep = & (complementary difference set) 

采 克 勒 斯 差 集 (Szekeres difference set) W 
“ 差 族 ” 

Bg iA B 4g EE (Hadamard matrix)  — 2€ FEX AB 
阵 ,其 元 素 取 士 1, 与 一 类 BIBD 设计 等 价 . 若 元 素 为 
1 或 一 1 的 2 阶 和 矩阵 妃 适合 等 式 HH —nI, KB I 
为 单位 矩阵 , 则 称 鼠 为” 阶 阿 达 马 矩阵 ,简称 He 
EE. 由 于 阿达 马 (Hadamard ,J. (-S. )) QR GEAR n 阶 实 
数 方 阵 A Hw RIGA AR EK | detA| in" ^, iii Bal 
达 马 矩阵 是 使 其 中 等 号 成 立 的 n 阶 实 和 矩阵 ,这 就 是 
阿达 马 矩 阵 这 一 名 称 的 来 由 . 

因为 n 阶 H 矩阵 存在 时 ,n 只 可 能 为 1.2 或 4 
的 倍数 ,所 以 ,1 阶 和 2 阶 互 矩 阵 是 存在 的 ,但 当 ? 
2 时 是 否 总 存在 ”王公 阶 的 再 矩阵 还 是 一 个 未 解 
决 的 突出 问题 . 人 们 猜测 这 样 的 矩阵 总 存在 , 称 为 阿 
达 马 矩阵 猜测 .一 个 4: Br H 和 矩阵 的 存在 性 等 价 于 一 
个 (4t 一 1,21 一 1,t 一 1)-SBIBD 的 存在 性 . 利用 有 限 
W, fil Fl (Paley,R.E. A.C. ) 直 接 构 作 了 gq 十 1 阶 的 
H 和 矩阵 ,其 中 4 为 模 4 余 3 IRE. AVES ET 
YEH EER AIK. GM. A A= (4,0 B 分别 是 m Br 
Ren BH FR WG MEN aj; B 的 分 块 矩 阵 AW 
B 是 一 个 mn Br B3 H AB Fe. A) HAE Rp RS A BO AB 
阵 , 例 如 ,威廉 森 型 矩阵 、 鲍 默 特 - 霍 尔 表 、 对 称 C AE 
阵 等 ,也 可 递 推 构 作 H XB PE. 还 有 一 些 递 推 构 作 方 


USE 


组 合 设 计 


法 需要 特殊 类 型 的 也 和 矩阵 ,例如 , 反 型 再 矩阵、 对 称 
H 和 矩阵 ,以 及 H B BE RS HS SE. 利用 补差 集 也 可 构 作 
H ABE. 

H 和 矩阵 在 数字 通信 中 可 用 于 构造 纠 错 码 , 人 类 
从 宇宙 空间 发 回 的 第 一 张 行星 照片 曾 采 用 了 32 Br 
的 孔 算 阵 以 提高 清晰 程度 (参见 “阿达 马 码 ”).H E 
阵 在 模式 识别 中 用 于 构造 有 限 沃 尔 什 变换 . H 和 矩阵 
与 一 类 对 称 BIBD 设计 及 二 水 平 正 交 阵列 的 等 价 性 
各 种 推广 ,例如 , 复 阿 达 马 矩阵 、 正 交 设 计 等 . 

阿达 马 和 矩阵 猜测 (Hadamard matrix conjec - 
ture) DL," Ba 3A kp pen. 

p ik B igit (Hadamard design) 一 类 特殊 参 
数 的 对 称 设计 . 即 (4: 一 1,2: 一 1,z 一 1)-SBIBD. 当 4t 
阶 百 矩阵 存在 时 ,经 交换 两 行 、 交 换 两 列 、 某 行 乘 以 
— 1, EA FEA — 1 这 些 变换 的 连续 施行 后 ,得 到 的 
仍然 是 HH 矩阵 ,因而 总 存在 首 行 首 列 元 素 全 为 1 的 
4 除开 矩阵 .在 将 划 去 首 行 首 列 后 得 到 的 子 矩 阵 记 
为 4, 则 将 4 中 一 1 换 作 0 得 到 的 矩阵 作为 关联 甜 
阵 , 可 以 得 到 一 个 (4t 一 1,2t 一 1,t 一 1)-SBIBD. 反 
之 , 若 存 在 一 个 (4 一 1,2t 一 1 ,1 一 1)-SBIBD, 则 将 其 
关联 和 矩阵 中 的 0 换 作 一 1, 并 且 在 上 面 及 左边 加 上 元 
素 全 为 1 的 行 及 列 , 便 得 到 一 个 4c BY H ABER. 因此 ， 
(4¢—1,2t—1,t—1)-SBIBD 的 存在 性 等 价 于 4 阶 
H 和 矩阵 的 存在 性 ,这 就 是 将 这 类 设计 称 为 阿达 马 设 
计 的 来 由 . 

IE $} Bay 3 B 4B EE (regular Hadamard matrix) 
— 2 FE PR AY BT AS 3 Rp RE. SLT RUD EC. 这 类 和 矩阵 每 
行 所 含 1 的 个 数 都 相同 . 34 4n 阶 正 规 阿 达 马 矩阵 存 
在 时 ,n 必 为 完全 平方 数 .将 4u 阶 正规 H 和 矩阵 中 的 
一 1 换 作 0, 便 得 到 一 个 (4u? ,2u’ 土 ua,w’ 土 w)-SBIBD 
的 关联 矩阵 ;反之 将 (4u?z 2u’ uu’ +u)-SBIBD 的 
关联 矩阵 中 的 0 换 成 一 1, 便 得 到 一 个 4u^ 阶 的 正规 
H 和 矩阵 .因此 ,正规 也 和 矩阵 的 存在 性 与 又 一 类 对 称 
设计 的 存在 性 等 价 . 奋 存 在 x 一 2 个 相互 正 交 2u 阶 
拉丁 方 , 则 存在 4«^ 阶 正规 HEE. 4 on Br H Ag 
存在 时 ,也 存在 nn? IEA H E. 并 且 当 mm Br n 
Br ik AH Fe ARG ERY. EE mn 阶 正规 H 5B 
阵 . 

反 型 阿达 马 和 矩阵 (skew Hadamard matrix) 一 
类 特殊 阿达 马 矩 阵 . 各 一 个 阿达 马 矩 阵 与 单位 矩阵 
的 差 是 反对 称 和 矩阵 , 则 称 这 个 阿达 乌 矩 阵 为 反 型 的 . 
这 一 概念 是 为 了 递 推 构造 矩阵 而 提出 的 . 如 果 存 
En 阶 反 型 HH 和 矩阵 , 则 存在 n(x 一 1) 阶 HH 和 矩阵 .从 nn 
阶 反 型 H 矩阵 及 nn 十 4 阶 对 称 H 和 矩阵 可 得 到 n(n 十 
3) 阶 H 和 矩阵 .已 有 一 些 直 接 的 和 递 推 的 构造 反 型 H 
矩阵 的 方法 . 例如 ,利用 一 类 特殊 的 差 族 , 即 采 克 勒 
斯 差 集 的 存在 性 可 得 到 相应 阶 数 的 反 型 H SR PE. 由 
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提供 了 它 在 统计 应 用 方面 的 重要 性 . 阿达 马 矩 阵 有 


一 个 m KRÆ H 和 矩阵 及 一 对 nn BY H 和 矩阵 睦 侦 可 以 
得 到 一 个 mn By ke OH 5B Ee CS UL, Ba] 35 5 4B Ek ER 
Ñ”). 
Bay 3A B 4E FE iE (amicable Hadamard matrix) 
特殊 的 阿达 马 和 矩阵 对 . 设 M 是 一 个 反 型 英和 矩阵 ， 
六 是 一 个 同 阶 的 对 称 瑞 矩阵 , 若 它们 适合 等 式 
MN'—NM" , 则 称 它 们 是 一 对 阿达 蕊 矩阵 睦 偶 .了 H 
矩阵 睦 偶 可 用 于 反 型 H AB ERE dE Tu. Mg 为 模 


4 余 3 的 质数 寡 时 ,存在 9 十 1 阶 HABERE (S. 当 m 


BY Re n BY H 和 矩阵 睦 偶 都 存在 时 ,也 存在 mn Br H 5B 
阵 睦 偶 . 

Xt BRC 矩阵 (symmetric conference matrix) 
与 阿达 马 和 矩阵 有 关 的 一 类 和 矩阵 . 若 元 素 为 士 1 Bn 
阶 对 称 和 矩阵 C 的 对 角 线 元 均 为 1 且 适 合 等 式 

(C 一 77 一 (2 一 1)7， 

则 称 C 为 对 称 C BE. 这 类 和 矩阵 在 研究 会 议 电 话 系 
统 时 遇 到 ,因而 得 名 . 这 类 和 矩阵 可 用 于 H AB Ee 89 3€ 
推 构造 . FE FETE m 阶 (m>1)H 和 矩阵 且 存 在 ” 阶 对 称 
C 矩阵 , 则 存在 mx 阶 H 和 矩阵 .一 个 对 称 C 矩阵 的 阶 
数 模 4 必 余 2.14 q AMAR] HRN. A q 
十 1 Br BEER C 矩阵. E n 阶 反 型 HH 和 矩阵 可 得 到 
(n 一 1 十 1 阶 对 称 C XR BE. BH n 阶 对 称 C 矩阵 可 得 
到 (x 一 1 十 1 阶 对 称 C 矩阵 ,其 中 为 任意 正 整 
数 . 此 外 ,已 知 n= 226 时 对 称 C 和 矩阵 存在 ,而 n= 二 46 
是 一 个 未 解决 的 最 小 的 阶 . 

Bx BE He BY 46 BC Williamson matrix) 一 组 特殊 
的 矩阵 ,其 元 素 为 土 1. 元 素 为 土 ] 的 4 个 mx BRE 
A,B,C,D, tr NH 

AA! +BB" --CC' -DD' —4ml , 

且 对 其 中 的 任 两 个 矩阵 M,N A MN'—NM" Ml 
称 它们 为 威廉 森 型 矩阵 . 这 类 和 矩阵 是 因为 递 推 构造 
H 和 矩阵 的 需要 而 提出 的 . ATTE m 阶 威 廉 森 型 矩阵 
且 存 在 t 阶 鲍 默 特 - 霍 尔 表 , 则 存在 4mt 阶 HO. 
当 q 为 模 4 余 1 的 质数 宕 时 ,存在 (go 十 1)/2 BR 
9q(Cdq 十 1)/2 阶 的 威廉 森 型 矩阵 . 对 于 阶 数 不 大 于 29 
的 奇数 及 其 他 较 小 的 阶 数 ,存在 威廉 森 型 矩阵 . 

鲍 默 特 - 霍 尔 表 (Baumert-Hall array) 阿达 马 
矩阵 的 推广 , 因 递 推 构造 阿达 马 矩 阵 而 提出 . 若 元 素 
为 未 定 元 士 4, 士 互 , 士 C, 士 万 的 4 和 4 阶 矩 阵 的 每 一 行 
及 每 一 列 含 每 个 未 定 元 X( 包 括 一 X) 各 上 次 ,并 且 
把 A. B.C. D 看 做 可 换 环 中 元 素 时 每 两 行 都 是 正 交 
的 , 则 称 该 矩阵 为 上 阶 鲍 默 特 - 霍 尔 表 , 记 为 
BHL4t]. EFE t BY B BRR FEAR BH 4t], A 
存在 m Er BS E B BR E [Ee MY EE 4mt 阶 的 H 5B 
EE. TX H EEK BH 4c | PY Ri I A,B,C,D 
换 作 4 个 威廉 森 型 矩阵 而 得 到 . 若 取 A— B—C-—D 
三 1, 则 从 一 个 BHL4t] 得 到 一 个 4t 阶 的 HH 和 矩阵 . 当 
t=1+2°10°26',a,6.c 为 韭 负 整数 时 ,存在 BHL4t|. 
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当 +t 为 不 大 于 33 的 奇数 或 其 他 一 些 奇数 时 ,也 存在 
BH 4t]. 以 下 是 BHL4j] 的 一 个 例子 : 

A B C D 

—B A -—D C 

-C D A 一 Bl 

—D ~C B A 

T 矩阵 (CT-matrix) 一 类 特殊 的 矩阵 ,可 用 于 
构 作 鲍 默 特 - 堆 尔 表 . G— {gigt g) AIMAN 
ME XOG, M= (mi), gj—gi € X B] m;=1, 6 
W m,;— 0, WW Ek M 是 关于 X BS I MRR. EX 
可 划分 为 X — X, UX;, 使 gi gi A 时 mij=1,g: 
py A 时 m;-—- —lg;-g;&X 时 mj 二 0, 则 称 M 
A AY 00,1, -1) 36. p M1 M, Mi. M, Hé n BA 
换 群 G 上 的 4 个 (0,1, 一 1) 和 矩阵 ,使 对 ni 个 位 置 的 
每 一 个 恰 有 一 个 M; 在 此 位 置 上 元 素 不 为 零 B. 

MMT+M,Mi+MMI +MM —nl,, 
HP Z, 为 单位 矩阵 , 则 称 这 4 SEA T AREE. 
FETE t Er T XB PE. 则 存在 t 阶 鲍 默 特 - 霍 尔 表 
BHL4tj. 许 多 已 知 的 BHL4tj] 是 从 全 和 矩阵 得 到 的 . 

正 交 设计 (orthogonal design) 88A FEE ZR EK 
的 推广 . 设 X RÉTUR DJ Os tayo. ta A n WE 
阵 ,其 中 Tis Tst Ti 看 做 某 个 可 换 环 中 的 元 素 . * 
存在 正 整 数 $15$25*** 3 使 

XX' — Gixt- sari sx, 

则 称 zx EH N Cs, (525 * x12 的 n 阶 正 交 设计 . 型 为 
Gt GU AY 4t BY IE 32 EYE BE de ELA BE E R R 
BH 4t]. 利用 正 交 设计 的 概念 , 沃 利 斯 (Wallis , J. 
S. ) 于 1976 年 证 明 : 对 任意 给 定 的 正 整数 9, 只 要 整 
数 * 之 [2log:(9 一 3)], 则 存在 29 BADR. X 
于 HH 和 矩阵 存在 性 问题 的 最 一 般 结果 ,多 年 来 未 有 大 
的 推进 . 

称 重 矩阵 Cweighing matrix) 阿达 马 和 矩阵 的 推 
广 . 若 W 是 元 素 为 0, 土 1 Hn BEE. HIE WW = 
kl, WE W An WEEER. k =n 的 称 重 矩 阵 就 是 
n 阶 阿 达 马 矩阵 .& 一 2 一 1 的 对 称 称 重 和 矩阵 就 是 ” 阶 
对 称 C BRE. 人 们 猜测 ;对 每 个 正 整 数 t 及 每 个 = 
Oslo, 4t, f£ TE At 阶 称 重 矩阵 . 当 二 4t 时 ,这 就 是 
阿达 马 矩 阵 猜 测 . 行将 o 阶 称 重 矩 阵 中 的 一 1 换 作 
1, 得 到 的 是 某 个 (wv,k,4)-SBIBD 的 关联 矩阵 , 则 称 
这 样 的 称 重 矩阵 为 平衡 称 重 矩阵 . 这 类 和 矩阵 的 讨论 
有 助 于 发 现 新 的 BIBD 设计 . 

f m iK B 4 (complex Hadamard matrix) 
阿达 马 矩 阵 的 推广 . dx on 阶 复 矩 阵 C 的 元 素 为 土 ] 
Ei CC? =nl,. WRC 为 复 阿 达 马 矩阵 ,这 里 
C E C BS Jg. OK REE BI C^ 三 C . 当 C ARH 
阵 时 , 便 得 到 BY H ABI. 24 n Br 也 矩阵 存在 时 ， 
n 必 为 1 或 偶数 . ACTES UM : Pe BT RH AR EE BB TE 


BH|[4]— 


在 ;但 是 ,这 个 猜测 尚未 解决 . 因为 , 当 n NEHE 
阵 存在 时 可 推出 2n 阶 HH 和 矩阵 存在 ,所 以 ,上 述 猜 测 
包含 了 阿达 马 猜 测 . 更 一 般 地 , 当 n rH ABE A 
m 阶 H 和 矩阵 都 存在 时 , 必 存 在 mn Bt H 矩阵 . 

HA H 矩阵 C 适合 (C 一 2) ”= 二 一 (C 一 了 0), 则 称 
CERME HABE GE IN 是 对 称 C 矩阵, 则 了 十 
UN d RUM HEE. d: M JA HABER HN 是 
ANRE HER, [E N' =N H MN'—NM'" , 则 称 
M,N AS HEERA. Je OH EER H AB e SS 
的 许多 递 推 构造 方法 可 以 推广 到 复 H 矩阵 的 情形 ， 

反 型 复 H 和 矩阵 (skew complex Hadamarde ma- 
trix) JL“ PADRE”. 

f H 5B Ek BE (E (amicable complex Hadamard 
matrices) 见 “ 复 阿达 马 和 矩阵 ” 

广义 阿达 马 和 矩阵 (generalized Hadamard ma- 
trix) 阿达 马 矩 阵 的 推广 . 设 H=H(p.n) BIR 
为 户 次 复 单 位 根 的 2” 阶 矩 阵 E EHHBH:'-—nL. Wl 
Wk H 为 广义 阿达 马 矩 阵 .五 (2,”) 即 为 通常 的 2 阶 
H 4B EE MH CA 00 se n Br H ABER. HT H AB 
阵 五 (2,”) 及 任意 正 整 数 户 可 以 得 到 一 个 广义 阿达 
马 矩 阵 H Opn). 5 p 为 质数 时 ,存在 HH(p,2”p')， 
其 中 m 为 非 负 整数 , 且 mh. 

阿达 马 等 价 (Hadamard equivalence) 阿达 马 
矩阵 间 的 一 类 等 价 关 系 . 石 两 个 阿达 马 和 矩阵 可 经 一 
系列 交换 两 行 . 交换 两 列 .一 行 乘 (一 1)、 一 列 乘 
(一 1) 的 变换 从 一 个 变 为 另 一 个 , 则 称 这 两 个 阿达 马 
矩阵 为 阿达 马 等 价 .阿达 马 等 价 是 一 个 等 价 关 系 ，,z 
阶 阿 达 马 矩阵 的 全 体 可 以 划分 成 一 些 等 价 类 ,该 类 
数 记 为 h(n). 同一 类 中 所 有 阿达 马 矩 阵 的 共同 性 质 
称 为 阿达 马 等 价 不 变量 . 当 阶 数 较 小 时 借助 于 不 变 
量 ,已 找 出 数 h(n) 及 每 个 类 中 的 代表 . 例如 , 当 nx 
12 hj AGD —1, m (160 —5,A(20) =3,h(24) — 60. 

t 设计 (zt-design) 平衡 不 完全 区 组 设计 的 一 种 
推广 . 设 (X, 终 ) 为 一 正则 设计 (参见 “区 组 设计 ”)， 
Ep |X| =v, KARDA k. BX 的 任 一 上 元 子 集 恰 
EFAWASKAZ SH, MERCX, ZH t-(v,k,4) 
设计 ,简称 t 设计 .一 个 2-Wok, DRUM wok, 
4)-BIBD. 没有 重复 区 组 的 1 设计 称 为 简单 1 设计 .4 
=] BJ c Co b, A E TE P OS de EA AR IDA SR, 
v), Mit tiit AEWA SiG. bv. — t Cos E, 
A» HR EE P s-(v,k,4) 设 计 , 式 中 

vo—$ kR—s 
Em (s = 0,1544 — 1). 
这 提供 了 :设计 参数 1,v,k,4 应 满足 的 必要 条 件 : 
Ato ems) CU eso Quer 
= 0(mod(& — s)(& — s — 1)" (k — t + 1)). 
这 些 参 数 还 必须 满足 推广 的 费 希 尔 不 等 式 . CX, 
Z8) j& — ^ t- (wk ADR JE RL| 8 | =b, UI = 25 


À =À 


H. vezk+s 时 9 


b= 


; 
RY 


M t1=2s+1 月 之 & 十 * 十 1 时 ， 


b>2 


E XX 的 每 个 上 元 子 集 在 多 中 出 现 相同 次 数 , 则 称 z 
Wit X, A) SEP. 例如,v WE XKE RT 
子 集 构成 一 个 平凡 的 上 设计 . 泰 尔 林 克 (Teirlink ， 
L. ) 证 明 :; 对 所 有 :都 存在 非 平凡 的 简单 1 设计 . 威 
AK $k CWilson, R. W. ) 指 出 : 当 4 充分 大 时 ,上 述 关 
于 zt-(v,k,4) 设 计 存 在 的 必要 条 件 也 是 充分 的 . AS 
Æ (Hanani, H. ) 得 到 了 3-(v,4,4) 设 计 存 在 性 的 完 
整 结果 ;3-(v,4,4) 设 计 存 在 的 充分 必要 条 件 是 
ACu— 2)250(mod 2), 
ACu—12(v—2)2)20C€mod 3) 
H àv(v—1)(v—2)2:0(mod 8). 对 其 他 参数 情形 ， 
目前 很 少 有 完整 结 
施 泰 纳 系 (Steiner system) 一 类 组 合 构 形 . 即 
A=1 的 上 设计 , 记 为 Su). —# S(2,3,0 HH 
施 泰 纳 三 元 系 , 记 为 STS(v). 一 个 S$(3,4,v) 称 为 施 
泰 纳 四 元 系 , 记 为 SQS(v). STS(v) 存 在 的 充分 必要 
AR UE Fv = 1,3 (mod6). B&B (Hanani, H. ) 于 
1960 年 证 明 ;SQS(wv) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 v 寺 2， 
4(mod6). 当 上 一 4 或 5 时 ,目前 仅 知 一 些 零 星 的 施 
泰 纳 系 ,其 中 一 些 与 马 修 群 有 关 ( 参 见 “ 马 修 设计 ”). 
当 t 宇 6 时 ,目前 尚 不 清楚 是 否 有 这 样 的 施 泰 纳 系 存 
在 . 
马 修 设计 (Mathieu design) 与 马 修 群 有 关 的 
几 个 施 泰 纳 系 . GG 是 v 元 集 X 上 的 一 个 :可 迁 置 
换 群 ,A 是 的 一 个 上 元 子 集 ,G X MEK A 
子 集 划 分 成 一 些 区 组 轨道 , 则 含 A 的 区 组 轨道 形成 
一 个 t-(v,k,4) 设 计 . ÆA Gs id A 的 集 稳定 子 群 , 则 
轨道 大 小 为 1G1/1cas| ,由 此 可 计算 参数 1. 已 知 两 个 
5 可 迁 的 马 修 群 Mi; 及 Ma, 两 个 4 可 迁 的 马 修 群 
Mi 及 Ms, 与 之 有 关 的 还 有 一 个 3 可 迁 的 马 修 群 
M. 适当 选取 区 组 轨道 ,可 以 从 这 些 1 可 迁 群 得 到 
一 些 施 泰 纳 系 S(5,8,24),S(5,6,12),S(4,7,23)， 
SC(4,5,11) ,以 及 S(3,6,22). 称 这 几 个 设计 为 马 修 
设计 . 这 些 设计 在 同 构 意义 下 还 是 惟一 的 . 
比例 向 量 法 (method of ratio vector) WHE t 
设计 的 一 种 方法 . 设 XX 为 v 元 集 ,G 为 X 上 的 一 个 
置换 群 . 若 X 的 1 元 子 集 全 体 | 人 | 在 G 作用 下 划分 
成 m PATE Ti T; T, WR 
Lgs osse ly 
为 G 在 XX 上 的 t Hm. ABA X 的 某 个 上 元 子 
Rakul), i 
53 


= NAS Ge Xe 
WP Ge * ust tr: uu BIN: Gm. Bel OR FE 
(Alltop, W. O. o gi HH T WR G Te X EM « 比例 向 
量 与 已 的 上 比例 向 量 相 同 , 则 (X, 胞 ) 是 一 个 t- Co, 


RAD SUR S REG 作用 下 | | PE B 的 可 迁 
类 ,而 
E (1 二 7 m), 
ix — AE th Ay HET BIA EP EEE. d. 
Bry BG ERI (| 的 不 同 可 迁 类 ,它们 的 
代表 元 分 别 为 Bu. Bios BL. Æ B; 的 集 稳定 子 群 为 
Gr TI Ui; T | (SET; ISE Bay | , 
E n 
u; 一 2; I6: 1 
MJER Cre, : Uu» E us) ALB, Bo B’ AY £ 比例 
回 量 . = G TE X 上 的 t 比例 向 量 与 1 有 Bst B,} 
的 + 比例 向 量 相 同时 ， 
(XU E) 
R— T rk AIT RH 
A= A uj EA 
t EE Pilla) Æ (z-ratio vector) D“ Eb ri] [n] E”. 
设计 的 扩充 (extension of designs) 构 作 + 设 
X 中 某 个 元 zx, 记 SH(B\iah |BE4,rE B). 
CXN r) 7) dE — I O—10-Qv—1,8—1.2) iib. ER 
该 (一 1) 设 计 是 原 上 设计 的 一 个 收缩 .反之 ,在 存在 
某 个 上 设计 使 得 它 的 一 个 收缩 同 构 于 某 个 给 定 的 ( 
一 1) 设 计 , 则 称 该 上 设计 是 给 定 ( 一 1 设计 的 一 个 
扩充 ,并 称 给 定 的 人 一 1) 设 计 是 可 扩充 的 . 若 一 个 有 
b 个 区 组 的 t Co ED AIF SIT. SES DUEB bo D 
=0(modk+ 1). BAR FECAL top. W. O.) F 1975 年 
证 明 : 当 为 偶数 时 , 任 一 个 1-(2k 十 1,8,4) 设 计 可 
扩充 成 一 个 (十 1)-(2k 十 2,k 十 1,4) 设 计 . 


dites 


(1x i xm). 


i& it Bg ZR (contraction of design) I^ iil 
的 扩充 ”. 
t 设计 大 集 (large set of t-designs) 一 类 组 合 


构 形 . 指 子 集 族 的 一 种 划分 . 为 避免 一 些 平凡 情形 ， 
1-(v ,下 ,4) 设 计 的 大 集 只 对 极 小 的 4 定义 . 当 t-(v,k， 
设计 存在 时 ,其 参数 满足 


Beas Reese 
LM d a 
$0 Lor LAT AE EXE AC sr RU 
ps 
正 整 数 4, 若 v 元 集 X 的 全 体 元 子 集 |。| 可 以 划 
分 为 互 不 相交 的 Conk AT ) 设 计 的 并 , 则 称 这 样 的 
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RDH t- Co E AORERE. 大 集中 含 


wy 
k — | jx 
个 不 相交 的 设计 . 

最 简单 的 上 设计 大 集 是 施 泰 纳 三 元 系 大 集 , 其 
存在 问题 已 最 后 解决 . 除 不 存在 STS(7) 的 大 集 外 ， 
M v=1,3(mod 6) 时 STS(w) 的 大 集 都 存在 . STS) 
的 大 集 记 为 LSTS(v), 共 含 v 一 2 个 不 相交 STS(v). 
ALS (Cayley, A. ) 1850 年 指出 :只 可 能 有 两 个 不 
相交 的 STS(7), 因 而 ,不 存在 LSTS CO. f] và 
(Kirkman, T. P. ) 于 1850 年 指出 ;LSTS(15) 存 在 . 
在 随后 的 100 多 年 中 , 哩 有 和 多 人 研究 而 无 大 的 进展 . 
Æ AFP E CTeirlink, L. ) F 1973 年 证 明 :LSTS(v) 
的 存在 蕴含 着 LSTS(3v) 的 存在 性 ,从 而 ,得 到 
LSTS(3”) 的 存在 性 . 随后 , 罗 萨 (Rosa,A. ) 于 1975 
年 证 明 ; 当 LSTS(v) 存 在 时 , 必 存 在 LSTS(2v 十 1). 
此 外 ,还 知道 一 些 v 值 较 小 时 的 LSTSQO. 中 国 的 
陆 家 义 于 1983 一 1984 年 连续 发 表 的 6 篇 论文 ,使 该 
问题 接近 了 最 后 解决 . 陆 家 闵 为 此 引进 了 一 类 辅助 
设计 , 称 为 LD 设计 (参见 “LD iit”). 后 来 , 泰 尔 林 
克 证 明了 LD 设计 的 PBD 闭 的 性 质 ,从 而 对 陆 遗 留 
的 6 个 vv 值 也 证 明了 LSTS(v) 的 存在 性 . 对 其 他 参 
RY c 设计 大 集 尚 缺少 一 般 结果 ,只 对 较 小 的 v 值 
有 大 集 存 在 或 不 存在 的 参数 表 , 但 未 知 者 甚 多 ,其 中 
参数 最 小 的 未 知 大 集 为 2-(12,4,3) 设 计 的 大 集 . 很 
久 以 来 就 有 人 研究 一 种 特殊 的 LSTS(v), 即 其 中 每 
一 个 STS(v) 都 是 可 分 解 的 . 虽然 LSTS(v) 的 存在 
性 已 彻底 解决 ,但 这 一 类 大 集 问 题 的 结果 很 少 ( 参 见 
“ 西 尔 维 斯 特 问 题 ”). 

LD 设计 (LD design) 一 类 辅助 设计 . 在 解决 
施 泰 纳 三 元 系 大 集 问 题 中 由 中 国 的 陆 家 闵 引 人 和 人. 设 
X An RS! BS? 分别 为 X 上 的 正 交 表 OA 
(n,4)( 参 见 “ 正 交 表 ”), 对 每 个 xEX,, Æ XN? 
上 的 正 交 表 OA (一 1,3). 寿 存 在 cEX, 使 对 任 一 x 
EXAT Tc EL NL, HXHE—lusvsw) E 
X, ETE XEX Eluvsw) EZL, 或 存在 上 EX 及 
jE{1, 2HE Qv. E SP MRIS. AUL, | 
zEX)} 为 LD 设 计 , 记 为 LD(z). 这 类 设计 对 施 泰 纳 
三 元 系 大 集 问 题 有 重要 作用 ,对 别 的 组 合 设计 的 存 
在 性 问题 也 有 用 . LD() 的 存在 性 已 基本 解决 , 除 十 
JLA n f& ^h LD Or) aR TE TE BS. 

西 尔 维 斯 特 问题 (Sylvester’s problem) 一 类 
组 合 构 形 . 即 柯 克 曼 三 元 系 的 大 集 问 题 . Tk LS 
(Cayley, A. ) F 1850 年 发 表 的 一 篇 论文 中 曾 提 到 
BG OR BE Wt FF (Sylvester, J. J. ) 的 一 个 问题 , 即 要 求 柯 
克 曼 15 女生 问题 所 述 的 一 周 散步 连续 安排 13 周 ， 
使 得 每 周 都 满足 柯 克 曼 问题 的 要 求 , 且 在 第 13 周 结 
束 时 每 三 个 女生 恰 有 一 次 分 在 同一 组 . 这 实际 上 要 


求 一 个 LSTSOS) HH PRP —76 A DINI TER 
三 元 系 . 西 尔 维 斯 特 问题 的 一 般 提 法 是 : 找 一 个 
LSTS(v) ,使 每 一 个 三 元 系 都 是 柯 克 曼 三 元 系 , 即 求 
柯 克 曼 三 元 系 KTS(v) 的 大 集 , 记 为 LKTS(v). 目 前 
只 知道 LKTS(3”m) 的 存在 性 ,其 中 mx.€ (1.5.11. 
17,25,35,43) 而 为 任意 正 整数 . 

循环 上 iit (cyclic t-design) 一 类 特殊 的 1 设 
ib. 若 在 一 个 1 设计 (XX, 多 ) 中 ,XX 一 {0,1,*…,v 一 1)， 
B.34(a,.a,,*7,a,) € £8 MAA (a19- 1.254371. 77.25 
c-1)€48,ix HL BATA TRES v HT. MX. AA 
循环 1 设计 .循环 2-(v.k. A WE iu Oy CBR, À; 
vj]. 自前 已 完全 和 弄 清楚 CBL3,4;vj 存 在 的 参数 条 件 ， 
但 对 别 的 循环 上 设计 的 存在 性 还 缺少 完整 结果 . 当 w 
=A=2(mod 4) 8 Cv, A) — (9,10, (9,2) 时 不 存在 
CB[3.A:v ]: 除 此 之 外 ,只 要 ACo— 1) =0(mod 2) H 
Av(v—1)=(mod 6) ,就 一 定 存在 CBL3,4;vj. 

简单 上 设计 (simple t-design) — fp t til. 48 
CB EE X ERR e iit. AH v TUÉS BU PUN k aT 
集 取 作 区 组 , 则 得 到 的 平 几 :设计 有 最 大 可 能 的 4 
值 


A 


max 


cm 

k 一 | 

A 值 再 增 大 就 必然 出 现 重 复 区 组 , CX, A) d$ — 
简单 t-(o,k, A WT HT, 


ES 


是 一 个 简单 £- Cus Amex — 20 LIF. f] ELE BET DC ZH 
B 的 补 集 X\B 取 作 区 组 可 得 又 一 个 简单 
Uo k 

EN 
设计 . 因此 ,实际 上 只 需 考 虑 4/2 R kxzv/2 的 
简单 上 设计 . 当 v<30 时 已 有 这 样 的 参数 表 ， 但 其 中 
未 知 者 甚 多 . 1 :—2,k—3 时 ,简单 2-(v,3,4) 设 计 
的 存在 性 已 由 德 洪 (Dehon,M. ) 于 1983 年 解决 . 

不 可 约 1 设计 (indecomposable ¢-design) 一 种 
特殊 的 1 设计 . 设 (X, 多 ) 是 一 个 t-(v,k,) 设 计 , 耕 
存在 DPOB AEX, DBP t- Co B LO WT HHP 
1C uA | eg i E P ES c 设计 ,否则 称 为 不 可 
£j t 设计 . 关于 不 可 约 t- wok A WELT BL BL 28 X 
限于 :—2.3xx5 及 某 些 1. 

AT £37 设计 (decomposable z-design) 
£j ri. 

道 因 - 威 尔 森 定理 (Doyen-Wilson theorem) X 
于 设计 之 间 的 关系 的 定理 . 论述 施 泰 纳 三 元 系 包含 
子 施 泰 纳 三 元 系 的 问题 . EP CX o FRI CY BAB 
个 BIBD i. H X2Y. YODA WARY. AE 
CX 4 ) S] P e SUPR (Y 4920 RIT BR ACT OX So). 
道 因 - 威 尔 森 定理 断言 :存在 (v,3,1)-BIBD 含有 (z， 


V,U — kk,A 


i- 


见 “ 不 可 
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3,1)-BIBD 作为 子 设计 的 充分 必要 条 件 是 "之 2x 十 
1 A v.uzzs1.3. (mod 6). Ji 3E , Hp Fg A (Stern, G. ) 将 
这 些 结果 推广 到 一 般 (v,3,4)-BIBD MOKA. 目前 关 
T G.4.,2)-BIBD 的 磐 和 人 问题 也 已 得 到 了 完全 的 解 
决 . 在 另 一 些 组 合 设计 中 也 有 类 似 的 子 设计 存在 问 
题 . 例如 ,可 分 解 BIBD 设计 、 正 交 拉 了 丁 方 . 罗 姆 方 
等 ， 

覆盖 设计 (covering design) :设计 的 一 种 推 
广 . 设 XX 为 v 元 集 , 多 为 X 的 某 些 衣 元 子 集 的 族 ， 
E X 的 任 一 1 元 子 集 至 少 包含 在 多 的 4 个 成 员 ( 区 
组 ) 中 ， pdt Z8) t- Co k DEBBI. t Coh, 
4) 设计 也 是 一 盖 设 计 . 

Dna vok A, t-(v.k ARR 
FF TE B3] Sc /]N BX 2H CBS A Be BLT Ci Co kot). 有 
关系 式 CQ, b t)SBwv.kot) ,其 中 

B,(v,k,t) 

HRS PSHE T TT 
这 里 [x1 表示 不 小 于 x 的 最 小 整数 . ASE 
(Hanani, H. ) 证 明 ; 对 每 一 正 整 数 和 A 及 v 宇 3 有 
Ci(v,3,2)= 二 B.C(v,3,2) 十 e, 其中, 当 A(v 一 1) 夺 
0Cmod 2) H v=A=2 (mod 3) Bf e= 1, Fl] e=0. HK 
JR A (Mills , W. H. ) A XT 8E— IE BR AR v4 给 
出 了 覆盖 数 C;(v,4,2) 的 确切 值 . 5 £23 时 ,Ci(v， 
4,3) — Bio, 4, 32 , $ P vz57 (mod 12). 

eB (covering number) ” 见 “ 有 覆盖 设计 ”. 

填充 设计 (packing design) 上 设计 的 一 种 推 
广 . 设 X 为 六 元 集 , 多 为 和 的 某 些 & 元 子 集 的 族 ， 
E X 的 任 一 上 元 子 集 至 多 包含 在 多 的 4 个 成 员 ( 区 
组 FP BER CX 452) Ng t- Co b DATEI. t- Cos E, 
人) 设计 也 是 一 个 填充 设计 . 对 给 定 的 参数 1,v,k,4， 
使 t-(v,k,4) 填 充 设 计 存 在 的 最 大 区 组 数 称 为 填充 
数 , 记 为 Dilv,k, t) 有 关系 式 Dilvs Bo tO S 
EC 

Ji(v,k,t) 


Dp] Ut li 
=e ie oe eL 
这 里 Le] 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 . 填充 设计 对 编 
码 理论 有 重要 的 应 用 . 事实 上 ,填充 数 Di(z,,2) 就 
EFK v, 极 小 距离 为 2(& 一 1) 且 码 字 重量 均 为 & 的 
二 元 码 的 最 大 码 字 个 数 . 4 t=2 K k=3,4 RE 
数 DPC,:z) 的 确切 值 已 经 得 到 . 

SAFER (packing number)” 见 “填充 设计 ”. 

G 设计 (G-design) 平衡 不 完全 区 组 设计 的 一 
种 推广 . 设 C 是 有 个 顶点 且 无 孤立 点 的 简单 无 问 
图 ,4K, 是 nn 个 顶点 的 4 重 完全 无 癌 图 , 重 边 看 做 不 
同 的 边 , 奉 该 完全 图 能 分 解 成 硅 干 个 无 公共 边 的 子 
图 ,每 一 个 都 与 G 同 构 , 则 称 这 样 的 分 解 为 一 个 图 
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设计 , 记 为 4,k,A)G Wit. 当 G=K 时 ,一 个 x,k， 
DG 设计 就 是 一 个 (x,k,4)-BIBD. 图 设计 可 以 看 成 
BIBD 设计 的 区 组 中 引入 点 之 间 的 某 种 邻接 关系 后 
的 推广 . 这 些 同 构 子 图 称 为 G 区 组 . 当 G 为 有 问 图 
时 ,将 AK, 改 为 4 重 完 全 有 问 图 AK, ,可 类 似 定 义 
(nsk,A)G iit. = G Wc ih] Él H (n,k, AG 设计 存 
TER] An (n — 1)=0Cmod 2e) RH. A$0— 12250€mod 2), 
AP e 是 图 G 的 边 数 而 & 是 G 的 所 有 顶点 度数 的 
最 大 公 因 数 . 当 G AA mAH a, k, YG 设计 存在 
AY ,An(n— 1)=0(mode) ,A(n—1)=0(mod d*) H. 
A(n—1)=0(mod d`), 

APH e 是 图 G 中 弧 的 条 数 , 而 4d 5d 分 别 是 所 
有 顶点 的 出 度数 的 最 大 公 因 数 及 人 度数 的 最 大 公 因 
Sr. 

E KR (Hell, P. ) AB BE (Rosa, A. ) F 1972 年 首 
先 引 入 了 图 设计 这 一 概念 ,并 研究 了 (nn,k,4)Pi X 
计 的 存在 性 ,这 里 Pi 表示 个 顶点 一 1 条 边 的 路 . 
由 于 图 G 的 变化 千姿百态 ,G 设计 的 存在 性 研究 面 
广 量 大 .已 有 结果 大 多 是 关于 路 和 圈 这 些 简单 而 规 
则 的 图 G 的 ,只 有 当 & 较 小 时 才 考 察 所 有 可 能 的 图 
G, 而 完整 的 结果 仅 限 于 = 二 3,4 的 情形 . 图 设计 的 
直接 构造 方法 是 玻 色 (Bose,R.C. ) 的 对 称 重 差 法 的 
变形 ,而 递 推 构造 方法 则 主要 利用 多 部 完全 图 的 分 
解 . 与 BIBD 设计 的 情形 类 似 , 也 有 可 分 解 性 问题 以 
及 平衡 图 设计 问题 . 


图 设计 (graph design) W,"G 设计 ” 
G 区 组 (G-block)” 见 “G Wit". 


平衡 G iit (balanced G-design) 一 类 特殊 的 

G 设计 . 奉 在 一 个 C 设计 中 每 个 顶点 在 G 区 组 中 出 
现 的 次 数 都 相同 , 则 称 该 图 设计 是 平衡 G 设计 . 当 C 
为 正则 无 向 图 ( 即 顶 点 的 度数 均 相 同 的 图 ) 或 强 正则 
有 向 图 ( 即 每 个 顶点 的 出 度数 和 入 度数 为 同一 个 常 
数 的 图 ) 时 ,G 设计 总 是 平衡 的 .平衡 G 设计 的 参数 
除 必须 满足 一 般 G 设计 的 必要 条 件 外 ,还 必须 满足 
进一步 的 条 件 ; 当 G 为 无 向 图 时 ,应 有 

Ak(n—1)=0(mod 2e) ; 
4G 为 有 向 图 时 ,应 有 

Ab Cn — 1) 250C€mod e). 
当 G 为 & 个 顶点 & 一 1 条 边 的 路 或 星 形 图 时 ,平衡 
(nk AG 设计 存在 的 必要 条 件 也 是 充分 条 件 . 当 3 
«x5 AG 为 无 向 图 时 ,平衡 (n,k,4)G 设计 的 存 
在 性 也 已 得 到 完全 解决 . 

带 洞 G iit (G-design with holes) Jha 

图 设计 . 用 于 递 推 构 作 G 设计 的 一 类 辅助 设计 . 设 
AK, no EA Eh 部 无 向 完全 图 ,顶点 集 XX 划分 为 
互 不 相交 的 Xis X200 Xr E 

|X;| = n, 
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Wt G 为 & 个 顶点 且 无 孤立 点 的 无 向 简单 图 . 若 该 多 
部 完全 图 能 分 解 成 若干 个 无 公共 边 的 子 图 ,每 一 个 


”都 与 G 同 构 , 则 称 这 样 的 分 解 为 一 个 带 洞 (n,k,A)G 


BIT > PR ne om) AR. 这 样 的 G 设计 可 以 
看 做 4K, 的 通常 G 设计 中 带 有 一 些 洞 Xi Xon 
Xr, 5 GSK, 时 这 些 洞 实际 上 是 可 分 组 设计 的 组 . 
若 每 个 顶点 在 G 区 组 中 出 现 的 次 数 相同 , 则 称 这 种 
带 洞 图 设计 是 平衡 的 . 利用 带 洞 图 设计 可 以 递 推 地 
构造 图 设计 . EEN J Ou in; t tn) EY Yel (nk 
DG 设计 , 且 对 每 OSSA) TETE Qu d- e, k, AG 设 
it, HP e=0 R1, WEF Etek, AG 设计 . 特别 


地 FE ELE HU d, DEEH N OL k, AG UE 


计 , 且 存在 平衡 的 (十 e,k,24)G BH 60 x 
1 , 则 存在 平衡 的 (hl 十 e,k,4)G Bit. 对 于 有 向 图 情 
形 , 也 可 类 似 定义 带 洞 图 设计 概念 ,并 且 , 有 相应 的 
递 推 构造 图 设计 的 方法 . 

寓 洞 图 设计 (graph design with holes) 
洞 G 设计 ”. 

完全 门 德尔 森 设 计 (perfect Mendelsohn desi- 
gn) 一 种 特殊 类 型 的 图 设计 . 以 Ci ik SR k 
条 弧 的 有 向 圈 , 称 (2,,A)C 设计 为 门 德尔 森 设计 ， 
简 记 为 (2,&y,A)-MD. 知 对 每 一 个 rG 委 r 委 & 一 1) 以 
及 对 任意 两 个 相 异 顶点 x 和 yy, 某 个 x,k,4)-MD 中 
恰 有 4 个 G 区 组 含 x 及 y, 使 每 一 个 这 样 的 有 问 圈 
rh A xz By 的 有 向 距离 为 r, 则 称 该 MD 为 完全 门 
德尔 森 设 计 , 记 为 (n,k,4)-PMD. 若 忽 略 掉 G 区 组 
中 顶点 之 间 的 邻接 关系 而 将 G 区 组 看 做 顶点 集 的 
一 个 子 集 ,; 则 从 一 个 (x,k,4)-PMD 可 以 得 到 一 个 
(n ,k, ACE — 1)D- BIBD. 另 一 方面 ,从 每 一 点 开始 按 G 
区 组 的 有 向 圈 方 向 写 下 所 有 个 顶点 作为 正 交 表 的 
一 行 ,这 样 可 得 hn(n 一 1) 个 行 ,再 添上 4 个 形 如 zz 
… 工 行 , 这 里 zz 取 遍 ?个 顶点 ,于 是 ,可 得 一 个 正 交 
XOA (Gn? ,2 2). 特别 地 , 24 (n, 5, 10-PMD 存在 
时 ,也 存在 OA (n,k) ,这 等 价 于 有一 2 个 nn 阶 相互 正 
交 拉 丁 方 的 存在 性 . 因此 , (6,5,1)-PMD 与 (6,6， 
1)-PMD 都 不 存在 . 门 德尔 森 (Mendelsohn, N. S. ) 
证 明 ;(n,3,4)-PMD 存在 的 充分 必要 条 件 是 

An(n—1)=0(Cmod 3) H. CÓ 22775 (6,1). 

他 还 首先 研究 了 (n,4,1)-PMD, 指 出 这 样 的 设计 等 
价 于 满足 拟 群 恒等式 yr. ry—r 的 一 个 BES 
JU 8E. AAT, 34 &—4,5 时 ,(n,k,4)-PMD 的 存在 性 
已 基本 解决 . 

门 德 尔 森 设计 (Mendelsohn design) MHE 
门 德尔 森 设 计 ”. 

可 分 解 PMD (resolvable PMD) 一 类 图 设计 . 
若 一 个 图 设计 的 G 区 组 全 体 可 以 划分 为 一 些 G 区 
HTE ,使 每 个 这 样 的 子 集 含 每 个 顶点 恰 一 次 , 则 称 
该 图 设计 是 可 分 解 的 . 当 可 分 解 的 (n,k,A)G 设计 存 


即 "M 


在 时 , 必 有 7 三 0(modk). 对 于 52:1 node) H} (n,k, 
DG 设计 , 若 它 的 G 区 组 全 体 可 以 划分 为 一 些 G 区 
组 子 集 ,使 对 每 个 这 样 的 子 集 存在 一 个 项 点, 除 这 顶 
点 以 外 的 每 个 顶点 在 该 子 集中 恰 出 现 一 次 , 则 称 这 
样 的 图 设计 是 准 可 分 解 的 .可 分 解 的 和 准 可 分 解 的 
PMD 统称 可 分 解 PMD, 记 为 RPMD. 关 于 (n,k,4)- 
RPMD 的 存在 性 ,目前 比较 完整 的 结果 仅 限 于 
k=3. 

准 可 分 解 PMD (guasi-resolvable PMD) W 
“可 分 解 PMD”. 

WE xxu BR BE Steiner k-cycle system) 一 
类 特殊 的 图 设计 . 以 Ci RAN I BA ERR KIO A 
向 图 , 若 对 任意 xr(l1 志 7 过 k/2) 以 及 任意 两 个 相 异 顶 
点 ,在 某 个 (n,k,1)Ci 设计 中 恰 有 一 个 圈 仿 这 两 个 
顶点 且 使 它们 在 该 圈 中 的 距离 为 7, 则 称 该 图 设计 
为 施 泰 纳 图 系统 , 记 为 SCS(n,k). 一 个 SCS(n,3) 
即 为 通常 的 STS(n), 而 一 个 SCS(n,4) 就 是 一 般 的 
(n,4,1)C, 设计 . 

当 训 为 奇数 时 , 若 忽 略 掉 SCS (n,k) A G 区 组 
中 顶点 之 间 的 邻接 关系 而 将 G 区 组 看 做 顶点 集 的 
一 个 子 集 , 则 从 一 个 SCS(n,k) 可 以 得 到 一 个 

(n b, Ck — 1)/2)-BIBD. 

由 于 (15,5,2)-BIBD 不 存在 ,所 以 SCS(15,5) 也 不 
存在 . 除 这 一 例外 ,SCS(n,5) 存 在 的 必要 条 件 n=l, 
5 (nod 10) 也 是 充分 条 件 . 史 汀 生 (Stinson,D. R. ) 与 
ae OK PK m CTeirlink, L. ) 48 1H: 204 k 为 奇数 时 ， 
SCS (n 5k) uf FH-T — 28 oF 853 [n] RR ep En Jp 9 77 SE. fB 24 
k>5 时 ,SCSQ(n,k) 的 已 知 结果 其 少 . 4k 为 奇数 时 ， 
车 存在 一 个 SCS (n,k), 则 将 每 个 圈 Ci 按 两 个 方向 
定向 得 两 个 C, 所 有 这 些 有 向 圈 构 成 一 个 (xn,k,1)- 
PMD. 由 此 得 SCS(n,&) 与 正 交 拉丁 方 的 关系 (参见 
“完全 门 德尔 森 设 计 ”). 

门 德尔 森 三 元 系 (Mendelsohn triple system) 
一 类 组 合 构 形 . B (01,3, DC, Rit. HG 含 三 个 顶点 
Ly HE ZÆ, y), Cysz), (zz), WEK G 为 
可 迁 三 元 组 ,而 称 (x,3,1)G 设计 为 可 迁 三 元 系 . 这 
HAZTA MTS) k TTS). CNE 
在 的 必要 条 件 为 n=0,1(mod3), R MTSO) RFE 
在 外 ,这 个 必要 条 件 也 是 充分 条 件 . 与 STS) BS f 
ADM. SE] MTS GO 及 TTS) 也 讨论 大 集 的 问题 . 
若 T(X) 是 nn 元 集 X 的 全 部 可 迁 三 元 组 的 集 , 则 

IT(X)|=n(n—1)(n— 2). 

—^- TTSQD& n(n—1)/3 个 可 迁 三 元 组 . 若 T(X) 
可 以 划分 为 3(n 一 2) 个 子 集 , 使 每 个 子 集中 的 n(n 一 
1)/3 个 可 迁 三 元 组 正好 是 一 个 TTS(n) 的 全 部 可 迁 
三 元 组 , 则 称 7(X) 的 这 个 划分 为 TTSQ() 的 一 个 大 
集 , 记 为 LTTS(n). 已 经 证 明 LTTS(n) 存 在 的 充分 
必要 条 件 为 xn 三 0,1 (mod3),n 宇 3, 这 由 林 德 纳 


组 合 dx H 


(Lindner,C. C. ) 等 人 于 1983 年 开始 研究 ,是 由 中 
国 的 康 庆 德 等 人 最 后 完成 . 关于 MTS() 的 大 集 已 
有 不 少 结果 ,但 尚未 最 终 解 决 . 

RE nesting) 由 已 知 图 设计 构造 新 的 图 设 
计 的 一 种 方法 . 以 Ci 表 & 个 顶点 & 条 边 的 无 向 圈 ， 
以 SR kt PWR k RUE. 针对 一 个 
(nk DC, 设计 存在 一 个 映射 f, 将 每 个 圈 B 映 为 
不 在 B 中 的 某 个 顶点 1(B), 并 且 使 所 有 的 星 形 图 
Kai BK a D AMAR VBU SB) CER 
一 个 ,十 1,1)Siii 设 计 , 则 称 映 射 f ERE. 
34 (n,k, 1)Ci BEIT A te E BRT YT» PRK RP FE TK 
套 的 . AAW KRR kH 个 顶点 2k 条 边 的 轮 形 无 
re] Fg SY Jk — 4S BT CE B On, 10 C, 设计 可 得 到 一 
A Cnsk+1,2)W d. — 8 GO 5,10C, Wit nl x 
E BJ X AE UE an =1 (mod 22). £ YJ 4 (Stinson, 
D. R. ) T 1985 年 证 明 : 当 =3 时 ,这 一 必要 条 件 也 
是 充分 条 件 . 史 汀 生 等 人 还 证 明 :对 每 个 整数 & 之 3， 
除了 至 多 13 个 可 能 例外 的 nn 值 ,这 个 必要 条 件 也 是 
充分 条 件 . 

着 色 设 计 (coloured design) 一 种 特殊 类 型 的 
图 设计 . 设 对 K, RH c 种 颜色 C, C, *,C, 将 边 着 
BUS n 的 最 大 公 因 数 ， 


(fe 


将 4K, 中 连结 任意 两 个 顶点 的 4 条 边 中 的 ni/g 条 
AEC Br B AIDA E o Kn A EC K, 可 以 分 解 
为 右 干 子 图 ,使 每 个 子 图 都 与 G 同 构 (连同 着 色 )， 


则 称 这 样 的 分 解 是 一 个 着 色 设 计 . 当 c=1 时 ,一 个 


(nk WG 设计 就 是 一 个 (xn,k,1)-BIBD. 当 k= 
4,c—2 并 使 着 色 C. 的 边 形成 长 为 INE. AAC, 
的 边 形成 一 个 星 形 图 , 则 一 个 着 色 设 计 中 长 为 3 的 
圈 形 成 一 个 STS(n) ,而 第 二 种 颜色 的 星 形 图 形成 该 
STSGO RB] —4 HERE CB IL" BER. 5 R=4, H (a,b, 
cod} EK, WW (a56}, (csd €& Ci, {asc}, {b,d} 
* C: m lasd}, {bs 着色 Cs, 利 用 相应 的 着 色 设 
计 的 C 区 组 定义 顶点 集 上 的 一 个 寡 等 拟 群 ,使 
a° b=c,b ° a=d,c ° d=a,d ° c=b, 

WU 3 E E UL EE A E MEE ER xy * yr OB 
“HABE”. 从 着 色 设 计 还 可 得 到 别 的 类 型 的 组 合 设 
计 , 因 此 ,着 色 设 计 在 一 定 程度 上 起 着 统一 不 同类 型 
的 设计 的 作用 .对 =4 及 各 种 可 能 的 着 色情 况 , 着 
色 设 计 的 存在 性 已 基本 解决 . 

部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 (partially balanced 
incomplete block design) 平衡 不 完全 区 组 设计 的 
一 种 推广 . 简 记 为 PBIBD. 它 是 基于 结合 方案 的 概 
S, 最早 由 玻 色 (Bose,R.C. ) RAK (Nair, K. R. ) 
于 1939 年 提出 .车 S={51,52，,… ,5,) 为 一 v 元 集 , 且 
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GS XSON(GG S2 15€ S) BL XJ m 个 两 两 不 相交 的 非 


空子 集 Ris Rosts Rm 的 并 , 则 称 R; 为 结合 关系 . A 
诸 关系 R ME: 

l. 每 一 关系 R; 是 对 称 的 ， BD 4 (z,w ER; 时 必 
A Cysx)ER,. 


2. X] S 中 的 每 个 元 zx, 与 x 有 第 i 种 结合 关系 
的 元 y 的 个 数 , 即 |{yES1(z,y)ER;}) | 只 依赖 于 
与 x 的 具体 选择 无 关 , 此 数 记 为 n. 

3. 设 r+,y 有 第 i 种 结合 关系 , 则 与 x 有 第 j 种 
结合 关系 且 与 y 有 第 种 结合 关系 的 元 zx 的 个 数 
pn 只 依赖 于 数 i1,j7,k, 而 与 x,y 的 具体 选择 无 关 ， 

则 称 集 5S 连同 诸 关 系 R; 为 一 个 具有 m 个 结合 类 
(或 关系 ) 的 结合 方案 . HRM venis pa(1x& ,jkxim) 
称 为 该 结合 方案 的 参数 . EE S 的 元 称 为 处 理 . 

设 v 元 集 S 上 有 m 个 结合 关系 ROS Sm) 
结合 方案 , 且 S 上 的 一 个 区 组 设计 有 2 个 区 组 , 若 每 
个 区 组 大 小 为 k,S 中 任 一 元 恰 在 -> 个 区 组 中 出 现 ， 
并 且 任 意 两 个 有 第 i 种 结合 关系 的 元 恰 同 时 出 现在 
个 区 组 之 中 , 则 称 该 区 组 设计 是 一 个 具有 m 个 结 
合 类 的 PBIBD 设计 . 诸 数 5,v,r,k,A,ni, paai, 
jok<m) RA PBIBD 设计 的 参数 . 当 A —A—— 
A, =A 时 ,PBIBD 设计 就 是 一 个 (v,k,4)-PBIBD. 在 
试验 设计 中 ,PBIBD 设计 被 用 来 安排 试验 的 方案 ， 
其 中 有 两 个 结合 类 且 参 数 较 小 的 PBIBD 设计 最 为 
有 用 ,它们 的 存在 性 及 构造 已 有 表 可 查 . 结合 方案 与 
一 类 结合 的 交换 代数 有 关 , 称 为 结合 方案 的 玻 色 - 梅 
斯 纳 代数 . 最 重要 的 一 类 结合 方案 与 编码 理论 有 关 ， 
称 为 汉 明 结合 方案 . 男 一 类 结合 方案 与 强 正则 图 关 
系 密切 , 称 为 度量 方案 . 此 外 还 有 三 角形 结合 方案 等 
其 他 类 型 的 结合 方案 . 按 结合 方案 的 类 型 ,具有 两 个 
结合 类 的 PBIBD 设计 可 分 为 可 分 组 PBIBD 设计 、 
三 角形 设计 、 拉 丁 方 型 设计 等 . 利用 有 限 域 上 向 量 空 
间 以 及 利用 多 种 有 限 几 何 ( 辛 几何 、 西 几何 、 正 交 几 
何等 ) 构 造 结 合 方案 和 相应 PBIBD 设计 在 中 国有 比 
Ax i5 EK B) EAE , 它 起 源 于 班 成 的 工作 , 而 万 哲 先 等 人 
则 做 了 较为 系统 的 研究 (参见 “有 限 几 何 ”). 

结合 方案 (association scheme) 一 集合 的 一 类 
划分 . i o TES 上 的 结合 方案 有 结合 关系 R.R, 
Ri (参见 “部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 ”). 若 定义 
EE D; 使 得 当 S 中 第 ;及 第 :个 元 有 第 i 种 结合 关 
AM D; 的 第 s £T t 列 元 为 1, 否则 为 0, 则 称 D; HA 
BRE. 每 个 结合 矩阵 必 为 对 称 和 矩阵 ， 


I+ XD =J, 


这 里 7 为 单位 阵 ,J 是 元 素 全 为 1 的 矩阵 . D =I, 
还 有 


DD, = > Pap, = D,D;; 
i=0 
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其 中 p5—njó5.p5—9;— Po Di, Distt D, 是 实数 
域 上 的 mm 十 1 个 线性 无 关 的 v 阶 和 矩阵 ,它们 张 成 v 
Bit He BE ARRAY om +1 维 子 代数 ,这 个 代数 是 结合 且 
交换 的 , 称 为 该 结合 方案 的 玻 色 - 梅 斯 纳 代数 ， 

玻 色 - 梅 斯 纳 代 数 (Bose-Mesner algebra) — WW, 


“结合 方案 "和 “部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 ”. 


可 分 组 设计 (Cgroup divisible design) 一 类 设 
ib. 指 有 两 个 结合 类 的 PBIBD 设计 . RER S AE 
不 相交 的 大 小 均 为 n 的 hh 个子 集 组 成 ,每 个 子 集 称 
为 一 个 组 . 大 两 个 点 属于 同一 个 组 , 则 称 为 有 第 一 种 
结合 关系 ,否则 , 称 为 有 第 二 种 结合 关系 .相应 的 
PBIBD 设计 称 为 可 分 组 PBIBD 设计 . 34 A, =O FY, 
便 得 到 通常 的 可 分 组 设计 GDD[L (k} ,Nh,(n});nhj. 
依 参 数 情 形 , 可 以 把 可 分 组 PBIBD 设计 分 为 三 类 : 
M R—AQ—OBDSERAOJAPREBUJINM4r—ACD0Hrk—vA 
二 0 AY. AK ESAs MP r—A, > H rk—va,>0 
时 , 称 为 正规 的 . 

三 角形 设计 (triangular design) 一 类 PBIBD 
设计 . 它 有 两 个 结合 类 . 设 v=n(n 一 1)/2,S= {xi， 
Lost oy} RES 中 的 vv 个 元 以 某 种 次 序 放 在 一 个 
阶 方 阵 的 右上 角 ,左下 角 则 放 相 应 元 素 使 该 方 阵 为 
对 称 方 阵 , 对 角 线 位 置 则 空 着 . 24 S 中 的 两 个 元 c; 
与 x; 出 现在 方 阵 中 的 同一 行 或 同一 列 时 , 称 它 们 有 
第 一 种 结合 关系 ;否则 , 称 它 们 有 第 二 种 结合 关系 . 
这 样 便 得 到 S 上 有 两 个 结合 类 的 结合 方案 , 称 为 三 
角形 结合 方案 . 集 $ 中 相应 的 PBIBD 设计 称 为 三 角 
形 设 计 . 三 角形 结合 方案 的 参数 由 确定 : 当 n 冯 8 
时 ,三 角形 结合 方案 是 在 同 构 意 义 下 由 参数 惟一 确 
定 的 ; 当 n==8 时 , 则 不 惟一 . 

拉丁 方 型 设计 (Latin square type design) 一 
类 具有 两 个 结合 类 的 PBIBD 设计 . 设 有 i 一 2 个 相 
两 个 位 置 落 在 同一 行 或 同一 列 , 或 者 在 某 个 拉丁 方 
中 这 两 个 位 置 上 的 元 素 相同 , 则 称 它 们 有 第 一 种 结 
合 关 系 ; 否 则 , 称 它 们 有 第 二 种 结合 关系 . 这样 得 到 
4 S 上 有 两 个 结合 类 的 结合 方案 , 称 为 拉丁 方 型 结 
合 方案 .S 上 相应 的 PBIBD 设计 称 为 拉丁 方 型 设 
计 , 简 称 工 ; 型 设计 . 

L: 型 设计 (L type design) 
ir". 

循环 型 设计 (cyclic design) 一 类 具有 两 个 结 
合 类 的 PBIBD 设计 . 以 Z, WR v 整数 加 群 , 元 素 为 
0,1,*,v—1. 8 didi, sd, 是 Z, 中 两 两 相 异 的 
非 零 元 ,以 AD id n(n— D à di—d; HAAG, j= 
1,2,**n,iz D.D-—ídidi7.d,j. WR D PRT 
元 在 AD 中 恰 出 现 KR, M ZADU (0)) rP & 70 
在 AD PIG HBL 8 次 ,并 且 如 果 对 每 个 d; € DA 


见 “ 拉 丁 方 型 设 


—d;€ D, 则 可 由 集合 规定 结合 方案 : 当 Zu 中 两 
个 元 的 差 在 D 中 时 称 为 有 第 一 种 结合 关系 ,否则 有 
第 二 种 结合 关系 . 这 样 的 结合 方案 称 为 循环 型 结合 
方案 ,相应 的 PBIBD 设计 称 为 循环 型 PBIBD 设计 . 

iX BB £& & 7; 3€ (Hamming association scheme) 
亦 称 超 立 方 体 结 合 方案 . 一 类 度量 方案 . 设 Ha,g) 
是 一 个 g 元 集合 上 的 有 个 分 量 的 有 序 组 的 全 体 . 
奢 两 个 有 序 组 恰好 在 i 个 位 置 上 的 分 量 不 同 , 则 称 
它们 的 汉 明 距离 为 ,将 五 (mm,q) 取 作 处 理 的 集合 ， 
两 个 有 序 组 的 汉 明 距离 为 i 时 称 它们 有 第 i 种 结合 
关系 , 便 得 到 具 9 个 处 理 及 nn 个 结合 类 的 结合 方 
案 , 称 为 汉 明 结合 方案 . 例 011 111 
W, 4 n—3Hqgq-2H8 1X 
明 方 案 可 用 右面 的 立方 体 
表示 . 立方 体 的 8 个 顶点 表 
示 方 案 的 8 个 处 理 . 从 顶点 
zr 到 顶点 y ECTS: 
条 边 , 则 表示 处 理 z 与 处 理 y 有 第 i 种 结合 关系 . 汉 
明 结 合 方案 中 的 一 个 子 集 称 为 一 个 码 , 因 此 汉 明 结 
合 方案 在 编码 理论 中 有 重要 的 应 用 . 

超 立 方 体 结合 方案 (hypercube association 
scheme) 即 “ 汉 明 结 合 方案 ” 

2^ ag ^E £& & 7j 38 (Johnson association scheme) 
亦 称 三 角形 结合 方案 . 一 类 度量 方案 . 设 kv/2, 以 
J Co, KiddE v 元 集 的 & 元 子 集 的 全 体 . 若 当 两 个 
k 元 子 集 的 交 为 k—i 元 子 集 时 ,规定 它们 有 第 i 种 


结合 关系 , 则 Jw DRA 


000 100 


“| 个 处 理 及 个 结合 类 


的 结合 方案 , 称 为 约翰 生 结 合 方案 . 4-248 
生 结 合 方 案 即 为 三 角形 设计 中 的 结合 方案 . ARE 
结合 方案 在 编码 理论 中 也 有 重要 应 用 ,例如 ,每 一 个 
等 重量 码 都 可 看 做 某 个 约翰 生 结 合 方案 中 的 子 集 . 

三 角形 结合 方案 (triangular association sche- 
me) ” 即 “ 约 翰 生 结合 方案 ”. 

度量 方案 (metric scheme) 一 类 结合 方案 . E 
由 距离 正则 图 定义 . 若 古 为 直径 4 的 距离 正则 图 ， 
规定 两 个 项 点 的 距离 为 i 时 它们 有 第 i 种 结合 关 
系 , 则 在 研 的 顶点 集合 上 有 一 个 4 个 结合 类 的 结合 
方案 , 称 为 度量 方案 .许多 最 重要 的 结合 方案 都 是 度 
量 方案 . 例如 , 具 两 个 结合 类 的 结合 方案 一 定 是 度量 
方案 . 汉 明 结合 方案 与 约翰 生 结 合 方案 也 都 是 度量 
方案 .但 是 ,并 非 所 有 的 结合 方案 都 是 度量 方案 . 

距离 正则 图 (distance-regular graph) 一 类 与 
结合 方案 有 关 的 图 . 设 本 是 一 个 连通 图 ,有 w 个 项 
点 ;无 环 边 及 重 边 . 矿 中 两 顶点 间 的 距离 是 连结 这 两 
点 的 最 短路 所 含 的 边 数 .本 中 任意 两 个 顶点 之 间距 
离 的 最 大 值 称 为 本 的 直径 . EXT PESA k KHE 
意 两 个 顶点 x,y, 与 x 的 距离 为 i 且 与 y 的 距离 为 7 


组 & dE df 


的 顶点 之 的 个 数 是 一 个 常数 Cis , 5 Tsy 的 选择 无 
关 , 则 称 工 为 距离 正则 图 . 直径 为 2 的 距离 正则 图 
称 为 强 正则 图 . 

强 正 则 图 (strongly distance-regular graph) 
见 “ 距 离 正 则 图 ”. 

张 图 (Chang graphs) 一 种 重要 的 图 组 ,由 张 
里 千 于 1960 年 发 现 , 它 是 与 三 角形 图 T (8) 具有 相 
同 参数 但 互 不 同 构 的 三 个 强 正则 图 . 三 角形 设计 中 
所 出 现 的 结合 方案 是 一 个 约翰 生 结 合 方案 J 2), 
因而 是 一 个 度量 方案 (参见 “度量 方案 ”) ,相应 的 距 
离 正 则 图 是 强 正则 图 , 记 为 了 (n), 称 为 三 角形 图 . SK 
里 千 于 1959 4F EE X & (Hoffman, A. J. )7F 1960 年 
证 明 ; 若 厂 为 与 三 角形 图 了 (mw) 有 相同 参数 的 强 正 
WA W 578 时 , 研 与 (4) 同 构 . 4 n=4,5,6,7 
时 ,上 述 结论 也 成 立 . KPH: Bon = 8 时 , 除 
7 (8) 外 , 恰 有 三 个 与 了 (8) 有 相同 参数 但 不 同 构 的 
强 正则 图 ,通常 记 为 T' (D T" (ED E T" CED ,它们 被 
称 为 张 图 ,名 称 由 此 而 来 . 

三 角形 图 (triangular graph) 见 “ 张 图 ” 

码 (code) 组 合 设计 的 一 个 重要 概念 . 它 是 为 
达到 信息 传递 的 可 靠 性 和 安全 性 等 目的 而 对 信息 所 
做 的 某 种 变换 . 在 无 线 电 通 信 中 需要 有 克服 天 电 干 
扰 的 措施 ,特别 在 宇航 通信 中 更 为 突出 , 纠 错 码 主要 
用 于 抗 干扰 的 要 求 . 另 一 方面 ,在 军事 、 外 交 及 商业 
方面 ,要 求 信 息 传递 过 程 中 的 保密 性 ,这 类 码 就 是 密 
码 . 分 组 码 是 一 类 重要 的 纠 错 码 . 设 Q 为 9 元 集 ,Q@Q" 
=QXQX XQ 为 笛 卡 儿 积 集合 . Q" 的 一 个 非 空 
真子 集 C 称 为 一 个 9 元 分 组 码 , 简 称 码 . 当 |C|=1 
时 , 称 这 个 码 是 平凡 的 . 称 Q 为 字母 表 , 而 称 Q" 的 
元 为 字 或 向 量 , 称 C 的 元 为 码 字 ,n 为 字 长 . 当 |C|= 
M 时 , 称 C 为 g 元 ,MM) 码 . 伪 随 机 码 则 用 于 密码 . 
在 经 典 密码 体制 中 加 密 密 钥 同时 又 是 解密 密 钥 , 因 
而 称 为 单 钥 体制 . 在 现代 的 公开 密 钥 体制 中 则 每 个 
通信 者 拥有 两 个 密 钥 ,其 中 加 密 密 钥 是 公开 的 ,只 需 
将 解密 密 钥 严格 保密 . 虽然 人 类 在 通信 中 采用 种 种 
明码 和 密码 的 历史 相当 久远 ,但 编码 理论 可 以 认为 
是 在 电子 技术 飞速 发 展 以 后 ,针对 当代 数字 通信 和 和 
数字 存储 等 的 具体 需要 ,于 20 世纪 50 年 代 发 展 成 
为 一 门面 目 全 新 的 应 用 数学 ,目前 已 有 丰富 的 内 容 . 
随 着 近 20 年 来 组 合 设计 理论 的 迅猛 发 展 , 码 与 设 
计 、 密 码 与 设计 之 间 的 相互 联系 已 经 受到 特别 的 关 
TE. 以 促进 和 发 展 这 种 相互 联系 为 宗旨 的 一 份 新 的 
国际 性 杂志 《设计 、 码 与 密码 》 已 于 1991 Æ pt. 


分 组 码 (block code) — Ji" gg". 

平凡 码 (trivial code) 见 “ 码 ” 

伪 随 机 码 (pseudo random code) 见 “ 码 ”. 
汉 明 距离 (Hamming distance) 为 刻画 纠 错 码 


的 纠 错 能 力 所 需 要 的 一 种 度量 . 设 并 一 Cy Tp 
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La) Y= YY dn) EAT FW d(x,y) 记 相 异 
7r E BP RC. BD SS GT neni y HEM, HK 
xU UOS AE SIF y 的 汉 明 距离 ,简称 距离 . 在 一 
个 非 平 凡 码 C 中 , 任 两 个 码 字 间距 离 的 最 小 值 称 为 
码 C 的 极 小 距离 . 码 C 的 极 小 距离 是 衡量 它 的 检 错 
能 力 和 纠 错 能 力 的 一 个 数 . 例如 ,一 个 极 小 距离 为 
2e 十 1 的 码 用 于 数字 通信 时 , 即 可 检查 出 含 于 接收 
信息 中 的 2e 个 差错 又 能 纠正 e 个 差错 . 24 0— (0,0, 
,0) EC 时 , 称 d(x,0) 为 码 字 zz 的 重量 , 记 为 

wlr). 5 C 中 所 有 非 零 码 字 的 重量 中 的 最 小 者 称 为 
码 C 的 极 小 重量 . 

极 小 距离 (minimum distance) 
m". 

BEN (minimum weight) WA HH EE ES ". 

YR AR FE (Singleton bound) ” 码 字 的 一 个 度 
E. 它 是 当 码 字 长 度 及 极 小 距离 给 定时 码 字 个 数 的 
一 个 上 界 . 通常 称 极 小 距离 为 4 的 g 元 (n,MM) 码 为 
4 元 (n,M,d) 码 ,使 (n,M,d) 码 存在 的 最 大 M 值 记 
为 A(n,q). 辛 格 尔 顿 界 指 出 :4A(n,d) 二 gq"+!1“. 关于 
A(n,q) 的 研究 是 组 合 编码 论 中 的 一 个 基本 问题 . 关 
于 A4(n,d) 的 确切 值 目前 所 知 其 少 ,大 量 的 工作 限 
于 确定 它 的 上 、 下 界 . 

iM ARSE (Hamming bound) ” 亦 称 球 填充 界 . 码 
字 的 一 个 度量 . 它 是 码 字 个 数 的 一 个 上 界 .对 Q" 中 
的 字 zx, 以 B,(z) 表 示 Q" 中 与 xz 的 距离 不 超过 7 的 
所 有 字 的 集合 , 称 为 以 z 为 中 心 r 为 半径 的 球 . 球 
B,(z) 中 所 含 字 的 个 数 与 z PRICK. A Vn, 
r). 事实 上 

V, (nr) = > (qn 


1=0 


“4 c 取 遍 一 个 (rn,M,2e 十 1) 码 的 所 有 码 字 时 ,MM 个 
BR B.(c) 两 两 不 相交 ,因此 ,有 MV, ne) Sg. FE, 
当 d=2e+1 时 ,对 M KÈK An, DANAK: 
A(n,d)<q"/V,(n,e). PON, 34 q=2,n=13,d=5 
时 , 因 Y:(13,2) 王 1 十 13 十 78 王 92, 从 而 有 

2 
92 
EK IH FE FF (sphere packing bound) 


TL OL BA FR 


AC13, 50 89. 


即 “ 汉 BA 
JH. 

支撑 集 (support) ” 码 字 的 一 个 度量 刻画 . Ce 
讨论 码 与 设计 关系 时 常用 到 的 一 个 概念 . 设 0EQ,z 
= 中 的 一 个 字 . x Hp AE 2 AE 
Pr XT We AB pr SEs BAe | 1<i<n,z; 70}, KH x 
的 支撑 集 . 因此 , 字 长 n 的 码 字 的 支撑 集 是 集合 {1， 
2,…,n) 的 一 个 子 集 , 它 的 基数 就 是 该 码 字 的 重量 . 
这 样 就 有 可 能 用 码 C 中 重量 为 vo 的 码 字 来 构造 
(new ADRS EAI” “ROU BB” 
和 “ 阿 斯 英 斯 - 马 特 森 定理 ”). 
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完全 码 (perfect code) 一 类 特殊 的 人 码 . 设 C 是 
一 个 gq 元 (n,2e 十 1) 码 ,大 每 一 个 字 恰 与 C 中 一 个 码 
FHER <e, MEC 为 完全 码 .C 是 完全 码 时 ,以 码 
字 为 中 心 e 为 半径 的 球 无 重 蕉 地 填 满 了 集合 QVE 
是 |1ClV,(n,e) 二 gq". 从 而 完全 人 码 是 达到 汉 明 界 的 g 
元 (n,2e 十 1) 码 . 当 q 为 质数 颇 时 非 平凡 的 完全 码 只 
REA q 765 (n— (q"—1)/(q4— 120, q^", 3) B, 二 元 
(23,2 ,7) 18 , & —76 (11,35, 5) f. TE de xx e AC 
TE, OP Bl ROA OL BAY . 7653: 3E 3 , I. — 76 KI 
i5. GC 为 二 元 (2e 十 1) 完 全 码 , 且 0— (0,0, , 
OCC WAAC 在 重量 为 2e 十 1 的 码 字 的 支撑 集 
的 全 体 构 成 集 们 ,2,…,n} 上 的 一 个 施 泰 纳 系 SCe 十 
1,2e 十 1,2). 例 如 ,由 二 元 (23,22,7) 戈 菜 码 可 以 得 
到 一 个 施 泰 纳 系 S C4.7,23). 

汉 明 码 (Hamming code)” 见 “完全 码 ”. 

X 3g (Golay code) ” 见 “ 完 全 人 码 ”. 

极 大 距离 可 分 码 (maximum distance separable 
code) JRR MDS 码 . 达到 辛 格 尔 顿 界 的 码 .者 M 
—q'7 Wr q 元 (x,M,d) 码 为 极 大 距离 可 分 码 . 
当 n 一 4d 十 1 二 2 时,g 元 (rn,g’,4d)MDS 码 的 存在 性 
等 价 于 ”一 2 个 9 阶 相互 正 交 拉丁 方 的 存在 性 . 当 C 
H Ln yk od 线性 码 时 (参见 “线性 码 ”),C 为 MDS 码 
的 充分 必要 条 件 为 4 二 n 一 十 1. MDS 线性 码 有 许 
多 有 趣 的 性 质 . 例如 ,MDS 线性 码 的 对 偶 码 也 是 
MDS 码 . 一 个 [n,k,dj 线 性 码 是 MDS 码 的 充分 必 
要 条 件 为 生成 矩阵 中 任意 & 列 均线 性 无 关 . 此 外 ,者 
在 射影 几何 PG(k 一 1,9) 中 存在 个 点 的 集合 S 使 
其 中 没有 个 点 位 于 同一 个 超 平面 内 , 则 存在 一 个 
Ln,k,d |MDS 码 . 

MDS 码 (MDS code) 即 “ 极 大 距离 可 分 码 ” 

线性 码 (linear code) 一 类 重要 的 码 . 为 便于 
编码 与 译 码 , 人 们 希望 码 C 具有 一 定 的 代数 结构 . 
取 字 母 表 Q@ H q MARIS, PR n 维 向 量 空间 .多 ? 
中 的 子 空间 C 为 gq TCR HERS. E CHER k, MER 
为 g 元 Ln,kj 线 性 码 . 当 C 的 极 小 距离 为 4 时 , 亦 称 
Aq 元 [Ln,&k,dj 线 性 码 . 由 于 Z 的 加 法 群 的 子 群 一 
定 是 子 空间 ,所 以 有 时 也 把 二 元 线性 码 称 为 群 码 . 

群 码 (group code) ” 见 “ 线 性 码 ”. 

循环 码 (cyclic code) 一 类 特殊 的 线性 码 . 设 C 
为 q 元 Ln,kj] 线 性 码 Say (dosdis san1) Æ C 中 的 码 
字 时 它 的 循环 移 位 (a,_1;,a0oyal1，,…,a,_;) 也 是 C 中 
的 码 字 , 则 称 C 为 循环 码 . 向 量 空间 入 ;与 剩余 类 
环 .Lxj/(x" 一 1) 之 间 存 在 一 个 向 量 空间 的 同 构 
对 应 .在 这 个 同 构 对 应 下 ,9 元 Ln,kj 循 环 码 C 惟一 
确定 了 多 ,Lxj/(x" 一 1) 中 的 一 个 理想 ,每 一 个 码 字 
A= (asais a-1) 惟 一 地 对 应 于 一 个 多 项 式 a Cr) 
=a tart aux" E Ca, aorta 
对 应 于 多 项 式 ra(zx) (modx" 一 1). 于是,g 元 [2 


循环 码 可 看 做 Lx ]/Czm — D rP y — 3828. x 
fOGO M RITE ERB n 次 本 原单 位 根 的 7, 的 扩 域 ， 
A S={sCE|f(s)=0) MRS HBF flo) HARE. 
利用 根 集 可 以 估计 码 字 f(x) 的 重量 ,从 而 提供 了 计 
算 循 环 码 的 极 小 重量 的 途径 . 归纳 地 定义 五 的 茶 个 
子 集 族 (这 些 子 集 称 为 SWR): 

1]1. €.. 

2.4; ACS,H AC.7 MEAS, Mj AL) (53) EZ. 

3. £i AC 4 H. CC ENO) , W CAE Y. 

Jb * pkt (van Lint,J. H. 2 RPK RR (Wilson, 
R. W. ) 于 1986 年 指出 :车 S 是 码 字 f(x) 的 根 集 ,4 
为 S 独立 集 , 则 f(x) 的 重量 不 小 于 14|. 

S 独立 集 C(S-independent set) Di," f& 3p gd". 

BCH 码 (BCH code) —2 REPK BS TEMS. it E 
AF, 上 多 项 式 之 一 1 的 分 裂 域 ,8 是 五 中 的 ”次 
ERAM. E a 元 L”&J] 循 环 码 C 的 每 一 个 码 字 
TE E "FH TR BP Bethe, B®, RK C Jj BCH #5, 
称 6 为 它 的 设计 距离 .设计 距离 为 6 的 BCH 码 由 首 
1 多 项 式 g(x) 的 售 式 组 成 ,其 中 g(x) 是 B pn, 
eS “的 极 小 多 项 式 的 最 小 公 售 式 , 该 码 的 极 小 
距离 d 250. 这 类 码 分 别 由 玻 色 (Bose,R.C. )、 雷 。 
乔 德 里 (Ray-Chaudhuri,D. K. ) 于 1960 年 及 霍 昆 格 
tl (Hocquenghem, A. ) F 1959 年 独立 地 发 现 , 因 此 
称 为 BCH 码 . 

生成 矩阵 (generator matrix) 线性 码 的 一 种 
表示 .9 元 Ln,&j] 线 性 码 C 的 一 个 生成 矩阵 是 有 限 域 
多 ,上 的 一 个 Xn 和 矩阵 ,其 行 向 量 构成 子 空间 C 的 
一 组 基 . 设 C 与 C' 是 两 个 4 元 线性 码 ,C 与 C 分 别 
为 生成 矩阵 , 若 存在 置换 P 使 G=G'P, 则 称 C 与 
CAS tris. 在 等 价 意义 下 ,每 个 q 元 Ln,kj 码 有 一 
个 形 为 LI 4j] 的 生成 矩阵 ,这 里 T, 是 阶 单位 矩阵 ， 
A 是 一 个 &X (n 一 &) 阵 . 当 Ln,kj] 码 C 有 生成 矩阵 
[I, A] 时 ,其 对 偶 码 C- 有 生成 矩阵 [一 4 La]. B 
于 F,[zx]/(x" 一 1) 是 主 理想 环 ,所 以 每 个 g 元 
[n,k JER C 由 C 中 次 数 最 低 的 首 1 多 项 式 gla) 
的 倍 式 组 成 , 称 g (zx) 是 该 循环 码 的 生成 多 项 式 . 由 
此 可 得 循环 码 C 的 一 个 生成 矩阵 
g(r) 
rg (x) 


a" ter) 

线性 码 的 生成 矩阵 是 研究 线性 码 的 编码 与 译 码 的 一 
个 重要 工具 ， 

4 E Z Ist (generator polynomial) 
矩阵”. 

等 价 码 (equivalent code) Jil, “4E RER”. 

对 偶 码 (dual code) 研究 线性 码 的 一 种 工具 . 
是 从 一 个 码 派 生出 的 另 一 个 码 .在 FD 中 定义 两 个 


风 “ 生 成 


组 合 设 计 


= 


可 量 (X19 £23" ep = 2 一 (yy yY D WAER 
为 "yy 一 Ziyi 十 zzyz 十 …… 十 Zn M amo y=0 时 , 称 
之 与 y 正 交 . 与 多; PREG C 的 每 一 个 码 字 正 交 
的 向 量 y 的 集合 , 称 为 C 的 对 偶 码 , 记 为 C-. 当 C 
Hink REB, C H nn k] REB. 当 C 为 循 
环 码 时 ,C- 也 是 循环 码 . 当 C 为 MDS 码 时 ,C- 也 是 
MDS 码 . 因此 ,对 偶 码 这 一 概念 有 助 于 线性 码 性 质 
的 研究 . Se yu BERT (Mac Williams,F. J. ) 揭 示 了 线 
性 码 与 它 的 对 偶 码 的 重量 计数 子 之 间 的 联系 ,从 而 
有 助 于 计算 线性 码 的 重量 计数 子 . 

重量 计数 子 (weight enumerator) 对 码 的 一 
种 度量 刻画 . 它 是 码 的 重量 分 布 的 生成 多 项 式 . 设 gq 
元 Ln,kj] 线 性 码 C 中 重量 为 i 的 码 字 有 4; 个 ,i 二 0， 
1, n, WER RA CASA: An) A C 的 重量 分 
H s MIRET Al) =A tAr t +A,” HWB C 
的 重量 计数 子 . 当 C 的 极 小 重量 为 w 时 ,A。z” 就 是 
A(z) 中 除 常数 项 外 次 数 最 低 的 项 ,因此 从 C 的 重量 
计数 子 可 以 得 到 它 的 极 小 重量 . 对 于 线性 码 而 言 , 极 
小 重量 与 极 小 距离 相等 ,因而 对 判别 码 的 检 错 能 力 
与 纠 错 能 力 十 分 重要 . 对 此 ,麦克 威廉 斯 定理 提供 了 
一 个 有 效 的 方法 . 

麦克 威廉 斯 定理 (MacWilliams theorem) X 
于 编码 理论 中 的 一 个 重要 结论 . 它 给 出 了 线性 码 C 
与 它 的 对 侦 码 C- 的 重量 计数 子 之 间 的 相互 联系 .该 
定理 断言 :大 4(z) 是 9 Eln, & JZ TERI C 的 重量 计 
WF BORN ES C- 的 重量 计数 子 , 则 


一 k =e n oy c 
BG)-q"[14-G Dela rus 


这 个 定理 由 麦克 威廉 斯 (MacWilliams , F. J.) 于 
1962 年 得 到 . 范 ，。 林 特 (van Lint,J. H. ) 于 1971 年 
利用 特征 标 理论 给 出 了 该 定理 的 一 个 简洁 证 明 . ET 
C+ 的 重量 计数 子 已 知 , 则 该 定理 给 出 了 关于 nn 十 1 
个 未 知 数 4u, Ais A, 的 2 十 1 个 方程 的 线性 方程 
组 ,从 而 可 解 方程 组 求 得 线性 码 C 的 重量 计数 子 . 

3X 4& El xt (Bi a (doubly-even self-dual code) 
一 类 特殊 的 线性 码 . 若 线性 码 C MTA CH 55 C 
相间 Bp C^ —C , eK C 为 i 对 偶 码 . La, k ]£X E fS 
的 生成 矩阵 G 必定 满足 等 式 GG. —0, H &—n/2. t 
一 个 和 目 对 偶 码 C 的 每 个 码 字 的 重量 均 为 4 的 倍数 ， 
则 称 C 为 双 偶 自 对 偶 码 . 若 存 在 q 元 La,z/2] 双 偶 
自 对 偶 码 , 则 g 只 能 为 2.n 429 8 的 倍数 ,并 且 其 极 
小 重量 d 必 满 足 不 等 式 

d «4 io dod 

PM. BUT, 表 4 阶 单 位 阵 ,B 表示 对 角 线 元 为 0 
而 其 余 元 为 1 B3 4 阶 方 阵 , 则 以 LI14Bj 为 生成 矩阵 的 


二 元 L8,4j 线 性 码 是 一 个 双 偶 自 对 侦 码 ,该 码 称 为 扩 
充 的 二 元 汉 明 码 . 
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极 值 双 偶 自 对 偶 码 (extremal doubly-even self- 
dual code) 一 类 特殊 的 双 偶 自 对 偶 码 . 字 长 n 的 双 
{Pa BOBS AR) EBS d 满足 不 等 式 


d «4 E ddr 
SEP OU A ESRB BE fli SS az. B 


dd E ded 
则 称 该 码 为 极 值 双 偶 自 对 偶 码 . 只 可 能 存在 有 限 多 
个 极 值 双 偶 自 对 偶 码 ,但 它们 的 存在 性 尚未 完全 确 
XE. 这 类 码 与 设计 有 如 下 关系 : 当 字 长 ”的 极 值 双 偶 
自 对 偶 码 存在 时 ,具有 极 小 重量 的 码 字 的 支撑 集 全 
体 构 成 {1,2,…,n)} 上 的 1 设计 ,其 中 :=5 一 2i, 而 n 
=& (mod 24) (¢=0,1,2). 

阿 斯 莫 斯 - 马 特 森 定理 (Assmus-Mattson theo- 
rem) ”由 线性 码 构造 1 设计 的 一 个 定理 . 该 定理 适 
用 于 极 小 重量 比较 大 而 其 对 偶 码 的 重量 分 布 中 非 零 
项 较 少 的 线性 码 . 奉 C 为 g 元 [Ln,k,dj] 线 性 码 . 若 存 
在 整数 上 0<:<Z) ,使 得 对 偶 码 C+ 中 至 多 有 dt 
个 非 零 重量 w 适合 1] 委 ww 委 2 一心 则 C 中 重量 4 的 码 
字 的 支撑 集 全 体 构 成 集 {1,2,…,n)} 上 的 一 个 1 设 
it. 当 g==2 时 ,C 中 任 一 重量 7 的 码 字 的 支撑 集 全 
体 构 成 上 设计 .下 面 以 扩充 戈 莱 码 为 例 说 明 这 一 定 
理 的 应 用 . 设 U 为 一 个 11 阶 方 阵 , 其 人 十 1) 位 置 
为 1 ,其 余 的 元 素 为 0. 记 

A-—I--U --U* -U*--U5--U?*, 
其 中 了 为 单位 阵 . 以 E 及 @ 分别 记 元 素 全 为 1 及 全 
为 0 的 行 向 量 . A 
E I GT A 
um | 0 6 1 H 
则 以 G Jj 4: NAR PERS] = 90 24,12 线性 码 称 为 扩充 
KS. 这 是 一 个 双 偶 自 对 偶 码 ,其 重量 计数 子 为 

A(z) —14- 75923 2- 25762! +7592 + 24, 

由 阿 斯 莫 斯 - 马 特 森 定 理 得 到 :重量 8 的 码 字 构成 一 
个 施 泰 纳 系 $S(5,8,24); 而 重量 12 及 16 的 码 字 分 
别 构成 5-(24,12,48) 设 计 及 5-(24,16,78) 设 计 . 

阿达 马 码 (Hadamard code) 一 种 重要 的 码 . 
它 是 从 阿达 马 矩 阵 产 生 的 二 元 码 . KOH, 是 一 个 
阶 阿达 马 和 矩阵 ,用 0 代替 H, 5-H, 中 的 元 素 一 1， 
这 样 可 得 2n 个 行 ,它们 都 是 .多 2 中 的 元 . 由 于 阿达 
马 矩 阵 的 任意 两 行 在 一 半 位 置 上 的 元 素 相 异 ,这 2n 
个 向 量 便 构 成 了 一 个 二 元 ;2n,n/2) 码 , 称 为 阿达 
马 码 . 字 长 为 32 的 阿达 马 码 曾 被 1969 年 美国 发 射 
的 航海 者 号 (Mariner) 宇 宙 飞 船 实际 采用 ,得 到 了 人 
类 从 宇宙 空间 发 回 的 第 一 张 行星 照片 . 从 火星 及 水 
星 等 行星 拍摄 到 的 每 一 张 黑白 照片 分 成 600 FF 600 
列 , 共 由 36 万 个 点 组 成 . 每 个 点 ( 即 一 小 方 格 ) 的 明 
暗 程 度 分 为 64 个 等 级 ,由 6 维 的 二 元 向 量 来 表示 . 
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经 过 编码 后 每 个 6 维 向 量变 为 字 长 为 32 的 阿达 马 
码 中 的 某 个 码 字 ,然后 发 回 地 面 . 即使 在 宇宙 空间 中 
因 各 种 干扰 使 字 长 为 32 的 码 字 发 生 畸 变 , 但 只 要 发 
生 差 错 的 位 置 不 超过 [x/2 一 1)/2j]= 二 7 个, 地面 上 
收 到 畸变 的 码 字 后 仍 能 正确 译 出 原来 的 6 维 二 元 向 
E. 1977 年 发 射 的 旅行 者 号 (Voyager) 则 采用 别 的 
码 发 回 了 彩色 的 照片 。 — 

设计 的 码 (code of a design) 由 区 组 设计 得 到 
的 一 类 线性 码 . 设 (X, 多 ) 为 一 区 组 设计 ,其 中 X= 
Lisos" s Ls} B= {Bi B230 Bh E X v XB 
M D=(d;), ÑH x: € B; it, dy=1, B0] d,—0. H D 
的 行 向 量 张 成 的 多 s 中 的 子 空间 称 为 该 设计 的 码 . 
设计 (CX ,到 ) 所 具有 的 性 质 反 映 为 它 的 码 具 有 相应 
的 性 质 , 因 而 有 可 能 通过 研究 码 的 性 质 来 研究 原 设 
ir. 关于 10 阶 射 影 平 面 的 不 存在 性 的 证 明 以 及 6 Br 
正 交 拉丁 方 不 存在 性 的 简洁 证 明 是 这 种 研究 途径 的 
成 功 例证 . 设 C EA Good TEX& SF, 上 的 码 ， 
其 中 g=p'.p 为 质数 . 4plr—AN CE pir Na cc 
CL; 否 则 , 若 pyr. WA dim(C(1 C^) dim C— 1. E 
10 阶 射影 平面 存在 , 则 相应 的 对 称 设计 (111,11， 
1)-SBIBDD Æ&— ^ GA T. XE g=p=2,. nf 
推 得 dim C—56,dim C^ —55 H C- CC. € xz€C, 
则 其 重量 (72250, 3(mod 4D. 由 此 ,C 的 重量 计数 
子 


27 27 
A(z) = X aos + pem 
t=0 t—0 
且 C- Bg t ECT A 
27 
B(z)-— Dj A,z". 


利用 麦克 威廉 斯 定理 可 得 ,C 的 重量 计数 子 由 An, 
Ais , Are 56 £ MIE. 至 1985 年 ,已 有 人 二 4 一 人 一 
0, 从 而 可 得 Ai — 24675. dx 10 [fr STEREO: Tí] I ARX AE 
阵 的 行 相应 于 线 而 列 相 应 于 点 . 于 是 ,一 个 重量 为 
19 的 码 字 将 对 应 于 19 个 点 组 成 的 集合 了 .平面 上 
任 一 条 线 与 V 的 交点 个 数 只 能 为 1,3 或 5. 在 111 
AR £k PAN 6 AREE BE V 有 5 个 交点 , 称 之 为 重 
线 .V 与 6 条 重 线 共 有 66 种 不 同 的 关联 结构 ,每 一 
个 结构 是 原 关 联 和 矩阵 的 一 个 6 行 19 列 的 子 和 矩阵 . 兰 
姆 (Lam,C. W. H. ) 等 用 理论 方法 证 明了 21 $9 T 58 
阵 不 能 扩充 成 111 阶 的 关联 矩阵 ,对 其 余 45 种 情形 
利用 计算 机 证 明了 同样 的 结论 . 从 而 得 到 ,不 存在 
10 阶 射影 平面 的 结论 . 

移 位 寄存 器 序列 (shift register sequence) — 
类 重要 的 码 . 它 是 数字 通信 中 利用 反馈 移 位 寄存 此 
产生 的 一 种 伪 随 机 码 . 由 初始 状态 (zxi,x，,… orn) HR 
Fe n 38 58 PR BX Inti =f xy 929 °** ,Za) 产 生 的 二 元 序 
ži] Tist’ sns Tni" , 称 为 移 位 寄存 器 序列 ,简称 移 
存 器 序列 . 这 里 f 是 .多 2; 到 .多 ;的 一 个 映射 , 它 所 产 


生 的 状态 转移 图 是 二 元 域 上 德 布 莱 英 - 古 德 图 的 一 
个 部 分 图 . 当 f 的 多 项 式 表示 是 mnc, 的 线性 齐 
次 式 时 ,相应 的 移 存 器 序列 称 为 线性 的 ,否则 称 为 非 
线性 的 . 当 状 态 转移 图 是 两 两 不 相交 的 圈 的 并 时 , 相 
应 的 二 及 序列 称 为 非 奇 的 . 移 存 器 序列 中 最 简单 的 
两 种 是 由 PF Cris tee Cn) = 7, 及 (Xi Xs Tn) 
三 1 十 zi Pree BY. op Bl) BR Ay Be He TREE TE aE Re AD HE 
PRS fra. AB ee ER BY). OR PERS E h Bd RA 
数 分 别 是 
Ly ed R leat, 
din d [m 

其 中 m H n 的 最 大 奇 因 子 . 这 两 种 移 存 器 在 移 存 器 
序列 理论 中 占 重 要 地 位 .” 级 线性 移 存 器 序列 中 周 
期 最 长 (等 于 2 一 1) 的 一 种 称 为 m 序列 , 它 共 有 
92" 一 1)/n 个 , 恰 与 ,上 全 部 nn 次 本 原 多 项 式 一 
一 对 应 .由 于 它 上 具有 很 好 的 伪 随 机 性 ,已 得 到 充分 研 
究 和 广泛 应 用 .nn 级 移 存 胡 中 周期 最 长 (等 于 2") 的 
一 种 称 为 M 序列 , 它 是 非 线性 的 , 非 奇 的 . 它 共 有 


9? —n 

eS n 级 德 布 莱 英 - 古 德 图 的 全 部 欧 拉 游 一 一 对 
应 . 由 于 它 具 有 巨大 的 数量 和 较 好 的 伪 随 机 性 ,已 受 
到 保密 通信 和 界 的 普遍 重视 . 移 存 器 序列 是 一 类 有 着 
广泛 应 用 的 伪 随 机 码 ,不 但 在 保密 通信 中 起 加 密 的 
作用 ,在 连续 波 雷 达 中 可 用 作 测 距 信号 ,在 还 控 系 统 
中 可 用 作 遥 控 信号 ,在 多 址 通信 中 可 用 作 地 址 信号 ， 
在 数字 通信 中 可 用 作 群 同步 信号 ,此 外 还 可 用 作品 
声 源 等 . 

移 存 器 序列 (register sequence) 
ak HP AJ". 

密码 (cryptography) ”密码 理论 的 基本 概念 . 
它 是 数字 通信 中 为 保证 信息 的 保密 性 及 真实 性 而 对 
信息 所 做 的 变换 . 这 里 的 信息 表现 为 某 个 g 元 字母 
表 集 合 上 的 序列 ,原始 的 信息 称 为 明文 ,经 加 密 变 换 
后 得 到 的 序列 称 为 密 文 . 若 按照 某 种 规则 重新 安排 
明文 中 元 素 的 次 序 而 得 出 密 文 , 则 这 样 的 变换 称 为 
移 位 密码 . 若 字 母 表 到 自身 有 一 个 一 一 对 应 ,将 明文 
中 每 个 元 素 用 其 对 应 的 元 素 蔡 代 而 得 到 密 文 , 则 这 
样 的 变换 称 为 代 换 密码 . 例如 , 设 明文 为 

THESE ARE EXAMPLES, 

将 其 写成 4 行 4 列 的 方 阵 , 然 后 按 一 个 4 阶 幻 方 


THES 16. 3 2 13 


见 “ 移 位 寄存 


EARE 5 10 11 8 
EXAM 9 6 7 12 
PLES 4 15 14 1 


中 元 素 顺 序 来 改变 明文 中 字母 的 次 序 ,得 到 的 密 文 
为 SEHPEXAEEARMSELT, 这 是 一 个 移 位 密码 . 


组 A Rod 


XH A,B,…,Z 依次 恒 同 于 循环 群 Zz 中 的 元 0,1, 
1.25 ,将 代 换 密码 中 的 对 应 取 作 

Talu "Zai a3, 
则 相应 的 密码 称 为 凯撒 密码 . 以 下 是 加 密 过 程 ; 


明文 THESEAREEXAMPLES 
a 197 4184 0174 4230 121511 4 18 
2 十 3 22107217 3207 7 O 3 151814. 7 21 
ty WKHVHDUHHADPSOHV 


在 这 两 个 例 中 ,4 阶 幻 方 及 数 3 起 着 重要 作用 ， 
称 为 密 钥 . 而 移 位 密码 及 代 换 密码 这 种 加 密 方式 称 
为 密码 体制 . 在 密码 通信 中 密码 体制 与 密 钥 是 两 个 
基本 要 素 . 

凯撒 密码 是 很 容易 破译 的 ,稍稍 的 改进 则 有 维 
吉利 亚 密码 . 例如 ,以 BED 为 密 钥 时 对 明文 中 第 1， 
4,7,… 个 字母 做 变换 a 一 a 十 1, 第 2,5,8,… ,个 字母 
做 变换 a 一 a 十 4, 第 3,6,9,… 个 字母 做 变换 aa t+ 
3. 但 因 密 钥 长 度 只 为 3, 仍然 是 容易 破译 的 . A E 
钥 长 度 增 加 , 则 安全 性 也 随 之 增 大 . SPAKE LB 
长 并 且 其 中 字母 有 随机 性 , 则 这 样 的 密码 是 难以 破 
译 的 , 称 为 一 次 一 密 . 在 实践 中 ,明文 长 度 有 一 个 限 
度 设 为 N , 取 密 钥 长 度 也 为 和. 以 M — m o» *** PN 表 
HH X, k= kiket ky 表 密 铀 ,这 里 mi Ri € Loe» Wl) FF xc 
为 .< 一 clicz…cw, 其 中 =m +h. 这 种 密码 曾 用 于 华 
盛 顿 与 莫斯科 之 间 的 热线 联系 . CRAKE, EH 
的 管理 比较 麻烦 . 通信 双方 必须 持 有 相同 的 密 钥 本 ， 
一 个 密 钥 只 用 一 次 ,因此 密 钥 的 消耗 量 较 大 .一 个 变 
通 的 办 法 是 双方 用 电子 式 的 密码 机 产生 随机 数 序 
列 , 用 作 密 钥 ,这 里 的 随机 数 序列 实际 是 按 一 定 规律 
生成 而 具有 随机 特征 的 序列 , 称 为 伪 随 机 序列 . 但 用 
来 产生 伪 随 机 序列 的 密 钥 仍 需 双方 约定 且 严 格 保 
密 , 这 种 密码 体制 称 为 伪 随 机 码 . 

以 上 这 些 经 典 的 密码 体制 的 共同 特点 是 一 方 的 
加 密 密 钥 与 男 一 方 的 解密 密 钥 是 同一 个 密 钥 ,因而 
统称 为 单 钥 体制 . 其 主要 缺点 是 密 钥 管理 和 分 配 上 
的 困难 . 针对 这 一 缺点 ,1976 年 , 迪 费 (Diffie,W.) 
5 i 7K & (Hellman, M. E. ) 提 出 了 公开 密 钥 的 密码 
体制 , 称 为 公 钥 体制 . 在 这 种 体制 中 ,参加 通信 的 每 
一 方 有 一 个 加 密 密 钥 E 及 一 个 解密 密 钥 D. 满足 以 
下 条 件 : 

1. D(E(M))=M=E(D(M)). 

2. 玉 和 DD 应 是 易于 计算 的 . 

3. 玉 可 以 公开 而 D 必须 由 通信 者 自己 严格 保 

如 果 通 信者 4 要 将 明文 P 发 送 给 通信 者 BA 
先 查 得 Es, 计 算出 密 文 C= 二 Es(P), 并 发 送 给 B,B 
再 解密 得 明文 P 二 Ds(C)= 二 Ds(Es(P)). 第 三 者 即 
使 得 到 了 C M Es, A Ds 由 B 自己 严 格 保密 , 仍 不 
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能 发 现 明 文 P. 这 一 体制 还 可 发 送 签 了 名 的 信息 , 因 
而 对 银行 界 用 计算 机 系统 转移 款项 特别 有 用 . A H 
体制 已 有 下 列 两 项 :利用 质数 性 质 的 RSA 体制 ; 利 
用 超 递 增 序列 的 背 色 体制 . 这些 体 制 的 安全 性 的 讨 
论 是 很 复 末 而 又 至 关 重 要 的 问题 ,目前 还 在 进一步 
研究 之 中 .另外 ,利用 组 合 设计 来 构造 加 密 方案 以 及 
讨论 密码 的 理论 安全 性 近年 来 也 受到 了 重视 . 

X (plaintext) WRB”. 

密 文 (eiphext)” 见 “密码 ”. 

移 位 密码 (shift cryptography) 见 “ 密 码 ” 

代 换 密码 (transformation cryptography) J 
“密码 ” 

密 钥 (key)” 见 “密码 ”. 

密码 体制 (cryptosystem) J“ BAR”. 

凯撒 密码 (Caesar cryptography) J “FFAS”. 

H = F E $ a (Vigenère cryptography) W 
“密码 ” 


伪 随 机 码 (pseudo random code) i,“ AR”. 

单 钥 体制 (simple key cryptosystem) ” 见 “ 密 
m”. 

7x $A &k $i (public key cryptosystem) 见 “ 密 
码 ”. 


E A OA XD 康 庆 德 
审 阅 刘璋 温 We 


组 序 


Dp 


二 元 关系 (binary relation) 一 个 基本 的 数学 
概念 . 指 集合 X 中 元 素 与 元 素 之 间 的 特定 联系 , 记 
为 R. 关系 R 可 视 作 笛 卡 儿 积 集 XXX 的 子 集 . 当 
X 的 元 素 ry 具有 关系 尺 时 , 记 为 XRy 或 (rx,y)E€ 
R; 否则 , 记 为 tRy Xirs ER. INRA E, 
涉及 元 素 ry 的 次 序 , 因 此 , 当 有 xRy 时 ,不 一 定 有 
yRa. 数 集 上 的 相等 关系 、 不 大 于 关系 、 严 格 小 于 关 
系 、 自 然 数 之 间 的 整除 关系 、 集 合 之 间 的 包容 关系 、 
划分 之 间 的 精细 关系 等 均 为 二 元 关系 . 若 对 于 X 的 
任意 元 素 11A rRe, WFK R KARR; EN, R E 
为 非 自 反 的 . AMX 的 任意 元 素 , 当 有 xRy 时 , 必 
有 yR, MERR 为 对 称 的 ;否则 , 称 R 为 非 对 称 的 . 
AH xRy 和 yRz, 能 推出 x,y 为 同一 元 素 , 则 称 R 
为 反对 称 的 . 车 对 于 X 的 任意 元 素 x,y Me, 4A 
XRy 及 yRz I}, VA Rz, WER R AIEE. 

欧 几 里 得 公理 断言 :大 两 个 量 均等 于 第 三 个 量 ， 
则 这 两 个 量 相等 .因此 ,传递 关系 是 它 的 推广 . At 
于 X 的 任意 元 素 x,y, 当 有 cRy 时 ,就 有 元 素 > 使 
得 有 rRz 或 者 有 zRy, 则 称 R 为 负 传 递 的 . 例如 ,XX 
为 贺 周 上 有 限 多 个 点 的 集 ,R 为 两 点 间 的 相 邻 关系 . 
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AX F X 的 任意 元 素 ry tA zRy MAA yRz， 
WR RR 为 完备 的 .集合 X 连同 其 上 的 二 元 关系 
构成 的 二 元 组 (X,R), 称 为 关系 集 . AEX 的 子 集 
S ERR BILE AR R, 则 (S,R) 为 (X,R) 的 子 关 系 集 . 

X AE (relative set)” 见 “二 元 关系 ”. 

子 关 系 集 (sub-relative set) 见 “ 二 元 关系 ” 

自 反 的 二 元 关系 (reflective binary relation) 
见 “ 二 元 关系 ”. 

非 自 反 的 二 元 关系 (irreflective binary rela- 
tion)” 见 “二 元 关系 ”. 

对 称 的 二 元 关系 (symmetric binary relation) 
JL" JU AA. 

反对 称 的 二 元 关系 (anti-symmetric binary re- 
lation) 见 “ 二 元 关系 ”. 

可 传递 的 二 元 关系 (transitive binary relation) 
见 “ 二 元 关系 ”. 

负 传 递 的 二 元 关系 (negatively transitive bina- 
见 “ 二 元 关系 - 

完备 的 二 元 关系 (complete binary relation) 
见 “ 二 元 关系 ”. 

等 价 关 系 (equivalence relation) 一 种 最 重要 
的 二 元 关系 . CERES X ERA HRH, IPREM 
传递 性 的 二 元 关系 . 例如 数 的 相等 关系 Ri 、 数 的 不 
小 于 或 不 大 于 关系 R;、 自 然 数 的 同 余 关系 R;、 平 面 
三 角形 的 相似 关系 R,、 图 的 顶点 的 连通 关系 R 等 
均 为 等 价 关 系 .集合 X 上 的 等 价 关系 RR 把 XX 划分 
为 若干 类 Xis Xss Xa: X HJ 76 3R Ts Y 属于 同一 
ZA. ELO X 和 y 有 关系 R, BS xRy. 称 Xl, 和 X,， 
“yA HEMRA R 产生 的 等 价 类 . 例如 :RR 产生 
的 等 价 类 即 为 数 集 X 的 元 素 ; 对 于 R;, 等 价 类 为 数 
集 关 本 号 , 即 只 一 个 等 价 类 ;R; 产生 的 等 价 类 为 同 
RE BAX 上 的 等 价 关 系 RR 产生 的 等 价 类 X, 
Xi ,Xi 构成 XX 的 一 个 划分 : 


k 
T Xi 9Xo9°** 9X; WF Se U X, — X. 


2. 对 于 任意 的 不 相同 的 7 X X= 2. 

反之 ,集合 X 的 一 个 划分 , 亦 决定 了 X 上 的 一 
个 等 价 关 系 . 在 划分 之 间 引 入 精细 关系 ,导致 以 划分 
为 基础 的 一 类 特殊 序 集 . 

等 价 类 (equivalence class)” 见 “等 价 关系 ”. 

RIS (partition) ” 见 “ 等 价 关系 ”. 

包容 关系 (inclusion) 集合 之 间 元 素 的 从 属 关 
系 . 称 集合 B 包容 Ad ACB.CSBELDI A 的 元 
素 必 为 B 的 元 素 . 包容 关系 构成 组 合理 论 的 基本 序 
关系 . 因为 它 本 身 可 以 构造 出 典型 的 组 合 形态 如 布 
尔 代数 58 C2^, Co. 同时 借助 于 它 可 以 刻画 更 为 复 
杂 的 关系 . 设 f 和 gg 均 为 从 集合 入 到 集合 M 的 映 
射 , 若 只 关心 N 中 有 和 多少 元 素 ,而 不 理会 是 哪些 元 


ry relation) 


素 映 入 到 它们 的 像 域 时 , 则 其 像 域 g “(65) 可 表示 为 
im =b" 3] l5€ Mj, 


maine Sem: 

这 样 在 映射 f.g 之 间 建 立 包容 关系 :fCg 4AM 
当 对 M 的 所 有 元 素 6 均 有 |f OIS ' X». 

精细 关系 (refinement) 一 种 基本 序 关 系 . 它 
是 划分 之 间 的 一 种 序 关 系 . KEAN 的 划分 z 精细 
于 划分 0,24 HAX DET. N 的 任意 元 素 asb, Æ a 
b 同属 于 7 的 一 个 划分 块 , 则 它们 亦 必 属于 o 的 同 
一 划分 块 . 精细 关系 是 自 反 的 、 传 递 的 ,但 一 般 不 是 
反对 称 的 . 

复合 关系 (composition of binary relations ) 
一 种 重要 的 二 元 关系 . 它 是 由 集合 X 上 两 个 二 元 关 
系 R 和 S 构造 出 的 二 元 关系 , 记 为 RS. 对 于 X 的 任 
BUR sy 有 关系 RS , Bp rRS$y, 当 且 仅 当 集合 X 
中 有 元 素 z, 使 得 x 和 > AKA R B rRz.H z Hy 
有 关系 S, 即 zSy. 例如 六 为 自然 数 集 ,zxRy 为 x 一 
ysxSy 为 x|y, 即 工 能 整除 y, 当 zz 二 2,y 二 4 时 ,有 
rRS. 

WFF (duasi-order) 一 种 特殊 的 二 元 关系 . E 
是 集合 上 具有 自 反 性 及 可 传递 性 的 二 元 关系 .如 a 
为 一 固定 复数 ,对 于 任意 复数 z,y, 有 xzRiy 4AM 
M ir—alzly—ai|. 又 如 对 于 有 向 图 GG 的 任意 两 个 
节点 u,v，, 有 wuRzv HAA usv RAMu 出 发 有 
一 条 有 向 路 能 够 连结 u 与 v. RA X EMMA RA 
成 的 二 元 组 (X,R) 称 为 拟 序 集 . 

拟 序 集 (quasi-order set)” 见 “ 拟 序 ”. 

偏 序 集 (partially set,poset) ”特定 的 集 . Ee 
一 类 主要 的 序 关 系 集 . 具体 地 说 ,集合 五 连同 其 上 
的 偏 序 OR 构成 的 关系 集 (E,R) ,一般 记 为 P= (E， 
<). 所 请 偏 序 (或 序 关 系 ) 是 一 类 具有 自 反 性 、 反 对 
称 性 和 传递 性 的 二 元 关系 .例如 , 数 之 间 的 不 大 于 关 
系 ,自然 数 之 间 的 整除 关系 ,集合 之 间 的 包容 关系 
等 . 把 集合 E 的 基数 称 为 偏 序 集 P 的 阶 . 阶 为 有 限 
值 的 偏 序 集 称 为 有 限 偏 序 集 . 而 在 P 上 ,对 于 任意 
TOR x. y EX Blas y 1325] AU BR di FF SE E ER P 为 局 
部 有 限 偏 序 集 . 这 两 类 偏 序 集 是 组 合理 论 中 的 主要 
研究 对 象 . 偏 序 集 上 所 有 链 的 长 度 的 最 小 上 界 ,或 上 
确 界 , 称 为 偏 序 集 的 长 度 , 记 为 (7P). 偏 序 集中 最 大 
反 链 包含 的 元 素数 目 , 称 为 偏 序 集 . 
的 宽度 , 记 w(p). 对 于 以 右 图 为 哈 "d 
aE E m) jw Fe P, AICP) = 3, " 
w CP) — 2. 偏 序 集 的 子 关系 集 仍 为 or 
A FF SE ,而 且 必 有 全 序 集 作为 其 子 
KARE. 
{fa FF (partial order) J ^ fg rp $&". 
序 关 系 (order) 见 “ 偏 序 集 ” 


A 合 m 


ta F ERI Bt Corder of poset) Vg FRE”. 

A BR (FF SE (finite poset) DL" fg FF SS". 

局 部 有 限 偏 序 集 (locally finite poset) 
mae". 

偏 序 集 的 长 度 (length of poset) D," alee”. 

偏 序 集 的 宽度 (width of poset) 9," fa Fr. Si". 

覆盖 (cover) 偏 序 集中 元 素 之 间 的 直接 序 关 
A. 具体 地 ,对 于 偏 序 集中 的 元 素 x,y,y Bier, 
且 仅 当 z 委 》, 且 不 存在 其 他 元 素 > 使 得 zx 委 > K z< 
y. 覆盖 亦 可 等 价 地 叙述 为 :区 间 [Lz,yj 仅 含 元 素 x 
Al y. 对 于 有 限 偏 序 集 已 = (EOS HERFRA 
由 覆盖 关系 确定 . 

哈 塞 图 (Hasse diagram) 


VE 


一 类 特殊 的 图 . 它 是 


与 偏 序 集 P=(E,Q)—-— Xt {a,b,c} 
的 图 . 图 的 顶点 对 应 于 五 的 元 iab 
RAC y 覆盖 z( 即 zx<y 但 — / , 


不 存在 z 了 关 x,y 使 得 rz 和 > 

全 y) 时 ,顶点 x 位 于 顶点 > 的 下 Ø 

方 , 并 用 一 条 直线 连结 x,y. BMG E (la), 
(b) icis iasb] s lasb. c) ) 和 为 包含 关系 , 则 有 如 右 
的 哈 塞 图 . 它 为 偏 序 集 提 供 了 直观 表象 . 

偏 序 集 的 链 (chain of poset) 一 类 组 合 构 形 . 
具体 地 说 , 链 是 偏 序 集 P= ( 互 , 委 ) 上 满足 如 下 条 件 
的 五 的 子 集 C:C 中 任意 两 个 元 素 xz,y 均 有 序 关系 ， 
换言之 ,有 cy 或 ya. IHE, E ERTE AHR 
的 任意 两 个 元 素 x,y 均 无 序 关 系 , 换 言 之 ,4 中 的 
元 素 均 互 不 可 比 , 此 时 称 4 为 偏 序 集 P 的 反 链 . 

KA P HBC ÆRA cub d 
的 元 素 x, 使 得 把 x 添加 入 C 之 后 2 
仍 为 P 的 链 , 则 称 C 为 P 的 极 大 6- | 
链 . HO, HA PRA POC, = x A 
tasbscsd)sC,s lased) IA P W ye 
极 大 链 ,但 Cio {a,b,c) 不 是 极 大 B 
链 . M BE C 由 1 个 元 素 构 成 时 ,C= (eoe tnn) 
e , 称 其 链 长 CCc) 一 2 一 1. 

偏 序 集 的 极 大 链 (maximal chain of poset) 见 
“ 偏 序 集 的 链 ” 


偏 序 集 的 反 链 (antichain of a poset) Wl “tha FF 
Se Ht) BE”. 
偏 序 集 的 区 间 (interval of poset) 一 类 组 合 构 


JE. 偏 序 集 P—COE.EO E. TR y 决定 的 集合 {z 
€ E|xxiz H zy} 称 为 一 个 区 间 , 并 记 为 Lzx,yj. 当 
xr.y 有 序 关 系 时 ,[x,yj 非 空 ,而 当 zy,y 无 序 关 系 
时 ,[Lz,y] 为 空 集 . 4 y HER z BD. [x.y]— (y). 
偏 序 集 的 极 大 元 (maximal element of a poset) 
偏 序 集 上 的 一 种 特殊 元 素 . 偏 序 集 已 = COELO KTF 
集 S 中 的 元 素 a AES 中 不 存在 其 他 元 素 zx, 使 得 
aSr, WER a 为 *$ 上 的 极 大 元 . Xp ERA. AES 中 不 
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存在 其 他 元 素 x, 使 得 ra Pa RH S 上 的 极 小 元 . 
若 取 S=E, 则 分 别称 a 为 偏 序 集 P 的 极 大 元 ,a 为 
偏 序 集 P 的 极 小 元 . 当 P 为 有 限 偏 序 集 时 ,其 极 大 
元 和 极 小 元 总 是 存在 的 . ATF P o, d 
的 所 有 元 素 x, 均 有 x 二 a, 则 称 a 
AP 的 最 大 元 . MPR HL, ATF P 

的 所 有 元 素 r, IJ atr. WW a 

为 尸 的 最 小 元 . 一 般 分 别 以 1 和 0 。 
记 己 的 最 大 元 和 最 小 元 . 偏 序 集 并 不 总 有 最 大 元 和 
最 小 元 . 若 它 是 有 限 全 序 集 , 则 它 总 有 最 大 元 和 最 小 
T. P 的 最 大 (小 ) 元 必 为 P 的 极 大 (小 ) 元 ,但 反之 
不 然 . 上 图 所 示 的 偏 序 集 ,c,d 为 PP 的 极 大 元 ,但 不 
ERAKI. a,b X P 的 极 小 元 ,但 不 是 最 小 元 . 

偏 序 集 的 极 小 元 (minimal element of a poset) 
见 “ 偏 序 集 的 极 大 元 ”. 

偏 序 集 的 最 大 元 (greatest element of poset) 
见 “ 偏 序 集 的 极 大 元 ”. 

偏 序 集 的 最 小 元 (least element of poset) Jt 
“ 偏 序 集 的 极 大 元 ”. 

偏 序 集 的 元 素 高 度 (height of an element on 
poset) 一 类 组 合 不 变量 . 指 刻画 元 素 x 在 一 个 具 
有 最 小 元 的 有 限 偏 序 集 P= 二 (EE, 过 ) 里 相对 位 置 的 
整数 值 , 记 为 h(x). 从 最 小 元 到 x 之 间 所 有 链 的 链 
长 的 最 小 上 界 称 为 元 素 x 的 高 度 . 设 P 如 下 图 所 
示 ,a 为 最 小 元 ,e 为 最 大 元 ,有 h(a) 二 0,h(6)==1， 
hlc)=1,h(d)=2,h(e)=3. 当 P 
有 最 大 元 时 , 则 称 最 大 元 的 高 度 Je 
h(1) 为 PP 的 高 度 , 记 为 h(P). 偏 c. 
序 集 P 中 ,高 度 为 1 的 元 素 称 为 P 
的 基 元 或 基点 . 在 几何 格 中 , 基 元 
的 作用 类 似 于 向 量 空 间 里 的 基 疝 
量 . oc 

基 元 (atom point) ” 见 “ 偏 序 集 的 元 素 高 度 ”. 

基点 Catom point) ” 见 “ 偏 序 集 的 元 素 高 度 ”. 

fs FF f& AY fk (rank of pose) 一 类 组 合 不 变 
E. 它 是 偏 序 集 上 满足 下 述 条 件 的 非 负 整 值 函数 7: 

1. PP 有 最 小 元 0, A r(0)=0. 

2.6) Bec | r0 —r G1. 

可 定义 秩 的 偏 序 集 称 为 有 秩 偏 序 集 . 在 刻画 偏 
序 集 的 结构 性 质 时 , 秩 的 作用 是 本 质 的 . 例如 有 秩 偏 
序 集 必 为 上 最 小 元 的 分 层 偏 序 集 . 

有 秩 偏 序 集 (ranked poset) 见 “ 偏 序 集 的 秩 ” 

分 层 偏 序 集 (graded poset) 一 种 组 合 构 形 . X 
偏 序 集 P= XQ) LA EXE X LMR BS g, 
CWE: 

1. 对 于 X 的 元 素 xc yoE ry, Mga) < 
gly); 

2.8) Bz MW gg G0 1; 
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则 称 了 可 由 g 分 层 ,或 称 已 为 分 层 偏 序 集 . zi 
序 集 具 有 良好 的 结构 特性 ,其 中 一 个 重要 的 不 变量 
为 若 尔 当 - 戴 德 金 链条 件 : 若 PP 上 两 元 素 之 间 有 极 大 
链 存 在 , 则 这 些 极 大 链 具 有 相同 长 度 . 特别 地 , 偏 序 
集 书 的 极 大 链 的 长 度 均 相同 . W ERIR. P 为 分 
层 偏 序 集 P: 不 是 . 

若 尔 当 - 戴 德 金 链 条 件 (Jordan-Dedekind condi- 
tion on chains) "^E FER". 

R FF Rt St Corder-preserving mapping) 一 类 
带 特殊 性 质 的 映射 . 从 di 
ta Fr SP) = (Ei, RD 2 
到 偏 序 集 P: = (五 :， a3 * a, b; 
Re) A RY 0, 若 满足 bF 
如 下 条 件 : 对 于 E, 的 bi 
任 意 JG 素 X. y» 由 
Z 人 1y 得 出 0(x)R,0(y) » 则 称 0 是 一 个 保 序 映射 . 设 
PoP 20S PRR. XO0Ca D) 二 050(a;) 二 0 = b 
0Ca4) — b, WI 0 为 保 序 映射 . 

{fa Fr. SE BY [8] 44] AR SF Cisomorphism of posets) 
— FE TERR AY OR PBR. E A E A APS 181 B] 8] TA. Ez 
有 从 偏 序 集 P,=(E,,R,) 2 fg Fr Se P,=(E,, ROI 
XU 20, 满足 条 件 :2 为 保 序 映射 ;对 于 E 任意 元 素 
zy, H B(x) ROCy) FR Sil] Ry WEK OEM Pi 到 P; 
的 同 构 映射 . 此 时 , 称 Pi 和 P 为 同 构 偏 序 集 , 记 为 
P&P.. 

[5] #4) f FF. 2 (isomorphic poset) 
同 构 映射 ”. 

狱 尔 沃 斯 定理 (Dilworth's theorem) 关于 偏 
序 集 的 极 大 极 小 的 定理 . 该 定理 断言 :对 于 任意 有 限 
偏 序 集 , 其 最 大 反 链 中 元 素 的 数目 必 等 于 最 小 链 划 


ut 
B! D 


见 “ 偏 序 集 的 


分 中 链 的 数目 . 对 j k 

Fina BRR L> 
偏 序 集 P.A— te. 汪汪 
gh,1) 为 一 最 大 d : f 
RH. QS (ee " Qon Lue c 
C35 C4] 为 最 小 链 划 P 

分 .其 中 ,ci 一 ta, 


digsj) ,cz 一 (ec3s 一 (A, Àj). cu = Co d) eH | A | 
一 |@|l=4. 此 定理 的 对 偶 形式 亦 真 , 它 断 言 : 对 于 任 
EUB IR ART S8 ,其 最 长 链 中 元 素 的 数目 必 等 于 其 最 
小 反 链 划 分 中 反 链 的 数目 . 由 偏 序 集 DP 按 如 下 方式 
产生 的 图 C 称 为 偏 序 集 的 可 比 图 :G 的 节点 集 由 


的 元 素 组 成 ,而 e 为 G 中 的 边 , 仅 当 e 的 两 端点 在 P 
中 是 可 比较 的 . 有限 全 序 集 的 可 比 图 为 完全 图 . 

局 部 有 限 偏 序 集 上 的 默 比 乌 斯 反 演 公式 
(Móbius inversion. formula on a locally finite 
poset) ”一 类 函数 反 演 公式 . 设 书 为 局 部 有 限 偏 序 
集 , Sfr) eo) HENE P ER SE (BL A CE P 中 
存在 一 个 元 a ,使 得 当 z<a 时 f(x) 二 0, 则 对 每 个 x 
EP, 反 演 公 式 

fe SB (DA) 


是 等 价 的 . 

偏 序 集 的 运算 Coperations on posets) HEA 
偏 序 集 按 一 定 规则 导出 新 偏 序 集 的 过 程 . 偏 序 集 的 
运算 有 以 下 几 种 : 

1. FHS tid FE EP) = (XR) AP, = (YS) & 
出 的 新 偏 序 集 P= XUY. RUS) FRONS PiP: WE 


VAN 


nn i+ 


和 或 直 和 , 记 为 Pi 十 Pi, 其 中 XUY 为 X,Y 的 并 
RIF XUY 的 任意 元 素 z,y, 有 xz(RUS)y, 当 且 
仅 当 有 zRy 或 有 xSy. 如 上 图 给 出 基 和 的 图 像 . 关 
FEM, ATER: A+BEB+A;A+(B+O)=(At 
B)--C i 4 十 B 人 4 十 C 则 B=C &. 
2. 由 Pis P; 导出 新 偏 序 集 
P= 二 (XXY,RNS), 称 为 PiP: 
的 直 积 ,或 基 积 , 记 为 P+ Po. 
其 中 ,XXY 为 X7Y 的 笛 卡 儿 
积 集 . 对 于 其 中 任意 元 素 (z,y) 
fl Ge y YS Ge X RAS y ) 当 且 仪 当 有 rRe 
和 ySy'. P, * P; 如 上 图 所 示 . 关于 直 积 ,有 性 质 : 
A* B—B*4A; 
A*(B*COZX(A* B») * C; 
A * (B+O)=A* B+A °C; 
(B+C) * AZ B * ATC? A. 

3. APP. 导出 的 新 偏 序 集 P= 二 (XXY,T)， 
FR PP 的 字典 序 积 , 记 为 Pi Pa 其 中 , (zx,y) 
Ta’ y 4 BÍ Mg rAr BA rRx ,或 者 r= 
r HA ySy'.P,» P, 如 下 图 所 示 . 

4. 由 Pis P: 产生 的 新 偏 序 OC) 
且 满 足 条 件 : 若 有 ySy , 则 有 ^N LN 
FCW Rf Cj ilis T Z 中 的 任 ' 


&P=(Z,V) PRAKT PP, 
意 映 射 f,g, 有 fVg, 当 和 且 仅 当 对 Y 的 所 有 元 素 y, 


P+ Pe 


HERA re 其 中 Z 的 元 
RAMEY AEX 的 映射 f. 


B A m 


均 有 f(y)Rg(y). P? AIF E SIR. ATER, E 
M: 

A SAP AC, 

(A 

CA * B) SA" * BF. 


5. H fi F SB P= 
(X,R) 导 出 的 新 偏 序 集 JS 
P=(X,R*), RAPH 
HAR P HRF X \ Y 
的 任意 元 素 rsy, 有 rRC ph 
y, 当 且 仅 当 有 yRz. XT 
对 偶 , 有 性质: 
(A+B)*=A*+B’, 
(A* B)*=A* +B’, 
(at 
(A* )* A. 
ta FF. SE AY SE FO (cardinal sum of posets ) 
序 集 的 运算 ” 
偏 序 集 的 直 积 (direct product of posets) M 
“ 偏 序 集 的 运算 ”. 
偏 序 集 的 基 积 (cardinal product of posets) Jil 
“ 偏 序 集 的 运算 ”. 
ta FF. SE BJ F BS FF BR (lexicographic product of 
posets) 见 “ 偏 序 集 的 运算 ” 
fa PR Se AY Se FE (cardinal power of posets) M 
“ 偏 序 集 的 运算 ”. 
ta Fr SE HJ BS (dual of poset) 
8". 
{fa FF SE AY (converse of poset) 
运算 ”. 
偏 序 集 的 闭 算 子 (closure operator on poset) 
偏 序 集 的 一 种 变换 . 它 是 关于 偏 序 集 已 = (ELS), 
满足 如 下 条 件 的 从 集 族 2^ 到 其 自身 的 映射 o: 
1. 对 于 五 的 任意 子 集 $ 及 任意 元 素 e, 若 $S 包 
E eM CS BARES lac E laeh. 
2. 对 于 五 的 任意 子 集 S.T AMEX S, M 
亦 包容 o CS). 
例如 ,P ETE SPERA LCC E| ATR SES 
使 得 es}. 这 一 对 应 关系 称 为 闭 算 子 .E 的 子 集 $， 
当 有 oC(S)= 二 S 时 , 称 S 为 偏 序 集 己 的 平 集 . 它 们 除 
具有 闭 集 的 通常 性 质 ( 如 有 限 个 平 集 的 交集 仍 为 平 
集 等 ) 外 ,还 具有 如 下 特殊 性 质 : 若 记 下 ={eE 五 | 有 
JEF ÈI excf) MIF P 的 任意 闭 算 子 oc 有 FC 
FCo(F); 换 言 之 ,在 集合 包容 关系 的 意义 下 , 算 子 
F—F 为 最 小 闭 算 子 . 从 偏 序 集 过 渡 到 如 格 之 类 的 
代数 结构 时 , 平 集 是 必 不 可 少 的 中 介 . 特别 地 ,把 如 
PAR FER A tae BA RAR HF OF EBERL 
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见 “ 偏 


见 “ 偏 序 集 的 运 


见 “ 偏 序 集 的 


R ror) = {eC Elezix) iti X Ge]. 因此 算 
d o ENR x 和 集合 (x | 之 间 建 立 了 对 应 关系 . 当 
Bp P 的 闭 集 构成 的 格 L=(SCElo(S)=S)A—S 
备 格 时 ,此 算 子 就 能 把 偏 序 集 P RRA BIS L Z. 

fa F ER FSE lat of poset)” 见 “ 偏 序 集 的 闭 
算 子 ”. 

fa FF SE BY HX X BF (embedding operator on 
poset) Jl" fm Fr Ky ASE”. 

格 lattice) 一 类 代数 结构 . 它 是 建立 在 偏 序 
EPE, S) ŻZ EK. 由 的 任意 元 素 x,y 构造 的 
如 下 两 个 集合 Nita y -—üiz€E|rxzH ysczbk 
Niasy=(z€El|z<a Aeesy}. EMEA PAT 
集 均 仍 为 偏 序 集 ,一 般 不 一 定 有 最 小 元 或 最 大 元 . 若 
对 P 的 任意 元 素 x,y,Ni(zx,y) 均 有 最 小 元 ,N;(x， 
y) 均 有 最 大 元 , 则 称 忆 为 格 ,并 记 为 工 .在 格 艺 上， 
把 NiCzyy) 和 其 最 小 元 的 对 应 关系 视 为 一 类 二 元 运 
算 , 称 为 X 和 y 的 交 , 记 为 xrhy. 对 称 地 ,把 N;G, 
y) fü 其 最 大 元 的 对 应 关系 视 为 x Aly 的 结 , 记 为 
XVy. 它 们 是 格 上 最 基本 的 运算 . 这 两 类 运算 满足 : 

1. 同一 律 zx V x—x,xA^Axrx—z. 

2. 交换 律 rV y y V zx;XAy= 二 yAx. 

3. 结合 律 eV (yVz)== (zxVy)Vz， 

rACGyAz)—GOAYy)Az. 

4. 吸收 律 ACE Vy)—xrV(rA^y)—z. 

HP r.y 和 >z 均 为 五 的 任意 元 素 . 因此 格 又 可 视 为 
Wii DYBDuAAÉRBEBUL-GO.V.AD.- 

BA BUSTO Ser A KATE 20 世纪 30 年 
代 左 右 , 但 是 很 快 就 在 解决 序 集 问题 和 组 合 问题 及 
代数 问题 中 迅速 发 展 ,成 为 有 关 研 究 的 有 效 理 论 基 
础 , 格 理论 伴随 拟 阵 理论 的 发 展 就 是 一 个 明显 的 例 
UE. 与 一 般 具 有 序 特 征 的 代数 结构 不 同 的 是 , 格 中 元 
率 的 序 特征 不 是 外 在 的 ,而 是 内 在 的 . 这 是 由 于 它们 
的 序 关 系 完 全 可 以 等 价 地 由 格 的 内 在 运算 来 刻画 : 
ray HBDUSrVy-ymBÉxzy SAMS chy 
=r. 这 也 反映 了 格 的 交 运 算 与 结 运 算 的 对 称 性 . 有 
一 些 重 要 的 格 的 例子 .例如 ,8 二 (2”, 己 ) 是 格 ,这 里 
2^ 为 E 的 所 有 子 集 的 构成 的 集 族 ,而 |E|=n, 其 上 
的 结 运 算 x V y 为 集 MR y 的 并 集 , 交 运算 工人 Ay 
AR xc AR y 的 交集 . 又 如 , 若 自 然 数 n 的 所 有 正 整 
除数 组 成 集合 为 ,E 的 元 素 ry 有 序 关系 xRy 当 
AM x HER ye P= CE RAB. Vy 
为 和 >y 的 最 小 公 倍 数 ,zAy D x 和 y 的 最 大 公约 
数 . 

结 运算 (join operation) 见 “ 格 ” 

交 运 算 (meet operation) 见 “ 格 ” 

链 格 (chain lattice) 一 种 基本 的 格 , 它 是 与 数 
E (0.1.2. 2 JR] PA LIS 1A € G0. HOUR i,t 
Hk rGQ)=i. 因此 ,可 把 区 间 La,bj 的 秩 定义 rb) — 
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rlCa) =k. 链 格 是 格 的 基本 类 型 ,其 他 格 有 的 可 以 用 
链 格 刻画 . 如 布尔 格 B, WALA n Poe EO) 
Hg EE PA COY, MAZ, B, Gm e O0" 同 构 . 链 格 是 
平凡 分 配 格 . 而 且 , 链 格 的 每 个 子 格 都 是 分 配 格 . 

布尔 格 (Boolean lattice) ”一 种 特殊 的 格 , 它 是 
与 布尔 代数 B= 二 (2*;U, 门 ) 同 构 的 格 .布尔 格 的 结 
运算 和 交 运 算 分 别 对 应 于 布尔 代数 的 并 运算 和 交 运 
算 . 布 尔格 为 分 配 格 、 模 格 、 几 何 格 、 补 格 . KIE] =n 
时 , 记 布 尔格 为 Bue 

除数 格 (divisor lattice) 一 种 特殊 的 格 .在 以 
正 整 数组 成 的 集 N 上 ,以 整除 性 为 序 关系 建立 的 
格 . 对 于 N 的 任意 元 素 n,m, 有 序 关 系 mRn 4AM 
当 m 能 整除 n. 这 个 格 上 的 结 运 算 mVn 为 m 和 nn 
的 最 小 公 售 数 ; 交 运算 mA 人 n Am 和 的 最 大 公约 
数 . 除数 格 为 分 配 格 .其 上 的 区 间 , 可 以 表示 为 若干 
链 格 之 积 . B p fal [1,360 ay FO C30 X (22 X 
CA) REAA GT ARK 360 = 235! HPO) 
为 具有 :十 1 个 元 素 的 链 格 ,i 二 1,2,3. 

向 量 空 间 格 (vector space lattice) ”组 合理 论 
中 常用 的 一 种 格 . 它 是 在 可 除 环 KK 上 的 nn 维 问 量 空 
[B] V. 的 所 有 子 空间 ,连同 包容 关系 构成 的 格 , 记 为 
CV). 24 n 入 确定 之 后 ,也 就 在 同 构 的 意义 上 确 
ET SV) AREER AY no K). 此 类 格 是 不 
可 分 解 的 、 可 补 的 模 格 . 在 组 合理 论 中 , 常 取 天 为 有 
限 域 GF (q). 

Xl 5) # (partition lattice) 一 种 特殊 的 格 . 它 
ERG E 上 的 划分 连同 精细 关系 构成 的 格 .上 的 
一 个 划分 r 惟一 地 确定 了 中 元 素 之 间 的 一 个 等 
PRA WA). ab 当 且 仅 当 4,6b 同属 7 的 一 
个 划分 块 . 划分 格 的 交 运 算 为 a(x A o)b, 4AM 
alr)b H alob; HAN alr V o)b, 当 有 目 仅 当 有 元 
R cj ,cs，… ,cs 使 得 ac. bc JP BUB Lik 
Bc) (Mei. Me: (c+... A. E-—1(1,2.7:,11).x 
— (1,22(3,4,5)€6,7,82(9,10,112,0— C1, 3.4X(2, 
52€6,7,112 (829,10) , WW A 

mV 0—(1,2,3,4,5)(6,7,8,9,10), 
zA607(1)(2)(3,40€5)€6,70 (82 (9, 100 C11). 

FR (sublattice) 一 种 组 合 构 形 . 格 = (E; 
V ,A 人 ) 的 子 集 和 N 连同 原 有 的 结 运 算 V 和 交 运 算 作 
构成 的 格 . 例如 ,ZX 上 的 区 间 Lx,yj 为 一 子 格 . 

模 格 (modular lattice) 一 种 组 合 构 形 . iz Ie Y 
足 如 下 条 件 的 格 : 对 于 格 的 任意 元 素 7x,y 和 xz, 者 x 
委 >, 则 zV(yAz)=(rVy)Az. 因 此 , 模 格 是 把 满 
足 分 配 律 的 要 求 仅 局 限 在 可 比较 元 素 之 间 ,从 而 模 
格 可 视 为 分 配 格 的 推广 ,一 个 格 是 分 配 格 , 则 必 为 模 
格 . 下 图 里 ,WM;,N; 均 不 是 分 配 格 , 但 Ms 是 模 格 ,而 
Ni 不 是 模 格 . 在 模 格 上 ,映射 p 把 x 映照 为 xz 信 
a BRAT ys 则 把 y 映照 为 yV 5b, 这 里 a 和 2 均 为 工 的 


Al iE H9 TUR. 于 是 % 


和 d» 为 区 间 [Lb,a Vb] PR e 
Alla Ab,alZ JH] Had 

的 同 构 映 射 ,因而 这 两 nd V 
个 区 间 是 同 构 的 . 模 格 

的 这 一 基本 性 质 , 亦 可 作为 模 格 的 另 一 等 价 定 义 .在 
模 格 上 ,把 形 如 了 二 [a 人 5,aj,1; 二 [5,aV b]B3 IX [8] 
称 为 传递 区 间 . 者 在 两 区 间 Lz,yj 和 [z' ,yj 之 间 存 
在 一 组 区 间 Ti,T，，… ,Ti, 使 得 相 邻 两 个 区 间 都 是 传 
递 区 间 HA Dom [xy] Lo Dx sy] WERL E, y] 
Lz yj 中 一 个 为 另 一 个 的 投影 区 间 . 模 格 的 投影 区 
间 均 是 同 构 的 . 这 种 结构 上 的 均匀 性 是 模 格 的 主要 
特性 . 

模 格 也 可 由 模 元 素来 定义 : 格 工 为 模 格 , 当 且 
DU L Il BUS 2603 P9 HEURE. L WR a 
足 : 对 于 工 的 任意 元 素 x,y, 由 ry El x A Ca V 
y=(rAa) Vy MFK a 为 模 元 素 . 此 外 , 格 世 上 的 
一 对 元 素 a 和 5, 夺 对 于 工 的 所 有 元 素 z 它们 满足 : 
zr bz, WMA 5A (aVz)= 二 (5Aa)Vz, 此 时 称 a,b 
为 模 元 素 对 . 由 定义 知 , 在 模 元 素 对 a 和 2 之 间 是 有 
序 关系 的 . 这 就 是 说 , 当 a Ab 为 模 元 素 对 时 ,5 和 a 
不 一 定 为 模 元 素 对 . 因此 ,一 般 把 模 元 素 对 a Ab ic 
为 二 元 序 对 (a,5)m, 或 aMb. 模 格 亦 可 由 模 元 素 对 
刻画 : 格 工 为 模 格 , 当 且 仅 当 工 的 每 对 元 素 均 为 模 
元 素 对 . 关于 模 元 素 对 的 序 关 系 为 对 称 的 格 , 即 名 a 
和 2 为 模 元 素 对 , 则 2 和 < 也 为 模 元 素 对 ,相应 的 格 
称 为 模 对 称 格 . 

半 格 (semilattice) WHET. 它 是 只 关联 到 
格 的 结 运算 和 交 和 运算 二 者 之 一 的 一 类 12 
代数 结构 . 对 于 格 工 二 (X;V ,人 ) 而 
言 , 只 关联 到 结 运算 的 半 格 , 称 为 结 - 
半 格 , 记 为 L =X: V). XER HE, PE 
L'— OX; 人 \ ) 为 交 - 半 格 . HAN, X= (2, 
3,6,12}, 结 运算 V 为 求 两 数 的 最 小 公 “ P 
倍数 , 则 (X ; V ) 不 是 格 , 但 为 半 格 , 即 结 - 半 格 ,其 哈 
塞 图 如 图 所 示 . 

模 元 素 (modular element) WFRP”. 

模 元 素 对 (modular element pair) J “PERK”. 

模 对 称 格 (modular-symmetric lattice) JL“ fe 
格 ”. 

传递 区 间 (transfer interval) 

投影 区 间 (projective interval) Jl “Pipe”. 

次 模 格 (sub-modular lattice) 亦 称 半 模 格 . 一 
种 组 合 构 形 . 它 是 满足 下 面 的 条 件 1 的 一 类 格 . 条 件 
1: 对 于 格 的 任意 元 素 a,b, b Eu aAD.WPEaVO 
覆盖 a. 条 件 1 刻画 了 一 种 局 部 对 称 性 ,一般 弱 于 格 
的 模 对 称 性 . 当 格 的 长 度 有 限时 ,这 两 种 对 称 性 才 等 
价 . 与 模 格 比较 ,次 模 格 广泛 得 多 . 人 们 在 20 世纪 


o 


见 “ 模 格 全 


组 合 FF 


70 年 代 才 获得 证 明 ,次 模 格 不 能 再 
如 同 模 格 那样 可 以 由 某 类 特殊 子 格 “a 
来 刻画 . 但 是 次 模 格 为 分 层 格 ,因而 
满足 若 尔 当 - 截 德 金 链条 件 . 因此 ， | 
OBERT Hh Fb BRO NN 
判定 : 当 格 L 的 长 度 有 限时 , 它 为 
次 模 格 当 且 仅 当 对 于 L 的 任意 元 素 ab 均 有 
h(aVb)+hlahb<hla)+h), 
这 里 /为 元 素 的 高 度 函 数 . 而 且 , 当 为 长 度 有 限 
的 半 模 格 时 ,元 素 a 和 5 为 模 元 素 对 , 当 且 仅 当 
hCa V b) -F hla Ab) — A Ca) thb). 
半 模 格 通过 它 的 一 个 子 类 一 一 几何 格 ,与 组 合 系统 
建立 起 密切 的 联系 . 上 图 是 一 次 模 格 但 不 是 模 格 ， 


半 模 格 (semi-modular lattice) El“ Rite”. 
&hf& (complement lattice) 一 类 特殊 的 格 . E 


是 所 有 元 素 均 有 其 补 元 存在 的 格 , 亦 称 此 格 是 可 补 
的 . 例如 ,布尔 格 B, 是 可 补 的 . 这 里 ,所 谓 a 为 2 的 
补 元 ,或 5 为 a 的 补 元 是 指 格 L 中 元 素 & 和 w 满足 
条 件 :aV5b= 二 1 和 aA5b= 二 0, 其 中 1 和 0 分 别 为 格 工 
的 最 大 元 和 最 小 元 . 此 时 , 亦 称 元 素 & Al b 是 互补 
HJ. 当 把 可 补 性 仅仅 限于 格 工 的 所 有 有 区 间 时 , 称 此 
格 为 相对 补 格 , 亦 称 为 局 部 补 格 . 

相对 补 格 (relatively complemented lattice) 
JL" FP RE”. 

局 部 补 格 (locally complemented lattice) Ji) 
“AD RE”. 

#h3t (complemented element) 见 “ 补 格 ” 

分 配 格 (Cdistributive lattice) 一 种 组 合 构 形 . 
它 是 满足 下 述 条 件 的 格 ; 对 于 格 的 任意 元 素 x,y 和 
z,; 均 有 zxA(yVz) 二 (XAy)V (xAz). 由 于 格 中 结 
运算 和 交 运 算 的 对 称 性 ,上 述 条 件 等 价 于 

XV(yAz)= (xVy)A(rVez). 

当 工 为 分 配 格 时 , 交 运 算 对 于 结 运 算 满 足 分 配 律 ， 
而 且 反 之 亦 真 . 布尔 
"DN [y 
等 均 为 分 配 格 . 分 配 格 P d i 
可 以 表示 理想 格 . 右 图 M. N 
中 M; 和 Ns 均 不 是 分 
配 格 ,因此 , 凡 以 Ms N: 为 子 格 的 格 均 不 是 分 配 格 . 

格 的 理想 (ideal of a lattice) 一 种 组 合 构 形 ， 
是 偏 序 集中 一 类 特殊 的 子 集 . HP SE PH XO 
ERTE], HWER: ALCI H r<] eel. 
特别 地 , 当 P 了 为 格 工 时 , 称 了 为 格 工 的 理想 ,对 于 PP 
的 子 集 4 ,集合 (zxEX|4 中 有 元 素 a 使 得 ca) 
为 由 4 产生 的 理想 . 特别 地 , 当 A 只 含 单个 元 素 a 
时 ,A 产生 的 理想 称 为 主 理想 . 格 工 的 理想 一 般 不 
理想 均 为 主 理想 . 对 于 已 知 格 工 ,其 上 所 有 理想 连同 
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合 间 的 包容 关系 构成 一 个 格 , 称 这 个 新 的 格 为 理 
想 格 . 在 理想 格 中 , 主 理想 格 最 为 重要 ,因为 它 不 但 
是 工 的 子 格 ,而 且 与 格 工 同 构 .这样 , 对 格 的 研究 就 
归结 为 对 主 理想 格 的 研究 . 从 映射 观点 看 ,理想 本 质 
上 是 一 类 闭 映 射 . 把 格 工 的 理想 与 工 的 结 运算 和 交 
运算 联系 起 来 . 对 于 理想 1, 若 a,6 均 为 1 的 元 素 , 且 
a V5 仍 为 了 的 元 素 , 则 称 了 为 结 -理想 .对称 地 ,有 交 
-理想 . 

格 的 主 理想 (principle ideal of a lattice) W, 
“ 格 的 理想 ”. 

理想 格 (lattice of ideals) 见 “ 格 的 理想 ” 

结 -理想 (join-ideal) 见 “ 格 的 理想 ” 

交 - 理 想 (Cmeet-ideal) 见 “ 格 的 理想 ” 

ARI 4 3r € (irreducible element) 一 类 特殊 
的 元 素 . 是 格 中 的 一 类 非 最 小 元 素 . 格 工 非 最 小 元 
K a WIE ab Vc 时 必 有 a 一 b 或 4 二 c, 则 称 a 
为 结 -不 可 约 元 素 . 简 言 之 ,此 类 元 素 不 可 能 表示 为 
其 他 二 元 素 之 结 . 对 称 地 有 交 - 不 可 约 元 素 , 它 不 可 
能 表示 为 其 他 二 元 素 之 交 . 结 - 不 可 约 元 素 和 交 - 不 
可 约 元 素 统称 为 不 可 约 元 素 . 当 格 工 为 单 链 C 时 ， 
其 所 有 元 素 均 为 不 可 约 元 素 . 

结 -不 可 约 (join-irreducible ) 
素 ” 

交 - 不 可 约 (meet-irreducible ) 
X. 

JL fij f& (geometric lattice) 一 种 组 合 构 形 . E 
是 满足 下 述 条 件 1 的 有 限 半 模 格 .条 件 1: 格 的 每 个 
元 素 均 可 表示 为 基 元 的 结 运算 . 而 满足 条 件 1 的 格 ， 
亦 称 为 基 元 格 或 点 格 . 简 言 之 ,几何 格 既 是 半 模 格 ， 
又 是 基 元 格 . 在 几何 格 里 ,可 按 不 同 秩 的 平 集 相应 地 
引入 基本 的 几何 概念 . 例如 ,把 秩 为 1 的 平 集 称 为 
点 , 秩 为 2 的 平 集 称 为 线 , 秩 为 3 的 平 集 称 为 面 等 . 
而 当空 集 和 多 的 闭 集 包 非 空 时 ,其 中 的 元 素 称 为 自 环 . 
当 元 素 a 和 4 与 闭 集 地 和 2%( 闭 集 的 定义 见 “ 拟 阵 的 
财 包 算 子 ”7 相同 时 , 则 称 a 和 2 为 相互 平行 元 素 . 

几何 格 和 组 合 几何 的 关联 极为 密切 . 设 4 为 几 
何 格 艺 的 基 元 集 ,4 的 子 集 X 为 某 组 合 几 何 GLA) 
MER. SAMS L AR r, BR X=(acAlax 
x}. 而 组 合 几何 GL CAO AYR e CRT WL BE 
PRA A SERE Mr (X)=ACVX) HR 

V X-—ai Vai,V "* Va, , X — (a, sa; 928 aj}. 
因此 ,组 合 几 何 的 有 关 概 念 均 可 以 等 价 地 用 几何 格 
的 语言 表述 .例如 ,几何 格 基 元 素 (xi,xs,… ,Xx,) 是 
Jr B). SAMY ACC VxiVsVrn)—n. 另 一 方 
Ei ,组 合 几 何 G 的 所 有 平 集 组 成 的 格 L(G) 为 几何 
格 ,其 基 元 是 G PRA 1 的 平 集 . 因此 ,几何 格 是 组 
合 几 何 的 基本 理论 工具 . 几何 格 的 每 个 区 间 La,5j 仍 

70 


见 “ 不 可 约 元 


见 “ 不 可 约 元 


是 几何 格 , 且 几何 格 在 直 积 下 仍 为 几何 格 .在 几何 格 
中 , 基 元 的 等 远 性 为 等 价 关 系 . 

En (atomic lattice) 见 “ 几 何 格 ” 

平 集 格 (lattice of flats) 一 种 组 合 构 形 . 在 偏 
序 集 已 = (5E, 和 ) 上 所 有 平 集 构成 的 格 工 ,其 序 关系 
为 集合 包容 关系 , 在 平 集 格 工 中 , 交 运 算 为 SAT= 
S 门 工 ,而 结 运 算 为 SVT= 门 (4€ELISUTCSCA), 即 
工 中 包容 S 和 了 之 并 集 的 所 有 集合 的 交集 . 

完备 格 (complete lattice) 一 种 组 合 构 形 . 满 
足下 述 条 件 的 格 称 为 完备 格 : 它 的 任意 一 个 非 空子 
集 均 有 最 大 元 和 最 小 元 . 例如 , 链 格 为 完备 格 . 

独立 系统 (independence system) 一 种 组 合 构 
É. RARR E 的 某 些 子 集 构成 的 集 族 A, A 
足 条 件 : 

1. 空 集 为 中 的 元 素 ，; 

2. 了 中 元 素 J 的 子 集 7 仍 为 I 的 元 素 ; 

WW BR Z 为 独立 系统 , 且 其 元 素 称 为 独立 集 . 从 序 观 
点 看 ,独立 系统 是 集合 包容 关系 这 类 序 关 系 决 定 的 
一 个 下 降 链 集 族 . 例如 Ez E= tei ,ezyesyet} 为 平面 
ERY 4 BoA eise; 和 es 在 一 条 直线 上 yC4 不 在 此 直 
线 上 , 则 五 的 子 集 7 为 独立 集 , 当 且 仅 当 了 中 的 点 为 
线性 独立 集 . 由 于 独立 系统 所 满足 的 条 件 不 可 能 带 
来 明显 的 优越 性 ,所 以 它 并 不 构成 主要 的 组 合 系统 ， 
而 是 作为 其 他 组 合 系统 如 拟 阵 等 的 一 个 前 置 基 础 ， 
独立 集 (independence set) WA Y AA”. 

拟 阵 (matroid) 一 种 组 合 构 形 . 设 二 元 系统 M 
一 (天 ,GZ) 满 足下 述 条 件 ， 

1. 空 集 包 为 集 族 .4 的 元 素 . 

2. RAIA FZ 的 元 素 , 则 J/ 的 任意 子 集 7 亦 
为 WICK. 

3. E IJ 均 为 .7 的 元 素 , 且 集合 7 中 元 素 的 
数目 少 于 .中 元 素 的 数目 , 则 在 差 集 / 一 了 中 有 元 
K e, 使 得 集合 TU {e} 为 Z 的 元 素 . 

这 里 五 为 有 限 集 ,.2 为 五 的 某 些 子 集 组 成 的 集 
族 . 条 件 1 和 2 为 定义 独立 系统 的 条 件 , 拟 阵 就 定义 
为 满足 条 件 3 的 独立 系统 . 对 于 拟 阵 MSE, A), 
mY 中 的 元 素 为 独立 . 称 不 属于 冯 的 匹 的 子 集 为 
相关 集 . 拟 阵 的 极 大 独立 集 称 为 拟 阵 的 基 ; 而 拟 阵 的 
极 小 相关 集 称 为 拟 阵 的 圈 , 这 二 类 互 为 对 称 的 集合 
在 拟 阵 中 占 重 要 位 置 . 对 于 五 的 元 素 €i ,ez 行 {el)》， 
{es) 均 为 独立 集 , 但 {es;,e;) 为 相关 集 , 称 El sE? 为 拟 
阵 的 平行 元 素 .条件 3 是 独立 集 之 间 的 交换 性 质 , 它 
类 似 于 线性 空间 中 线性 独立 向 量 组 之 间 的 交换 性 
质 . 对 于 拟 阵 而 言 ,条 件 3 是 本 质 的 , 称 为 拟 阵 交换 
性 质 . 不 同类 型 的 交换 性 质 往往 导致 不 同类 型 的 组 
合 系统 .条 件 1,2,3 以 独立 的 形式 出 现 ,因此 称 为 拟 
阵 的 独立 性 公理 . 拟 阵 有 多 达 数 十 种 形式 锭 异 但 本 
质 等 价 的 公理 系统 . 这 是 拟 阵 独 有 的 特点 . 


24 SCORE JE, (Whitney, H. ) 于 1935 年 英 定 了 拟 阵 
的 基本 理论 之 后 , 拟 阵 在 理论 和 应 用 方面 均 获 得 了 
迅速 的 发 展 . 图 论 ,尤其 是 平面 图 及 其 对 偶 的 研究 是 
刺激 拟 阵 发 展 的 一 个 重要 方面 . 当 一 个 平面 图 以 不 
同 的 形式 能 人 到 一 个 平面 上 时 ,其 对 偶 图 往往 并 不 
同 构 . 但 是 它们 却 具 有 许多 共同 性 质 , 并 体现 在 不 同 
对 偶 图 中 那些 不 构成 圈 的 边 所 组 成 的 子 集 之 上 . 而 
用 拟 阵 的 语言 来 说 ,就 是 在 拟 阵 的 独立 集 上 . 因此 ， 
在 这 个 意义 上 ,可 把 拟 阵 视 为 图 论 的 推广 .在 另 一 个 
方面 上 ,由 于 有 限 几 何 格 本 质 上 就 是 拟 阵 , 拟 阵 和 格 
论 的 结合 ,一 方面 拟 阵 得 益 于 格 论 在 理论 上 的 帮助 ， 
另 一 方面 拟 阵 也 刺激 了 格 论 的 研究 . 拟 阵 研究 发 展 
的 第 三 个 重要 方向 是 拟 阵 和 组 合 优 化 的 结合 . 建立 
在 拟 阵 上 的 组 合 优化 问题 不 仅 本 身 就 代表 相当 广泛 
的 实际 问题 ,而且 更 主要 的 是 ,此 类 问题 的 突出 的 优 
越 性 使 得 这 类 问题 成 为 组 合 优化 问题 中 较为 容易 的 
一 类 问题 . 它们 带 来 的 启示 ,为 其 他 组 合 优 化 问题 开 
拓 了 理论 上 的 视野 . 作为 拟 阵 的 例子 , 取 4 AMP 
上 的 mXn HA Hn SI BARMERA ELE 中 
For A 2 HE ch sr qn] Ei ZR T4 a UL EE B5) 38 sr BE. 又 
A.X E AE G-—(Q ,EE) 中 的 边 集 EE, 拟 阵 的 独立 集 
为 五 的 不 含 圈 的 子 集 .车 本 身 就 是 有 限 阶 的 矩阵 
的 集合 ,独立 性 视 为 线性 无 关 , 则 这 种 拟 阵 被 称 为 矩 
阵 拟 阵 . 特别 地 , 当 五 为 有 限 维 的 向 量 的 集合 时 ,被 
称 为 向 量 拟 阵 . 春 向 量 拟 阵 中 ,其 向 量 均 为 二 元 有 限 
域 上 的 , 则 称 它 为 二 元 拟 阵 . 

相关 集 (dependent set) — UJ, SLE". 

$+ BE AY BE base of a matroid) MRE”. 

REA) (Circuit of a matroid) Jl “FRE”. 

3 BE AY 3h sr ME ZS FB (independence axioms of 
matroid) WWE”. 

拟 阵 交换 性 质 (exchange-property of matroid) 
见 “ 拟 阵 ”. 

45 Re W RE (matrix matroid) 

[oy BE 3UL BE (vector matroid) 

Z TWE (binary matroid) W“ [Ee ". 

对 偶 拟 阵 (dual matroid) ” 亦 称 正 交 拟 阵 . 一 种 
组 合 构 形 . 它 是 由 拟 阵 M 导出 的 拟 阵 M^. 当 拟 阵 
M 以 基 集 族 多 表示 时 , M==(E, 多 ), 则 M* =E, 
BP), Kp 多 * —(E—BiB€ Z). 因此 , 当 B XU 
阵 M BERT E — B 就 是 对 偶 拟 阵 的 基 . 对 于 拟 阵 
ms FOU BALE ME M =M) =M. 
如 此 完整 的 对 称 性 是 拟 阵 特有 的 重要 性 质 . 这 一 点 ， 
在 将 拟 阵 应 用 到 组 合 优化 的 理论 时 更 为 明显 . 

正 交 拟 阵 (orthogonal matroid) 即 “ 对 偶 拟 


见 “ 拟 阵 in 
见 “ 拟 阵 "n 


[E ". 
DC HO BE (matching matroid) 一 类 特殊 的 拟 
EE. 它 是 建立 在 图 G==(V ,EE) 上 的 拟 阵 . 节点 集 V 的 


组 合 FE 


FRA 为 此 拟 阵 的 独立 集 , 当 且 仅 当 图 C ALAR 
xm A. fo] A. 24 G 为 三 角形 时 ,各 其 顶点 为 a,b,c, Ill 
AR Iz B5 De Be PE B9 Rar A a} ib) (0) las po)， 
1036] 540346) 

BEAR (circuit matroid) 亦 称 多 边 形 拟 阵 . 一 
类 特殊 的 拟 阵 . 它 是 建立 在 图 G=(V,E) EK% 
拟 阵 M(G) ,其 独立 集 为 不 含 圈 的 边 集 五 的 子 集 . A 
此 , 圈 拟 阵 的 直观 形象 十 分 鲜明 . 由 于 不 同 构 的 图 会 
有 相同 的 圈 拟 阵 , 对 圈 拟 阵 的 研究 并 不 能 取代 图 的 
研究 , 它 只 能 看 做 图 的 一 种 延伸 . 对 于 圈 拟 阵 
M(G), 其 圈 正 是 图 G 的 圈 , 所 以 圈 拟 阵 亦 称 多 边 形 
WE. 图 G 的 上 圈 是 的 子 集 4, 将 4 从 G PRE 
以 后 会 增加 G 的 连通 分 文 的 数目 .正如 G 的 圈 构 成 
M(G) 的 圈 一 样 ,以 G 的 上 图 为 圈 , 对 应 地 得 到 C 上 
的 另 一 类 拟 阵 , 称 为 上 圈 拟 阵 , 上 圈 拟 阵 亦 称 键 拟 
EE. 围 拟 阵 和 上 圈 拟 阵 互 为 对 偶 , 且 在 任何 域 上 均 可 
表示 . 记 上 圈 拟 阵 为 M”(C). 

由 于 圈 拟 阵 和 上 圈 拟 阵 具 有 明显 的 图 的 特征 ， 
所 以 借助 于 同 构 的 概念 ,可 将 它们 延伸 到 其 他 一 般 
拟 阵 . 拟 阵 M = (E, 5), M= (E, 22) F, 4 H 
仅 当 在 E, Al E, 之 间 有 双 射 2, 并 保持 独立 性 . 对 于 
拟 阵 MAAR G 存在 ,使 得 M 与 G 的 圈 拟 阵 同 
构 , 则 称 M 是 可 图 的 或 称 M 为 图 拟 阵 . 对 应 地 A 
M 与 G 的 上 圈 拟 阵 同 构 , 则 称 M 是 可 上 图 的 ,或 称 
M 为 上 图 拟 阵 . 例如 ,完全 图 K;, 完 全 二 部 图 KH) 
圈 拟 阵 M(K;) 和 MC(K;,s) 是 可 图 的 ,但 不 是 可 上 图 
HJ. 更 一 般 地 ,G 为 平面 图 , 当 且 仅 当 它 的 圈 拟 阵 
M(G) 是 可 上 图 的 . 因此 , 拟 阵 的 可 图 性 ,本 质 上 刻 
加 了 图 的 平面 性 . 

特别 地 , 34 G 为 欧 拉 
图 时 , 它 的 边 集 能 划分 为 
al. 而 在 欧 拉 图 上 建立 的 圈 
拟 阵 , 称 为 欧 拉 拟 阵 . 更 一 
般 地 ,对 于 建立 在 集合 | 
上 的 拟 阵 MOA EUR 
示 为 M 的 互 不 重奏 的 圈 的 并 集 , 则 称 M A EI 
阵 . 若 M 的 所 有 圈 , 其 中 元 素 的 个 数 均 为 偶数 时 , 则 
称 M 为 偶 拟 阵 . 二 元 拟 阵 为 欧 拉 拟 阵 当 且 仅 当 其 对 
偶 是 二 元 拟 阵 . 作为 一 个 既 不 是 图 拟 阵 也 不 是 上 图 
拟 阵 的 例子 , 它 就 是 旋 拟 阵 . 此 拟 阵 由 轮 图 Wi = 
K C, 产生 , 它 的 圈 对 应 为 C, 添加 一 条 幅 . 例如 ， 
对 于 Wu EB. 

多 边 形 拟 阵 (polyhedral matroid) 
pe”. 

图 拟 阵 (graphic matroid) Jl“ EHE”. 

上 图 拟 阵 (cographic matroid) Jil“ PLA [EE ". 

Be Fir $0 Re (Euler matroid) M “PATE”. 

sa WEE (bond matroid) Jil “FAR”. 


B " RA 拟 


71 


偶 拟 阵 (even matroid) Jl “PAP”. 

旋 拟 阵 (whirl matroid)” 见 “ 圈 拟 阵 ”. 

拟 阵 的 基 公 理 (basis axiom of matroid) 刻画 
拟 阵 的 一 种 法 则 . 有 限 集 E 的 某 些 子 集 构 成 的 集 族 
多 满足 如 下 条 件 : 

1. BABS. 

2. A 中 的 元 素 之 间 均 不 具有 集合 的 包容 关系 . 

3. B4, B; 为 B 中 的 元 素 , A e; € B, MW B; 中 
ACR €2 ,使 得 (Bi 一 tei P) U {eo} 为 B 中 的 元 素 . 

这 几 个 条 件 即 为 基 公 理 , 由 它 决 定 的 集 族 SZ, 
其 元 索 即 为 拟 阵 的 基 . 因 此 , 基 公 理 是 刻画 拟 阵 的 又 
一 等 价 形式 . 条 件 2 表明 A 是 一 条 反 链 ,而 条 件 3 
称 为 基 交 换 公 理 , 它 和 线性 空间 理论 中 的 基 交 换 定 
理 是 一 致 的 . 基 交 换 公 理 可 以 等 价 叙 述 为 如 下 的 中 
间 基 公理 :对 于 的 任意 子 集 X,Y, 且 XCY AE 
BRALK BB, tE XC B, .B,CY MEAP 
有 元 素 B, 存在 ,使 得 XC B,CY. 


JU Re ay HE bases of matroid)” 见 “ 拟 阵 的 基 公 


I 

基 交 换 公 理 (basis exchange axiom) W“ [e 
AY FE 7S HEU. 

中 间 基 公理 (middle basis axiom) 见 “ 拟 阵 的 


AS. | 

3U. BE BY B] ZS FB (circuit axiom of matroid) — Zi 
画 拟 阵 的 一 种 法 则 . 有 限 集 五 的 某 些 子 集 构 成 的 集 
Wk € 满足 如 下 条 件 : 

1. 空 集 名 不 是 € 中 的 元 素 . 

2. € 中 的 所 有 元 素 之 间 均 不 具有 集合 的 包容 
X. 
3. XIF E 中 任意 元 素 Co C? AR E PERI 
Re € PFE C, E CEC UC) le). 

这 几 个 条 件 即 为 圈 公 理 , 并 称 3 为 圈 消 去 公理 . 
对 于 五 的 子 集 C, 它 为 拟 阵 MCE,OWE. SAM 
当 它 为 客 的 元 素 , 而 安 由 圈 公 理 决定 .因此 , 拟 阵 
圈 公 理 是 拟 阵 的 一 个 等 价 形式 . 

14 Ze ZS FB (circuit eliminate axiom) 
的 图 公理 

拟 阵 的 秩 (rank of matroid) 刻画 拟 阵 的 一 个 
PR. 设 - 是 定义 在 有 限 集 E 的 子 集 族 上 的 函数 

r(A)=max{|J||JCA HIES}, 
FT| RABAT 中 元 素 的 数目 ,9 为 拟 阵 的 独立 
集 族 ACE. 这 就 是 拟 阵 的 秩 . 从 序 观 点 看 , 拟 阵 的 
秩 函 数 与 集合 之 间 的 包容 关系 保持 同 序 性 :对 于 七 
的 任意 子 集 X.Y. XCY Mr XO OD. HABERE 
P i Ax SAY HEE E ABER TEST E 的 任意 子 
XY A 
r(X UY +r CX TY <rCX)4+r(Y). 
表明 了 拟 阵 和 半 模 格 的 本 质 关 联 , 这 对 于 拟 阵 的 处 
T2 


见 “ 拟 阵 


理 带 来 明显 的 优越 性 . 与 其 他 组 合 系统 不 相同 之 处 ， 
从 秩 函 数 观 点 看 ,是 单一 秩 增 性 . 对 于 互 的 任意 子 
集 X AUER ICR ce. A r (XU {e))==r(X) 或 r(X) 十 
ls 

W EE AY FES FB (rank axiom of matroid) ”刻画 
拟 阵 的 一 种 法 则 . 它 是 定义 在 有 限 集 E 的 子 集 族 上 
EA) ER Cr 所 满足 的 条 件 : 

1. XT E BERT E X rOO XI. 

2. XIF E AER TR X,Y, £ XEY, MI 

F(X Jar (Y). 

3. 对 于 五 的 任意 子 集 X,Y ,有 

r(X UY) 4+rCX (1) Yo <r(X) 4+ r(Y). 

r 为 拟 阵 M — CE, BN RAM, SAMS rn BI 
足 上 述 秩 公理 . MRK BRR Ee AE RR EW 
阵 的 独立 集 :五 的 子 集 7 为 独立 集 , 当 且 仪 当 x(7)= 
|. 因此 , 拟 阵 的 秩 公 理 是 拟 阵 的 等 价 形式 . 车 将 条 
fF 1,2 换 成 条 件 1 ,2 : 

l’.r(g)=0. 

2.XDT E WER TR X 和 任意 元 素 e, 有 

r(XUte})=r( X) r(X)+1, 

则 秩 公 理 可 以 等 价 地 改换 为 条 件 1 ,2 和 3. 

拟 阵 的 闭 包 算 子 (closure operator of matroid) 
一 类 特殊 的 映射 . 指 从 有 限 集 五 的 所 有 子 集 构成 的 
集 族 2 到 其 自身 的 映射 ,这 里 五 由 拟 阵 M— CE, 
SE. 拟 阵 的 闭 包 算 子 o 要 满足 下 述 闭 映 射 的 条 
ft : 

1. 对 于 五 的 任意 子 集 X, 有 X&oGO. 

2. 对 于 五 的 任意 子 集 和 ,了 ,在 和 XSY, 则 

ol(X)ColY). 

3. 对 于 E WERTE X,0(0(X))=a(X). 

此 外 ,o 还 要 满足 财 包 交换 公理 :对 于 五 的 任意 
子 集 和 及 任意 元 素 eoe e6e€oOXUteaD-— 
5CX), 则 eEo(XUfe)) 一 cc(CX). 此 交换 公理 具有 
良好 的 对 称 性 ,对 于 拟 阵 而 言 , 它 是 本 质 的 . HTH 
阵 拟 阵 ,向 量 集 的 线性 包 为 闭 包 算 子 . 对 于 由 图 G= 
(V ,EE) 建 立 的 图 拟 阵 , 边 集 的 子 集 4, 定 义 eE 
CASHA S e 的 两 端点 可 由 4 的 一 条 路 连结 ,此 
时 o 为 该 图 拟 阵 上 的 一 个 财 包 算 子 .由 拟 阵 闭 包 算 
CT o 决定 闭 集 , 它 是 满足 下 述 条 件 的 的 子 集 A: 
o(4) 二 4, 亦 称 为 拟 阵 的 平 集 . 拟 阵 的 平 集 具 有 一 般 
平 集 所 共有 的 性 质 , 例 如 , 平 集 族 对 于 集合 交 运 算是 
封闭 的 . 此 外 ,还 具有 特殊 的 单一 秩 增 性 :者 下 为 拟 
MNES. HF AREIS TUA e Dl 

r(FU {e))=r(F)+1, 

这 里 7 A W YR eR ge. 

以 拟 阵 M 的 所 有 平 集 为 元 素 构成 格 LM), H 
序 关 系 为 集合 包容 关系 , 则 此 格 是 几何 格 . 拟 阵 M 
正 是 借助 于 工 GM) 过 渡 到 格 理论 ,例如 :Zad) 的 基 


元 为 M 的 秩 为 1 的 平 集 ; 拟 阵 M REA E 
M 的 平 集 上 时 ,给 出 格 工 CM) 的 高 度 函 数 等 . 设 有 拟 
MM RRACES HL. HAE, HAE BF 
面 . 换言之 , 拟 阵 的 超 平面 如 满足 r(H)==r(E) 一 
1. 拟 阵 的 超 平面 除 具 有 通常 的 性 质 ( 例 如 , 超 平面 之 
间 的 不 可 比 性 等 ) 外 ,还 具有 如 下 特有 性 质 : 对 于 拟 
阵 的 两 个 不 相同 的 超 平面 H H: VA E 的 任意 元 
Ke AMM H 存在 , 它 包容 (Hi 门人 H;)U te). % 
似 于 一 般 的 作法 :把 闭 集 的 补 集 定 义 为 开 集 ,对 于 拟 
阵 而 言 , 则 把 平 集 的 补 集 称 为 拟 阵 的 开 集 . 换言之 ， 
E 的 子 集 O 为 拟 阵 的 开 集 , 当 且 仅 当 有 拟 阵 的 平 集 
,使 得 O—-E-—F. 

闭 包 交换 公理 (closure exchange axiom) J, 
“ 拟 阵 的 闭 包 算 子 ”. 

W EE AY 3E S (flat of matroid) 
算 子 ”. 

30 RE BY #8 3E TRI (hyperplane of matroid) 
阵 的 闭 包 算 子 ”. 

拟 阵 的 闭 集 (closed set of matroid) 
的 闭 包 算 子 ”. 

拟 阵 的 闭 包 公理 (closure axiom of matroid ) 
刻画 拟 阵 的 一 种 法 则 . 具体 地 说 ,从 有 限 集 E 的 所 
有 子 集 构成 的 集 族 2^ 到 其 自身 的 映射 c, 满 足 如 下 
称 之 为 为 闭 包 公理 的 条 件 : 

1. X F E 的 任意 子 集 关 ,有 XCo(X). 

2.X] T E HEATA X.Y.4 XTY, N 

o(X)Zo(Y). 

3. 对 于 BERT 8E X.A olo(X))=0(X). 

4. 对 于 玖 的 任意 子 集 X 以 及 任意 元 素 eoe» 
Zr e,€CoOXU (e; )Do—oCXO, MWA 

e; € oCXU {e,}) —a(X). 

简 言 之 , 拟 阵 的 闭 包 公理 给 出 满足 闭 包 交换 公 
理 的 闭 包 算 子 的 存在 性 . 映射 o 为 拟 阵 M — CE.) 
的 闭 包 算 子 , 当 且 仪 当 = 满足 上 述 闭 包 算 子 公理 . S 
闭 包 算 子 o 给 定之 后 ,相应 的 拟 阵 也 就 惟一 决定 ,这 
是 因为 :五 的 子 集 了 为 独立 集 , 当 且 仅 当 对 于 工 的 任 
意 元 素 e, 均 有 ca(C7 一 {e)) 不 包含 e. 因 此 , 拟 阵 的 闭 
包公 理 为 拟 阵 的 等 价 形式 . 

拟 阵 的 平 集 公 理 (flat axiom of matroid) Jf 
称 拟 阵 的 闭 集 公 理 . 刻画 拟 阵 的 一 种 法 则 . CHAR 
4E E 的 某 些 子 集 组 成 的 集 族 .多 ,满足 如 下 称 之 为 平 
集 公 理 的 条 件 : 

LER ERA mx. 

2. 对 于 FY 的 任意 元 素 ,Fs, 其 交集 FAF, 
仍 为 多 的 元 素 . 

3. iu 的 全 部 元 素 为 ,Fos Fe CEWE 
AER, AMER IISA EF AF 之 间 不 存在 
其 他 平 集 , 则 F,—F.F—FSSSFQ-FXAE-—FIHÉ 


见 “ 拟 阵 的 闭 包 


见 “ 拟 


见 “ 拟 阵 


一 个 划分 ， 

其 中 条 件 3 对 于 拟 阵 而 言 是 本 质 的 ,这 就 是 说 ， 
对 于 不 是 拟 阵 的 其 他 组 合 系统 的 平 集 , 一 般 并 不 满 
足 条 件 3. 上 述 公理 决定 的 . 惟一 地 决定 了 拟 阵 的 
FR. 而 平 集 决 定 后 ,可 由 其 上 的 高 度 函 数 惟 一 地 决 
we FUE BY FR BRK. 因此 , 拟 阵 的 平 集 公 理 为 拟 阵 定义 
的 等 价 形式 . 

拟 阵 的 闭 集 公理 (closed set axiom of matroid ) 
即 “ 拟 阵 的 平 集 公理 ” 

拟 阵 的 超 平 面 公理 (hyperplane axiom of ma- 
troid) ”刻画 拟 阵 的 一 种 法 则 , 即 有 限 集 巨 的 某 些 
子 集 构成 的 集 族 ,满足 如 下 称 之 为 超 平面 公理 
的 条 件 : 

1. 集合 EE 不 是 & 的 元 素 . 

2. 对 于 A 的 任意 两 个 不 相同 的 元 素 HoH, 
它们 均 不 可 比 , 即 H EH, A ACH). 

3. 对 于 A 的 任意 两 个 不 相同 的 元 素 Hi, Hs 
以 及 五 的 任意 元 素 e, 在 :多 中 存在 元 素 A. 

CEPS ET] {er es. 

WARE oC 惟一 决定 了 拟 阵 的 超 乎 面 . 
换言之 ,五 的 真子 集 H 为 拟 阵 的 超 平 面 , 当 且 仅 当 
HEA. *4 2€ 决定 以 后 ,可 由 其 元 素 的 交集 决定 
出 拟 阵 的 平 集 . 因此 , 拟 阵 的 超 平面 公理 为 拟 阵 的 等 
价 形式 . 

拟 阵 的 相关 性 公理 (dependent axiom of ma- 
troid) ”刻画 拟 阵 的 一 种 法 则 .有限 集 EE 的 某 些 子 
集 构成 的 集 族 雹 ,满足 如 下 称 之 为 相关 性 公理 的 条 
f : 

1. FROTE D 的 元 素 . 

2.4; E WTR D, AF £7 93 — 703 D Wt D, 
IRA €? 的 元 素 . 

3. 对 于 Z 的 任意 二 元 素 Di Di SX DAD: 
为 € 的 元 素 ,或 者 对 于 五 的 任意 元 素 e, 使 得 (D1U 
D,)—{esA Z WIR. 

上 述 公理 确定 的 集 族 到 ,完全 确定 了 拟 阵 的 相 
XE. 换言之 ,E 的 子 集 DD 为 拟 阵 的 相关 集 , 当 生 仅 
M DET. 因此 , 拟 阵 的 相关 性 公理 为 拟 阵 的 等 价 定 
义 . 拟 阵 相关 性 公理 和 拟 阵 独 立 性 公理 ,二 者 之 间 呈 
现 着 对 应 . 例如 关于 它们 的 第 2 条 公理 ,一 个 是 集合 
扩充 构成 Z 中 一 条 上 升 的 链 , 另 一 个 是 集合 元 素 减 
少 构成 .和 中 一 条 下 降 的 链 . 

拟 阵 的 开 集 公理 (open set axioms of matroid) 
刻画 拟 阵 的 一 种 法 则 .有 限 集 五 的 某 些 子 集 构成 的 
REO ,满足 如 下 称 之 为 开 集 公理 的 条 件 : 

1. 空 集合 为 O 的 元 素 . 

2. 对 于 C 中 任意 两 元 素 O,,0,, HF RO. U 
O;, 仍 为 O RIK. 
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3. 对 于 中 的 任意 元 素 O0; 以 及 ONO: m 
任意 元 素 e, 在 人 中 有 元 素 O 使 得 

(O, UO,) — (e} 202(0,UOD —(O,f10,). 

将 开 集 公理 与 平 集 公 理 比 较 , 可 见 二 者 之 间 有 
良好 的 对 应 . 拟 阵 的 开 集 公理 为 拟 阵 的 等 价 形式 . 

仿 射 拟 阵 (affine matroid) 一 种 组 合 构 形 . 它 
是 与 矩阵 拟 阵 类 似 的 拟 阵 M(E) ,不同 的 是 ,这 里 的 
E 是 仿 射 空间 A 中 的 有 限 点 构成 的 集合 ,而 且 在 4 
中 没有 真子 仿 射 空间 可 以 包含 E. 仿 射 拟 阵 MCE) 
的 独立 集 依 次 为 单 点 集 、 两 点 构成 的 线段 .三 点 构成 
的 三 角形 、 四 点 构成 的 四 面体 、 多 点 组 成 的 单纯 形 . 
其 单纯 形 上 秩 函 数 之 值 为 构成 单纯 形 的 点 数 . 仿 射 
拟 阵 的 平 集 , 是 有 关 点 集 的 仿 射 包 与 五 的 交集 . 而 
它 的 基 则 是 张 成 五 的 单纯 形 . 

截 元 (transverse) 一 种 组 合 构 形 . CESAR 
4 E 的 给 定子 集 族 有 特定 关系 的 E 的 一 个 子 集 . 对 
FA PRS E = {ee ,es) 的 特定 子 集 T= fe, ,ej， 
…,e;}), 称 这 样 的 了 为 Q 的 偏 截 元 或 相 异 代表 集 . 
ECHE: 

LT 中 的 元 素 均 不 相同 . 

2. 对 于 由 上 的 子 集 gq1,9:，… ,qm 构成 的 集 族 Q 
= {1929 sAm) ;和 若 从 指标 Jjastt 出 发 ,可 以 
得 到 一 组 互 不 相同 的 指标 istote de FE ETE e; € 
qi ， 对 所 有 的 k ASR) P] LE. 

在 这 里 允许 1 委 : 委 2 fi 4t=m 时 , 称 了 为 Q 
HS ov. DIE ES I2:3 9; — 152} sa 12; 
3},Q= {qisq} Jl] T, — 0), T= (2), T= (3) H 
Q He AIC M T= (0.3), 7;— (2,35, T= 0,2) 
均 为 Q 的 截 元 . 从 组 合 论 观点 看 ， e 1 
截 元 相应 于 二 部 图 上 的 匹配 ,或 者 aa 
说 一 种 对 应 关系 . 它 把 集 族 归 约 为 ". 
一 个 更 容易 处 理 的 集合 . AGB e 
到 , 当 工 为 Q 的 偏 截 元 时 ,T 的 于 一 
集 仍 为 Q 的 偏 截 元 . 这 种 序 关 系 C7 F 
类 似 于 拟 阵 中 独立 集 的 相应 性 质 . ad 
因此 ,把 以 偏 截 元 为 其 独立 集 的 拟 阵 , 称 为 截 元 拟 
阵 . 对 于 截 元 拟 阵 ,其 对 偶 拟 阵 一 般 不 再 是 截 元 拟 
EE. 但 是 , 截 元 拟 阵 和 匹配 拟 阵 本 质 上 是 一 回 事 , 因 
为 :一 个 拟 阵 是 匹配 拟 阵 , 当 且 仅 当 它 是 截 元 拟 阵 . 
这 同时 表明 截 元 拟 阵 在 组 合 论 中 的 重要 性 . 

当 在 拟 阵 M= (五 ,和 ) 和 截 元 拟 阵 Mr 之 间 有 一 
一 对 应 关系 时 ,换言之 ,对 于 拟 阵 M.A | 五 | =n, Jit 
时 以 五 的 子 集 gq1,9:,"… ,qn 构成 的 集 族 Q= (qq: 
… ,qm) ,使 得 独立 集 族 .2 与 Q 的 偏 截 元 集 族 一 一 对 
应 , 则 称 & TEM 的 截 元 表示 . 例如 ,E= (a,b, 
c,d,e}, 独 立 集 为 元 素 个 数 不 超过 3 89 E I BUB T 
E. E qu la.b.c) qs (asbid).qs— labe) W Q 
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二 (91,q2,93) 为 此 拟 阵 的 截 元 表示 . 拟 阵 的 截 元 表示 
并 不 惟一 ,例如 , 除 QQ@ 以 外 ,6={E,E,E) 也 是 该 拟 
阵 的 截 元 表示 . — ARH BF QS (qq: gm} te AE 
的 截 元 表示 , 则 满足 TIRE (1 二 1,2,…,m) 的 
T = {TT Tn) E M ERRAR. 借助 于 
截 元 表示 ,可 以 判定 已 知 拟 阵 和 截 元 拟 阵 的 关系 . 若 
M(E) 是 秩 为 的 拟 阵 ,MM'(E) 为 一 截 元 拟 阵 , 且 其 
截 元 表示 为 Q@= 二 (91,92z，… ;941) 5 M) M(E) 的 每 一 独 
立 集 亦 为 M'(E) 的 独立 集 , 当 且 仅 当 对 于 (1,2,…， 
&} 的 任意 子 集 了 , 均 有 
rC(YGE—-q0) SR — Il, 


iX HL r A AE PX BRL. 
ey SL IC (partially transverse) 
#4 3c TA EE (transverse matroid) 
截 元 表示 (transverse presentation ) 


LRT”. 
见 “ 截 元 ”. 

见 “ 截 
Æ RÆ (Halls theorem) 刻画 集 族 的 截 元 

存在 性 的 原理 . 令 .x 为 有 限 集 的 子 集 A, AD, 

… ,A 组 成 的 集 族 , 则 -ez 有 截 元 存在 当 且 仅 当 对 

于 指标 集 (1,2,…,m} 的 任意 子 集 7, 均 有 

UALS MI. 

拉 都 定理 (Rado's theorem) 刻画 拟 阵 的 截 元 
存在 性 的 原理 .各 n AMEME) KIRKE 的 子 
A 4 Ars A, 构成 的 集 族 o 有 截 元 存在 且 为 拟 
EE M( 巨 ) 的 独立 集 , 当 且 仅 当 对 于 指标 集 (1,2,…， 
m WERTE J HA 

rU ADMI. 

Xi 4 HE (partition matroid) 一 种 组 合 构 形 . 
它 是 由 在 有 限 集 五 一 (elyez， sen) E KI RI SF mF th 
的 拟 阵 M. 4 Xi AT zx 3B E 4p Bl I XIAT3R Bi By, 
Ds ,并 相应 地 设 定 非 负 整 数 di,ds，,**" sdms fill E 的 子 
集 了 为 划分 拟 阵 的 独立 集 , 4AM AMF i=1,2, 
osm IA IB |<d. 例如 对 于 有 向 图 G=(V， 
4),4 的 子 集 工 为 这 样 一 类 集合 :7 中 没有 两 条 边 同 
指 癌 一 个 节点 ,以 这 样 的 了 为 独立 集 可 得 一 划分 拟 
EE. 相应 地 ,J 为 4 的 这 样 一 类 集合 :J 中 没有 两 条 
边 始 于 同一 市 点 ,以 这 样 的 7 为 独立 集 可 得 男 一 划 
分 拟 阵 . 

可 表示 拟 阵 (representable matroid) JPA PJ 
坐标 化 拟 阵 . 一 种 组 合 构 形 . EEA RGF E 
的 矩阵 拟 阵 M(4)7 有 一 一 对 应 关系 的 拟 阵 M( 五 ). 称 
M CA) Jg TU BE M CE) B] ean AR EE A ON UL EE BI S B 
PE. 例如 ,在 完全 图 K 上 的 图 拟 阵 MC(K,) 在 二 元 域 
GF(2) 上 是 可 表示 的 ;但 是 ,均匀 拟 阵 :在 二 元 域 
GF (2) 上 却 是 不 可 表示 的 ,尽管 它 在 其 他 域 上 是 可 
表示 的 ( 见 下 图 和 下 表 ). 可 表示 拟 阵 的 对 偶 拟 阵 . 子 
拟 阵 亦 均 为 可 表示 的 . 这 是 可 表示 拟 阵 的 优越 


元 


性 所 在 . 


A 
on 
rm 
BS 
an 


特别 地 ,把 能 够 在 二 元 域 GF (2) 上 表示 的 拟 阵 
称 为 二 元 拟 阵 . 均匀 拟 阵 U;.; 为 二 元 拟 阵 . 因为 对 于 
三 元 素 集 == {a,6b,c) ,其 任意 真子 集 都 是 Us,; 的 独 
XE. E JS HOS SE. 相应 的 表示 向 量 为 a(a)= 
(1,0),a(5) 二 (0,1),a(c) 二 (1,1). 235] dU EE U, E 
不 是 二 元 拟 阵 . 二 元 拟 阵 包含 了 单 模拟 阵 和 图 拟 阵 
等 重要 拟 阵 . 在 拟 阵 的 表示 理论 中 ,二 元 拟 阵 是 研究 
较 早 的 一 类 . 

可 坐标 化 拟 阵 (coordinatizable matroid) BẸ 
“可 表示 拟 阵 ” 

拟 阵 的 表示 (representation of matroid) H 
“可 表示 拟 阵 ” 

FO EE AY 3€ ay 5B. BE (representative matrix of ma- 
troid) WW," nf Xo AE". 

单 模拟 阵 (unimodular matroid) 亦 称 正则 拟 
阵 . 一 类 特殊 的 可 表示 的 拟 阵 . 指 在 任何 域 上 均 可 表 
示 的 拟 阵 . 单 模拟 阵 亦 可 等 价 地 由 其 表示 矩阵 定义 . 
设 mXn EE A XIUEEMCED) TES F E BS RAH 
EE,m«n.H. A 的 元 素 均 取 整 数值 . AM TERR 
(1 三 km) ,4 的 每 个 kXk 子 阵 的 行列 式 等 于 0 或 
士 1, 则 称 和 矩阵 4 为 全 单 模 的 . WME MC(E) 为 单 模拟 
E, 当 且 仅 当 MM(E) 有 全 单 模 的 表示 矩阵. 此 外 , 单 
模拟 阵 亦 可 用 其 子 结构 刻画 :M(E) 为 单 模 拟 阵 , 当 
且 仅 当 它 没有 与 均匀 拟 阵 Ui, ARAME Fi 及 其 对 
f& F7 同 构 的 子 拟 阵 . 系数 和 矩阵 为 全 单 模 矩阵 的 线 
性 规划 关联 许多 组 合 优 化 问题 ,它们 的 优越 性 在 于 
有 多 项 式 算法 求 其 最 优 解 . 

全 单 模 矩阵 (total unimodular matrix) 
模拟 阵 ” 

正则 拟 阵 (regular matroid) — BD" FART”. 

SR F240 BE (simplicial matroid) 一 类 特殊 的 拟 
阵 . 它 是 以 独立 单 形 为 独立 集 的 拟 阵 . 4 IB A k A 
形 时 , 记 单 形 拟 阵 为 Si ,这 里 A= (aia, ,以 上 


见 “ 单 


组 = 序 


TÉ. JE TJ AES SE p OX Xo X, RR SP PE dE HB 
9CX,,0.,8CX,2, t, X m) BJ ER TE TB vr PESE T GE B 
其 中 3 为 边缘 算 子 ,满足 : 

HS) 一 0,3((a)) = 0, 


9a; }) 


b 


ac (a, ,' 8, pte 
k 


=i 2a = Dia. ae a; a}, 


这 里 a, 表示 把 元 素 从 该 集合 中 删除 掉 . 因此 若 X 
A k $E, 3003 G — D RUE. 单 形 拟 阵 Si 是 可 
表示 拟 阵 d XR AB ERU s(n sk) = (55,9) ;为 

pc] k 
AB Be. 其 产生 方法 为 , 先 把 (一 1) 单 形 按 字典 序 排 
列 , 并 以 p 表示 其 中 之 一 ,再 把 单 形 亦 按 字典 序 排 
列 , 以 9 表示 其 中 之 一 . Hq 不 包含 p HF so 一 0， 
当 q 包含 P 时 , 差 集 q—p 只 售 一 个 元 素 , 则 so 的 值 
按 此 元 素 a; 的 下 标 7 确定 为 (一 1)”'. 例如 ,s (4,3) 


X 


为 如 下 和 矩阵 : 
{1,2,3} {1,2,4} {1,3,4} {2,3,4} 
1 1 0 0 {1,2} 
Sj 0 1 o| {153} 
S(4,3)= 0 —1 一 1 0 | (45 
1 0 0 1 | 12:3] 
0 1 0 1 | {254} 
0 0 ] 1 (3; E: 
EE (0233 5129s 1 EM B.E 


单 形 拟 阵 S3 的 基 . 但 是 ,{{1 (1,2,4), (1,3, 
4) ,(2,3, 4) EB XJ. 

拟 阵 多 面体 (matroid polyhedron) 一 种 组 合 
构 形 . 它 是 由 拟 阵 M= (五 ,2 的 所 有 独立 集 的 关联 
回 量 生成 的 多 面体 PIE E= {ê sez," ,ei) T LS 
I 的 关联 向 量 VCD) = (vv v), M 了 包含 元 素 
e; BE v; — 1, BM v, — 0. 拟 阵 多 面体 的 优越 性 在 于 ， 
它 可 以 借助 拟 阵 的 秩 函 数 ~ 而 表示 为 约束 不 等 式 的 
形式 T(E,r); 对 于 E 的 任意 子 集 F.H 

21 <r(F), 


ANT EBEBEK ;有 o> 

0. 拟 阵 多 面体 P 的 顶点 均 为 整 
值 点 . 这 样 建立 在 拟 阵 上 的 优化 “ 
问题 就 可 以 归结 为 不 考虑 其 解 
是 否 取 整数 值 的 一 般 线 性 规划 
问题 ,从 而 为 拟 阵 上 的 优化 问题 开辟 了 一 个 新 的 领 
域 . 例如 ,下 图 G 上 的 图 拟 阵 M(G) ,其 多 面体 由 下 
述 不 等 式 决定 : 


| Xp, A ,Te S1 , 


€? 


X. TE Ses 
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Le bx, X2, 

Le rr, S2, 

ee dodo eed , 

os oss d. eed , 

E cpu pgs. 

A dou Fr, S3 ; 
zm pd cm Ss 

x, 20; £e 之 0， Le 之 0， x, 之 0. 

在 以 约束 不 等 式 表 示 的 拟 阵 多 面体 里 , 若 以 C 
的 满足 下 述 条 件 的 一 般 整 值 次 模 函 数 f 取代 拟 阵 
EA FK bk BX : 

1. f(D) 20; 

2. 对 于 互 的 任意 子 集 A.B. ACB Il 

f CAD (B); 

3. XIF EMERTR AA BLA 

FAW BY SA) BS PAD 4 T6593 
则 不 等 式 组 T(E, 了 ) 决 定 的 多 面体 ,其 项 点 仍 对 应 于 
某 个 拟 阵 的 独立 集 . 由 E, MRE MERA L 


体 拟 阵 . 
AR HX Gubmodular function) UJ, “R E £ 
面体 ”. 
多 面体 拟 阵 (polymatroid) ” 见 “ 拟 阵 多 面体 ”. 
法 诺 拟 阵 (Fano matroid) 一 种 特殊 的 拟 阵 . 


即 二 元 拟 阵 F MEA 7 个 元 素 , 其 表示 和 矩阵 为 


b 
0 
l 
0 


而 其 在 投影 平面 上 的 图 像 中 ,三 个 点 位 于 同一 条 直 
线 或 同一 条 曲线 上 时 ,此 三 点 构成 F, 的 相关 集 ; 否 
则 为 基 . F 不 是 单 模拟 阵 , 因 此 ,以 F; 为 其 子 拟 阵 
的 拟 阵 也 不 是 单 模拟 阵 . 

拟 阵 的 删除 运算 (deletion on matroid) 一 种 
变化 拟 阵 的 规则 . 在 拟 阵 MCED E. BL E X RU e 
后 产生 新 拟 阵 M'== M.(E') 的 运算 . E'=E— (e) H 
子 集 了 为 M 的 独立 集 , 当 且 仅 当 了 为 原 拟 阵 M 的 
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独立 集 . 更 一 般 地 , 设 了 为 五 的 真子 集 , 由 了 导出 的 
A EM COD .T 的 子 集 为 其 独立 集 , 当 且 仅 当 了 为 
原 拟 阵 的 独立 集 . 这 时 把 这 一 过 程 称 为 拟 阵 M 对 于 
T 的 限 约 运算 .并 把 经 限 约 运算 得 到 的 新 拟 阵 称 为 
拟 阵 M 的 子 拟 阵 . 与 删除 运算 对 称 的 有 拟 阵 的 收缩 
运算 , 它 产生 的 新 拟 阵 M"—M.COED,E' RE SS I X 
M” EAA E, HA U ie) HEME M 的 独立 
Se. 删除 运算 和 收缩 运算 互 为 对 偶 , 且 可 交换 ， 
(M')* —OM"D", (M")*=(M*)', 

其 中 用 ”* “表示 对 偶 . 把 拟 阵 M ZR SEDET XU Eis 
算 和 收缩 运算 之 后 得 到 的 新 拟 阵 称 为 拟 阵 M 的 次 
JE. 子 拟 阵 和 次 形 的 结构 特征 ,有 时 可 刻画 原 拟 阵 的 
性 质 . 例如 ,图 拟 阵 M(G) 为 上 图 拟 阵 , 当 且 仅 当 
M(G) 不 含 次 形 M(Ks) 和 MK). 它 是 图 论 中 的 库 
拉 托 夫 斯 基 定 理 对 应 的 拟 阵 形式 . 

153 5] SA EE (uniform matroid) 一 种 特殊 的 拟 
阵 . 它 是 只 以 有 限 集 E 的 子 集 7 中 包含 元 素 的 数目 
多 少 决 定 其 独立 性 的 拟 阵 Urn EP n= JEJ EK 
TEB 为 拟 阵 的 基 , 当 且 仪 当 BAR "POUR EB XL. 
类 似 地 ,C 为 拟 阵 的 圈 , 当 且 仅 当 C 为 上 十 1 个 元 素 
组 成 .五 为 拟 阵 的 超 平面 , 当 且 仅 当 石 由 一 1 个 元 
RAR. 例如 ,Cs 中 的 五 视 为 欧 氏 空间 里 一 条 直线 
上 的 3 KA ,每 一 个 单 点 构成 U,.s 的 超 平 面 ,每 两 点 构 
成 该 拟 阵 的 一 个 基 ,而 全 部 三 个 点 是 它 的 惟一 的 圈 . 

拟 阵 的 限 约 运算 (restriction on matroid) J, 
“ 拟 阵 的 删除 运算 ”. 

拟 阵 的 收缩 运算 (contraction on matroid) Ji) 
“ 拟 阵 的 删除 运算 ”， 


子 拟 阵 (submatroid)” 见 “ 拟 阵 的 删除 运算 ”. 


拟 阵 的 次 形 (minor on matroid) 见 “ 拟 阵 的 删 
除 运 算 ae 
#0 EE AY BM (loop of matroid) 一 种 组 合 构 


JE. 指 拟 阵 中 不 构成 独立 集 的 单个 元 素 集 . 当 拟 阵 为 
图 拟 阵 AM(CC) 时 , 拟 阵 的 目 环 和 图 CG 的 自 环 是 一 致 
的 . 拟 阵 的 自 环 可 等 价 地 描述 为 : 

1. 空 集 名 的 闭 包 多 中 的 元 素 . 

2.r({e)) 二 0,r J HARE Ay PR RK Z. 

3. 符 包含 e 的 集合 4 为 拟 阵 M 的 支撑 集 , 则 4 
一 {e} 亦 为 M 的 支撑 集 . 

4.e 不 在 拟 阵 的 任 一 基 之 中 等 ， 

与 拟 阵 自 环 对 应 的 有 拟 阵 的 单 点 割 集 : 当 e 为 
对 偶 拟 阵 AM 的 自 环 时 , 称 e 为 拟 阵 M 的 单 点 割 集 . 

单 点 割 集 (isthmus of matroid)” 见 “ 拟 阵 的 自 
Hr”. 

JU EE Bg 2f (union of matroids) 产生 新 拟 阵 的 
运算 . 它 是 五 上 的 两 个 拟 阵 MEM MM;(E) 按 如 下 
方式 产生 新 拟 阵 M OM, V MD GO I — e — 2638 
S .LULDLJM IBS. BUS LOS M, 的 独 


VER 1, AM, 的 独立 集 . HK AR OPH Mi M: 
H3 fk PR BX Yis? 给 出 : 
r(A)= min ir (H) +r(H)+ |A-—HI|j 
= maxir, CH) 十 7 CÀ — A)}. 


对 称 地 ， 有 拟 阵 的 交 , 可 以 对 偶 地 表示 为 
M,\M,=(Mi V Mž)*. 

FU EE BJ 35 (intersection of matroids) 
的 并 ”. 

拟 阵 的 直 和 (direct sum of matroids) ” 拟 阵 的 
一 种 运算 . 由 拟 阵 M, =M, (E) M,=M,(E,) pee 
新 拟 阵 M=M PM: 的 二 元 运算 ,这 里 E, E: 满足 
ENE: =Ø. E UE: 的 子 集 B 为 M 的 基 , 当 且 仪 当 
B 可 表示 为 M, 的 基 B, AM, WEB, IR. MY 
Fk PR) BX r 由 Mis M: AY Fk PKI Bx ry 和 Y? 给 出 :对 于 
五 ; U 匹 ;的 任意 子 集 4， 

r(A) =r CA [TEDN Fr (A TIED: 

#0 BE AY ES HE (matroid greedy algorithm) 
一 种 解决 极 值 问题 的 算法 . 具体 地 说 ,给 出 建立 在 拟 
阵 M(E,Z) 上 的 极 值 问题 

max > jue) 


最 优 解 的 一 类 直接 算法 ,其 中 w(e) 之 0,eEE HE 
义 在 EE 上 的 权 . 此 算法 的 结论 是 ,字典 序 最 大 的 独 
立 集 是 此 问题 的 最 优 解 . 换言之 ,把 E 中 的 元 素 按 
权 从 大 到 小 排列 , 先 取 第 一 个 元 素 ,然后 按 序 依次 扩 
充 独立 集 直到 不 能 扩充 为 止 ,这 样 得 到 的 独立 集 为 
问题 的 最 优 解 . 具体 的 算法 可 写 为 : 

. wle )2wCe; 2 Swle,). 

.B--—0. 


见 “ 拟 阵 


1 
2 
Sop*e A 
4.IF BU (e) € . THEN B<BU {e;}. 

Ber all 

6. IF <n THEN GOTO 4. 

71. STOP. 

贪 禁 算法 能 够 奏效 ,这 对 拟 阵 而 言 是 本 质 的 . 拟 
阵 的 独立 性 公理 等 价 于 下 述 条 件 : 

l. BROW 7 的 元 素 . 

2. .了 的 元 素 J 的 任意 子 集 工 仍 为 .2 的 元 素 . 

3. X F E EILER wGOZO,e€ E, Th 
立 集 了 使 得 


达到 最 大 . 

组 合 几 何 (combinatorial geometry) ”一 种 组 
SHE. 它 是 既 不 含 自 环 也 不 含 平行 元 素 的 拟 阵 
MCE). 这 样 的 拟 阵 亦 称 简单 拟 阵 . 从 M CEDE B HIT 
包 算 子 看 ,组 合 几何 为 满足 下 述 条 件 的 拟 阵 : 

1. 51 O HIE Z =D. 


a A m 


2. 对 于 五 的 任意 元 素 e, 有 e—e. 

组 合 几 何 的 点 、 线 、 面 等 分 别 为 秩 为 1,2,3 的 平 
集 , 上 上 点、 上线、 上面 则 分 别 为 上 秩 为 1,2,3 的 平 集 . 
特别 地 ,上 点 又 称 为 组 合 几何 的 超 平面 .组 合 几何 关 
切 的 点 、 线 、 面 这 些 基本 要 素 的 关系 是 由 集合 包容 关 


系 导出 的 序 关 系 ,一 种 特殊 的 关联 关系 ,例如 ,一 
点 是 否 在 一 条 线 中 ,一 条 线 是 否 在 一 个 面 中 等 . AG 


景 在 具体 意义 上 可 以 差别 极 大 , 既 可 以 是 集合 划分 
之 间 的 精细 关系 ,也 可 以 是 连通 图 上 边 集 构成 的 圈 
的 关系 . 当 组 合 几 何 的 维 数 较 低 时 ,可 以 把 其 点 、 线 、 
面 等 要 素 之 间 的 关联 关系 一 一 对 应 于 投影 空间 上 点 
集 的 线性 相关 性 ,从 而 使 得 组 合 几何 具有 明显 的 直 
观 性 . 

考虑 在 投影 平面 S$ EA abcde, f ARA 
点 集 五 ， 其 中 a,e,f}， )5ta5b, CH bad; ET {Cs dye e} FE 
线 如 右 图 所 示 . S 中 平 集 的 秩 为 决定 该 平 集 的 最 少 
点 数 . 因此 ,此 组 合 几 何 GCE) BY f 
平 集 可 由 S EPR PRE 
交集 NE 给 出 , {a}, {b}, {c}, 


{Q}),{e),{f) 为 第 一 类 平 集 , e d 
b,ch,{c,dse}, i dsd Ts DUM 
fitasd]siesf)slb,e) A98 —28 i Hx 


FR. 它们 的 秩 由 满足 下 门 4 王 4 

的 投影 空间 上 的 平 集 F 的 秩 给 出 . 因此 ,第 一 类 平 
集 的 秩 为 1, 这样 它们 是 G(E) 中 的 点 ;而 第 二 
集 的 秩 为 2, 它们 为 G(E) 中 的 线 , 尽 管 平 集 {a,d 
{be}, le D RÝRA RKR., REAA JLA a 


faf R5 A SB [e] n Ab. 

简单 拟 阵 (simplicial matroid) — WW, "ZH "& JL 
fa” 

Xi) 43 JL fi] (partition geometry) 一 类 组 合 几 


f.CHRABIRE E EDR SE HB BIER G UL]. 设 
|E| —n.X|r zx 包含 有 个 划分 块 , 记 HR ro) 
=n—k. AW, 
划分 zx 为 划分 
几何 的 一 

HB CÓ rH 
最 大 划分 块 惟 
一 且 仅 含 两 个 
TUR. Fil Mn = 
4,7,=(ab)(c)(d),m=(a) (be) QAR. WA, 
fal id m = (ab) ,z; = (bc). 而 划分 r AR. BED 29 zx, 
— (abc) Cd) , tl, T] Jg n, = (ab) (cq) 等 . 在 划分 几何 
中 ,点 与 线 的 共 线 关系 由 划分 之 间 的 精细 关系 决定 . 
例如 ,x 7, 均 为 x 的 精细 划分 ,所 以 ,x 和 zs 这 两 
点 均 在 线 rs 之 上 . 其 他 如 图 所 示 . E 的 元 素 可 由 划 
分 z ELEMEZ), alr) 4 HA4 a,b 同属 x 
的 一 个 划分 块 .对 于 任意 划分 a Al c Be 
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Z4 4Xi:8.':aomVobMBO XS X w=a, 
Ui sU ttt uum b. EM BT BJ 0 委 : 委 上 有 Ui (T) uiu 
sk ui/Co)u;sa sax Ao0b 4 HA4 a GP H aCoDb. 从 
而 ,由 划分 几何 导致 格 . 
j£ & HW (incidence function) ZR £f 2X EX PR 

数 . 一 类 映射 . 即 从 局 部 有 限 偏 序 集 己 = CELO BS 
笛 卡 儿 积 集 PXP. AOR F EHW E TFA 
映射 三 : 当 五 的 任意 元 素 x;y 没有 序 关 系 , 即 rgy 
AY, f(x,y) =0. MAB IL WR Boxy 没有 序 关 
系 也 就 是 没有 接合 关系 .例如 ,6 函数 OC y) DURS x 
= y 时 其 值 为 1, 其 他 情形 均 为 0; PR EG WM 
当 zx 委 y 时 其 值 为 1, 而 其 他 情形 均 为 0. 若 Ar) 
为 如 上 所 有 接合 男 数 组 成 的 集合 ,并 在 其 上 定义 接 
合 项 数 的 加 法 运算 、 数 乘 运算 以 及 卷 积 运算 : 

(f +g), y) = f(x,y) + gy) 

(rf)(x.y)—rf(G,y.r€Fi; 


G*g)x.y)— >) fig.) 


则 称 o; POA P. 的 接合 代数 .而且 它 关于 偏 序 集 
P 是 惟一 的 ,不 仅 如 此 , 当 不 同 的 偏 序 集 Pi,P; 产 
生 的 接合 代数 -erCP 和 og e CP? [e] PY, i PP S 
P, 和 P; 亦 同 构 . 

关联 函数 (incident function) BIES pg C". 

接合 代数 (incidence algebra) — T," EE MR”. 

SA EE E Hr eg Bt (Mobius function) 一 类 结合 本 
XX. 即 从 有 限 偏 序 集 P— E, S)HE PX 
P 映 到 整数 集 Z 上 且 满 足 如 下 条 件 的 映射 u: 

1. £r zsy 则 ulr, y)=0. 

2. b» pGr,2) = ó,y)2, 


wry 


这 里 do 0 BL BEES c — y 时 为 1, 其 他 均 为 0. 
条 件 1 和 2 分 别 对 应 于 x 和 y 之 间 无 接合 关系 及 有 
接合 关系 . 且 条 件 2 等 价 于 wp(Cz,z) 一 1 和 


ACT y) TIS > porsm)i 
c 


因此 ,x(x,y) 的 值 可 以 从 VS 出 发 ,依次 递 推 地 求 
出 . 这 表明 eo 304 5 IX RI [0s y] AR MS PH 
其 他 部 分 无 关 . 特别 地 , 当 y 覆 盖 zx 时 ,Am(Czyy) 一 
一 1. 这样 偏 序 集 P BIST RI RON PR elo y) BS 
简洁 数字 值 .条 件 2 还 可 代 之 以 其 对 称 形 式 : 

>) 全 


rzcy 


MT P EKRA SA g Ae 为 了 的 和 水 数 : 
gon > f. 


YT 


则 可 借助 于 4 而 把 了 表 示 出 来 
Flos > ean). 
从 形式 上 看 , 若 把 g 对 应 于 积分 , 则 y 对 应 于 积 
AS SR Hp AY SEE y* 为 的 对 偶 偏 序 集 P* 上 的 
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BR Ec S Ur eM e Cry) = n Cy a2. 此 外 ,对 于 偏 
re P $ü Q WA E JLTRAE PXA 上 的 默 比 乌 斯 函 
数 , 有 upxoCGe y. (4,00) — up Cru pa Cy v). 

默 比 马 斯 不 变量 (Mobius invariant) 一 种 度 
E. TS RACE ORE MCE) ERE SICA 
HL) — ui O,1) CEL AM 的 平 集 构成 的 格 ,0 和 
1] 分 别 为 KL 上 的 最 小 元 和 最 大 元 ,py (x,y) 为 格 工 
上 的 默 比 乌 斯 隐 数 .对 于 工 上 的 区 间 Lu,vj, 其 上 的 
默 比 乌 斯 不 变量 为 yi(u,v). 这 样 可 以 把 偏 序 集 上 
的 默 比 马 斯 函数 扩充 到 拟 阵 MCED E24 X, F 均 为 
L 的 元 素 时 , 取 uu CX FO — uL OX RD) 当下 为 工 的 
元 素 , 而 X 不 是 区 的 元 素 时 , 取 uX, F)=0; %4 F 
不 是 工 KRH, yu X FLEX; FÄLL 
KW 为 的 子 集 时 ， 

mW, D= M CD“, 


X=F 
RPX 为 X 的 闭 包 . XETHS URE U ERES 
斯 不 变量 


k—] 
pU m ep 
r=0 


而 对 于 布尔 代数 B,—U, (B, ) =(—- 1)". 
拟 阵 上 的 默 比 乌 斯 不 变量 wCM) 具 有 类 似 于 图 
的 不 变量 的 如 下 性 质 ， 
1. 24 E 的 元 素 e 不 是 拟 阵 的 单 点 割 集 时 , 则 
(M) = u(M—e)—nu ae 
这 里 MM 一 e,MNe 分 别 为 天 于 e 的 删除 和 收缩 . 
2.4 MA M,,M, 的 直接 和 , 即 M=M,0M,, 
塔 特 - 格 罗 腾 迪克 不 变量 (Tutte-Grothendieck 


n 
| O< xin). 
» 


invariant) 一 种 度量 . 指 拟 阵 M 上 的 且 满 足 如 下 
条 件 的 不 变量 f. 


L 当 拟 阵 Mi M» lal Fa. CM) f CM). 

Lis F MA M» M; 的 直接 和 ， 即 M= MDM;,, 
RW FM) =f Mf M:). 

3. 24 M 的 元 素 e 不 是 自 环 ,或 单 点 割 集 时 ， 


f(M) = fM - e) +42], 


这 里 M—e 和 MM\e 分 别 为 M 关于 e 的 删除 和 收缩 . 
例如 , 拟 阵 M. 的 秩 母 函数 为 此 类 不 变量 : 
ROl ugod E Ma iE 


XSE 
FU PE 45 GE & IW st (characteristic polynomial of 
matroid) 一 类 组 合 不 变量 . SAPE M 上 的 如 下 多 项 


A: 
POMA) = 5 uy (OF) KOO, 


FEL 


这 里 工 为 M 之 平 集 组 成 的 格 ,yw HWE M EWR 
比 乌 斯 函数 . 24 A=0 FE .PCM ,00 — uM), SRLS 


斯 不 变量 . 关于 拟 阵 的 直接 和 、 删 除 运 算 和 收缩 运 
算 , 拟 阵 特 征 多 项 式 具有 类 似 于 默 比 乌 斯 不 变量 的 
性 质 . 均匀 拟 阵 Ui., 和 布尔 代数 B, 的 特征 多 项 式 分 


别 为 : 
P (U,,5,À) 
- - v^a- DD : is 
j=0 d oe 
P(B,;4) = A — 1)". 
if # (language) 一 类 组 合 构 形 . 二 元 系统 芽 


—(A, L), HB A 为 由 元 素 aoa ra, 组 成 的 有 
RES AST iW am. 所 谓词 是 以 4 的 若干 元 素 
组 成 的 序 捉 ， 如 R=aazay. L 中 的 词 称 为 语 集 L 
的 可 行 词 ,并 约定 空 集 好 为 可 行 词 . 对 于 世 的 每 一 
可 行 词 a 二 aia2…ai ,做 集合 A= (41,42，,"… Qu}. XX TE 
的 a Jp RR Siw v. TEES L=, L) 
导致 组 合 系统 亏 = (4, 多 ). 反 之 , 亦 可 由 组 合 系统 ， 
例如 , 拟 阵 MM 二 (E,.Z) 按 如 下 方式 构造 语 集 :A 为 
拟 阵 M 的 独立 集 ,E 的 元 素 组 成 的 序 串 a 二 al,a;， 
a, 为 语 集 工 的 可 行 词 , 当 且 仅 当 ae 的 字母 均 不 
相同 ,而 且 对 于 i= 二 1,2,…,k, 对 称 差 
AA lat Ala A Ala} 

均 为 M 的 独立 集 . 因此 , 语 集 这 种 有 序 系统 亦 可 视 
作 组 合 系统 . 

语 集 的 性 质 一 般 由 词 的 遗传 性 质 和 词 的 替换 性 
质 刻画 . 换言之 ,可 行 词 的 哪 一 部 分 称 为 因子 一 一 仍 
为 可 行 词 . 而 交换 性 质 通常 有 如 下 的 三 条 规定 : 

l.a1a;***a4 为 可 行 词 ,对 于 4 的 元 素 aaa’ 

却 不 是 可 行 词 , 则 有 a; 存在 使 得 aai; ar 
in] ,这 里 à; 表示 将 a; 从 词 中 消去 . 

2. XIT PÍT i a p Æ a 的 长 度 小 于 B68 的 长 度 ， 
ia y C20 «LOBO , WHE BHA Fr ds] 8 存在 ,使 得 
IC(g SU B)—l(a), H a 为 可 行 词 . 

3. SFG a,b Æ la) OD WE BPA 
a 使 得 oa 为 可 行 词 . 

称 词 的 元 素 均 不 相同 的 语 集 为 简单 语 集 ; 而 词 
中 相 邻 的 元 素 均 不 相同 的 语 集 , 称 为 正常 语 集 . 

从 形式 上 ,可 以 在 语 集 上 引入 组 合 系统 的 一 些 
基本 概念 . 称 工 的 极 大 可 行 词 为 工 的 基 词 . Me L 
上 对 于 任意 子 集 XE MK PHB 

r(X)=max{|7|:ICX A IEF}. 
但 是 ,它们 能 起 多 大 作用 ,只 能 视 具 体 情 况 而 定 . 

可 行 词 (feasible word) Jl“i®#”. 

简单 语 集 (simple language) 见 “ 语 集 ” 

正常 语 集 (normal language) J “ie”. 

序 阵 (greedoid) 一 种 带 一 定 条 件 的 语 集 . 它 
ag c UR 一 类 简单 语 集 G - (E 57): 

TESH T. 


2. 将 可 行 词 a 任意 分 解 为 因子 8 和 7Y,a=BY， 
则 8 为 可 行 词 . 

3. 对 于 任意 可 行 词 a. B. xp o 中 元 素数 目 多 于 
PBI [a| 2 1 | WE o 中 有 元 素 e, 将 其 拼接 到 8 之 
后 ,pe 仍 为 可 行 词 . 

条 件 2 是 序 阵 G 满足 的 遗传 性 质 , 而 条 件 3 刻 
画 了 替换 性 质 . 序 阵 G 对 应 的 组 合 系 统 记 为 G= 
(E,Z), H p SY — (à — flasa) la—a,:a, € 
区) .此 时 ,条 件 2 与 3 的 无 序 形式 分 别 为 : 

2 # ACL MA e€ A, {iE A— (e) € f. 

3.3; A, BEŽ, H|A|=|B|+1, MÆ e€ A— 
B, 使 得 BU le} € Z. 

RZ ERA EUM — CP ) 满 足 1 和 3, 则 
有 惟一 的 序 阵 G= (EY) ,使 得 I. 

因此 ,在 两 种 意义 上 序 阵 是 拟 阵 的 推广 . 其 一 是 
从 无 序 情形 推广 到 有 序 情形 ;其 二 是 知 把 它们 都 视 
为 无 序 情形 的 组 合 系统 , 则 序 阵 对 应 的 遗传 条 件 已 
大 大 减弱 . 对 拟 阵 而 言 ,独立 集 的 所 有 子 集 均 仍 为 独 
立 集 . 对 序 阵 而 言 , 只 要 求 一 个 次 级 子 集 仍 为 可 行 
AE. 这 样 , 拟 阵 的 许多 民 好 性 质 , 对 于 序 阵 而 言 均 不 
复 存在 了 . 例如 , 序 阵 一 般 不 具有 对 偶 绪 构 ; 序 阵 的 
BK E BAS FR AE UC BC ,也 不 具有 单一 秩 增 性 ; 序 阵 
对 应 的 多 面体 不 再 具有 对 偶 全 整 性 ; 仿 禁 算法 对 序 
阵 不 能 奏效 等 . 然而 , 序 阵 在 一 定 程度 上 刻画 了 某 些 
组 合 问题 . 例如 搜索 序 阵 . 设 > 为 有 向 图 G=(V,A) 
上 的 特定 节点 ,4. 的 子 集 $ 为 其 可 行 词 , 当 且 仅 当 4 
为 以 > 为 根 的 森林. 它 的 基 词 相应 于 G 的 以 > 为 始 
点 的 搜索 . 而 当 C 为 无 向 图 时 , 设 可 行 词 为 包含 > 的 
连通 子 图 ,这 样 得 到 的 序 阵 称 为 线 搜索 序 阵 . 8-40 
脱 序 阵 . 对 于 图 上 的 已 知 的 树 T. 24 T OM ER 87 ux 
SX 之 后 仍 保持 连通 , 称 此 余 留 部 分 T — X 为 序 阵 
的 可 行 词 对 应 地 亦 可 从 边 集 产生 剥脱 序 阵 :对 于 边 
AE BUT SE X94 T— X 仍 保持 连通 时 , 称 其 为 序 阵 的 
可 行 词 . 对 弦 图 实施 剥脱 , 则 可 获得 弦 图 的 剥脱 序 
阵 . 又 如 耳 型 分 解 序 阵 .eo 为 2 连通 图 G==(V,E) 上 
的 特定 边 ,五 一 人 eo} 的 子 集 X 为 可 行 词 , 当 且 仅 当 
XU {eo} 连通 ,日 和 XU {eo) 每 个 不 可 分 离 块 均 为 单一 
边 组 成 ,否则 这 块 必 包含 es. 

搜索 序 阵 (searching greedoid) 见 “ 拟 序 ” 

剥脱 序 阵 (deleting greedoid) 见 “ 拟 序 ” 

耳 型 分 解 序 阵 (ear decomposing greedoid) J 
“WF”. 

多 面体 拟 阵 的 序 阵 (polymatroid greedoid ) 

一 种 组 合 构 形 . 它 是 由 多 面体 拟 阵 (五 ,六 派生 的 序 
阵 GSE, Z) XB f AAA BOR MIKE BE. 
"B Q15***à, 为 序 阵 G 的 可 行 词 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 
的 1 二 1,2,…,k, 均 有 Jaiyazy *,a;) =i. 例如 ,在 
偏 序 集 已 = (EE, 三 ) 上 ,对 于 的 任意 子 集 XX, 设 
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f(X) 表 示 由 XX 产生 的 理想 1(X) 包 含 元 素 的 个 数 . 
此 时 (E, 几 为 一 多 面体 拟 阵 . 于 是 ,可 由 (EE, 了 ) 派 生 
HER. G=(E,F), XEF 当 且 仅 当 了 为 P 上 
的 一 个 理想 . FR G — CE 02 di FF Be PEE a EST [8] 
TB. | 

ta FF SR PF Be (poset greedoid) 
的 序 阵 ”. 

Bry i) $e Ae BE (scheduling greedoid) 
拟 阵 的 序 阵 ” | 

FF RE BY X HS E Crank function of greedoid) — 
类 组 合 不 变量 . WE L=, FZ) HAEE RFE, Xt 
于 五 的 子 集 和 ,其 秩 图 数 为 >(X) 王 max(|14i|14 
X RACH} ,并 满足 : 

1.r C2) —0. 

2. 对 于 五 的 任意 子 集 XorOO« XI. 

3. 对 于 五 的 任意 子 集 X,Y, 若 XSY, 则 

r(X)<=r(Y). 
4. zr rCX)rOXU {es} =r (XU (ei , ht 
r(X)=r(X U (eU (e; ». 

在 这 里 ,本 质 的 条 件 4 RH FE PE BER PRU E 
次 模 函 数 . 与 拟 阵 类 似 ,一 个 序 阵 由 上 述 四 个 条 件 决 
定 的 秩 函 数 惟一 确定 . 


见 “ 多 面体 拟 阵 


见 “ 多 面体 


图 与 超 图 


Hit (graph theory) 组 合 学 的 一 个 分 支 . EM 
研究 的 是 一 个 集合 连同 其 上 的 一 个 二 元 关系 所 形成 
的 模型 , 称 之 为 图 .历史 上 最 早 以 这 种 抽象 的 图 的 模 
型 研究 问题 的 是 欧 拉 (Euler,L. ), 他 于 1736 年 ,以 
这 种 抽象 的 模型 解决 了 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 , 并 且 发 
现 了 一 个 图 存在 欧 拉 环 游 的 条 件 . 此 外 , 欧 拉 对 图 论 
的 贡献 还 有 :第 一 次 引进 了 哈密 顿 图 ;注意 到 多 面体 
的 顶点 数 、 校 数 和 面 数 之 间 存 在 一 个 简单 的 关系 . 他 
所 解决 的 骑士 在 棋盘 上 的 旅行 路 线 问题 就 是 讨论 哈 
密 顿 圈 的 存在 . 这 些 足 以 使 他 成 为 图 论 之 鼻祖 . 可惜 
的 是 在 中 国文 化 发 展 的 浩瀚 文献 中 除了 几何 图 形 之 
外 竟 至 今 还 没有 发 现在 20 世纪 之 前 有 关 这 种 抽象 
的 图 的 蛛丝马迹 ， 

图 论 的 早期 发 展 多 起 因 于 数学 游戏 . 欧 拉 之 后 
半 个 世纪 ,高 斯 (Gauss ,C.F. ) 提 出 棋盘 上 的 8 后 问 
题 ,实际 上 相当 在 一 图 上 求 一 个 最 大 独立 集 . 他 还 研 
究 过 平面 上 的 闭 曲 线 的 相交 问题 . 第 一 次 引出 一 个 
序列 的 交 图 并 且 提 出 仅 用 交 图 之 结构 性 质 即 可 确定 
一 个 序列 是 否 对 应 于 一 个 平面 闭 曲 线 交 点 形成 的 序 
列 的 一 个 猜想 . 19 世纪 中 叶 , 在 利 斯 廷 (Listing ,J. 
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B. ) 的 文章 中 出 现 了 迷宫 的 游戏 . 其 后 , 塔 里 (Tar- 
ry,G. ) 所 提供 的 方法 实际 上 就 是 人 们 今天 所 说 的 
深 探 法 和 追踪 法 . 英国 数学 家 柯 克 曼 (Kirkman , 工 . 
P. ) 以 他 解决 的 15 女生 问题 而 著称 . 实际 上 ,这 个 
问题 可 以 转化 为 确定 一 个 图 的 色 数 的 问题 . 1852 
年 , 格 思 里 (Guthrie,F. ) 提 出 四 色 问 题 . 40 年 后 , 希 
伍德 (Heawood,P.J. ) 又 提出 一 般 的 地 图 着 色 问 题 . 
1880 EFt (Tait, P.G ) 就 注意 到 了 3 正则 图 的 1 
因子 分 解 . 1891 年 , 佩 特 森 (Petersen,J. ) 证 明了 3 
正则 图 存在 一 个 1 因子 ,从 而 ,真正 开始 了 图 的 对 
集 .因子 以 及 因子 分 解 的 理性 发 展 . 直到 1947 年 , 塔 
特 (Tutte,W. TT. ) 才 建立 了 图 的 因子 分 解 理论 的 成 
熟 基 础 . 

另 一 方面 ,从 19 世纪 中 叶 起 ,首先 是 德国 物理 
学 家 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff ,G.R.) 从 电网 络 的 研究 
中 发 现 图 中 的 圈 可 以 用 基本 圈 表 示 , 并 且 得 到 了 基 
本 图 的 数目 与 图 的 节点 数 和 边 数 的 线性 关系 . 接着 ， 
凯 莱 (Cayley,A. ) 第 一 次 使 引进 树 , 并 且 研 究 了 各 
种 树 的 计数 ,他 在 这 方面 的 工作 一 直 影 响 到 1935 年 
波 利 亚 (Polya,G. ) 关 于 一 般 图 的 计数 理论 的 建立 ， 
可 惜 的 是 , 凯 莱 关于 树 的 计数 的 成 果 开 始 并 未 在 他 
的 故乡 英国 引起 注意 , 却 很 快 在 德国 产生 了 影响 . 由 
F 3E AY #7 BS (Brown, A. C.25| 3t£ T E T EH] ELE # 
示 , 所 以 这 就 使 得 树 的 计数 可 以 直接 应 用 到 确定 同 
分 异 构 的 碳水 化 合 物 的 工作 ,这 就 是 化 学 中 应 用 图 
论 的 开端 . 1878 年 , 西 尔 维 斯 特 (Sylvester,J.J. ) 在 
他 的 学 术 文 章 中 第 一 次 用 现代 意义 下 “图 ”这 个 术 
if. 

20 世纪 初 ,开始 跨 入 平面 图 的 理论 . 虽然 , 若 尔 
当 (Jordan,M. E. C. ) 首 先 意识 到 平面 上 不 自 交 的 
闭 曲 线 将 平面 分 划 为 内 、 外 部 两 个 区 域 ,但 是 ,直到 
1905 年 , 才 由 维 布 伦 (Veblen,0O. ) 给 出 第 一 个 正确 
的 证 明 . 20 世纪 30 年 代 初 , 库 拉 托 夫 斯 基 (Kura- 
towski, K. ) 发 表 了 第 一 篇 判定 一 个 图 是 否 为 可 平 
面 图 的 文章 . 其 后 不 久 , 惠 特 尼 (Whitney,H. ) 的 一 
系列 有 关 图 论 的 理论 结果 大 部 分 是 对 于 可 平面 图 
的 ,特别 是 他 提出 代数 对 偶 的 概念 解决 了 判定 图 的 
平面 性 问题 . 接着 ,麦克 菜 恩 (MacLane,S. )、 吴 文 
俊 、 塔 特等 都 曾 相 继 在 这 方面 建立 了 他 们 各 自 的 理 
te. 在 20 世纪 初 , 伯 克 霍 夫 (Birkhoff ,G.D. ) 第 一 次 
引进 图 的 色 多 项 式 的 概念 并 对 此 做 了 系统 的 研究 ， 
开辟 了 图 论 中 一 个 重要 新 课题 . 近 半 个 世纪 之 后 , 塔 
特 发 展 到 范 色 多 项 式 并 且 揭 示 了 它 与 图 的 内 在 结构 
性 质 的 关系 ,而 这 种 关系 在 其 后 20 余年 琼斯 
(Jones, V. F. R. ) 发 现 的 在 3 维 空 间 中 扭 结 的 新 的 
拓扑 不 变量 一 一 琼斯 多 项 式 中 竟 得 到 再 现 . 

然而 ,不 管 怎样 , 塔 特等 人 于 1940 年 所 发 表 的 
关于 拼 方 的 文章 ,创立 了 电网 络 上 的 一 种 数学 理论 ， 


解决 了 纯 数 学 的 一 个 难题 ,打开 了 现代 图 论 研 究 的 
序幕 . 这 篇 文章 不 仅 解决 了 挤 方 的 问题 ,而 且 引出 了 
一 系列 重要 的 图 论 问题 ,例如 ,图 的 连通 性 、 定 问 、 对 
称 性 以 及 还 用 到 了 平面 性 与 对 偶 性 等 ,这 些 至 今 在 
图 论 的 研究 中 仍 很 活跃 . 尤其 是 他 们 所 揭示 的 方法 
还 深刻 地 影响 到 网 络 流 的 理论 .曲面 通 人 的 理论 ,并 
促进 了 集 以 及 因子 分 解 的 理论 着 色 理 论 , 以 至 拟 阵 
论 与 组 合 几何 的 形成 与 发 展 . 

图 论 在 近 半 个 世纪 以 来 的 发 展 是 空前 的 . 除 上 
面 提 及 的 一 些 重 要 方面 外 ,还 出 现 了 极 图 理论 、 随 机 
图 论 .代数 图 论 da dh EE SET AY at Se. 同时 ,也 出 现 
了 各 种 统一 性 的 理论 研究 ,如 超 图 、 拟 阵 以 至 于 组 合 
几何 ,其 发 展 更 是 日 新 月 异 .图 论 还 广泛 而 且 愈 来 愈 
深入 地 渗透 和 应 用 到 其 他 科学 中 去 . 除 原 来 在 物理 
学 和 化 学 中 的 应 用 又 得 到 广泛 和 深入 的 发 展 之 外 ， 
还 深入 到 了 生物 学 和 生物 工程 以 及 经 济 和 社会 科学 
的 各 领域 . 尤其 值得 注意 的 是 , 随 着 电子 技术 和 现代 
计算 机 的 发 展 ,提出 了 层出不穷 的 新 的 数学 问题 ,其 
中 ,很 多 问题 与 图 论 有 密切 的 关系 ,对 于 它们 的 深入 
研究 将 会 形成 新 的 理论 分 支 . 例如 ,算法 及 其 复杂 性 
的 理论 和 组 合计 算 几 何 的 出 现 与 发 展 等 ,就 是 直接 
的 产物 . 在 图 论 近 50 年 来 的 成 果 中 ,四 色 问 题 的 计 
算 机 验证 、 希 伍德 地 图 着 色 问 题 的 解决 以 及 塔 特 多 
项 式 的 出 现 等 ,也 是 对 整个 数学 领域 的 重要 贡献 . 

关于 中 国 在 图 论 方面 近 30 年 来 的 发 展 ,可 参见 
颜 基 义 等 人 在 《中 国 自然 科学 年 鉴 》)1989 年 卷 的 数 
学 进展 专栏 中 发 表 的 文章 . 
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图 (graph) 图 论 的 研究 对 象 . 一 个 图 是 一 个 集 
合 上 的 一 种 二 元 关系 . 这 个 集合 的 元 素 称 为 图 的 节 
条 边 连 这 两 个 节点 . 一 个 图 的 节点 的 数目 称 为 这 个 
图 的 阶 ; 图 的 边 的 数目 称 为 它 的 度 .在 文献 中 , 总 是 
RERA G=, E), Kp, V =V (OM E= 
无 (C) 分 别 表示 G 的 节点 集 和 边 集 . 

若 有 一 条 边 连 一 个 图 的 某 两 个 节点 , 则 称 这 两 
个 节点 相 邻 ,并 称 这 两 个 节点 为 这 条 边 的 端点 . aH 
一 节点 是 某 一 条 边 的 端点 , 则 称 这 个 节点 和 这 条 边 
关联 . 若 两 条 边 和 同一 节点 关联 , 则 称 这 两 条 边 相 
邻 ,两 个 端点 是 同一 个 节点 的 边 称 为 环 . 行 某 条 边 的 
两 个 端点 不 是 同一 个 节点 , 且 只 有 一 条 边 连 这 两 个 
节点 , 则 称 这 条 边 为 杆 . 

只 有 一 个 节点 而 没有 边 的 图 称 为 平凡 图 ;没有 
边 的 图 称 为 孤立 图 . 以 某 两 节点 为 端点 的 边 可 能 不 
止 一 条 ,这 时 称 连 这 两 个 节点 的 边 为 重 边 . BE n] UU 


图 t 超 图 


环 , 也 可 以 有 重 边 的 图 称 为 准 图 ;没有 环 而 可 能 有 重 
边 的 图 称 为 带 重 图 ;没有 重 边 而 可 能 有 环 的 图 称 为 
带 环 图 ; 既 没 有 重 边 也 没有 环 的 图 称 为 简单 图 . 者 一 
个 图 的 阶 是 有 限 的 , 则 称 这 个 图 为 有 限 图 ,否则 称 这 
个 图 为 无 限 图 . 每 两 个 节点 都 相 邻 的 简单 图 称 为 完 
全 图 . 若 一 个 冯 阶 图 的 节点 用 1,2,…,n 来 代表 , 则 
称 它 为 标定 图 . 奉 在 图 的 每 一 条 边 上 赋 以 一 个 实数 
或 者 对 于 每 个 节点 赋 以 一 个 实数 , 则 称 它 为 赋 权 图 . 
平凡 图 (trivial graph) 见 “ 图 ” 
孤立 图 (isolated graph) — DL" FR". 
准 图 (pseudo graph) W“R”. 
带 重 图 (multi-graph) 见 “ 图 ”. 
带 环 图 (graph with loops) 见 “ 图 ” 
简单 图 (simple graph) 见 “ 图 ” 
完全 图 (complete graph) 见 “ 图 ” 
有 限 图 (finite graph) 见 “ 图 ” 
无 限 图 (infinite graph) — M," EJ". 
标定 图 (labeled graph) — DL" e] ". 
MAZE Cweighted graph) WRI”. 
Fa 89 fal T4 Cisomorphism of graphs) 从 抽象 代 
数 移植 过 来 的 术语 . EE G 的 节点 集 和 图 五 的 节点 
集 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 关系 ,使 得 G 的 任意 两 个 
相 邻 节点 所 对 应 的 五 的 两 个 节点 也 相 邻 ,反之 亦 
然 , 则 称 图 G 和 图 A ÆRA. wN GZH 或 C= 
H. 这 个 一 一 对 应 关系 称 为 G 和 五 之 间 的 一 个 同 
构 . 一 个 图 的 目 同 构 是 指 这 个 图 与 它 自 身 之 间 的 一 
个 同 构 . 一 个 有 割 点 的 图 的 一 次 割 点 分 裂 是 指 该 图 
的 如 下 的 运算 :将 这 个 图 的 一 个 割 点 分 裂 为 两 个 节 
点 ,并 将 关联 于 此 制 点 的 诸 边 分 为 两 部 分 ,使 它们 分 
别 与 分 割 后 的 两 节点 关联 ,原来 的 连通 分 支 变 为 两 
个 连通 分 支 . 若 连通 图 G 经 若干 次 割 点 分 裂 后 所 得 
的 图 与 连通 图 HI 经 若干 次 割 点 分 裂 后 所 得 的 图 同 
构 , 则 称 G 与 五 是 1 同 构 的 .所 有 阶 数 相同 的 树 都 
是 1 同 构 的 ,两 个 2 连通 图 是 1 同 构 的 当 且 仅 当 它 
们 是 同 构 的 .一 个 图 的 旋转 运算 是 指 如 下 的 图 的 运 
算 : 这 个 图 有 一 2 ARR {x,y} ,将 sy 各 分 裂 为 两 
个 市 点 , 使 X,Y 所 在 的 连通 分 支 变 为 两 个 分 支 , 再 
把 其 中 一 个 连通 分 支 的 与 x,y 相应 的 两 节点 交换 
标记 ,然后 再 与 另外 一 分 支 的 同 标 记 的 z,y 点 分 别 
粘 合 ,使 这 两 个 分 支 又 合 为 一 个 连通 分 支 . A 2 连通 
图 G 经 若干 次 割 点 分 裂 的 运算 和 若干 次 旋转 运算 
后 所 得 的 图 与 2 连通 图 H 经 若干 次 割 点 分 裂 的 运 
算 和 若干 次 旋转 运算 后 所 得 图 同 构 , 则 称 G 与 五 是 
pg X NS 
N 
VA 
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2 同 构 的 .例如 下 述 两 图 是 2 同 构 ,但 不 是 1 同 构 
HJ. 

B [el T4 (automorphism) 

1 同 构 (1-isomorphism) “lal T4 ". 

2 同 构 (2-isomorphism) W“ Rta”. 

H à o> EB ix 1S (operation of cut point split- 
ting)  UL"[sPJ". 

旋转 运算 (rotation operation) U^ [n] F4 ". 

图 的 同 态 (homomorphism of graphs) 从 抽象 
代数 移植 过 来 的 一 个 术语 . 若 存 在 由 图 G 的 节点 集 
到 图 HI 的 市 点 集 内 的 一 个 映射 w, 使 得 G 的 任意 两 
个 相 邻 节点 所 对 应 的 五 的 两 个 节点 也 相 邻 , 则 称 o 
为 从 CG 到 五 中 的 一 个 同 态 . 若 五 是 五 的 这 样 一 个 
FEV CHOR VOE e FIBI FFA MF H' 
BY FE ful — 2 1 Cu! v ) 都 存在 G 89 — 2&3 (u,v). A 
(Qu! v) — Cpu, go) WH AACE H rie s 
WA H'—9G. 特别 地 , 若 H' =H , BI H —9G,W|$k 
2 为 C 到 互 上 的 一 个 同 态 . 若 互 是 G 的 子 图 , 则 称 
9 为 G 的 一 个 目 同 态 . 奋 98 把 G 的 两 个 不 相 邻 的 节 
点 映射 到 同一 节点 ,而 使 别 的 节点 保持 不 变 , 则 称 o 
AG WSR. aC 在 9 下 的 同 态 像 是 一 个 nn 阶 
完全 图 , 则 称 这 个 同 态 是 一 个 n 阶 完全 同 态 . 

图 的 自 同 态 (endomorphism of a graphs) J 


To, e] RJ". 


“图 的 同 态 ”. 
H & [s] A (elementary homomorphism) W 
“图 的 同 态 ”. 


n 阶 完 全 同 态 (n-complete homomorphism) 
见 “ 图 的 同 态 ”. 

子 图 (subgraph) 图 论 的 基本 概念 之 一 . 指 节 
点 集 和 边 集 分 别 是 某 一 图 的 节点 集 的 子 集 和 边 集 的 
子 集 的 图 . 吞 这 个 节点 子 集 或 边 子 集 是 真子 集 , 则 称 
这 个 子 图 为 真子 图 . 若 图 G 的 每 一 个 节点 也 是 它 的 
TE 五 的 节点 , 则 称 五 是 G 的 支撑 子 图 . 设 S 是 
V(G) 的 子 集 , 以 5 为 节点 集 , 以 G 的 所 有 那些 两 端 
点 都 在 S 内 的 边 组 成 边 集 ,所 得 到 的 G 的 子 图 称 为 
S 在 G 中 的 导出 子 图 ,或 更 确切 地 ,节点 导出 子 图 . 
设 B 是 Ek(G) 的 子 集 , 由 G 的 所 有 与 B 内 至 少 有 一 
条 边关 联 的 节点 组 成 节点 集 , 以 B 为 边 集 ,所 得 到 
的 G 的 子 图 称 为 B 在 G 中 的 边 导 出 子 图 .对 于 菜 种 
性 质 已 , 知 一 个 图 的 具有 书 的 子 图 不 是 任何 具有 P 
的 子 图 的 真子 图 , 则 称 它 为 具有 书 的 极 大 子 图 . 在 
所 有 极 大 子 图 中 , 边 数 最 多 的 那个 称 为 最 大 子 图 . 

真子 图 (proper subgraph) “FR”. 

支撑 子 图 (spanning subgraph) “FR”. 

节点 导出 子 图 (vertex-induced subgraph) J 
ES 

iO & WF Él Cedge-induced subgraph) 
图 ” 
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WW," 


AFA (maximal subgraph) 见 “ 子 图 ” 

最 大 子 图 (maximum subgraph) WW“ A”. 

RÉ minor) 一 类 特殊 的 图 . 它 是 在 一 个 图 上 
通过 一 次 或 多 次 去 掉 边 和 (或 ) 收 缩 边 为 一 个 节点 的 
运算 所 得 的 图 . 从 图 G 的 节点 集 V(G) 到 图 五 的 节 
ka SV CA) EDR 9, 称 2 为 初等 收缩 . E FETE G 
的 两 个 节点 u 和 vw, 使 得 : 

1.G 中 只 有 这 两 个 节点 w 和 ow 在 9 下 的 像 相 
同 . 

2. G 的 任意 两 个 不 恰 为 x 和 wv 的 节点 在 C E TR 
邻 , 当 且 仅 当 qu Al ge Æ H ESR. 

3. 对 于 G 上 任意 一 个 不 同 于 w Av 的 节点 w, 
qu 和 cw Æ H LAB. SARA Aw Rs Aw 
Æ G EFAS. 

FA V(G) BV CHO ERRI EA ER 17 58 
缩 的 合成 , 则 称 这 个 映射 为 一 个 收缩 . 收缩 是 在 图 上 
做 一 系列 收缩 边 为 一 个 节点 的 运算 . 相仿 地 , 称 从 图 
中 去 掉 一 边 的 运算 为 初等 去 边 , 所 谓 去 边 是 指 在 图 
上 做 一 系列 的 初等 去 边 运算 . 

收缩 (contraction)” 见 “ 子 形 ”. 

去 边 (deletion of edges) — UL" JE ". 

E] BY [8] BE (homeomorphism of graphs) 两 个 
图 之 间 的 一 种 关系 . Er REB I ES BE A [8] — TAA 
细 分 后 得 到 , 则 称 它 们 同 胚 . 所 谓 边 细 分 是 指 从 一 个 
非 空 图 依 如 下 方式 得 到 另 一 个 图 :去 掉 这 个 图 上 的 
一 条 边 ,添上 一 个 新 节点 ,并 让 这 个 新 节点 与 被 去 掉 
的 那 条 边 的 两 端点 分 别 有 一 条 边 相 连 . 所 谓 细 分 就 
是 从 一 个 非 空 图 经 一 系列 边 细 分 所 得 到 一 个 新 图 . 

“94> (subdivision) — UI," [&] Ayla) An”. 

i 4 5} (edge subdivision) D“ RI f EHE”. 

2B A (partite graph) 一 类 特殊 的 图 . 即 一 个 
图 的 节点 集 可 分 成 若干 个 子 集 , 使 得 每 一 条 边 的 两 
端点 不 在 同一 子 集 内 . 若 一 个 图 的 节点 集 能 分 成 & 
个 两 两 不 交 的 非 空 子 集 ,使 得 这 个 图 的 每 一 条 边 的 
两 端点 不 在 同一 个 子 集 内 , 则 称 这 个 图 为 & 部 图 . 知 
& 一 2, 则 称 这 种 & 部 图 为 二 部 图 ;和 若 & 王 3, 则 称 这 种 
k 部 图 为 三 部 图 . 若 在 一 个 & 部 图 中 , 任 一 节点 与 其 
他 部 的 所 有 节点 都 相 邻 , 则 称 它 为 完全 & 部 图 . 

二 部 图 (bipartite graph) WMR”. 

三 部 图 (tripartite graph) W RE. 

& 部 图 (&-partite graph) WR RI”. 

完全 & 部 图 (complete £-partite graph) 
图 ”. 

次 (degree, valency)” 亦 称 度 或 价 . 与 节点 有 
关 的 一 个 不 变量 . 一 个 图 上 某 节 点 的 次 是 指 与 这 节 
点 关联 的 边 的 数目 .注意 , 若 一 条 边 是 环 , 则 它 在 关 
联 节点 的 次 中 数 两 次 .图 上 次 为 1 的 节点 称 为 悬挂 
点 ;与 悬挂 点 关联 的 边 称 为 悬挂 边 . 一 个 图 上 某 一 节 


见 “ 部 


点 的 邻 域 是 指 与 这 个 节点 相 邻 的 所 有 节点 组 成 的 集 
合 ;这 个 节点 的 财 邻 域 是 指 由 它 和 它 的 所 有 相 邻 节 
点 所 组 成 的 集合 . 一 个 有 向 图 上 某 一 节点 的 出 次 是 
指 从 这 个 节点 指向 它 的 相 邻 点 的 所 有 边 的 数目 ; 它 
的 人 次 是 指 从 它 的 相 邻 点 指向 它 的 所 有 边 的 数目 . 

悬挂 点 (Carticulate vertex) DLX”. 

BEZ (articulate edge) WY”. 

SBi (neighborhood) — UL" 1X". 

(A SB ik (closed neighborhood) 

出 次 (Cout-degree) WMX”. 

入 次 (in-degree) — DL" X". 

ER (path) 图 论 的 基本 概念 之 一 . 指 一 个 图 上 
的 边 序列 . a HR Uo» Ui» *** y U, 表示 一 个 图 上 的 r+] 
个 节点 ,而 vivis (0 之 1 全 7 一 1) 表 示 LÀ v; 和 vii Hf 
点 的 边 , 则 称 边 序列 UQU|, » *** 9Ur—1 Ur 为 这 个 图 上 的 一 
条 迹 ,并 称 vo 和 zw 分 别 为 这 条 迹 的 始 节 点 和 终 市 
BÀ. 若 所 有 这 些 边 两 两 不 同 , 则 称 这 条 迹 为 径 . A 
有 这 些 市 点 都 不 相同 , 则 称 这 条 径 为 路 . 并 称 这 条 路 
的 长 度 为 ”~. 若 图 上 任意 两 节点 均 有 路 连结 , 则 称 该 
图 连通 . 知 一 个 图 上 的 两 条 路 没有 公共 边 , 则 称 这 两 
条 路 为 边 不 交 ; 奇 一 个 图 上 的 两 条 路 没有 公共 节点 ， 
则 称 这 两 条 路 为 点 不 交 . F V0 Us ttv, 是 一 个 有 向 
图 上 的 节点 9 UiUi+1 (0 委 ; 委 ”一 1) 是 从 v; TÉ [n] visi I 
有 向 边 ( 也 称 为 弧 ), 则 称 边 序列 vovi ste vov, 是 一 
条 有 向 迹 ; 若 这 些 有 向 边 两 两 互 不 相同 , 则 称 这 条 有 
向 迹 为 有 回 径 ; 若 vo vi Uo ttt vs 是 两 两 互 不 相同 
的 节点 , 则 称 这 条 有 向 径 为 有 回路 . 
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图 的 迹 (walk on a graph) JL“ ER". 
{Z (trail) J“ FR". 

WAR 3E(edge-disjoint) 见 “ 路 ”. 

FAA 3E (vertex-disjoint) — DL" PR". 

有 向 迹 (diwalk) Jl“ pe”. 

有 向 路 (dipath) “RR”. 

(circuit) 图 论 的 基本 概念 之 一 . 指 没有 重 


复 节 点 的 闭 径 . 始 节 点 和 终 贡 点 是 同一 节点 的 迹 称 
为 闭 迹 , 或 迁 ; 始 节点 和 终 节 点 是 同一 市 点 的 径 称 为 
闭 径 或 游 . SAL 条 边 的 圈 称 为 ! 圈 . 这 里 / 称 为 这 
个 圈 的 长 度 .一 个 图 上 最 长 的 圈 的 长 度 称 为 这 个 图 
的 周 长 , 最 短 的 圈 的 长 度 称 为 这 个 图 的 围 长 . 设 S 
是 图 G==(V ,EE) 的 节点 子 集 , 记 S==V 一 S AV PR 
Shy AAA PR. aS AS 在 G 上 的 导出 子 
图 是 连通 的 , 则 边 的 子 集 (S,S) 二 {(w,v)EEIluEs， 
vE5) 称 为 G 的 一 个 上 圈 . 任何 一 个 上 圈 没 有 一 个 
真子 集 也 是 上 图 . 在 一 个 上 图 中 所 含 边 的 数目 称 为 
它 的 宽度 . 宽度 为 /的 上 圈 称 为 EA. 

迁 (closed walk) 见 “ 圈 ”. 

游 Cclosed trail) J “A”. 

LBIG-circuit) WA RA”. 


图 t 超 图 


图 的 周 长 (circumference of a graph) 见 “ 圈 ”. 
EK (girth) 见 “ 圈 ”. 

上 较 (cocircuit) W“ ”. 

正则 图 (regular graph) 一 类 特殊 的 图 . 指 所 


有 节点 的 次 都 相同 的 图 .市 点 的 次 为 的 正则 图 称 
为 正则 图 .一 个 图 上 某 一 条 边 的 次 是 指 这 个 图 上 
与 这 条 边 有 公共 端点 的 边 的 数目 .所 有 边 的 次 都 相 
同 的 图 称 为 边 正 则 图 . 对 于 一 个 图 , 若 存 在 正 整 数 
&,A,A, 使 得 下 列 条 件 成 立 , 则 称 该 图 为 强 正则 图 : 

1.G Æ k EWA. 

2. SET Él E E PNIS IR] Rv M w Av A 
w 相 邻 , 则 G 上 与 v 和 w 都 相 邻 的 节点 的 数目 是 ，， 
否则 ,G 上 与 v w 都 相 邻 的 节点 的 数目 是 x. 

3. 正则 图 是 指 所 有 节点 的 次 都 是 3 的 图 . 每 个 
连通 片 不 是 圈 就 是 二 阶 完全 图 , 即 由 一 条 杆 组 成 的 
图 , 称 为 一 个 半 正 则 图 . 

边 正 则 图 (edge regular graph) 

强 正 则 图 (Cstrongly regular graph) 
g”. 

不 变量 invariant) 图 论 的 基本 概念 之 一 . 指 
图 的 特征 数 ,它们 在 组 合同 构 的 意义 下 保持 不 变 . 一 
个 图 的 极 大 完全 子 图 称 为 这 个 图 的 团 .一 个 图 的 团 
数 是 指 这 个 图 上 阶 最 大 的 团 的 阶 .一 个 图 G 在 某 一 
曲面 S$ 上 的 一 个 描画 是 指 C 的 不 同 节 点 到 ,9 上 不 
同 点 ,G 的 边 到 S 上 的 不 同 弧 的 一 个 映射 ,使 得 满足 
条 件 : 

1. 在 S 上 相应 G 的 边 的 弧 没 有 内 点 相应 G 的 


见 “ 正 则 图 ” — 
见 “ 正 则 


节点 . 
2. 任何 一 条 边 vw TE S. 上 的 映射 的 像 是 以 v 和 
w 对 应 的 两 个 点 为 端点 的 绝 . 

若 图 还 满足 下 列 三 个 条 件 , 则 称 其 为 一 个 好 的 
描画 : 
D G 的 任意 两 条 有 公共 端点 的 边 在 S 上 映射 
的 像 无 公共 内 点 ( 即 不 相交 ). 

2) G 的 任意 两 条 边 在 S 上 的 映射 的 像 至 多 有 
=F. 

3) G 的 任意 三 条 边 在 S 上 的 映射 的 像 不 会 交 
于 同一 内 扩 . 

一 个 图 在 平面 上 的 一 个 好 的 描画 的 两 条 绝 的 交 
又 的 点 称 为 一 个 交叉 ,而 一 个 图 的 交 数 就 是 指 这 个 
图 的 所 有 在 平面 上 好 的 描画 中 ,使 得 其 交叉 的 数目 
最 少 的 描画 中 交叉 的 数目 . 

设 有 一 个 图 的 某 性 质 , 者 这 个 图 的 每 个 子 图 都 
有 这 个 性 质 , 则 称 该 性 质 为 传递 的 . 设 有 一 个 图 的 自 
同 构 群 ,者 对 于 该 图 上 任意 两 个 不 同 的 节点 ,存在 一 
个 自 同 构 映 射 把 其 中 一 个 节点 映射 到 男 一 个 市 点 ， 
则 称 该 自 同 构 群 为 可 迁 的 . 对 于 图 HA RCA RAR 
该 图 的 连通 片 的 数目 . 对 于 一 个 图 GER, ROG S) 
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22] 能 导出 1S | IBEX E(GG — SO XE G 的 任何 一 个 节点 
集 S 成 立 , 这 里 G 一 S 表示 从 图 G 上 去 掉 S 中 每 一 
节点 后 所 得 到 的 图 , 则 称 图 G Ac ESI. PG 不 是 
完全 图 , 则 称 使 G y c 坚韧 的 最 大 : 值 为 G 的 坚韧 
BE. 上 面 所 述 的 团 数 、 交 数 、 遗 传 性 、 可 迁 性 和 坚 卦 度 
等 都 是 图 的 不 变量 . 当然 , 除 此 以 外 图 还 有 很 多 其 他 
的 不 变量 ,例如 :距离 ,复杂 度 、 荫 度 、 连 通 度 、 亏 格 、 
厚度 、 交 数 、 色 多 项 式 、 范 色 和 多项式 等 . 

团 数 (clique number)” 见 “不 变量 ”. 

交 数 (crossing number) W PFE”. 

遗传 性 (hereditary) MW PAR”. 

坚韧 性 (toughness) JL“ AEH”. 

Ait (transitivity) W PRE”. 

距离 (distance) 图 论 的 基本 概念 之 一 . 指 一 个 
图 上 连 两 个 市 点 的 边 数 最 少 的 路 ( 即 最 短路 ) 的 边 
数 , 常用 dela RRE G 上 节点 x 和 yy 之 间 的 距 
离 .一 个 图 上 距离 最 长 的 两 广 点 的 距离 称 为 这 个 图 
的 直径 .一 个 连通 图 的 某 节 点 的 离心 度 是 指 这 个 图 
上 所 有 别 的 节点 与 这 个 节点 的 距离 中 的 最 大 值 .一 
个 连通 图 的 半径 是 指 所 有 节点 的 离心 度 中 的 最 小 
值 . 一 个 图 的 中 心 是 指 由 所 有 离心 度 与 图 的 半径 相 
等 的 节点 组 成 的 集合 . 图 的 周 点 是 指 其 离心 度 与 图 
的 直径 相等 的 节点 . 一 个 图 上 连 两 个 节点 的 最 短 的 
路 也 称 为 该 图 的 一 条 测 地 线 . 

图 的 直径 (diameter a graph) — V," BB gx". 

离心 度 (eccentricity)” 见 “距离 ”. 

图 的 半径 (radius a graph) “fee”. 

图 的 中 心 (center a graph)  W," Rp S". 

J) (peripheral point) — D, ^ EB gg ". 

MIHE ék (geodesic) Ji “PRR”. 

图 的 运算 (operation) 由 已 知 图 产生 出 其 他 图 
的 方法 . 设 Y AE, 分别 为 图 G 的 节点 集 和 边 集 ， 
V, 和 E: 分别 为 图 C WPA RAW. AG, 5G, 
的 并 ,用 Gi UG, 表示 ,是 指 节 点 集 为 V1UV;, 边 集 
为 UE; 的 图 .图 Gi 与 G; NCHRP sa SR DJ V, 
NAV , 边 集 为 E NE: 的 图 . 图 G; 与 图 G, 的 联 是 指 
节点 集 为 V1UV;, 边 集 为 EUE,UJ(Vi,V;) 的 图 ， 
XX HU (Von Bi BUR — mE V. 中 为 一 问 在 V， 
中 的 节点 对 作为 边 组 成 的 集合 .图 G 与 G; 的 积 , 也 
PSG RJLTR | AG, XG, 表示 ,是 指 这 样 的 图 : 它 的 节 
REA Urey} Iz€ Vi,y€Vij , Gas yi E Ge y2) 
TH 4B 24 EL DUM zi; H yı 与 y2 E G, 上 相 邻 ,或 oh 
— y; H z 5 x Æ G LAS. Kl C, 5 G; 的 合成 ， 
或 字典 式 积 ,是 指 这 样 的 图 :节点 集 为 {z,y)|zE 
Vi, y € Vy, WI A Gri» y) 5 Gr y) A — KW AH 
E 4AM x, 与 zs Æ Gi 上 相 邻 ,或 xi—xHy 
与 y 在 G; 上 相 邻 ,这 个 合成 图 常 记 为 GLG]. 

一 个 图 G 的 补 图 是 指 这 样 的 一 个 图 ;节点 集 为 

84 


G 的 节点 集 , 两 个 节点 有 一 条 边 相 连 , 当 且 仅 当 这 两 
个 节点 在 G 上 不 相 邻 ,G 的 补 图 常 记 为 G RG. — 
TH AEM ASE BS lel ta. WEA Bt AL. 设 
HEGHTA-AGCHPERMA H 的 边 所 得 的 图 
称 为 五 关于 G 的 相对 补 图 .图 GG 与 G; 的 结合 , 记 
AG WG, ,是 指 这 样 的 图 ;节点 集 是 {(x,y)|xEV， 
y € Vil Geo y) 5j Geo yf — RARE . SAMS 
zi 5 zx; Æ Gi ESRA yi 5 y; 与 Cs EAB. BG, 
的 阶 为 k s G2,1 Gaude k 个 与 G: 同 构 的 图 ,把 图 
G WRIST PRA GC, 上 每 一 个 节点 相 
连 , 这样 所 得 的 图 称 为 C; 对 于 G; Wit. PIA 
G; ° Gz. 

thf (complement graph) 见 “ 图 的 运算 ”. 

交 邻 图 (intersection graph) 一 类 特殊 的 图 . 
它 是 由 一 个 子 集 族 产生 的 图 . RY = {SS 
Ss} 是 由 一 个 有 限 集 S 的 p 个 不 同 的 非 空 子 集 S. 
$255***,5, 组 成 的 族 . 以 多 ADRS, TAS; 和 5; 
有 边 相 连 当 SS; ASD GAD. XX EE BITS B RRA 
F WAS, wipe OF OO. 以 数 轴 上 的 一 些 区 间 
作为 节点 ,两 节点 有 一 条 边 相 连 当 且 仅 当 它 们 所 对 
应 的 区 间 的 交 非 空 , 这 样 所 得 的 图 称 为 区 间 图 . 区 间 
图 还 有 两 种 有 意义 的 推广 . 一 种 叫 盒 图 :节点 集 为 7 
维 立方 体 的 集合 ,两 节点 相 邻 当 且 仅 当 它们 对 应 的 
两 个 立方 体 相 交 . 另 一 种 叫 树 路 图 :节点 集 为 一 树 上 
的 一 些 路 组 成 的 集合 ,两 节点 相 邻 当 且 仅 当 它们 对 
应 的 两 条 路 有 公共 部 分 (包括 有 公共 端点 ). AE 
点 代表 平面 上 一 个 圆 的 不 包括 二 端点 的 弦 , 两 节点 
相 邻 当 且 仅 当 它们 相应 的 弦 有 一 个 公共 点 , 称 这 样 
的 图 为 圆 图 . 

一 个 图 G 的 边 图 是 指 由 G 这 样 得 到 的 图 :节点 
集 为 C 的 边 集 ,两 节点 有 一 条 边 相 连 当 且 仅 当 它 们 
所 对 应 的 边 在 G PAA. WA LOO RS. G 的 边 图 . 
图 LOOBUIIÉEITRAGHB 28K. Aw ALO). 
EMH CH & BARMEN CG KDEA KK 
AR, in LG. 一 个 图 CHAE E xx FE RJ 
图 ;以 G 的 每 个 团 作 为 节点 ,两 节点 有 一 条 边 相 连 
当 且 仅 当 它们 所 对 应 的 团 有 公共 节点 .C 的 团 图 常 
记 为 c1(G).cl(G) 也 称 为 G 的 1 冯 团 图 .G 的 (8 一 1) 
BAAM MERA CH BAA. Hid Acl'(G),k 
之 2. 一 个 图 G 的 块 图 是 指 这 样 的 图 :以 C 的 每 个 块 
作为 节点 ,两 节点 有 一 条 边 相 连 当 且 仅 当 它 们 所 对 
应 的 块 有 公共 市 点 .C HRA RICA BG). 一 个 图 
G 的 割 点 图 是 指 这 样 的 图 ;以 C 的 每 一 个 割 点 作为 
节点 ,两 节点 有 一 条 边 相 连 当 且 仅 当 它们 所 对 应 的 
割 点 在 同一 块 中 . C 的 割 点 图 常 记 为 C(G). 一 个 图 
G 的 块 - 割 点 图 是 指 这 样 的 图 :以 C 的 所 有 块 和 所 有 
割 点 组 成 的 集合 为 节点 集 ,两 节点 有 一 条 边 相 连 , 当 


且 仅 当 它 们 对 应 于 一 个 块 和 一 个 割 点 ,并 且 这 个 块 
含 这 个 割 点 .C 的 块 - 割 点 图 常 记 为 BC(G). 一 个 图 
G Wk SEE CRZE D Je TE CHE HI E : A G 的 市 点 集 为 
节点 集 ,两 节点 有 一 条 边 相 连 , 当 且 仅 当 它 们 对 应 于 
G 的 节点 在 G 上 的 距离 最 多 为 《.G B AR E iC 
AG". 当然 ,G 的 1 AME GEA. 
上 面 所 列 的 图 中 ,区 间 图 . 边 图 、 团 图 、 块 图 、 盒 
图 、 圆 图 和 树 路 图 均 是 交 邻 图 ;但 是 , 割 点 图 、 块 - 割 
ARAR R HIERE. 
i (edge graph) 
[x ja) Æ (interval graph) W EZREK”. 
树 路 图 (tree path graph) 见 “ 交 邻 图 ” 
(circle graph) 见 “ 交 邻 图 ” 
M (boxing graph) 见 “ 交 邻 图 ” 
团 图 (clique graph) 见 “ 交 邻 图 ”. 
块 图 (block graph) 见 “ 交 邻 图 ” 
3k - 3 A Bl Cblock-cutvertex graph) 
RI”. 
PA (power graph) 见 “ 交 邻 图 ” 
的 因子 factor of a graph) 图 论 的 基本 概 
念 之 一 . 指 图 的 一 个 支撑 子 图 . 大 一 个 图 可 以 表示 为 
若干 个 边 不 交 的 某 些 因子 的 并 , 则 这 个 图 对 这 些 因 
子 可 进行 因子 分 解 .图 的 这 种 表示 称 为 图 的 因子 分 
解 .一 个 图 的 正则 支撑 子 图 称 为 它 的 有 因子 .大 一 
个 图 可 以 分 解 成 者 干 个 & 因子 的 并 , 则 称 这 种 分 解 
是 这 个 图 的 & 因子 分 解 . 
设 有 一 个 图 的 边 集 的 一 个 子 集 , 大 其 中 的 边 都 
不 是 环 , 且 互 不 相 邻 , 则 称 该 子 集 为 这 个 图 的 一 个 对 
集 . 一 个 图 的 边 数 最 多 的 对 集 称 为 它 的 一 个 最 大 对 
集 . 一 个 图 的 完满 对 集 是 指 这 样 的 对 集 :该 图 的 每 一 
个 节点 与 这 个 对 集中 的 一 条 边关 联 .事实 上 ,完满 对 
集 就 是 1 因子 . 设 M 是 图 G 的 一 个 对 集 ,大 G 的 一 
条 路 的 每 对 相 邻 的 边 中 都 恰 有 一 条 是 M 中 的 边 , 则 
称 这 条 路 为 M 交错 路 . 若 一 个 图 只 要 表示 成 另外 两 
个 图 的 积 , 则 这 两 图 中 必 有 一 个 为 平凡 图 ,这 个 图 就 
称 为 素 图 . 不 是 素 图 的 图 称 为 复合 图 . E — T EG 
可 以 惟一 地 表示 成 者 干 个 非 平凡 素 图 的 积 G=G, X 
XG, WK G;(1 志 i 过) 是 G 的 素 因 子 .者 两 个 图 
没有 相同 的 素 因子 , 则 称 这 两 个 图 为 互 素 图 . 者 一 个 
图 G 的 支撑 子 图 的 每 一 个 节点 在 这 生成 子 图 上 的 
次 均 不 大 于 2, 则 这 个 支撑 子 图 称 为 C 的 线性 子 图 . 
图 的 对 集 (matching of a graph) “AKA 
dq 
完满 对 集 (perfect matching) 见 “ 图 的 因子 ” 
交错 路 (alternative path) WRAT”. 
素 图 (prime graph) 见 “ 图 的 因子 ”. 
复合 图 (compound graph) 见 “ 图 的 因子 ” 
树 (tree) ”一 类 特殊 的 图 .没有 圈 的 连通 图 称 


见 “ 交 邻 图 ” 


TL “BE SB 


图 与 £i 图 


AM. AT BACH -REFA. HEH, WT 的 
对 于 G 的 补 图 了 为 上 树 , 而 称 了 为 G 的 支撑 树 .G 
HERT 的 每 一 条 边 都 称 为 了 的 弦 . 每 一 条 弦 与 了 
恰 形 成 一 个 圈 , 称 这 种 圈 为 基本 圈 . G 的 支撑 树 T 
的 每 一 条 边 称 为 了 的 权 . 每 一 条 权 与 了 恰 形 成 一 个 
上 图 , 称 之 为 基本 上 图 . 没有 圈 的 图 称 为 森 或 林 . B 
然 , 连 通 的 森 就 是 树 . 以 一 个 连通 图 G 的 各 个 支撑 
树 的 所 有 边 的 积 为 项 ,G 的 树 多 项 式 (一 个 形式 多 项 
式 ) 就 是 所 有 这 些 项 的 和 ,和 常 记 为 PC(T(G)). 凯 莱 公 
式 是 计算 带 号 完全 图 的 不 同 带 号 树 的 数目 的 公式 :> 
阶 带 号 完全 图 天 , 的 不 同 带 号 支撑 树 的 数目 为 na". 
一 个 带 号 图 中 不 同 的 带 号 支撑 树 的 数目 称 为 这 个 图 
的 复杂 度 . 设 T 是 一 个 树 ,v 是 了 上 的 一 个 节点 .TT 
上 以 wv 为 悬挂 点 的 边 数 最 多 的 子 树 的 阶 称 为 TT 上 vw 
的 点 权 . 以 ”为 悬挂 点 的 了 的 极 大 子 树 , 即 这 样 的 
FRM , 它 不 是 任何 其 他 子 树 的 真子 树 REA v 处 的 
枝 . 可 见 ,v 的 点 权 就 是 以 v 为 悬挂 点 的 最 大 子 树 的 
阶 数 , 或 者 说 v Mb IIO AES). 连通 图 G 
的 树 图 是 从 G 派生 出 的 一 个 图 :C 的 每 一 支撑 树 作 
为 一 个 节点 ,两 个 节点 有 一 条 边 相 连 , 当 且 仪 当 它们 
所 对 应 的 支撑 树 各 有 一 条 边 不 是 另 一 个 树 的 边 . 


森 (forest) 见 “ 树 ” 

树 多 项 式 (tree polynomial) WR”. 

树 图 (tree graph) WW”. 

根 点 树 (rooted vertex tree) 一 类 特殊 的 树 . 


它 是 带 有 一 个 被 指定 的 节点 7 的 树 . 这 个 被 指定 的 
节点 称 为 根 节点 . 根 节点 的 次 为 1 的 根 树 称 为 植树 ， 
一 个 树 的 平面 姐 人 称 为 平面 树 . 当然 ,任何 一 个 树 都 
可 以 媒人 入 到 平面 上 .但 是 ,嵌入 的 方式 一 般 不 惟一 . 
例如 ,在 下 图 中 所 示 的 是 同一 个 树 的 两 个 不 同 的 平 
面 树 . 


P d be 


< ` 


平面 树 (plane vertex tree) MRAR”. 

4 [8 fij (directed tree) 一 类 特殊 的 树 . 它 是 每 
条 边 给 予 一 确定 的 方向 的 树 . 一 个 有 问 树 ,者 有 一 个 
节点 ,存在 由 此 节点 到 达 任 何 别 的 节点 的 有 向 路 , 则 
称 这 个 节点 为 源 或 根 , 称 这 个 树 为 出 树 或 外 问 树 . 人 
树 定义 为 这 样 的 有 向 树 : 有 一 个 节点 ,从 任何 一 个 节 
点 出 发 都 有 树 上 的 一 个 有 问 路 达到 这 个 节点 . 这 个 
节点 称 为 这 个 人 树 的 汇 ,也 可 以 称 为 根 . 出 树 和 入 树 
统称 为 树 形 图 . 

一 个 图 C 上 的 一 个 文 撑 树 了 ,者 可 以 将 它 的 边 
定 问 而 成 为 一 个 外 回 树 ,使 得 所 有 对 了 的 上 树 的 边 
都 存在 一 种 定 问 得 到 一 个 有 问 基本 圈 , 则 称 这 个 树 
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为 深 探 树 . G 的 具有 这 种 性 质 的 定向 的 有 向 图 称 为 
它 的 棕 图 . 事实 上 , 深 探 树 可 以 用 如 下 的 方式 得 到 : 
IE G 的 一 个 节点 作为 始 节点 标号 为 0, 达 到 它 的 
一 个 邻 市 点 .每 达到 一 个 节点 , 寿 它 的 相 邻 节点 均 已 
标号 , 则 沿 达 到 此 节点 的 边 退 回 它 的 男 一 端点 ; 否 
则 , 沿 一 条 边 达到 一 个 未 标号 的 节点 , 标 此 节点 为 最 
大 标号 加 1, 并 将 此 边 记 录 下 来 ;直到 所 有 节点 均 已 
标号 ,这样 ,所 有 记录 下 来 的 边 就 是 一 个 深 探 树 . 这 
就 是 深 探 之 由 来 . 若 将 树 边 定 向 为 由 小 标号 到 大 标 
导 和 上 树 边 为 从 大 标号 到 小 标号 , 则 可 得 一 个 棕 图 . 
FER C 的 一 个 未 注销 的 已 标号 节点 (开始 时 , 任 取 G 
的 一 节点 并 假定 该 点 的 标号 为 1), 从 最 大 标号 加 1 
起 , 按 生 然 顺序 标号 该 节点 的 所 有 未 标号 邻 节点 ,并 
记 下 该 节点 与 这 些 节点 之 间 的 所 有 边 ,然后 将 该 节 
点 注销 . 重复 这 样 的 过 程 ,直到 所 有 的 节点 都 被 注销 
为 止 ,最终 记录 下 来 的 边 形成 一 棵 树 . 这 样 ,所 有 记 
录 下 来 的 边 也 形成 一 个 树 , 称 它 为 广 探 树 .一 个 有 癌 
图 ,车 其 中 没有 有 了 向 圈 , 则 称 为 无 回路 图 . 如 上 所 述 ， 
深 探 树 和 广 探 树 均 为 外 向 树 . E E ÉD IP ELT RS EE 
边 均 定向 为 由 小 标号 到 大 标号 , 则 所 得 的 有 向 图 均 
为 无 回路 图 . 

内 问 树 (Cin-tree) J“ [a pp”. 

外 回 树 (Cout-tree ) 见 “ 有 向 树 ”. 

树 形 图 (arborescence) ” 见 “ 有 向 树 ”. 

深 探 树 (depth-first tree) 见 “ 有 向 树 ”. 

广 探 树 (breadth-first tree) “FA fy Rf”. 

棕 图 (palm graph) W$ p”. 

无 回路 图 (acyclic grahp) WA m”. 

平面 图 (plane graph) 一 类 重要 的 图 . 指 任 何 
一 个 图 在 平面 上 的 一 个 般 入 . 即 图 的 这 样 一 种 在 平 
面 上 的 表示 : 它 的 不 同 节 点 可 用 平面 上 不 同 的 点 表 
示 , 它 的 边 用 平面 上 连 相 应 其 二 端点 的 两 点 的 一 条 
曲线 或 直线 段 表 示 , 使 得 除 两 端点 外 与 代表 图 的 其 
他 部 分 不 再 有 公共 点 . 铬 把 平面 图 上 的 点 从 平面 上 
去 挥 , 则 在 平面 上 剩 下 的 点 集 为 春 干 无 公共 点 的 连 
通 开 集 的 并 ,这 些 开 集 称 为 这 个 平面 图 的 面 .平面 图 
的 节点 常 称 为 项 点 .与 一 个 面 关 联 的 边 的 集合 称 为 
这 个 面 的 边界 . 一 个 面 的 边界 上 边 的 数目 ( 割 边 在 边 
界 上 数 两 次 ) 称 为 这 个 面 的 次 .包含 无 限 远 点 的 面 称 
为 无 限 面 ,其 他 的 面 为 有 限 面 .一 个 平面 图 , 若 它 的 
所 有 顶点 全 在 无 限 面 的 边界 上 , 则 称 它 为 外 平面 图 . 
设 有 一 个 平面 图 ,者 在 它 上 不 能 再 添加 一 条 边 使 所 
得 的 图 仍 是 平面 图 , 则 称 该 平面 图 为 极 大 平面 图 . 设 
有 一 个 平面 图 G, 寿 它 的 每 一 面 的 边界 的 次 均 为 3， 
则 称 G 为 平面 三 角 割 分 图 .事实 上 ,任何 极 大 平面 
图 都 是 平面 三 角 割 分 . 若 一 个 平面 图 的 每 条 边 都 是 
直线 段 , 则 称 为 直线 表示 . 车 一 个 直线 表示 的 每 个 面 
均 为 凸 多 边 形 , 则 称 为 凸 表 示 . 
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见 “ 平 面 图 ian 
JU" 平面 


外 平面 图 (outerplanar graph) 

极 大 平面 图 (maximal planar graph) 
Al”. 

4 I8 El (directed graph,digraph) 一 类 重要 的 
图 . 它 是 对 每 一 条 边 都 规定 一 个 方向 的 图 . 确切 地 
说 ,一 个 有 向 图 D, 就 是 一 个 集合 的 二 元 组 D— 
(VC(D),A(D)), 其 中 V(D) 是 一 个 非 空 的 有 限 集 ,其 
元 素 称 为 节点 ,4(D) 是 由 Y(D) 的 元 素 的 一 些 有 序 
对 构成 的 集合 . 称 A4(D) 的 元 素 为 DD WI. WKE 
的 两 个 节点 也 称 为 它 的 端点 ,并 规定 弧 的 方向 为 从 
始 端 指向 终端 .在 一 个 有 向 图 中 , 它 的 一 个 节点 的 出 
次 怠 是 离开 这 个 节点 的 关联 边 的 数目 ;人 次 就 是 指 
向 这 个 节点 的 关联 边 的 数目 . 一 个 节点 的 次 就 是 它 
的 出 次 与 人 次 的 和 . 车 把 一 个 有 向 图 的 每 一 条 绝代 
之 以 无 向 的 连结 相同 端点 的 边 , 则 称 所 得 图 为 该 有 
向 图 的 基础 图 或 母 图 . 若 把 一 个 有 向 图 的 每 一 条 弧 
代 之 以 连结 相同 端点 的 相反 方向 的 弧 , 则 称 所 得 有 
向 图 为 原 有 向 图 的 逆向 图 . 阁 在 一 个 有 癌 图 上 ,每 一 
条 弧 都 有 一 条 与 它 方 向 相反 县 端点 相同 的 弧 , 则 称 
这 个 有 向 图 为 对 称 有 向 图 . 若 存在 一 个 整数 &, 一 个 
有 向 图 的 邻接 矩阵 的 次 究 中 的 元 素 都 为 正 数 , 则 
称 这 个 有 向 图 为 本 原 有 回 图 . 对 于 有 向 图 有 一 些 与 
方向 有 关 的 对 偶 概 念 ,如 出 次 和 和 人 次 .出 树 和 人 树 
等 . 若 一 个 与 方向 有 关 的 命题 成 立 ,将 其 中 的 概念 换 
为 其 对 偶 概 念 , 则 所 得 命题 也 一 定 成 立 . 这 就 是 方向 
对 偶 原 则 . 

一 个 有 向 图 D 的 基础 图 的 一 条 路 的 所 有 边 所 
对 应 的 DD 中 的 弧 的 导出 子 图 称 为 DD 的 半路 .一 个 半 
路 , 知 它 的 所 有 弧 方 向 相同 则 称 它 为 有 向 路 . 类 似 
地 ,D 的 基础 图 的 一 个 圈 上 所 有 边 所 对 应 的 DD 中 的 
弧 的 导出 子 图 称 为 DD 的 半 圈 .一 个 半 圈 ,各 它 的 所 
AMAA AAI. WERE AA m A. 设 有 一 个 有 向 
图 , 若 对 于 其 上 任何 两 节点 和 ,存在 从 zx 到 wv 或 
从 3| u 的 有 向 路 , 则 称 该 有 向 图 为 单 向 连通 的 . 设 
有 一 个 有 向 图 ,大 对 于 其 上 任何 两 节点 Mv PE 
在 从 xz 到 wv 的 有 向 路 ,也 存在 从 wv 到 的 有 向 路 , 则 
称 该 有 回 图 为 双向 连通 或 强 连通 的 . 设 有 一 个 有 向 
图 ,各 对 于 其 上 任何 两 个 节点 ,存在 一 条 半路 连 这 两 
个 节点 , 则 称 该 有 向 图 为 弱 连 通 的 . 设 有 一 个 单 向 连 
通 有 向 图 , 奉 不 是 强 连 通 的 , 则 称 为 严格 单 侧 有 向 
图 . 单 向 连通 的 有 向 图 也 称 单 侧 有 向 图 . 设 有 一 个 弱 
连通 有 向 图 , 知 不 是 单 回 连通 的 , 则 称 为 严格 弱 有 回 
图 . 设 有 有 向 图 DD 的 一 个 节点 子 集 S, 大 S 是 符合 
下 列 条 件 的 极 小 集 :S 中 节点 两 两 互 不 相 邻 , 且 D 
的 每 一 节点 或 在 S 中 ,或 存在 一 条 绝 从 S PA 
指向 它 , 则 称 S 为 DD 的 1 基 , 也 称 为 核 . 设 有 有 癌 图 
DD 的 一 个 节点 子 集 S, 若 S 是 符合 如 下 条 件 的 极 小 
集 : 的 每 一 个 节点 或 在 S 中 ,或 存在 一 条 弧 从 S 


中 一 节点 指向 这 一 节点 , 则 称 S 为 万 的 点 基 . — 
有 向 图 的 点 基 是 一 个 1 基 , 当 且 仅 当 它 在 基础 图 中 
是 独立 的 . 

若 一 个 有 向 图 上 每 一 节点 的 出 次 均 为 1, 则 称 
它 为 功能 有 向 图 . 若 一 个 有 向 图 的 每 一 节点 的 人 次 
均 为 1, 则 称 它 为 逆 功 能 有 问 图 . 设 D EA nK, 
D 的 弧 有 向 图 , 常 记 为 二 (CD), 是 指 这 样 的 有 向 图 : 
以 刀 的 所 有 弧 组 成 的 集合 作为 节点 集 , 两 三 点 & 和 
”有 一 条 弧 从 x* 1818 vy Æ « PATO AY D 中 的 弧 的 
终端 与 v 所 对 应 的 DD "P BS EDS Aii e [8] — “Pe. 
—^& 18 ELA — 7 P ÉL ERR ae EK 
有 癌 图 的 一 个 极 大 强 连 通 子 图 . 一 个 有 向 图 的 凝聚 ， 
是 指 一 个 这 样 的 有 向 图 D': 以 DD 的 强 片 作为 节 
点 ,两 节点 ul 和 us ARIKA us 指向 uo Æ u 所 
代表 的 强 片上 有 一 节点 与 xs 所 代表 的 强 片 上 一 节 
点 相 邻 ,并 且 前 面 一 个 节点 指向 后 一 个 节点 .所谓 竞 
赛 图 ,是 指 基础 图 为 完全 图 的 有 向 图 . 三 个 市 点 的 欧 
赛 图 有 如 下 两 种 :图 (a) 所 示 的 称 为 可 迁 三 元 组 ;图 


(b) 所 示 的 称 为 循环 三 元 组 . 
^N 
x x 


ÁN 


(a) (b) 
基础 图 (underlying graph) WMA j RI”. 
对 称 有 向 图 (symmetric digraph) W “£ 


wA H K”. 
见 “ 有 癌 


本 原 有 问 图 (primitive digraph) 
单 侧 有 向 图 (unilateral digraph ) 
功能 有 向 图 (functional digraph) 见 “ 有 回 
A)”. 

竞赛 图 (tournament) 

Æ (condensation) 见 “ 有 回 图 ”. 

iB A (component) — Jj ER E 3B RRA. 
一 类 重要 的 图 . 极 大 连通 子 图 .大 对 于 一 个 图 上 任何 
两 个 节点 ,存在 一 条 路 连 这 两 个 节点 , 则 称 该 图 为 连 
通 的 . 设 有 一 个 图 的 一 节点 , 硅 从 这 个 图 上 去 掉 这 个 
节点 以 及 与 它 关 联 的 所 有 边 后 所 得 的 图 的 连通 片 的 
数目 比 原 图 的 连通 片 多 , 则 称 该 结 点 为 该 图 的 一 个 
418. 没有 荐 点 的 连通 图 称 为 块 . 类 似 地 ,一 个 图 的 
一 条 边 称 为 它 的 割 边 , 阁 从 这 图 上 去 掉 这 条 边 后 所 
得 到 的 图 的 连通 片 比 原 图 的 连通 片 多 . 一 个 连通 图 
的 一 个 节点 子 集 $ 称 为 它 的 一 个 市 点 分 离子 集 , 寿 
从 这 个 图 上 去 掉 S 中 所 有 节点 ,以 及 与 S$ 中 节点 天 
联 的 所 有 边 后 所 得 到 的 图 不 再 是 连通 图 .有 /个 节 
点 的 节点 分 离子 集 称 为 / 点 分 离 集 . 4 =2 时 , 称 
ARNAT AX. i H 是 图 G 的 子 图 ,G 一 E(H) 表 示 
MAG LA 五 的 所 有 边 后 所 得 到 图 .图 有 在 GG 


VUE I [n] 图 z 


图 5 超 图 


上 的 一 个 断 片 是 指 G 一 E( 吾 ) 的 这 样 一 个 子 图 ;对 
于 这 个 图 上 的 任何 两 条 边 e 和 ,存在 G 一 E(H) 上 
的 一 条 迹 W ,其 始 边 和 终 边 分 别 为 e 和 了 ,使 得 除 端 
点 可 能 外 ,其 他 节点 均 不 在 H 上 .一 个 图 的 原子 是 
指 将 这 个 图 的 每 个 不 相 邻 的 分 离 节点 对 添上 一 边 后 
所 得 图 的 极 大 3 连通 子 图 . 即 ,图 中 这 样 的 3 连通 子 
图 , 它 不 是 此 图 的 任何 3 连通 子 图 的 真子 图 .一 个 图 
的 & 连 通 片 是 指 将 这 个 图 的 每 个 人 一 1) 点 分 离 集中 
任何 两 个 不 相 邻 的 节点 都 连 上 边 后 所 得 图 的 极 大 & 
连通 子 图 . 

iR(block) — Wi" 3i Hr". 

mi cut-vertex) 见 “ 连 通 片 ”， 

连通 度 (connectivity) ”图 的 一 类 组 合 不 变量 . 
它 是 节点 连通 度 的 简称 . 一 个 图 G 的 节点 连通 度 是 
指 这 样 一 个 最 小 整数 ROGOIG 上 存在 下 个 节点 ,从 
G 上 去 掉 所 有 这 些 节 点 以 及 和 它们 关联 的 所 有 边 
后 ,所 得 的 图 不 再 是 连通 图 或 者 是 平凡 图 . G 的 节点 
连通 度 常 记 为 &(C). 连通 度 不 小 于 的 图 称 为 k 连 
通 图 . 一 个 连通 图 的 边 分 离子 集 是 指 该 图 的 这 样 一 
个 边 子 集 : 从 这 个 图 上 去 掉 这 个 边 子 集 的 所 有 边 后 ， 
所 得 的 图 不 再 是 连通 的 图 . 不 可 分 离 图 也 就 是 指 节 
点 不 可 分 离 图 , 即 没有 割 点 的 连通 图 ,或 者 说 是 2 连 
通 图 . 边 不 可 分 离 图 就 是 指 没 有 割 边 的 连通 图 . 图 的 
边 连 通 度 就 是 指 这 样 一 个 最 小 整数 饭 (C): 从 这 个 
图 上 去 掉 某 &CC) 条 边 后 所 得 的 图 不 再 是 连通 图 . 
mR. (GORA A G 的 边 连 通 度 . 边 连通 度 不 小 于 
的 图 称 为 & 边 连通 图 . 一 个 图 上 两 个 不 相 邻 的 节点 
xA y 的 局 部 连通 度 是 指 这 样 一 个 最 小 整数 ,从 
图 上 去 掉 某 个 节点 后 ,所 得 的 图 上 不 存在 连 x 和 
y 的 路 .x Ay 的 局 部 连通 度 记 为 k(x,y). 一 个 图 GG 
的 连通 度 对 是 指 这 样 一 个 自然 数 有 序 对 (ea ,2):C 上 
存在 4 个 市 点 和 6 条 边 , 从 G 上 去 掉 所 有 这 些 节 点 
和 边 之 后 所 得 的 图 不 再 是 连通 图 ;而 且 ,G 上 不 存在 
a 一 1 个 节点 和 65 条 边 , 或 a 个 节点 和 65 一 1 条 边 具 有 
这 一 性 质 . 对 于 任意 整数 4:0 二 a 三 &(G), 存 在 惟一 
一 个 连通 度 对 (a,b). EM PRK f(a) — ba ORAS 
k(G), 称 f 是 G AYE aH RE ew Be. 

XE 18 EE. E Ir (connectivity function) 
i". 

[T7832 X8 (Menger's theorem) 关于 图 的 连通 
性 的 一 个 定理 . PREM EX ALY 是 图 G 的 
BAT AZO DAS SR 是 一 个 正 整 数 , 则 G 上 存在 
k 条 分 别 以 X ALY 中 的 节点 为 端点 而 且 两 两 除 端 
点 外 互 不 交 的 路 , 当 且 仅 当 每 一 个 XY 分 离 点 集 包 


见 “ 连 通 


-APATE EFAG 上 去 掉 该 子 集 的 所 有 节点 ， 

所 得 到 的 图 不 存在 连 X 中 节点 与 Y 中 节点 的 路 .这 

个 定理 是 门 杰 (Menger,K. ) 于 1927 年 首先 发 现 的 ， 
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(b) 

HEIL CHa. graph) 一 种 特殊 图 . 它 有 个 
顶点 ,是 m 连通 的 且 恰 有 [Lmn/2 | 条 边 . 由 于 这 种 图 
是 惟一 确定 的 ,所 以 称 它 为 An Bl. 其 中 ,[Lzj] 表 示 
ZX 的 上 整数 , 即 不 小 于 x 的 最 小 整数 . 事实 上 ,有 
Ai n Bim 连通 的 含 边 数 最 小 的 图 .在 图 例 中 , (a) 所 
不 的 为 Hs; OO Bros HO H s,s. 

HH 连通 (modulo H connected) 图 论 的 一 
个 基本 概念 . 指 一 个 图 关于 其 子 图 H 的 一 种 连通 
E. B HEA C 的 子 图 ,所 有 那些 既 与 C 中 不 属于 
H 的 边关 联 , 又 与 妃 中 的 边关 联 的 节点 称 为 G 关 
FH WAS. AMG 中 去 掉 ABA H 的 所 
有 不 是 触 点 的 节点 后 ,所 得 的 图 是 连通 的 , 则 称 G 
ER H EÑ. 当 石 是 G 中 的 一 个 圈 C 时 ,也 称 为 模 
C 连通 . 所 谓 G 的 模 C 片 是 G 的 这 样 的 极 大 子 图 : 
任何 两 边 都 存在 这 个 子 图 中 的 一 条 除 端 点 可 能 外 ， 
其 他 节点 都 不 是 触 点 的 路 连结 它们 . 一 个 连通 图 , 若 
不 能 用 去 掉 少 于 nn 条 边 的 办 法 将 它 分 离 为 两 个 连通 
片 ,使 得 每 个 连通 片 都 含有 一 个 圈 , 则 称 它 为 n PE 
通 图 . 

圈 连 通 (circuit connected) W“ 五 连通” 

k 临界 图 (k-critical graph) 一 类 特殊 的 图 . 指 
关于 连通 度 的 节点 临界 图 . 大 对 于 图 G 上 任 一 节点 
v, MPA EROG—v «ERG» WC 是 关于 连通 度 的 节 
点 上 临界 图 ,或 者 点 & 板 小 图 . AFA GC 上 任 一 边 
e AUG k— (G—eO-ERG) SR G 为 & 极 小 图 ,或 者 边 
k 极 小 图 . 

哈密 顿 圈 问 题 (Hamilton circuit problem) 图 
论 中 著名 的 难题 之 一 . 设 有 一 个 图 , 若 其 上 存在 一 个 
圈 , 这 个 圈 包 含 该 图 上 的 每 一 节点 , 则 称 该 图 为 哈密 
顿 圈 , 这 个 图 称 为 哈密 顿 图 . 哈密 顿 图 问题 可 叙述 
为 :什么 样 的 图 为 哈密 顿 图 ,或 者 说 判断 一 个 图 是 哈 
密 顿 图 的 行 之 有 效 的 充分 必要 条 件 是 什么 . 目前 这 
一 问题 尚未 解决 .关于 哈密 顿 圈 的 研究 ,最早 是 欧 拉 
(Euler,L. ) 研 究 骑士 (相当 于 中 国 象棋 中 的 马 ) 从 模 
盘 上 的 某 一 位 置 出 发 , 走 遍 所 有 可 能 的 位 置 且 每 个 
位 置 只 通过 一 次 后 , 回 到 原来 的 位 置 . 而 哈密 顿 
(Hamilton, W.R.) 研 究 环 游 世 界 的 游戏 是 在 欧 拉 
之 后 近 一 个 世纪 ,然而 却 由 此 开始 引起 人 们 对 于 这 
个 问题 的 注意 . 实际 上 ,哈密 顿 的 游戏 就 是 ,在 一 个 
正 十 二 面体 上 ,从 一 个 顶点 开始 沿 着 棱 走 遍 所 有 的 
十 二 个 顶点 回 到 原 地 ,使 得 每 一 顶点 只 通过 一 次 . 就 
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是 在 十 二 面体 相应 的 图 上 求 一 个 哈密 顿 圈 . 若 一 个 
图 上 存在 一 条 路 ,这 条 路 包含 该 图 上 的 所 有 节点 , 则 
称 该 图 为 可 迹 图 , 称 这 样 的 路 为 哈密 顿 路 . 知 对 于 一 
个 图 上 的 每 一 节点 ,存在 一 个 以 该 节点 为 始点 的 哈 
密 顿 路 , 则 称 该 图 为 齐 次 可 迹 图 . 一 个 图 被 称 为 哈密 
顿 连通 图 , 若 对 于 这 图 上 任何 两 节点 ,存在 一 条 哈密 
顿 路 连结 这 两 节点 . 称 一 个 图 为 亚 哈 密 顿 图 , 知 从 这 
图 上 去 掉 无 论 哪 一 节点 ,所 得 的 图 都 是 哈密 顿 图 . 称 
一 个 图 为 亚 可 迹 图 , 若 从 这 图 上 去 掉 无 论 哪 一 节点 ， 
所 得 的 图 都 是 可 迹 图 . 

n& a dg RS] (Hamiltonian circuit (cycle) ) 
密 顿 圈 问 题 ”. 

哈密 顿 图 (Hamiltonian graph) 
问题 ” 


见 了 哈 


见 “ 哈 密 顿 图 


亚 哈 密 顿 图 Chypohamiltonian graph) JL“ 
密 顿 圈 问题 ” 
泛 圈 图 (pancyclic graph) 一 个 特殊 的 哈密 顿 


图 . 具体 地 说 ,车 在 一 个 阶 图 G 上 存在 长 度 分 别 
为 3,4,." ,7 的 圈 , 则 称 该 图 为 泛 圈 图 . XI GE 
任何 一 节点 v, 在 G 中 都 存在 长 度 分 别 为 3,4,…,n 
的 圈 通 过 wv, 则 称 G RAZAR. 若 对 于 图 C 上 任何 
一 条 边 。, 在 G 上 都 存在 长 度 分 别 为 3,4,…,n HE 
通过 e, 则 称 G 为 边 泛 圈 图 . 设 C 是 一 个 二 部 图 , 因 
为 在 G 中 没有 奇 长 圈 , 所 以 不 会 是 泛 圈 的 . AEG 
上 存在 长 度 为 4,… 光 一 2,2 (2 偶数 ) 的 圈 , 则 称 它 是 
泛 偶 圈 的 ,类似 地 ,定义 点 泛 偶 图 和 边 泛 偶 圈 . 

闭 包 (closure) 图 论 的 一 个 基本 概念 . 指 由 一 
个 图 所 派生 出 的 另 一 个 图 . 具体 地 说 ,一 个 图 C 的 
HE H 是 指 符合 下 列 条 件 包含 边 最 少 的 图 :G HH 
的 支撑 子 图 ;对 于 石上 任何 两 不 相 邻 节点 vv 和 w， 
都 有 py《v) 十 pn《w) 过 n, 这 里 表示 五 HPS. enw) 
和 eu lw) 分 别 表示 图 石上 节点 v 和 ww 的 次 .所谓 
闭 包 运算 ,就 是 如 下 从 图 G 得 到 它 的 闭 包 的 递归 过 
程 :连通 图 G 上 任何 一 对 不 相 邻 且 满 足 poc(xu) 十 
polv) n 的 节点 x 和 w 连 一 边 ,这 里 pc Cu Al ee Qo) 
分 别 表示 u,v 在 G 上 的 次 ,而 n RA G 的 阶 ; 对 所 
得 的 图 仍 进行 这 种 运算 ,直到 得 到 这 样 的 图 H , X} 
于 任何 一 对 不 相 邻 节点 A ve BA onlu) + On Cv) 
<n 成 立 . JR COre,O. ) 于 1961 年 证 明 :; 若 一 个 连 
通 的 简单 图 G, 对 于 任何 两 个 不 相 邻 的 节点 ,它们 的 
次 之 和 不 小 于 GG 的 阶 , 则 G 必 为 哈密 顿 图 . 称 节 点 
次 之 和 特别 是 两 个 节点 次 之 和 所 满足 的 条 件 为 奥 尔 
型 条 件 . 所 谓 一 个 图 G 的 有 闭 包 ,是 指 符合 下 列 条 
fF B& Ax ED BUEIHIG 是 五 的 支撑 子 图 ;对 于 
及 上 任何 两 不 相 邻 节点 v 和 zy, 都 有 pn Cv) 十 pn GO 
<k,0<kR0n— 4. T din 阶 图 的 闭 包 就 是 AE. 
这 种 与 闭 包 运算 类 似 的 求 一 个 图 的 有 闭 包 的 过 程 称 
为 上 财 包 运算 . 设 P 是 n 阶 图 上 的 某 种 性 质 .在 一 


Ana G 上 的 两 个 不 相 邻 的 市 点 a,v, 它 们 次 之 
Filo; (u) + po (v) Sk. Æ G+ (uv) AVE G 上 加 一 条 
新 边 所 得 的 图 ) 具 有 性 质 P 可 以 导出 G 本 身 也 具有 
性 质 书 , 则 称 己 是 & 稳 定 的 .者 已 是 4 稳定 , 则 从 一 
个 图 的 不 闭 包 具有 性 质 己 可 以 导出 它 本 身 也 有 性 
Ja P. 具有 哈密 顿 图 的 性 质 是 ”稳定 的 ， 

奥 尔 型 条 件 (Ore type condition) 见 “ 闭 包 ?” 

闭 包 运算 人 (closure operation) 见 “ 闭 包 ?” 

泛 连 通 图 (panconnected graph) 
哈密 顿 连通 图 . 具体 地 说 ,各 对 于 一 个 阶 为 半 的 图 C 
上 任意 一 对 节点 & 和 w,G 工作 在 连结 * 和 w 的 长 
BORA d=dusv),dt le sn—-1 的 路 ,这 里 
dlus Ez TR u TH v 的 距离 , 则 称 G EZ iE 
图 . 

哈密 顿 路 图 (Hamiltonian path graph) 一 类 
特殊 的 图 . 指 由 一 个 哈密 顿 图 派生 出 的 一 个 图 .图 G 
的 哈密 顿 路 图 记 为 五 CC) , 它 是 这 样 一 个 图 : 它 的 节 
点 集 与 G 的 节点 集 相 同 ,两 个 节点 相 邻 , 当 且 仅 当 
有 一 条 哈密 顿 路 连结 它们 . HEM. ACG) YG BR 
Elit H'(G». H'^ 1'(G) 的 哈密 顿 路 图 记 为 H*(G)， 
& 之 2 , 称 为 C 的 & 和 迭 哈 密 顿 路 图 . AFERA kik > 
1,G 5SH'(GO ra. WR G 为 目 哈密 顿 路 图 . 

i) 24 B] (dominating circuit) JS ÆR xe Bi BS). 图 
上 一 种 特殊 的 圈 . GA G 的 不 在 圈 C 上 的 每 条 边 都 
与 C 上 的 某 条 边 相 邻 , 则 称 C y G 的 制约 圈 . A 
个 制约 圈 C. 的 长 度 为 4, 则 称 它 为 制约 4 圈 . 

+ A E (dominating circuit) — BIA ^4 PS]. 

8 ie Hr & + HF [a] E (Konigsberg bridge prob- 
lem) 18 世纪 提出 的 一 个 著名 的 图 论 问题 . 实际 上 
是 寻找 欧 拉 游 (参见 “ 欧 拉 图 ”) 的 问题 . 哥 尼 斯 堡 ( 即 
加 里 宁 格 勒 ) 有 一 条 带 有 两 个 岛 的 分 义 河流 ,有 了 七 座 
桥 连通 河 两 岸 与 岛 ,以 及 岛 与 陆地 . 在 附 图 (a) 中 , 阴 
影 部 分 表示 陆地 、 岛 或 桥 . 问题 是 想 要 知道 从 一 个 区 
域 出 发 ,经 过 每 座 桥 恰 好 一 次 ,再 回 到 原 出 发 区 域 的 
旅行 路 线 是 否 存 在 . 当时 ,人 们 多 次 试图 找 出 这 样 的 
路 线 ,但 都 没有 成 功 . 这 就 是 所 谓 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 


MU us Uo Í 


(a) (b) 
E. 后 来 , 欧 拉 (Euler,L. ) 首 先 证 明了 这 样 的 路 线 不 
存在 . 他 所 用 的 方法 是 将 陆地 和 岛 A,B,C,D 各 用 
一 个 点 代替 . 两 个 点 用 一 条 线 连结 , 若 这 两 个 点 所 代 
表 的 两 片 陆地 或 岛 间 有 一 座 桥 , 则 得 到 如 附 图 (b) 
所 示 的 图 ,从 而 把 原来 的 问题 化 为 在 这 个 抽象 的 图 


一 个 特殊 的 


图 5 E 图 


上 求 一 个 欧 拉 游 的 问题 . 由 此 , 欧 拉 通 过 证 明 一 个 一 
般 的 定理 导出 其 上 欧 拉 游 的 不 存在 ,给 原 问 题 以 一 
个 否定 的 回答 . 这 一 结果 欧 拉 于 1735 年 在 科学 院 的 
会 议 上 宣讲 ,于 1736 年 正式 发 表 . 这 就 是 历史 上 图 
论 的 第 一 篇 文章 . 

一 笔画 问题 (unicursal problem) 一 个 重要 的 
图 论 问题 . 指 确 定 一 个 图 是 否 存 在 一 条 欧 拉 径 (参见 
“ 欧 拉 图 ”) 的 问题 . 即 判 断 一 个 图 ,其 上 是 否 存在 一 
条 径 , 这 条 径 包 含 该 图 的 每 一 条 边 恰好 一 次 . 通俗 地 
说 ,就 是 判断 一 个 图 ,能 否 一 笔画 出 一 条 径 , 通 过 该 
图 的 每 一 条 边 恰好 一 次 . 车 要 求 这 个 径 的 起 点 与 终 
点 一 致 , 则 它 就 成 了 判定 一 个 图 是 否 存 在 一 个 欧 拉 
游 的 问题 . 

欧 拉 图 (Eulerian graph) 一 种 特殊 的 连通 图 . 
BAG 的 每 一 条 边 都 在 C 的 同一 条 径 上 , 则 称 这 条 
径 为 G 的 欧 拉 径 . 若 一 个 欧 拉 径 的 始点 与 终点 相 
同 , 则 称 它 为 欧 拉 游 .有 欧 拉 游 的 图 称 为 欧 拉 图 . 欧 
$i (Euler, L. ) 证 明 ; 一 个 连通 图 为 欧 拉 图 , 当 且 仪 当 
这 图 上 每 一 节点 的 次 均 为 偶数 . 因为 上 述 概念 均 为 
欧 拉 所 首先 发 现 , 故 均 冠 以 他 的 名 字 . 所 有 节点 的 次 
均 为 偶数 的 图 也 称 为 偶 图 . 这 样 ,连通 的 偶 图 是 欧 拉 
Al. 

欧 拉 游 (Eulerian tour) W Ext E". 

-= RRR (Eulerian trail) W RKA”. 

偶 图 (even graph) 见 “ 欧 拉 图 ”. 

Ex H g fo] FA (Eulerian digraph) 一 种 特殊 的 
强 连 通 有 问 图 . A — TS AA D E E E — 288 mA 
f$ C ,使 得 石 的 每 一 条 弧 都 在 C 上 , 则 称 D ARK EL 
^H pu] E]. 这 种 闭 径 被 称 为 有 向 欧 拉 游 . 

BEST 定理 (BEST-theorem) 一 个 重要 的 图 
论 问 题 . 指 有 回 图 上 的 有 同 欧 拉 游 的 一 个 计数 定理 ， 
设 DD 是 一 个 有 向 图 . 这 个 定理 断言 :在 乙 上 有 向 欧 
拉 游 的 数目 为 
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Rn.» 表示 D 的 第 i 个 节点 v 的 出 次 ,n RA D 
的 阶 ,c 二 det M, (D). M, DERE M(D) 去 掉 第 
k 行 和 第 六 列 后 所 得 到 的 矩阵;M(D) 二 (mi,)) 是 这 
样 一 个 n 行 n JAE Be : 24 ij 时 .m;-— = 家 
示 孔 中 从 市 点 vi 指向 vj 的 弧 的 数目 , 当 1=j 时 ， 
m;,;—p.. M(D) 有 下 列 性 质 ; 对 于 bilis <k: 
«n, det CM, (D)) — det (Mi, s, CD)). 因此 ,可 
以 用 任何 一 个 2k 1S en HAE c. BEST 中 的 字母 
B,E,S,T 分 别 代 表 德 布 革 英 (de Bruijn,N.G. )、 爱 
伦 法 斯 特 (van. Aardenne-Ehrenfest, T. )、 史 密斯 
(Smith,C. A. B. ) 和 塔 特 (Tutte,W. TT. ) 四 人 .前 两 
人 于 1951 年 发 表 了 这 一 定理 的 一 般 形 式 , 后 两 人 于 
1941 年 给 出 这 一 定理 的 当 DD 的 母 图 为 4 正则 的 特 
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殊 情 形 . 

制约 集 (dominating set) 图 论 的 一 个 重要 概 
D. 指 一 个 图 的 特殊 节点 子 集 . 设 A 是 图 G 的 一 个 
PATER AC IEI REA 中 的 节点 都 与 4 中 的 
PRA MEA 为 G 的 一 个 制约 集 . 图 G 的 最 小 
制约 集 的 基数 称 为 C 的 制约 数 , 也 称 外 固 数 . 

制约 数 (domination number) 见 “ 制 约 集 ” 

外 国 数 (external stability) 见 “ 制 约 集 ” 

制约 划分 (dominating partition) 图 论 的 一 个 
重要 概念 . 指 图 的 节点 集 的 一 种 划分 . 具体 地 说 ,一 
个 图 G 的 制约 划分 ,就 是 把 G 的 节点 集 分 为 若干 个 
互 不 相交 的 子 集 , 每 一 个 子 集 都 是 G 的 制约 集 . TEC 
的 所 有 制约 划分 中 ,划分 出 的 子 集 最 多 的 那 一 个 划 
分 的 子 集 的 数目 称 为 G 的 制约 划分 数 . 

制约 划分 数 (domatic partition number) J 
“制约 划分 ”. 

独立 制约 集 (independent dominating set) 图 
论 的 一 个 重要 概念 . 指 图 的 一 种 节点 子 集 . 具体 地 
说 ,一 个 图 的 既是 独立 集 又 是 制约 集 的 节点 子 集 , 称 
为 该 图 的 独立 制约 集 . 图 的 最 小 独立 制约 集 的 基数 
称 为 它 的 独立 制约 数 . 若 图 G 的 节点 集 可 以 划分 为 
若干 个 两 两 不 交 的 独立 制约 集 , 则 称 G 可 独立 制约 
划分 . | 

Ih xr mij £4 385: (independent dominating number) 
见 “ 独 立 制 约 集 ”. 

全 制约 集 (total dominating set) 图 的 一 种 特 
殊 的 制约 集 . 具体 地 说 , 设 有 图 G 的 一 个 节点 子 集 
A XIT G 上 任 一 节点 x,4 PRES u 相 邻 的 节 
点 , 则 称 4 为 G 的 一 个 全 制约 集 . 事 实 上 ,只 有 含 孤 
立 点 的 图 上 才 不 存在 全 制约 集 . 含 节点 数 最 少 的 全 
制约 集 称 为 最 小 全 制约 集 . 不 含 孤 立 点 的 图 的 最 小 
全 制约 集中 的 节点 数 称 为 全 制约 数 . 设 有 不 含 孤立 
A B5 Ed E A SS E] — TR. A XX — XI] T HJ BE 
节点 子 集 都 是 C 的 全 制约 集 , 则 称 该 划分 为 一 个 全 
制约 划分 . 全 制约 划分 数 就 是 指 在 G 的 所 有 全 制约 
划分 中 ,划分 所 得 的 节点 子 集 最 多 的 那 一 个 划分 的 
子 集 数目 . 

最 小 全 制约 集 (minimum total dominating set ) 
见 “ 全 制约 集 ”. 

全 制约 数 (total dominating number) 见 “全 制 
约 集 ”. 

全 制约 划分 数 (total dominating partition 
number) 见 “ 全 制约 集 ”. 

连通 制约 集 (connected dominating set) 图 的 
一 种 特殊 制约 集 . 具体 地 说 , 若 4 是 图 G 的 制约 集 ， 
H A 在 G 中 的 导出 子 图 是 连通 的 , 则 称 4 是 G 的 
连通 制约 集 .G 的 节点 数 最 少 的 连通 制约 集 的 节点 
数 称 为 G 的 连通 制约 数 . 图 G 的 节点 集 阁 可 以 划分 
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为 若干 个 两 两 不 相交 的 连通 制约 集 , 则 在 C 的 所 有 
这 样 的 划分 中 ,基数 最 大 的 划分 的 基数 称 为 G 的 连 
通 制约 划分 数 . 

连通 制约 数 (connected dominating number) 
见 “ 连 通 制 约 集 ”. 

连通 制约 划分 数 (connected dominating num- 
ber) ” 见 “ 连 通 制 约 集 ”. 

TÆ f£ (irredundant set) 图 论 的 一 个 重要 概 
D. 指 图 的 节点 集 的 一 种 子 集 . 设 9 是 图 GG 的 一 个 
PATER. AM TEA wES ,都 有 

Nw] E U Nel, 


MPS y GRATAR. xx HON [o AUR E v EG 
中 的 闭 邻 域 . AN i: Bl BY FOE R E T R 05) FER 
ARK TOR. 

RK FC € & (maximal irredundant set) 
HR”. 

(covering) 数学 的 一 个 重要 概念 . 这 里 
指 一 类 节点 子 集 . 具体 地 说 ,图 的 一 个 节点 子 集 使 该 
图 的 每 一 条 边 都 与 这 个 子 集中 一 个 节点 关联 , 称 这 
样 的 节点 子 集 为 覆盖 集 , 也 称 点 覆盖 集 , 简称 覆盖 . 
图 G 的 最 小 覆盖 ,也 称 最 小 点 履 盖 ,是 指 在 图 的 所 
AGP ,节点 数 最 少 的 覆盖 . C 的 最 小 覆盖 的 节点 
BORA C 的 覆盖 数 NAAMA, Aid A BCG). 一 个 
图 称 为 覆盖 临界 图 ,或 点 覆盖 临界 图 , 知 从 这 图 上 去 
掉 任 何 一 条 边 后 ,所 得 的 图 的 覆盖 数 都 小 于 原 图 的 
Bum. 设 有 一 个 最 小 覆盖 M, E T E H ER — 
个 子 集 M ,与 M 中 节点 相 邻 的 不 在 M 中 的 节点 的 
数目 总 不 比 M 的 节点 数 少 , 则 称 M 为 一 个 外 部 最 
小 覆盖 或 外 最 小 点 覆盖 . 不 是 任何 一 图 都 有 外 最 小 
覆盖 .事实 上 ,一 个 图 有 外 最 小 覆盖 当日 仅 当 它 有 一 
个 点 核 , 或 边 核 . 

M x Æ (covering set) 


见 无 


VAM E x 


最 小 覆盖 集 (minimum covering) J“ BR”. 
覆盖 数 (covering number) W," AE. 
覆盖 临界 图 (covering-critical graph) — 9," 78 
Æ 
mL 


i12 (edge covering) 一 类 和 覆盖. 指 一 类 边 
TE. 具体 地 说 ,图 的 一 个 边 子 集 ,使 该 图 上 每 一 节 
点 都 与 这 个 边 子 集中 的 一 条 边关 联 . 只 有 含 孤 立 点 
的 图 没有 边 履 盖 . 边 覆盖 也 称 为 边 履 盖 集 .图 C 的 
最 小 边 履 盖 就 是 指 边 数 最 少 的 覆盖 . 图 G 的 最 小 边 
Ju BY RGB uS. (OC). 


By /|\ 2) EE minimun edge covering) W“ 
je xU. 

A A zE (edge covering number) — 0," 31 78 
ae» 
IL 


RJ £3 — #8 A (reducible bipartite graph) 一 类 


二 部 图 . 设 Vi UV; 是 二 部 图 C 的 节点 集 ,V1,V ;i 分 
别 是 G 的 独立 集 , 若 C 上 只 存在 一 个 最 小 点 覆盖 
M, HE MfYVi— C 3 MANAV: =Ø., NP G 为 半 不 可 
ARE. EGCG 上 存在 恰好 两 个 最 小 点 覆盖 M 和 
M: H M NV, =Ø F M;f|Vi— Ø , M) FK G 是 不 可 
约 二 部 图 . 既 不 是 半 不 可 约 二 部 图 ,也 不 是 不 可 约 二 
部 图 的 二 部 图 称 为 可 约 二 部 图 . 

th we (independent set) ”图 论 的 一 个 重要 概 

念 . 由 一 个 图 的 两 两 互 不 相 邻 的 一 些 节 点 组 成 的 集 
合 称 为 该 图 的 一 个 独立 集 . 一 个 图 的 独立 集 也 称 为 
稳固 集 . 图 C 的 含 节点 最 多 的 独立 集 称 为 最 大 独立 
Se. G 的 最 大 独立 集 的 节点 数 称 为 C 的 独立 数 或 内 
固 数 , 常 记 为 a(G). AG 被 称 为 a 临界 图 ,或 独立 临 
界 图 , 符 从 G 上 去 掉 任何 一 条 边 后 所 得 的 图 的 独立 
数 都 大 于 a(G). 

稳固 和 集 (stable set)” 见 “独立 集 ”. 

独立 临界 图 (a-critical graph) MILE”. 

最 大 独立 集 (maximum independent set) J 
“独立 集 ”. 

内 固 数 (internal stability) WM JLE”. 

边 独立 集 (edge independent set) 图 论 的 一 个 
重要 概念 . 由 一 个 图 的 两 两 互 不 相 邻 且 不 是 环 的 一 
些 边 组 成 的 集合 称 为 该 图 的 一 个 边 独立 集 . 图 的 最 
大 边 独立 集 ,就 是 指 图 的 含 边 数 最 多 的 边 独立 集 . 一 
个 图 G 的 边 独 立 数 ,就 是 指 C 的 最 大 边 独 立 集 的 边 
数 , 常 记 为 a' (G). 

BX ia th we maximum edge independent 
set) Jl“ wy vr Se”. 

边 独立 数 (Cedge independent number?) 
独立 集 ”. 

mK (vertex core) 图 论 的 一 个 重要 概念 . 指 
图 的 一 个 子 图 . 由 图 G 的 基数 与 G 的 边 覆 盖 数 相等 
的 所 有 独立 集 的 并 所 产生 的 节点 导出 子 图 , 称 为 C 
的 点 核 . 并非 所 有 的 图 都 存在 点 核 . 由 G 的 基数 与 C 
的 点 覆盖 数 相等 的 所 有 边 独 立 集 的 并 所 产生 的 边 导 
GT E , 称 为 G 的 边 核 . 同样, 并非 所 有 的 图 都 有 边 
核 . 但 已 证 明 :一 个 图 有 点 核 当 且 仅 当 它 有 边 核 ; 且 
它们 都 与 存在 外 最 小 覆盖 等 价 . 

边 核 (edge core) Wi" RRB”. 

a FRI (critical edge) 图 论 的 基本 概念 之 一 . 
临界 边 是 这 样 的 边 :从 一 个 图 上 去 掉 它 之 后 ,能 使 所 
得 图 的 点 覆盖 数 减 小 . 设 e 是 C 上 一 条 边 GARR 
数 8G —e) «8G Whe 是 G 的 关于 点 覆盖 的 临 
界 边 ,简称 临界 边 . 若 G 的 每 一 条 边 都 是 关于 点 履 
T KY A WK CAKE RRR WIAA. 

边 临 界 图 (edge critical graph) siis e 

KRA (critical vertex) 图 论 的 基本 概念 
一 .与 临界 边 相 对 应 . 临界 点 是 这 样 的 节点 Eu 


见 “ 边 


图 与 超 图 


图 上 去 掉 它 后 ,能 使 所 得 的 图 的 (点 ) 履 盖 数 减 小 . 设 
v 是 G 的 一 个 节点 , 若 8G—7) «OG» , 则 称 v 为 G 
的 一 个 关于 (上 点) 覆盖 的 临界 点 . 奋 C 的 每 一 个 节点 
都 是 它 的 关于 (上 点) 覆盖 的 临界 点 , 则 称 G 为 关于 
〈 点 ) 履 盖 的 点 临界 图 ， 

点 临界 图 (vertex criticcal graph) 
B 

C 对 集 (C-matching) 图 的 一 种 子 图 . 对 于 一 
个 有 7 个 节点 的 图 G, 给 定 一 个 维 向 量 C= (A. 
hzs ttt ,hh,}( 其 分 量 都 是 非 负 整数 ) 和 G 的 无 孤立 节 
点 的 子 图 五 , 若 使 得 on CoD Sh; ,i 二 1,2…,n, 则 称 
H 7j G 的 一 个 C 对 集 , 这 里 vi 表示 G 上 第 i 个 节 
AX s Ift] Ou Co RR Ui 在 H 上 的 次 . 对 于 任何 非 负 整 
数 a,b,0 二 a 二 5b, 图 的 一 个 (a,6b) 对 集 就 是 它 的 这 样 
一 个 边 导 出 子 图 五 ,使 得 ascen (vi) 志 6 ,i 二 1 ,2…， 
n. di 4 之 0, 则 (a,6b) 对 集 就 是 一 个 (a,5) 因 子 . 

(asb) 因 子 ((a,6)-factor) 图 的 一 种 支撑 子 
图 . 设 a,b 是 非 负 整数 ,0<a< 委 6. 设 有 G 的 支撑 子 图 
H, ER G ETE— B A v IA ascen Co) b, WIR 
H JG DAF. HB pul(v) 表 示 节 点 v 在 石上 的 
dc G EXE T SEE k AF. BUR RI k AF G-12, 

…) 统 称 为 正则 因子 .每 一 个 节点 的 次 均 为 奇数 的 因 

子 称 为 奇 因 子 .每 个 节点 的 次 均 为 偶数 的 因子 称 为 
BATF. Ww 下， Fn BE G 的 一 Ka bD ATF. E 


EG) = ÜE(F)), 


E(D NEED =Ø GF), 
WM EK{F Fost’ FAG 的 一 个 (a,5) 因 子 分 解 .这 
里 A(X) 表示 X(==G,Fi,i 二 1,2,…,m) 的 边 集 . E 
G 有 一 个 (a,5) 因 子 分 解 , 则 称 G A a. DAF ae. 
正则 因子 (regular factor)” 见 “(a,5) 因 子 ”. 

A ET (odd factor)” 见 “(a,5) 因 子 ” 

(& E] FP (even factor) Wh“ (a, At”. 

f 因子 (jf-factor) 图 的 一 类 特殊 因子 . 对 于 一 
个 图 GG, 定义 fiVOD—Z, ,Z+ 表 示 非 负 整 数 集 . X 
G 的 一 个 支撑 子 图 Ff 满足 ;对 G 的 任 一 节点 wv， 
gr Co) — f GO vr, WR F AGB SAT. EG 
的 子 图 下 满足 :对 于 G 的 任 一 节点 v, 均 有 es E 
flv), 则 称 F 为 G 的 一 个 了 反 因 子 . 称 二 部 图 
Ki,;(j 之 1) 为 一 个 星 . 若 G 的 子 图 Ff 是 一 个 星 K,,; 
且 满 足 1(v) 之 ) 之 1, 这 里 v 是 FF 的 中 心 点 , 即 oro) 
三 j, 则 称 下 为 一 个 了 星 形 .G 的 一 个 子 图 被 称 为 f 
星 因 子 , 铬 这 个 子 图 的 每 一 连通 片 是 一 个 Sf 星 形 . 
ES) =n, Xt G 的 任 一 节点 成 立 , 则 称 G 的 了 星 因 
FA {Kis Kies o Kin] 因 F. 统称 所 有 {Kias 
Kio Kin 因子 为 星 因 子 . 

了 反 因 子 ( 广 antifactor) 见 “ 了 上 因子 ” 

E EF star factor) IW“ fA”. 


JL, "Mes F 


g1 


(gj 奇偶 因子 (Cg PD-parity factor) 图 的 
一 类 特殊 因子 . 设 g,f 是 定义 在 图 G 的 点 集 上 的 两 
MIEN R AUE PK. A g COO XL fv) go mf w) 
(mod2) 对 G 上任 一 节点 v 成 立 . 设 有 G 的 支撑 子 
R FÆ FE: TFG 上任 一 市 点 v, 均 有 

Pr(v) € (gv), gv) + 2,5, £O), 
则 称 下 为 一 个 (g, 放 奇偶 因子 .大 gg(v)= 二 1 对 G 上 
任 一 节点 wv 成立,; 则 称 G 的 (g, 放 奇偶 因子 为 (1,) 
a BT. 

(7,Z) 因 子 ((7,Z)-factor) 图 的 一 类 特殊 的 因 
子 . 设 了 是 非 负 整数 集 Z 的 一 个 子 集 , 若 C 的 一 个 
LATE H 满足 条 件 ; 对 G 上 任 一 市 点 v,; 都 有 
ouv) EIL WER H HGRA DAT, XE prok 
mute H EWM. #I={1,3,,2n—1)}, 0 KG 
的 (7,Z) 因 子 为 {1,3,…,2n 一 1) 因 子 . 

C, 因子 (Ci-factor) 图 的 一 类 特殊 因子 .图 G 
的 一 个 支撑 子 图 H.H 的 每 个 连通 片 都 是 长 度 为 人 
的 圈 . E H ARR KE A RR. ER 
H 为 已 因子 .各 五 的 每 一 连通 片 均 与 完全 图 K, 同 
构 , 则 称 豆 为 CG 的 天 因子 .更 一 般 地 ,对 于 任 给 两 
个 图 H I LEG 的 连通 片 不 与 五 同 构 就 与 工 同 
构 , 则 称 GAS (A DAT. 4 HBS 
族 树 中 的 某 个 树 同 构 , 则 称 五 为 G 的 一 个 树 -因子 . 
车 五 的 每 个 连通 片 与 G 的 一 个 团 同 构 , 则 称 HA 
G 的 团 -因子 . 


树 - 因 子 (tree-factor ) Wc, AS”. 
团 - 因 子 (clique-factor) |— W,"C, Af”. 


因子 临界 图 (factor critical graph) 一 类 具有 
特殊 性 质 的 图 . 若 从 C 中 任意 去 掉 一 个 节点 和 与 这 
节点 关联 的 边 ,在 所 得 的 图 中 总 有 一 个 1 因子 , 则 称 
G 为 因子 临界 图 ,或 更 确切 地 说 ,1 因子 临界 图 . 几 
因子 临界 图 必 只 能 有 奇数 个 节点 ,从 而 不 可 能 有 1 
因子 . 若 一 个 图 G 有 一 个 1 因子 ,但 任意 去 掉 两 个 
相 邻 的 节点 及 它们 的 关联 边 之 后 所 的 图 仍 有 1 A 
子 , 则 称 C 为 1 临界 图 . 若 图 C 有 1 因子 ,而 且 任 意 
去 掉 两 个 不 同 的 节点 之 后 所 的 图 仍 有 1 工 因 了 于, 则 称 
G 为 2 临界 图 . 凡 2 临界 图 必 为 1 临界 图 ,但 反之 则 
不 然 . 

BiB (arboricity) 图 论 中 的 一 个 不 变量 . Xx 
H,,H2 Hn 是 G 的 文 撑 子 图 , 且 都 是 森 . Æ 


EG) =UEH), EG) N EH) = £i, 


WW 称 (Hi Hs Hm) A G BJ — ^ BR OP SFE. 在 G 的 

所 有 和 森 分 解 中 , 含 森 最 少 的 森 分 解 中 森 的 数目 , 称 为 

CHE. AH: 是 线性 森 , 即 其 每 一 连通 片 是 一 条 

中 的 线性 森 的 数目 , 称 为 G 的 线性 荫 度 .图 G 的 点 - 

了 荫 度 定义 为 符合 如 下 条 件 的 最 小 整数 &:C 的 节点 
92 
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图 都 是 森 . 图 G 的 线性 点 - 荫 度 定义 为 符合 下 列 条 件 
的 最 小 整数 &:G 的 节点 集 可 分 成 & 个 不 交 的 子 集 ， 
每 一 个 节点 子 集 的 导出 子 图 是 一 个 线性 森 ， 

因子 覆盖 图 (factor covered graph) 一 类 特殊 
的 图 . 指 每 一 条 边 都 在 同一 种 因子 之 中 的 图 . AA 
的 每 一 条 边 都 包含 在 某 个 1 因子 之 中 , 则 称 G 为 1 
因子 覆盖 图 . G 的 节点 wv 称 为 完全 和 覆盖 点 ,大 v 的 每 
条 与 之 关联 的 边 均 有 G 的 一 个 1 因子 包含 它 . 

半 正 则 1 因子 分 解 (semiregular 1- factori - 
zation) 图 的 一 种 因子 分 解 . 指 完全 图 K;, 的 一 种 1 
因子 分 解 . 设 ¥ = (PF; |1Si<2n—-1} ER Kz, 的 一 
个 1 因子 分 解 , 若 对 于 多 中 任意 四 个 不 同 的 1 因子 
F;,Fj,F,,F,,F,UF, 和 天 UP 中 各 种 长 度 的 圈 的 
数目 都 对 应 相等 , 则 称 这 个 1 因子 分 解 是 半 正 则 的 . 
天 2 的 一 个 1 APF 称 为 是 完满 的 , 行 对 于 学 
中 任意 两 个 不 同 的 1 AF F: 和 Fj,F;UF, 都 是 Ko 
的 一 个 哈密 顿 圈 . 

完满 1 因子 分 解 (perfect 1-factorization) J, 
“ 半 正 则 1 因子 分 解 ”. 

同 构 因子 分 解 (isomorphic factorization) 图 
的 一 种 特殊 的 因子 分 解 . 图 G 的 边 集 (GG) 的 一 个 
划分 人 五 Est Emn) PRA G 的 一 个 同 构 因子 分 解 ， 
XT FEE 143: l[i Js ms E, 5 E; 在 e 上 的 导 
出 子 图 同 构 . 图 G 可 分 解 为 1 个 同 构 因子 的 一 个 必 
要 条 件 是 1 可 整除 G 的 边 数 , 这 个 条 件 称 为 C 关于 
t 的 可 分 性 条 件 . 称 图 G 是 有 理 图 ,和 硬 对 任意 整数 i， 
G 关于 上 的 可 分 条 件 也 是 C 可 同 构 因子 分 解 的 充分 
条 件 . 已 经 证 明 : 完 全 图 和 完全 等 分 多 部 图 ( 即 ,将 完 
全 图 的 节点 用 基数 相同 的 独立 集 代替 使 得 任 一 节点 
与 其 他 部 的 所 有 节点 都 相 邻 ) 等 都 是 有 理 的 . 当然 ， 
不 是 任何 图 都 是 有 理 的 . 

有 理 图 (rational graph) W RAAT E”. 

正常 着 色 (proper coloring) 一 种 组 合 方法 . 
指 对 一 个 集合 中 元 素 的 一 种 春色 方法 . 设 有 一 个 集 
合 4, 在 4 的 元 素 间 有 一 种 二 元 关系 R. AK 4 中 
的 元 素 着 以 颜色 使 得 4 中 任何 两 个 满足 R 的 元 素 
均 带 不 同 的 颜色 , 则 这 种 春色 方法 为 A 对 于 R 的 正 
常 着 色 . 若 4 为 一 个 图 C 的 节点 集 , 这 二 元 关系 R 
就 是 相 邻 , 则 称 这 种 着 色 为 G 的 点 正常 着 色 , 通 常 
简称 正常 着 色 或 着 色 . 在 一 种 着 色 中 所 用 颜色 的 数 
目 为 , 则 称 这 种 正常 着 色 为 《点 正常 着 色 . 夺取 4 
为 图 G 的 边 集 ,R 为 边 之 间 的 相 邻 , 则 这 种 正常 着 
色 称 为 G 的 边 正 常 着 色 , 常 简称 边 着 色 . AA GB 
一 种 边 正常 着 色 共 用 & 种 不 同 的 颜色 , 则 称 它 为 C 
的 & 边 正常 着 色 . 对 于 一 个 图 的 某 种 点 正常 着 色 ,着 
相同 色 的 节点 所 组 成 的 集合 称 为 一 个 色 组 . 对 于 一 
平面 图 或 曲面 上 的 地 图 的 面 集 , 面 的 相 邻 关系 的 正 


常 着 色 ,通常 简称 面 着 色 . 若 一 个 面 正 常 着 色 中 共用 
k 种 颜色 , 则 称 它 为 面 正 常 着 色 , 也 称 为 有 面 着 
色 . 所 请 全 正常 着 色 , 就 是 对 于 一 个 图 的 节点 集 和 边 
集 的 并 在 相 邻 ( 当 两 元 素 同 为 节点 或 同 为 边 时 ) 或 关 
联 ( 当 一 个 元 素 为 节点 另 一 个 为 边 时 ) 关 系 下 的 正常 
着 色 . 全 正常 着 色 常 简称 全 着 色 . 

fA (color class) 见 “ 正 常 着 色 ”. 

色 数 (chromatic number) 一 类 组 合 数 . 指 图 
的 所 有 同类 型 的 正常 着 色 , 用 的 颜色 的 数目 最 少 的 
那 种 正常 着 色 所 用 颜色 数目 .一 个 图 G 的 点 正常 着 
色 的 色 数 称 为 点 色 数 或 简称 色 数 . 常用 X(G) 表 示 图 
G 的 色 数 .图 G 的 边 色 数 是 指 G 的 边 正常 着 色 的 色 
数 .G 的 边 色 数 常 记 为 X(G). 平 面 图 G 的 面色 数 就 
E G BT IEEE ELI GU dE iD X" G. B GK 
全 色 数 就 是 G 的 正常 全 着 色 的 色 数 . WN Xr). 
全 着 色 猜 想 就 是 :对 任意 简单 图 G,Xr(G) 夺 A(G) 十 
2,A(G) 表 示 G 中 节点 的 最 大 次 .已 经 证 明 : 对 于 任 
fif n Br] G, 4 ACGO A 3X, AGO Zn —5 时 ,全 着 色 
猜想 成 立 . 图 G 的 n 色 数 指 如 下 着 色 的 最 少 色 数 . 
用 若干 种 色 , 对 图 G 的 节点 着 色 , 使 得 G 上 每 条 长 
REH n 的 路 上 没有 两 个 节点 着 同一 色 .G 的 AR 
常 记 为 X*(G). 类 似 地 ,定义 n 边 色 数 和 全 色 数 .一 
个 图 G 完全 着 色 是 指 G 的 这 样 一 种 点 正常 着 色 , 使 
得 对 于 这 一 种 着 色 的 任何 两 色 , 都 存在 C 的 一 边 ， 
它 的 两 个 端点 怡 着 此 两 色 . 图 G 的 完全 着 色 数 ,就 
是 指 在 C 的 所 有 完全 着 色 中 ,所 用 颜色 数目 最 少 的 
那 一 种 完全 着 色 的 颜色 数 . 若 图 G 本 身 不 是 完全 


图 , 则 将 它 的 不 相 邻 的 两 节点 等 同 为 一 个 节点 ;在 所 


得 到 的 图 仍 不 是 完全 图 , 则 继续 做 这 种 运算 ,直到 所 
得 的 图 为 完全 图 . 一 个 图 ,通过 这 种 运算 将 它 变 为 完 
全 图 所 需要 的 最 小 运算 次 数 称 为 C 的 消 色 数 . RA 
之 ,G 的 消 色 数 就 是 将 G 变换 到 完全 图 所 需要 做 的 
初等 同 态 的 最 小 次 数 . 

全 着 色 猜 想 (total coloring conjecture) 
数 ”. 

& 可 着 色 图 (&-colorable graph) 一 类 特殊 的 
图 . 存在 点 正常 着 色 的 图 , 称 为 正常 可 着 色 的 
图 .类 似 地 ,存在 & 边 正常 着 色 的 图 , 称 为 & 边 可 着 
色 图 . 

Eik R BH (color critical graph) 亦 称 点 着 色 
临界 图 .一 类 与 色 数 有 关 的 极 图 . 图 G AAA 
EH: AXT G 上 任 一 节点 vv, 有 X(G 一 v) 达 X(G)， 
KPR AORTE XX(X= 二 G 一 v 或 G) 的 色 数 . KA 
G 为 边 色 临界 图 , 阁 对 G 的 任 一 边 x. E] G— x 的 边 
着 色 数 


ME, 


EGG 
其 中 ,X OORAA XSG 或 G 一 z) 的 边 色 数 . 
惟一 & 可 着 色 图 (uniquely &-colorable graph) 


一 种 特殊 的 可 着 色 图 .图 G 的 一 个 上 正常 着 色 的 
所 有 人 色 组 构成 G 的 节点 集 V 的 一 个 划分 . 若 G 的 所 
有 正常 着 色 (k 固定 ) 都 导致 V 的 同样 的 划分 , 则 
PK G 是 惟一 & 可 着 色 图 . 设 图 G 的 边 色 数 为 k, 若 G 
的 任意 两 个 & 边 正常 着 色 ,都 导出 其 边 集 的 相同 划 
分 , 则 称 G 为 惟一 & 边 着 色 图 . 

哈 约 斯 猜想 (Hajos” conjecture) 图 论 的 一 个 
猜想 . 指 关 于 图 的 着 色 的 一 个 著名 猜想 : 若 图 GA k 
色 图 , 则 G &x& & 阶 完全 图 天 :的 一 个 剖 分 图 . 这 是 
哈 约 斯 (Hajos,G. ) 于 1961 年 提出 的 .所 谓 一 个 图 
的 基本 剖 分 ,就 是 从 这 图 上 去 掉 一 条 边 ( 设 以 u,v 为 
端点 ), 添 上 一 个 新 节点 w, 并 添上 两 条 边 (w,u) 和 
Gw ,v) CAE AI EA wu AAA wou 为 端点 的 边 )， 
G By — RIER i PIE G 的 一 个 前 分 . 换 句 话 
th RARE: BACH ERA k k=l, | G 有 一 
个 子 图 与 K, [a]. 这 个 猜想 对 4 成 立 ; 对 上 宇 7 
F 3B CCaflin, P. A. 21974 年 已 举 出 反例 ;目前 仅 
RIF R=5,6 尚未 解决 . 

维 津 定理 (Vizing theorem) 关于 图 的 边 着 色 
的 一 个 定理 . X; G 是 简单 图 , 则 ASY OSA], 
其 中 ,A 表示 G 上 次 最 大 的 节点 的 次 ,X (GO) RAW 
色 数 . 这 个 定理 是 维 津 (Vizing,V.G. ) 于 1964 年 发 
表 的 . 由 此 可 以 将 简单 图 分 为 二 类 :对 任意 简单 图 
GÆ X(G)=4, NP G 为 第 1 类 图 ;和 否则 , 称 C 为 
第 2 类 图 . 

哈 德 威 格 猜想 (Hadwiger%S conjecture) 关于 
AA a enh Se: ACHR AERA RI 
图 , 则 G 可 收缩 为 天, 即 有 类 个 节点 的 完全 图 . 由 于 
这 个 猜想 是 哈 德 威 格 (Hadwiger,H. ) 于 1943 年 首 
次 提出 的 ,从 而 得 名 .已 经 证 明 : 当 =4 时 ,这 个 猜 
想 成 立 ;k 二 5 时 , 它 与 四 色 猜 想 等 价 . 因此 , 它 比 四 
色 猜 想 更 难 . 

€ 348 (four-color-conjecture) Wis PRR 
著名 猜想 之 一 :任何 平面 图 G 的 色 数 均 不 超过 4, 即 
x(G) «4. BA PAK (Appell, L. P. CE. )) 和 哈 肯 (Hak- 
en) F 1976 年 宣称 他 们 已 借助 于 计算 机 证 明了 这 个 

四 色 问 题 最 早 是 由 格 思 里 (Guthrie, F. ) 于 
1852 年 提出 来 的 . 凯 菜 (Cayley,A, ) F 1879 年 在 英 
国 皇 家 地 理学 会 的 会 刊 上 刊 出 了 这 个 问题 .不久 , 肯 
普 (Kempe,A.B. ) 发 表 了 第 一 个 “证 明 ” RRS, F 
ff (Tait, P. G. ) 也 提出 了 一 个 “证 明 ” 前 一 个 在 10 
年 后 被 希 伍德 (Heawood,P.J. ) 和 否定 ,同时 ,他 用 肯 
普 的 方法 证 明了 五 色 定 理 : 对 于 平面 图 C, 有 XC) 
«5. 后 一 个 则 是 在 一 个 世纪 之 后 被 塔 特 (Tutte, W. 
T. ) 和 否定 .四 色 定 理 的 研究 对 于 图 论 的 发 展 已 经 产 
生 并 将 继续 产生 深刻 的 影响 . 

五 色 定 理 (five-color theorem) 见 “ 四 色 
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3E dE 358 Tait!s conjecture) 关于 图 的 着 色 
的 一 个 著名 猜想 . 3 正则 图 的 3 边 正常 着 色 称 为 泰 
特 着 色 . 泰 特 猜想 :每 个 简单 3 正则 3 连通 平面 图 都 
ARRE E. 它 与 四 色 猜 想 等 价 . 泰 特 (Tait,P.G. ) 
曾 根据 “每 个 3 正则 3 连通 平面 图 都 是 哈密 顿 图 ”的 
错误 假设 ,给 出 了 四 色 猜 想 的 一 个 “证 明 ” 塔 特 
(Tutte, W. T. )F 1946 年 构造 了 一 个 3 正则 3 连通 
的 平面 图 ,在 这 图 上 不 存在 哈密 顿 图 . 这 个 图 称 为 塔 
特 图 . 由 此 推翻 了 泰 特 于 1880 年 给 出 的 四 色 猜 想 的 
“证 明 ”. 塔 特 图 在 下 面 的 附 图 中 给 出 . 


oOo 


塔 特 图 

SESE Tutte graph) I RIISA”. 

Se % (perfect graph) 一 种 特殊 的 简单 图 . 
ER G 的 任意 一 个 节点 导出 图 五 WER YDS 
T H Bg BIAIS G 是 X 完 美 图 . GAC 的 任意 一 
^B E SUBE 的 独立 数 a HET H BS BI X) 
分 数 , 则 称 G 是 a 完美 图 . 弱 完美 图 猜想 :G 是 % 完 
美 图 的 充分 必要 条 件 是 G 为 a 完美 图 ;或 等 价 地 ， 
完美 图 的 补 图 是 完美 图 .由 于 它 已 获 证 ,并 称 为 完美 
图 定理 ,这 就 允许 不 必 区 别 X 完美 图 和 a 完美 图 ,而 
统称 为 完美 图 . 强 完美 图 猜想 ;G 是 完美 图 当 且 仪 当 
GARG AFA GC 都 不 含 长 大 于 3 的 奇 圈 作 为 节点 
导出 子 图 . 这 个 猜想 至 今 尚 未 得 到 证 明 . 

完美 图 猜想 (perfect graph conjecture) 
美 图 ” 

全 三 角 图 (triangulated graph) 一 类 特殊 的 
图 . 设 有 一 个 图 ,者 它 的 任何 一 个 长 度 大 于 3 的 圈 都 
有 一 个 弦 在 它 的 边 集 中 , 则 称 该 图 为 全 三 角 图 . 所 谓 
一 个 圈 的 弦 , 就 是 指 连结 这 个 圈 上 两 个 不 相继 的 节 
点 的 边 . 一 个 图 中 的 任何 一 个 节点 导出 子 图 , 铝 它 是 
一 个 长 度 大 于 3 的 圈 , 则 称 它 为 这 个 图 的 洞 . 各 一 个 
节点 导出 子 图 对 于 同 阶 完 全 图 的 补 是 一 个 圈 , 则 称 
它 为 这 个 图 的 一 个 反 洞 . 强 完 美 图 猜想 也 可 以 叙述 
为 :一 个 图 知 不 是 完美 图 , 则 它 必 有 一 个 奇 洞 或 奇 反 
il. 

ili Chole) 
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We Se 


Ul“ — f$ 图 us 


EiB(antihole) 见 “ 全 三 角 图 ” 
FARIS} (clique partition) 图 论 的 基本 概念 之 


一 . 指 分 节点 集 为 几 部 分 .严格 说 , 即 把 图 的 节点 集 
划分 为 若干 个 子 集 ,使 每 一 子 集 的 导出 子 图 都 是 团 . 
所 谓 图 G 的 团 划 分 数 就 是 指 在 G 的 所 有 团 划分 中 ， 
含 团 最 少 的 那个 团 划 分 中 团 的 数目 . 团 划 分 数 是 图 
的 一 个 不 变量 . 

E Xi] A (clique partition number) 
ay. 

th (extremal graph) 一 类 特殊 的 图 . 指 阶 数 
一 定 在 某 种 意义 下 最 大 的 图 . 给 定 一 个 图 族 经 ,在 
所 有 nn 阶 图 中 含 边 最 多 ,不 以 区 中 国 为 其 子 图 的 
图 . 这 个 给 定 的 图 族 S 称 为 禁用 图 类 . 关于 SWS 
部 n 阶 极 图 的 集 记 为 Ex(2, 安 ), 其 中 每 个 极 图 边 数 
TH id OM ex Qv. L). 例如,T,,, 图 , 即 有 个 节点 ， 
各 部 节点 数 分 别 为 Ln/mj( 即 n/m 的 整数 部 分 ) 或 
[n/mj 十 1 的 完全 m 部 图 ,就 是 一 个 极 图 . RY 
是 mr 十 1 阶 完全 图 .了 7 了,., 常 称 为 图 兰 图 . 事实 上 ,有 图 
兰 定理 :在 所 有 不 含 完全 图 K, 作为 子 图 的 m 阶 图 
中 , 边 数 最 多 的 图 只 有 一 个 ,就 是 7,.,-1. 它 第 一 次 
出 现在 图 兰 (Tur án, P. 21941 年 发 表 的 文章 中 ,由 
此 而 得 名 . 

图 兰 图 (Tur an graph) WRR”. 

次 色 数 (subchromatic number) 图 论 的 基本 
概念 之 一 . 指 给 定 的 禁用 图 类 c^ 中 所 有 图 的 色 数 最 
小 值 与 1 的 差 . 禁用 图 类 & 的 次 色 数 记 为 %CSD). 禁 
用 图 类 & 的 分 解 是 指 有 如 下 性 质 的 图 M 组 成 的 集 
TRL 的 次 色 数 为 p, 对 于 SPP LM 是 
工 的 一 个 导出 子 图 , 且 从 工 中 去 掉 所 有 M 的 节点 和 
它们 的 关联 边 所 得 的 图 是 (p 一 1) 可 着 色 的 . 所 谓 分 
解 定 理 是 指 如 下 结论 : 设 禁 用 图 类 v 的 次 色 数 为 
PL BA EON n. REA n BARE G, € Ex 2, 到) 可 
由 适当 的 完全 p RE Kan OB O Cex On, 10) B 
ex Gr, 10 /n 的 常数 倍 条 边 得 到 . 这 里 

n(n/p) + OCex(n,p)/n), 

(Ga) = (1 — pn + OCex(n,p)/n), 
CGO #7 G, 中 节点 的 最 小 次 . 

反 极 图 问题 (inverse extremal problem) 图 论 
的 一 个 重要 问题 . 指 由 极 图 序列 反 求 常用 图 类 的 问 
题 . 具体 地 说 ,对 于 一 个 给 定 的 图 序列 (S”), 反 求 对 
应 于 {S”) 的 禁用 图 类 ,使 {S"} 是 对 于 它 的 一 个 极 图 
序列 的 问题 . 对 于 充分 大 的 和 ,一 个 禁用 图 类 艺 以 
FE] == Tn AR RL BY FE OP GURRE FELES, 
URL EZH e.fBf&xCGL—e) —9 Man, Km, 
X 和 乡 分 别 表 示 色 数 与 次 色 数 . EM. AT ICA Be 
n ETna SARA. UE TE AT m ERM 
于 经 的 惟一 的 极 图 .以 上 结论 ,就 是 所 谓 的 


Je H RI 


7 定理 . 

T. ,定理 (T,, theorem) 见 “ 反 极 图 问题 ” 

退化 极 图 问题 (degenerate extremal problem) 
图 论 的 一 个 重要 问题 . 指 关 于 次 色 数 为 1 的 禁用 图 
类 的 极 图 问题 . GRAYS 的 次 色 数 大 于 1, 则 
称 关 于 Z 的 极 图 问题 为 非 退 化 极 图 问题 . 

H fE A A (supersaturated graph) 
的 图 . 指 边 数 超过 极 图 边 数 的 图 . EA n BRAG 
HJ 3I CA Tex Gi, L), WH G 为 对 于 禁用 图 类 & 
的 超 饱 和 图 . HEP Lex OQ AO SEE. YS B n 阶 极 图 
中 的 边 数 . 

稳定 性 定理 (stability theorems) 图 论 的 重要 
定理 之 一 . 描述 极 图 偏离 程度 的 定理 .一般 指 第 一 稳 
定性 定理 和 第 二 稳定 性 定理 . 第 一 稳定 性 定理 如 下 ， 
iw 是 一 禁用 图 类 ,其 次 色 数 为 p, 对 于 任意 e 汪 0， 
存在 0,750 MIE EIC n>, E EAR E LE n MEAG, 
ANSE LES, R n>n, H CG, WARAK Fexln, 
&) —àn' , W| G, 可 由 了 .改变 最 多 en’ 条 边 得 到 . 
第 二 稳定 性 定理 如 下 : 设 v 是 禁用 图 类 ,次 色 数 为 
pA UN i R220,G" € Ex $n, Z), SiS, 为 它 的 
最 优 划 分 Gi = 6S0 SEE 

e(G")Zzex n, ) —k * ex(nsp)s 
则 有 下 面 的 结论 : 
1.G" 可 由 XG: 删除 OCex(n,p)) 条 边 得 到 . 
2.e(G;) —OCexi, 0) d3-OCn), 
IViG) | 9 QG /p)--OC exin, p). 

3. 对 任意 常数 020. GG; 中 满足 a CO Zen 的 顶 

点 数 仅 为 OO). HE oC Ecen 的 顶点 数 仅 为 
Olexn,1)/n)+O(). 

4.W LES, |Ll =r. A H S FORE oOx 
Ln/2pr JTS v 的 集合 , 则 图 (4,) 不 含 工 . 

以 上 叙述 中 最 优 划 分 是 指 失 去 边 最 少 的 划分 . 
al(v) 和 6b(v) 分 别 表示 顶点 v 处 失去 和 增加 的 边 数 . 
X 表示 联 图 的 运算 符号 .第 二 稳定 性 定理 以 极 图 偏 
离 XG, 的 程度 描述 了 极 图 的 稳定 性 . 

ST XT T4 38 xE FB (asymptotic structure theorem) 
图 论 的 重要 定理 之 一 . 利用 图 兰 图 7,,, 来 描述 极 图 
构造 的 定理 . 设 7 是 一 个 禁用 图 类 ,次 色 数 为 p, 如 
果 一 个 WA G, € Exi. Z), M G, 8EJ T. M 
mk E o (ww )( 即 量 级 小 于 nn?) 条 边 得 到 ,其 中 ， 
Ex(2, ARRA S Hn 阶 极 图 的 集合 . 进而 ,大 
L 是 一 个 有 限 图 类 , 则 

(Gi)/n=1—p +o(l), 
这 里 6(G,) 为 G, 中 节点 的 最 小 次 . 

拉 姆 齐 扰动 (Ramsey perturbation) 
构造 定理 ”. 

色 扰 动 定 理 (chromatic perturbation theorem) 


一 类 特殊 


图 与 ds 图 


见 “ 渐 近 构 造 定 理 ” 

拉 姆 齐 数 (Ramsey number) ”图 论 的 重要 水 数 
之 一 . 它 是 一 个 以 两 个 正 整数 作为 变量 的 函数 . 设 mm 
T n 为 正 整数 . 所 谓 拉 姆 齐 数 ,常用 rm on) FET FE 
指 符合 一 定 条 件 的 p (图 的 阶 数 ) 的 最 小 值 . 任何 一 
+ P 阶 的 图 G, 大 不 含 完全 图 Kn 作为 一 个 子 图 , 则 
必 有 一 个 含 n 个 节点 的 独立 集 . 一 个 (m,n) 拉 姆 齐 
图 是 指 阶 为 rm,n) 一 1, 既 不 食 mm 个 节点 的 完全 图 
作为 子 图 ,也 不 含 4 个 节点 的 独立 集 的 图 . UE kikas 
yk, dé q 个 正 整 数 ,所 谓 广 义 拉 姆 齐 数 nOn ,As， 
ko) ,是 指 符合 下 列 条 件 的 P 的 最 小 值 ; 对 于 P Un 
完全 图 天 ,用 q 种 色 Coy 0s sc) XT K, AY UJ TE X 
ae , 则 存在 某 一 色 c ,所 有 着 这 一 种 色 的 边 的 导出 
子 图 包含 Ki 作为 一 子 图 . 对 于 正 整数 mn 所 谓 边 
拉 姆 齐 数 ri(m,n), 就 是 指 符合 如 下 条 件 的 p 的 最 
小 值 :对 于 任何 一 个 p 阶 的 图 ,其 上 必 有 m 条 边 两 
两 互 不 相 邻 ,或 有 ?2 条 边 以 同一 节点 为 端点 . 关于 
rn ,n) IEEE TE , E p jr RF (Ramsey, F. P. ) 首 先 
给 出 的 . 


拉 姆 齐 图 (Ramsey graph) MAIRI A”. 
af (RE FB (Schur's theorem) 源 于 数论 中 的 一 


个 定理 . X r, FB RH =k = SAT SR 
齐 数 (3500 3). 将 整数 集 (1,2,…,r,) 任 意 划分 为 
n 个 子 集 pepe ri 


USS 2 ， SNS =B GE), 


则 必 有 某 个 $ 包含 z,y 和 z, 并 满足 zx 十 y= 二 z, 这 里 
WER rsy Mz BAR. 以 上 结论 称 为 舒 尔 定 
理 , 因 为 是 由 舒 尔 (Schur,I. ) 于 1916 年 发 表 的 . 由 
这 个 定理 可 知 , 存 在 一 个 最 小 的 整数 ;, ,使 得 任意 划 
3F11525*:1* 5,2 2g 2 个 子 集 Si S2 3 都 存在 一 
^S; 包含 ,yz 满足 z 十 y 一 >, 这 个 最 小 数 称 为 舒 
尔 数 . 

舒 尔 数 (Schur number) 见 “ 舒 尔 定理 ” 

可 平面 图 (planar graph) 一 类 特殊 的 图 . 指 同 
构 于 某 一 平面 图 的 图 . 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 给 出 了 可 
平面 图 的 特征 ,其 内 容 为 :图 G 是 可 平面 图 当 且 仅 
当 G 没有 同 胚 于 完全 图 K: 和 完全 二 部 图 K: WT 
Al. ART Ks 和 天 :.: 的 图 称 为 库 拉 托 夫 斯 基 图 . 这 
一 定理 是 由 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski, 开 . ) 于 1930 
年 证 明 的 . 若 可 平面 图 G 不 是 任何 同 阶 其 他 可 平面 
图 的 子 图 , 则 称 C 为 极 大 可 平面 图 . 极 大 可 平面 图 
所 对 应 的 平面 图 的 每 个 面 都 必 为 三 角形 . 同 构 于 外 
平面 图 的 图 称 为 外 可 平面 图 .3 正则 的 可 平面 图 称 
为 3 正则 平面 图 .C 是 外 可 平面 的 当 且 仅 当 C 没有 
与 完全 图 K ARKTA. 

库 拉 托 夫 斯 基 图 (Kuratowskis graphs) WW, 
“可 平面 图 ” 
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BRIA SE (Kuratowski? theorem) 
见 “ 可 平面 图 ”. 

平面 对 偶 图 (dual graph) 一 类 特殊 的 图 . 1H 
由 一 个 平面 图 派生 出 的 另 一 平面 图 . 在 平面 图 G 的 
每 个 面 内 选取 一 点 作为 顶点 ,对 于 G 的 任 一 条 边 e， 
将 与 其 相 邻 的 两 个 面 内 的 顶点 用 一 条 仅 与 e 有 一 交 
点 且 不 与 图 G 的 其 他 任何 边 相 交 的 简单 曲线 连结 ， 
这 样 得 到 的 平面 图 称 为 G BOE XE BAA GC. 
IS BR G” AG 的 几何 对 偶 . 平 面 对 偶 具有 对 称 性 ， 
A, GA GC 的 平面 对 偶 图 , 则 G 亦 为 G ”的 平面 
对 偶 图 . 附 图 中 的 实 线 和 虚线 分 别 代 表 互 为 对 偶 的 
两 个 平面 图 . £R GA G” 的 边 集 间 可 建立 一 个 一 
一 对 应 ,使 得 任何 一 对 对 应 边 集 五 5 EY 有 以 下 关 
系 : 

r' (GNE) —r'(G)—rGETL)», 

其 中 ,r*(G) 和 7 分 别 
为 图 的 上 秩 和 秩 , (EY 》 * di bs 
HURE EGER / p44 
导出 的 支撑 子 图 , 则 
G' 称 为 G 的 代数 对 。 


偶 . 代数 对 偶 也 具有 对 N ZN | 
PRE . BD. GC" 为 C 的 \ 7 x. / j 
RABE WGEA 、 pnr. 
G* RRR. A G i oe ar 
有 平面 对 偶 , 则 G 是 可 
平面 的 .反之 ,任何 可 平面 的 图 也 必 有 代数 对 偶 . 这 
就 是 惠 特 尼 定 理 , 它 是 由 美国 数学 家 惠 特 尼 (Whit- 
ney,H. ) 于 1933 年 首先 发 现 的 . 这 个 定理 使 人 们 可 
以 不 必 区 别 可 平面 图 的 几何 对 偶 与 代数 对 偶 . 若 G 
的 平面 对 偶 C 5j; G 本 身 同 构 , 则 称 G 为 自 对 偶 图 . 
几何 对 偶 (geometric dual) “OFM MBA”. 
A3 f (algebraic dual) 见 “ 平 面 对 偶 图 ” 
惠 特 尼 定 理 (Whitney theorem) “RRB 
Al”. 
欧 拉 公式 (图 论 ) (Euler formula in graph theo- 
ry) 拓扑 图 论 的 重要 公式 . 它 联 系 平面 图 的 几 个 拓 
扑 不 变量 . 该 公式 为 
v 一 Ee 十 9 二 w 十 1， 
其 中 ,wv 为 顶点 数 ,e 为 边 数 ,gp 为 面 数 ,w 为 连通 片 
数 . 当 w=1 时 , 即 得 到 连通 平面 图 的 欧 拉 公式 
v—€-d- q-— 2. 
由 欧 拉 公 式 可 推 知 一 个 可 平面 图 虽然 可 能 有 不 同 的 
平面 佣 人 ,但 它 的 所 有 平面 能 人 的 面 数 都 是 一 样 的 . 
WX hr (Euler, L.) F 1750 4E 4 Vg H f& E d (Gold- 
bach,C. ) ,他 发 现 了 这 个 关系 在 w —1 时 的 情形 ,但 
未 能 证 明 . 而 于 1758 年 他 给 出 了 证 明 , 但 有 缺陷 . 3] 
让 德 (Legendre,A.-M. ) 于 1794 年 给 出 了 一 个 新 的 
较 人 简单 的 证 明 . 此 后 , 柯 西 (Cauchy ,A.-L. 4 E HE 
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广 到 不 连通 的 平面 图 的 情形 , 即 带 有 w 的 一 般 情 
形 . 虽然 如 此 ,上 述 公 式 仍 一 直 保持 以 开创 者 欧 拉 的 
名 字 命 名 . 对 于 其 他 曲面 上 的 欧 拉 公式 可 参见 “拓扑 
Kj”. 

柏拉图 图 (Plato graphs) 一 类 重要 的 图 .正四 
面体 .正六 面体 .正八 面体 . 正 十 二 面体 和 正二 十 面 


人 


正四 面体 图 正六 面体 图 
体 所 相应 的 图 的 统称 . 所 有 顶点 的 次 都 相同 的 平面 
图 称 为 点 正则 平面 图 .所 有 面 的 边界 上 含有 相同 的 


WU «33 
X Ns 


边 数 的 平面 图 称 为 面 正 则 平面 图 . 既是 点 正则 又 是 
面 正则 的 平面 图 称 为 全 正则 平面 图 . 利用 欧 拉 公 式 


可 以 推出 只 有 5 个 柏拉图 图 是 全 正则 平面 图 . OF 
年 前 在 埃及 的 金字 塔 显 示 了 那 时 人 们 已 经 开始 了 解 
多 面体 ,两 千 余 年 前 的 古 希 腊 人 对 数学 上 的 这 种 正 
多 面体 存 有 特殊 的 兴趣 . 那 时 的 希腊 人 已 经 知道 以 
上 的 5 种 正 多 面体 . 因为 柏拉图 (Plato) 为 当时 几何 
学 的 代表 人 物 , 由 此 而 得 名 . 

正则 平面 图 (regular planar graph) 
SISK 

平面 图 码 (code of a plane graph) 一 种 组 合 
构 形 . 指 表 示 一 个 平面 图 的 一 个 数字 (或 符号 ) 串 . 由 


见 “ 柏 拉 


于 用 数字 串 表 示 一 个 平面 图 可 以 有 各 种 不 同方 式 ， 
从 而 它 的 码 也 是 多 种 多 样 的 . 例如 ,将 图 的 顶点 用 
1,2,…,n 表示 . 任 选 定 
一 边 和 它 的 一 个 端点 . 
以 这 个 端点 为 起 点 沿 | 
着 这 个 选 定 的 边 走 到 7 
另 一 端 ,并 将 表示 此 两 INN il 
端点 的 数字 依次 记录 “Ri 
下 来 . 然后 , 依 如 下 两 E 
个 规则 走 , 直 到 返回 到 
起 点 不 能 继续 进行 为 止 . 规则 1: 和 车 达到 的 顶点 第 一 
次 被 记录 且 不 是 悬挂 点 , 则 在 它 的 所 有 没有 走 过 的 
关联 边 中 , 选 沿 预先 规定 之 循环 次 序 从 达到 此 顶点 
的 边 超 第 一 次 遇 到 有 一 方向 未 走 过 的 那 一 条 ,并 党 
此 边 达 到 另 一 端点 记录 下 来 ;规则 2; 寿 达到 的 顶点 
已 经 记录 了 一 次 或 更 多 ,或 者 为 若 挂 点 , 则 沿 着 过 来 
的 边 返 回 ( 如 可 能 ) 到 男 一 端 并 记录 下 来 , (否则 ) 进 
行规 则 1. 这 样 得 到 的 数字 串 中 恰 含 2e 十 1 个 数字 (e 
为 图 的 边 数 ), 称 它 为 长 度 . 这 种 码 称 为 欧 拉 码 ,因为 
它 相 当 于 在 将 图 的 每 边 用 2 重 边 代 替 所 得 欧 拉 图 上 
求 得 一 个 欧 拉 游 . 附 图 中 虚线 所 示 的 路 线 给 出 它 的 
欧 拉 码 ;12313414 321. 引进 平面 图 的 码 便 于 建立 好 
的 算法 求 出 平面 图 的 自 同 构 群 ,以 及 检查 两 个 平面 
图 是 否 同 构 . 

欧 拉 码 (Eulerian code) W m KH”. 

平面 等 价 (planar equivalence) 两 个 图 间 的 一 
种 等 价 关系 . 与 平面 图 的 顶点 V 关联 的 所 有 边 在 V 
点 沿 顺 时 针 方 向 构成 的 循环 序列 称 为 顶点 Y 的 旋 . 
两 个 平面 图 称 为 平面 等 价 是 指 存在 保持 相应 顶点 旋 
的 此 两 图 之 间 的 一 个 同 构 上 映射 . BR RE (Whitney, 
H. ) 于 20 世纪 30 年 代 初 发 现 了 如 下 定理 :3 连通 可 
平面 图 在 平面 上 的 舱 入 实质 上 是 惟一 的 . 所 谓 实质 
上 惟一 是 指 它 只 可 能 有 两 个 平面 不 等 价 的 平面 航 
入, 而且, 这 两 个 能 人 恰 互 为 平面 镜 反 射 的 像 . 这 一 
定理 也 称 为 惟一 性 定理 . REZ. AH TERRA 
与 它 平面 镜 的 像 不 加 区 别 , 则 3 连通 可 平面 图 的 平 


面 梭 入 是 惟一 的 . 
旋 (ratation)” 见 “平面 等 价 ”. 
桥 (bridge) 图 论 的 一 个 重要 概念 . 指 图 在 空 


[B] Pik AB — 2857 FSR. AOR C 视 为 在 三 维 欧 氏 
75 [8] PARRA UR TC 的 一 个 子 图 H,G- 
H HEAK. 一 般 地 ,所 谓 桥 是 指 H 是 一 个 圈 C 的 
情形 .车 B 为 G 的 对 于 圈 C 的 桥 , 则 [Bj 一 8 称 为 B 
在 C 上 的 触 点 ,其 中 ,LBj 为 BRR. TEC E BS 
两 个 相继 的 触 点 之 间 的 一 段 曲 线 称 为 B 的 桥 际 . 者 
两 桥 Bi 和 B ,其 中 之 一 所 有 触 点 全 落 在 另 一 个 的 
的 . 这 两 个 概念 对 于 B, 和 B: 是 对 称 的 . 春 C 对 于 C 


超 图 


图 与 


的 桥 按照 相 容 性 至 多 可 分 为 两 类 , 则 G 是 可 平面 
的 .反之 ,对 于 任何 可 平面 图 G, 任 取 一 个 圈 C,G 的 
桥 按 相 容 性 至 多 可 分 为 两 类 . Ab. AGC 是 可 平面 
H3 , Ji] G AG, 是 G 的 两 个 平面 通 人 .Ci 5G, 平面 
等 价 当 且 仅 当 在 G 中 存在 一 个 圈 C 使 C AG, 对 
T C 的 内 桥 与 内 桥 和 外 桥 与 外 桥 之 间 存 在 一 一 对 
应 . 第 一 位 引入 桥 的 概念 的 学 者 是 塔 特 (Tutte,W. 
T.), 不 过 ,他 当时 用 的 是 组 合 的 语言 ,而 不 是 用 点 
集 拓扑 的 语言 . 当然 ,此 两 者 实质 上 是 等 价 的 . 塔 特 
基于 对 桥 的 结构 分 析 建 立 了 图 的 各 种 连通 性 的 理 
论 ,使 他 首先 发 现任 何 4 连 通 的 可 平面 图 有 哈密 顿 
PS] ,以 及 由 此 也 可 以 直接 地 导出 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 
等 . 

平面 漫 入 (planar immersion). 图 在 平面 上 的 
一 种 表示 . 将 一 个 图 画 在 平面 上 ,用 平面 上 的 互 不 相 
同 的 点 表示 图 的 顶点 . 两 个 相 邻 顶点 间 的 边 用 连结 
表示 这 两 个 顶点 的 点 之 间 的 一 条 曲线 表示 . 但 在 每 
一 个 代表 项 点 的 点 的 充分 小 的 邻 域 中 所 有 表示 与 此 
顶点 关联 的 线 除 端点 外 再 无 别 的 公共 点 . 图 的 这 种 
表示 称 为 平面 浸入 .一 般 而 言 ,不 能 保证 任何 代表 两 
条 边 的 线 无 公共 的 内 点 . AA K 的 两 个 平面 浸 
A G1 和 G2. 图 的 一 个 平面 浸入 车 还 满足 如 下 的 性 
质 : 存 在 图 的 一 个 生成 树 , 使 得 代表 树 边 的 一 条 线 不 
与 任何 代表 其 他 边 的 曲线 有 公共 内 点 , 则 称 这 个 浸 
人 为 树 浸 人 . 对 于 图 G 的 任何 一 个 生成 树 , 存 在 与 


Ci Cs 
其 相应 的 树 浸 入 . 若 对 于 一 个 树 浸 人 ,可 以 选 个 节 
点 , 称 为 根 , 使 得 树 上 的 边 依 从 根 出 发 沿 树 通过 此 边 
的 方向 ,并 且 每 条 非 树 边 都 有 一 个 定 疝 使 得 它 与 树 
成 的 基本 圈 为 有 向 圈 , 则 称 带 有 这 种 边 的 定向 的 树 
浸入 为 确 向 浸入 .任何 一 个 连通 图 都 有 一 个 确 问 浸 
和 人 . 若 在 每 一 个 树 的 非 悬 挂 点 处 任何 两 条 相 邻 的 边 
对 ,只 要 有 一 条 边 为 发 出 的 树 边 而 男 一 条 不 是 进入 
的 树 边 , 则 引进 一 个 模 2 变量 . 对 于 任何 两 条 不 相 邻 
的 非 树 边 A PAAR. BENCH A 
则 恰 有 两 个 同 与 它们 关联 的 变量 , 而 且 ,一 个 变量 相 
应 的 边 对 由 两 个 树 边 组 成 ,而 男 一 个 则 由 一 条 树 边 
和 一 条 非 树 边 组 成 . 前 者 称 为 树 变 量 , 记 为 (a, p), 
后 者 称 为 上 树 变 量 , 记 为 y(a,B). MRP AAR 
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入 ,任何 两 条 不 相 邻 的 非 树 边 a A PAE MIRA R 
数 个 公共 点 , 则 必 有 偶数 个 公共 点 (无 公共 点 也 视 为 
偶数 个 ). 用 常数 cl(a,B8) 二 1 或 0 分 别 表示 前 者 或 后 
者 . 这 样 ,对 于 所 有 可 能 的 不 相 邻 的 非 树 边 a 和 2, 
可 以 建立 一 个 方程 组 
xla,p) yCa, B) = ela,p) (mod2). (x) 

进而 ,方程 组 (x ) 的 相 容 性 与 确 向 漫 人 的 选取 无 关 . 
进而 ,一 个 图 是 平面 的 当 且 仅 当 (* ) 是 相 容 的 . 这 一 
结论 称 为 吴 - 刘 平面 性 判别 准则 或 吴 - 刘 定理 . 因为 
C E E xU CT. 1978 年 给 出 的 ,而 它 的 原始 证 明基 
于 吴 文俊 于 1955 年 所 得 到 的 结果 ,由 此 而 得 名 . 

吴 - 刘 定理 (Wu-Liu theorem) 见 “ 平 面 浸 人”. 

树 漫 入 (tree immersion) Jl“ FMRA”. 

88 [5] A Corientation defined immersion) — Jil, 
“PHRA”. 

8$ [8] ZR Corientation defined method) KKI E 
支撑 树 的 一 种 方法 . 其 主旨 在 于 确定 一 个 选 边 的 先 
后 的 原则 ,使 得 依 此 原则 每 步 之 前 所 选 出 的 边 均 形 
成 一 个 树 . 例如 , 深 探 . 其 选 边 原 则 为 :每 到 一 节点 优 
体 过 程 如 下 ;首先 ,选择 一 个 顶点 , 标 它 为 0, 作 为 
TR. 在 所 有 与 0 关联 的 边 中 任 取 一 边 并 将 它 的 另 一 
Am PRA 1; 每 到 一 个 顶点 在 下 面 的 两 个 措施 中 选择 
一 个 ， 

1. 知 这 个 顶点 的 所 有 未 取 的 关联 边 中 有 一 条 
边 , 它 的 另 一 个 端点 尚未 标号 , 则 取 这 条 边 并 将 它 的 
另 一 端点 标 以 在 0,1,2,… 
中 未 用 过 数字 的 最 小 者 . 

2. 帮 这 个 顶点 的 关联 边 都 用 过 了 ,或 者 说 它 的 
每 一 未 取 关 联 边 的 另 一 问 均 已 标号 , 则 沿 着 过 来 的 
边 , 回 到 它 的 另 一 端 ,直到 不 能 进行 为 止 . 

这 样 得 到 的 就 是 一 棵 支撑 树 , 称 为 深 探 树 、 广 
TR. 其 选 边 原 则 为 :每 到 一 个 节点 选 将 与 此 节点 关联 
但 另 一 端 不 与 已 选 过 的 边关 联 的 边 , 选 完 再 回 到 此 
节点 处 第 一 次 取 的 边 的 另 一 端点 , 按 此 原则 继续 这 
一 过 程 . 对 于 一 个 图 的 任何 一 个 平面 涟 人 ,可 以 有 左 
( 右 ) 探 , 即 在 每 个 节点 处 选择 向 左 ( 右 ) 旋 第 一 次 过 
到 的 男 一 端 不 与 任何 已 选 的 边关 联 的 边 . 事实 上 , 左 
探 和 右 探 早 在 1882 年 由 法 国 的 特 莱 谋 (Tremaux) 
A Xd BCEGucas,F. -E. -A. ) 关 于 数学 游戏 的 书 
的 第 一 卷 中 . 最 简单 也 是 最 好 的 说 法 为 塔 里 (Tarry， 
G. ) 于 1895 年 提出 的 , 即 人 们 常 称 的 迷宫 法 . 

RIR (depth-first search) M“ R”. 

J f&(breadth first search) ” 见 “ 确 向 术 ”. 

迷宫 法 (labyrinth method) Jl “aR”. 

平面 性 辅助 图 (planarity auxiliary graph) — 
类 特殊 的 图 . 它 是 由 判定 一 个 图 的 平面 性 而 引出 的 
33 —^r Fd. 根据 这 个 图 是 否 有 某 种 性 质 的 圈 来 判定 
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,n 一 1( 其 中 为 图 的 阶 )》 


原来 的 图 是 否 是 可 平面 的 .首先 ,用 确 向 术 ( 深 探 \ 左 
探 或 右 探 ) 求 图 G 上 的 一 个 支撑 树 人 ,并 给 出 G 的 
一 个 对 于 了 的 树 浸 和 人 .将 了 的 边 依 端点 出 现 的 次 序 
给 以 定向 ,以 每 一 个 节点 ( 除 树 梢 外 ?处 的 这 样 的 边 
对 作为 新 节点 ,在 边 对 中 必 有 一 边 为 树 边 且 方 同 为 
离开 这 个 节点 而 另 一 边 不 为 那 条 指 回 这 个 节点 的 树 
边 . 对 于 任何 一 对 不 相 邻 的 上 树 边 ,者 它们 的 基本 圈 
至 少 有 一 个 公共 节点 , 则 必 有 两 个 相应 新 节点 的 边 
对 ,其 中 两 边 分 别 落 在 两 个 基本 图 上 . 从 而 ,可 以 引 
进 一 条 新 边 连 此 两 新 节点 . 并且, 在 新 边 上 可 以 赋 以 
一 个 权 , 即 , 当 此 新 边 相 应 的 边 对 在 这 个 树 僚 人 中 相 
交 奇 数 个 点 时 为 1 ;否则 ,为 0. 这 样 的 一 个 由 新 节点 
和 新 边 所 得 带 权 的 新 图 ,就 称 为 平面 性 辅助 图 , 记 为 
Aux (G). È & xl Z M F 1978 年 首先 引进 的 . 由 
Aux(C) 是 否 有 奇 权 的 圈 就 可 以 判定 C 是 否 为 可 平 
面 的 .一 般 而 言 ,Aux(G) 的 阶 和 度 均 不 超过 原 图 阶 
的 一 个 二 次 函数 . 以 后 又 引进 了 第 一 类 和 第 二 类 的 
平面 性 辅助 图 以 得 到 线性 时 间 的 算法 ,Aux(G) 也 称 
为 第 0 类 辅助 图 . 在 第 一 类 平面 性 辅助 图 中 节点 只 
是 第 0 类 节点 集 的 一 个 子 集 , 它 相应 于 那些 含有 一 
条 树 边 和 一 条 上 树 边 的 边 对 . 这 就 保证 了 它 的 阶 不 
超过 原 图 阶 的 一 个 线性 范 数 . 然而 边 的 集合 则 必须 
要 重新 构造 . 而 第 二 类 平面 性 辅助 图 的 节点 集 与 第 
一 类 的 相同 ,但 边 的 集合 是 第 一 类 的 一 个 子 集 ,并且 
使 得 它 的 度 也 不 超过 原 图 阶 的 一 个 线性 郴 数 . 这 就 
从 理论 上 导致 判定 图 的 平面 性 与 求 平 面 其 人 都 可 以 
用 线性 时 间 算 法 实现 .平面 性 辅助 图 不 仅 在 判定 图 
的 平面 性 以 及 进行 平面 舱 人 时 有 用 ,而 且 ,在 确定 图 
的 不 可 分 离 连 通 块 以 及 3 连通 块 、 列 出 所 有 不 等 价 
的 平面 退 入 、 图 的 平面 分 解 以 及 判定 平面 图 的 同 构 、 
图 的 曲面 角 入 等 方面 均 有 应 用 . 

平面 性 算法 (planarity algorithm) 图 论 中 的 
一 种 重要 算法 . 判定 一 个 给 定 图 是 否 为 可 平面 图 ,并 
且 求 出 它 的 一 个 平面 敌人 (若是 可 平面 图 ) 在 计算 机 
上 可 以 实现 的 方法 .第 一 个 平面 性 算法 是 由 奥 斯 兰 
f& /K CAuslander,L. ) 和 帕 特 尔 (Parter,S.V. ) 于 20 
世纪 60 年 代 初 给 出 的 . 之 后 ,出 现 了 有 数 十 种 之 多 
的 算法 .直到 1974 年 ,由 候 波 科 劳 (Hopcroft,]. ) 和 
塔 尔 金 (Tarjan,R. ) 建 立 了 第 一 个 线性 时 间 的 算 
法 , 即 对 很 大 的 图 这 个 算法 所 需 的 计算 时 间 以 图 的 
顶点 数 的 一 个 线性 函数 为 上 界 . 

Æ MEA (planar embedding) 图 在 平面 上 的 
一 种 表示 ,者 图 G 同 构 于 平面 图 尸 , 则 称 己 是 图 C 
的 一 个 平面 僚 人 . 知 忆 的 每 条 边 都 是 一 条 直线 段 ， 
WeRPEACH HARA. AP 的 每 个 有 限 面 都 是 
一 个 西区 域 , 则 称 己 是 图 G Ig HR ACE DP 的 每 条 
边 都 是 由 相继 的 水 平 线段 和 铅 垂 线段 组 成 的 折线 ， 
则 称 已 是 图 G MARA. 一 条 边 上 水 平 线段 与 铅 


垂 线段 的 交点 称 为 一 个 折 . a DP 的 每 条 边 都 是 水 平 
或 铅 垂 的 直线 段 , 则 称 己 是 图 C HN ep ERA. 在 图 
G 的 所 有 纵横 钥 入 中 , 折 的 总 数 最 小 的 鹏 入 称 为 图 
G B3 / NT CHR AC. EAC 的 所 有 纵横 般 入 中 ,所 
有 有 限 面 的 面积 和 最 小 的 人 舱 人称 为 最 小 面积 能 人 . 
纵横 藤 入 的 理论 是 在 超大 规模 集成 电路 (VLSI) 设 
计 中 引出 的 . 关于 最 小 折 数 以 及 最 小 面积 的 确定 ,一 
般 是 很 困难 的 .或 者 说 ,属于 NP 完全 的 问题 . 

EL £k HE (straight line embedding) W “Æ H 
BA. 

ryt A (convex embedding) WEHA”. 

AN Ra Hk A (rectilinear embedding) — JL," 5E H fk 
A”. 

Pd Be A (net embedding) ILHA”. 

Ih FT ALR A (minimum bend embedding) 
Ou SF KA”. 

5x /J\ a 48 HR A (minimum area embedding) Jil 
“OFT BRA”. 

B E (thickness) 图 的 一 个 组 合 不 变量 . 一 个 
图 G 总 可 以 分 拆 为 若干 边 不 相交 的 可 平面 子 图 之 
并 ,分 拆 中 子 图 的 最 少 个 数 称 为 G 的 厚度 . 一 个 非 
可 平面 图 G 变 为 可 平面 图 需要 删除 的 最 少 边 数 称 
为 G 的 偏 度 . 一 个 图 C 总 可 以 分 拆 为 春 干 边 不 相交 
的 存在 纵横 舱 入 的 子 图 之 并 ,分 拆 中 所 含 这 种 子 图 
的 最 少数 目 称 为 G 的 纵横 度 .一 个 非 可 平面 图 G 总 
可 以 分 拆 为 若干 边 不 相交 的 非 可 平面 子 图 之 并 ,分 
拆 中 所 含 子 图 的 最 大 个 数 称 为 G 的 糙 度 . 对 于 图 的 
一 个 平面 浸入 ,其 中 有 公共 内 点 的 边 对 的 数目 称 为 
它 的 交 数 .一 个 图 的 交 数 就 是 它 的 所 有 平面 浸入 的 
交 数 中 之 最 小 者 . 确定 图 的 厚度 、 偏 度 、 纵 横 度 、 糙 度 
以 及 交 数 都 是 十 分 困难 的 问题 ,时 至 今日 仍 未 找到 
有 效 算法 来 确定 它们 . 

ta fF (skewness) Ji“ ERE”. 

YIR RE (rectilinear thickness?) 

HEE (coarseness) Jil “JR BE ". 

44 Fh A (topological graph) 图 论 的 一 个 重要 
概念 ,能够 通信 在 某 一 拓扑 空间 7 中 的 图 C 称 为 
拓扑 图 . 即 , 图 C 的 顶点 为 拓扑 空间 7 中 的 点 , 边 
为 连结 其 两 端点 的 简单 曲线 , 且 任 意 两 边 除 闯 点 可 
能 公共 外 无 其 他 公共 点 .各 拓扑 空间 .7 为 曲面 $ 
H SNG 的 每 个 连通 片 都 是 单 连通 区 域 , 则 称 G HH 
面 $ 上 的 地 图 , 记 为 M 用 CCMWM) 表 示 由 M 的 顶点 
和 边 所 构成 的 图 . 地 图 M. 的 可 定向 性 是 由 曲面 S 的 
可 定 问 性 确定 的 . BI S 为 可 定向 的 , 则 称 M 为 可 
定向 地 图 ;和 否则 称 M 为 不 可 定向 的 . 曲面 S 的 亏 格 
RAHA MNS. Aidv.e 和 9 分 别 为 M 的 顶点 
数 、 边 数 和 面 数 , 则 

E(M)=v—ée+io9 


UR 厚度 n 


HH 5 28 图 


m PNG (PAM 的 可 定 问 亏 格 ); 
2 一 g (GAMMA EH TH). 
事实 上 ,这 个 公式 是 于 1812 一 1813 年 间 由 吕 里 尔 
(Lhuilier,S. J. ) 给 出 的 . 因为 欧 拉 (Euler,L. ) 第 一 
个 注意 到 这 类 关系 ,这 个 公式 仍 称 为 欧 拉 公式 . 其 中 
E(M) 称 为 地 图 M 的 欧 拉 示 性 数 . 

对 于 地 图 M ,在 其 每 一 面 的 内 部 选取 一 点 作为 
顶点 ;对 于 每 条 边 。, 将 与 其 关联 的 两 面 中 选 定 的 顶 
点 用 一 条 简单 曲线 e' 连结, 使 得 e' 除 与 。 有 一 个 公 
共 点 外 不 与 M 的 其 他 任何 边 有 公共 点 . 这样 得 到 的 
地 图 MERA M 的 对 偶 地 图 . 这 里 的 对 偶 性 也 是 对 
称 的 . 即 , 若 M 为 M 的 对偶 地 图 , 则 M 也 为 M 的 
对 侦 地 图 .者 ( 不 ) 可 定 问 地 图 M 对 于 任何 亏 格 小 于 
M 的 亏 格 的 (不 ) 可 定向 地 图 M GMS GM) Æ 
不 同 构 的 , 则 称 M 是 (不 ) 可 定向 的 最 大 地 图 . 因为 
在 所 有 那些 与 G(M) 同 构 的 地 图 中 ,这 个 M 的 面 数 
RZ. A M 是 曲面 $S 上 的 地 图 ,日 M 的 每 个 面 都 是 
三 角形 , 则 称 M 是 S 的 一 个 三 角 齐 分. LEAD 
都 是 最 大 地 图 ,但 反之 则 不 然 . AAO BT 
定向 地 图 M SETTE FE fn] s FRAU MM 的 (不 ) 可 定向 地 


E M'.GOMWD 5 GCM ) 不 同 构 , 则 称 M 为 最 小 地 图 . 


因为 在 所 有 与 G(M) 同 构 的 地 图 中 以 这 个 M 的 面 
数 为 最 少 . 各 一 个 地 图 仅 有 一 个 面 , 则 称 它 为 单 面 地 
图 . 凡 单 面 地 图 均 是 最 小 地 图 ,但 反之 则 不 然 . 

Be Fr ae ME HW (Eulerian characteristic) 
th AM”. 

地 图 (map) ” 见 “ 拓 扑 图 ”. 

对 偶 地 图 (dual map) 见 “ 拓 扑 图 ”. 

三 角 齐 分 (triangulation) — D," 36 4h A”. 

单 面 地 图 (uniface map) W“ Th A”. 

最 大 亏 格 (maximum genus) 图 的 一 个 组 合 不 
变量 .图 G 所 能 明和 而 形成 地 图 的 曲面 中 ,具有 最 
大 亏 格 的 (不 ) 可 定向 曲面 的 亏 格 称 为 图 G 的 (不 ) 
可 定 问 的 最 大 亏 格 . 图 G 所 能 舱 入 而 形成 地 图 的 曲 
面 中 ,具有 最 小 亏 格 的 (不 ) 可 定向 曲面 的 亏 格 称 为 
图 G 的 (不 ) 可 定向 最 小 亏 格 .G 的 最 小 亏 格 也 称 为 
G 的 亏 格 . 对 图 G 的 任何 一 个 在 某 曲 面 $ EBM 
AGES 为 不 可 定向 的 , 则 其 最 大 亏 格 不 可 能 超过 

e—y+ l; 
E S 为 可 定向 的 , 则 其 最 大 亏 格 不 超过 
£o p ed 
B = |5], 


方 括号 表示 将 其 内 的 数 取 整 . 当 S 是 可 定向 的 ,其 
最 小 亏 格 不 可 能 小 于 


a | 
Hie | 6 | 
这 个 方 括号 为 将 其 内 的 数 取 上 整 , 即 不 小 于 它 的 最 
小 整数 . 在 上 面 式 子 中 v,e 分 别 为 G 的 顶点 数 和 边 
99 
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数 . 那些 使 得 亏 格 为 Bo ARARA PRA. 那些 亏 
BA B. 的 能 入 称 为 上 藤 入 .不 是 任何 一 个 图 均 有 上 
僚 入 或 下 嵌入 .事实 上 ,只 有 对 于 不 可 定向 的 情况 ， 
已 经 证 明 任何 图 均 有 上 其 入 .图 的 上 .下 可 骨 入 性 是 
人 们 正在 研究 中 的 问题 . 特别 是 下 舱 入 性 的 研究 远 
未 解决 . 

最 小 亏 格 (minimum genus) 见 " 最 大 亏 格 ” 

ERA Cup-embedding) 见 “ 最 大 亏 格 ” 

FRA Cdown-embedding) I EA m RU. 

引线 问题 (thread problem) 图 论 的 一 个 重要 
问题 . 由 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 和 科恩 弗 森 (Cohn- 
Vossen,S. ) 于 1932 年 提出 . 即 确定 完全 图 的 最 小 
亏 格 问题 ,在 一 个 曲面 上 最 多 可 选择 多 少 个 点 作为 
顶点 ,并 将 所 有 这 些 顶 点 两 两 用 简单 曲线 连结 ,使 得 
这 些 曲 线 除 端点 可 能 公共 外 没有 任何 其 他 公共 点 
(交点 ). 当 曲 面 的 可 定向 性 和 亏 格 给 定之 后 ,这 个 最 
多 的 顶点 数 与 亏 格 之 间 的 关系 怎样 ? AA a。 和 aw 
分 别 表示 在 可 定向 和 不 可 定向 情况 下 的 这 个 最 多 项 
点 数 ;p,g 分 别 为 曲面 在 可 定向 和 不 可 定向 下 的 亏 
格 ,和 希 尔 们 特 和 科恩 弗 森 猜想 : 

(a5 — 3) (a5 — 4) 
p= [eo 
Cay 3) (dy 4) 
-| 6 | 

这 就 是 引线 问题 . 这 里 , 方 括号 表示 取 其 内 数 的 不 小 
于 它 的 最 小 整数 . 他 们 还 指出 ,这 个 问题 的 解决 将 导 


致 希 伍 德 猜想 的 证 明 . 事实 上 ,引线 问题 就 是 确定 完 


全 图 K, 的 最 小 亏 格 ( 或 亏 格 ). 由 此 , 目 然 引 出 了 研 
究 一 般 图 的 最 小 亏 格 的 问题 . 这 是 目前 人 们 正在 研 
究 中 的 问题 . 至 今 , 仅 对 于 若干 图 类 已 经 知道 了 它们 
的 最 小 亏 格 .一 般 的 情形 距离 解决 尚 远 . 就 算法 的 复 
REM A ,至今 人 们 尚未 发 现 有 效 的 算法 . 

曲线 交叉 问题 (crossing problem) 图 论 的 一 
个 重要 问题 . 由 高 斯 (Gauss , C. F. ) 于 19 世纪 提出 . 
设 C 是 一 个 圆 ,f 是 由 C 到 平面 上 的 一 个 连续 映 
Rid OSZ. 对 于 任何 Z 上 的 点 书 , 若 存在 且 仅 
存在 两 个 C 上 的 点 P M P: 使 得 

F(PD)=f/(P)=P, 
则 称 己 为 2 的 一 个 交叉 点 .这 里 ,所 考虑 的 是 两 点 
相交 之 情形 而 不 考虑 多 于 两 个 点 之 相交 . 而 且 , 还 规 
定 在 任何 一 个 交叉 点 的 小 邻 域 中 , 帮 沿 Z 通过 这 个 
交点 , 则 在 两 侧 都 会 有 2 的 点 .换言之 ,不 考虑 相 切 
的 情形 . 设 ac,2,c,… 是 2 的 所 有 交叉 点 . 石 从 2 上 
任 一 点 了 出 发 沿 着 由 C 所 确定 的 方向 经 过 2 的 所 
有 点 回 到 P, 并 将 所 有 交叉 点 依次 记 下 来 就 得 由 符 
号 a,b,c,… 组 成 的 一 个 循环 序列 , 则 这 个 序列 只 三 
了 有关 而 与 P 的 选取 无 关 . 这 个 序列 称 为 Z 的 交叉 
序列 . 铬 一 个 循环 序列 中 的 每 个 字母 均 恰 出 现 两 次 ， 
100 


则 称 它 为 多 面 形 的 .任何 曲线 的 交叉 序列 都 是 多 面 
形 的 ;但 是 ,反之 一 般 不 成 立 . 所 谓 曲 线 交 叉 问 题 就 
是 要 求 刻 画 一 个 多 面 形 序列 是 某 闭 曲线 的 交叉 序 
列 . 它 是 由 高 斯 于 19 世纪 首先 提出 的 . 高 斯 为 解决 
这 个 问题 ,对 于 任何 一 个 多 面 形 序列 引进 了 一 个 图 ， 
称 为 它 的 交叉 图 . 它 的 节点 为 序列 中 之 字母 ,两 个 字 
F$ a 和 2 相 邻 当 且 仅 当 在 此 序列 的 两 个 a 的 出 现 间 
的 一 段 中 ,2 出 现 且 仅 出 现 一 次 . 高 斯 猜想 ,刻画 一 
个 多 面 形 序列 为 某 曲 线 的 交叉 序列 可 仅 由 其 交叉 图 
的 结构 性 质 所 决定 . 德 恩 (Dehn,M. W. ) 于 1936 年 
解决 了 曲线 相交 问题 ,但 他 不 是 沿 着 高 斯 猜想 的 思 
路 ,而 是 在 一 个 多 面 形 序列 上 引进 一 些 运 算 将 它 化 
为 男 一 个 多 面 形 序列 . 虽然 ,这 个 新 的 序列 交叉 图 的 
阶 比 原 序 列 交 又 图 的 阶 大 一 倍 ;但 是 ,由 这 个 新 序列 
交叉 图 的 结构 性 质 得 到 问题 的 解答 较 容易 . 这 个 方 
法 称 为 德 恩 方法 . 从 算法 复杂 性 而 言 , 德 恩 方法 比 高 
斯 猜想 要 好 得 多 . 在 德 恩 之 后 30 余年 ,高 斯 猜想 才 
得 到 解决 . 

希 伍 德 猿 想 (Heawood conjecture) 图 论 的 一 
个 重要 猜想 . 由 希 伍德 (Heawood,P.J. ) 于 1890 年 
提出 . 当时 , 希 伍德 为 了 解决 四 色 问 题 建立 了 一 个 更 
为 一 般 的 命题 . 记 X(S ) 为 曲面 3$ 上 的 所 有 地 图 色 数 
之 上 界 , 希 伍德 猜想 有 下 面 的 公式 : 


X(S) 一 | 序 (7 十 JIS BES) | (E(S)2), 


方 括号 表示 取 整 . WERE ECS)=2 的 情形 . 
这 里 , 方 括号 表示 取 其 内 数 之 上 整 .因为 , 那 时 不 知 
四 色 猜 想 是 否 成 立 , 所 以 ,在 公式 中 排除 了 EC(S)= 
2 的 情形 . 研究 这 个 猜想 成 立 与 否 占 用 了 近 一 个 世 
纪 的 时 间 , 于 20 世纪 60 年 代 末 才 算 得 到 了 完满 的 
解决 .结果 是 ,除了 克 莱 因 瓶 N; 这 个 仅 有 的 例外 ， 
希 伍德 猜想 成 立 . 因此 ,将 如 下 已 被 证 明 的 公式 


Eu V19 — 24ECS)) | 


GS EN VEG 2); 
6 (S = N,) 
称 为 希 伍德 公式 ,或 布 伍德 定理 ,或 地 图 着 色 定 理 . 

地 图 着 色 定 理 (map color theorem) WAIA 
德 猜 想 ”. 

地 图 着 色 (map coloring) 一 种 组 合 构 形 . EC 
是 对 于 地 图 面 集 的 一 种 分 划 . 分 配 地 图 的 每 一 个 面 
一 种 颜色 ,使 得 相 邻 的 面 ( 指 有 公共 边界 边 ) 具 有 不 
同 的 颜色 . 称 这 样 一 种 色 的 分 配 为 这 个 地 图 的 一 个 
着 色 ,或 者 说 ,将 地 图 的 面 集 分 划 为 若干 个 子 集 , 使 
得 每 个 子 集中 的 任何 两 面 均 不 相 邻 . 这 样 就 可 以 将 
每 个 子 集 中 的 面 用 一 种 颜色 着 染 使 得 不 同 子 集 用 的 
颜色 不 同 . 在 地 图 M 的 所 有 着 色 中 ,使 用 颜色 最 少 
的 着 色 的 颜色 数目 称 为 地 图 M 的 色 数 .地 图 的 顶点 


x(S) = 


着 色 , 或 者 说 ,对 于 与 它 同 构 的 图 的 顶点 做 正常 着 
E ,就 是 其 对 偶 地 图 的 地 图 着 色 . 

地 图 色 数 (chromatic number of map) 
图 着 色 ”. 

带 根 地 图 (rooted map) 48 tid d — 288 
图 . 选 定 一 个 顶点 并 给 以 特殊 标记 的 地 图 称 为 点 根 


见 “ 地 


地 图 上 再 选 定 一 个 与 根 顶点 关联 的 边 并 规定 这 条 边 
一 个 方向 , 则 得 到 一 个 边 根 地 图 . 这 条 规定 了 方向 的 
边 称 为 根 边 . 边 根 地 图 也 是 点 根 地 图 ,但 反之 不 然 . 
进而 , 若 在 一 个 边 根 地 图 中 , 取 一 个 与 根 边 关联 的 面 
并 规定 它 的 边界 的 走 内 与 这 个 根 边 的 方向 一 致 , 则 
所 得 之 地 图 称 为 带 根 地 图 . 两 个 带 根 地 图 不 同 构 就 
是 指 它 们 之 间 在 保持 根 顶 点 、 根 边 和 根 面相 应 的 条 
件 下 不 同 构 . 例如: 附 图 给 出 的 两 个 有 根 地 图 是 不 同 
构 ;然而 , 若 不 计 根 , 则 它们 确 是 同 构 的 . 
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简单 地 图 (simple map) 一 类 特殊 的 图 . 它 是 
由 简单 图 般 入 到 曲面 上 所 得 到 的 地 图 . h JG XP PEL 
入 到 曲面 上 所 得 到 的 地 图 称 为 无 环 地 图 . 由 一 个 树 
能 入 到 一 个 曲面 上 所 得 到 的 地 图 称 为 树 地 图 . 由 只 
有 一 个 圈 的 图 舱 入 到 曲面 上 得 到 的 地 图 称 为 单 圈 地 
图 . 由 欧 拉 图 和 散 入 到 曲面 上 得 到 的 地 图 称 为 欧 拉 地 
图 . 由 二 部 图 舱 入 到 曲面 上 得 到 的 地 图 称 为 二 部 地 
图 . 

无 环 地 图 (loopless map) 见 “ 人 简单 地 图 ” 

树 地 图 (tree map) 见 “ 简 单 地 图 ”. 

单 圈 地 图 (unicyclic map) MRE”. 

欧 拉 地 图 (Eulerian map) Jl“ fay FAH”. 

二 部 地 图 (bipartite map) W“ AHRI”. 

三 角 地 图 (triangulation) 亦 称 三 角 训 分 . 一 类 
特殊 的 图 . 它 是 所 有 面 都 是 三 角形 ( 面 边界 是 长 度 为 
3 的 圈 ) 的 地 图 . 者 在 一 个 三 角 地 图 所 相应 的 图 中 没 
有 重 边 , 则 称 它 为 严格 三 角 地 图 . 若 一 个 严格 三 角 地 
图 不 存在 一 个 非 面 边界 的 长 度 为 3 的 圈 , 则 称 它 为 
简单 三 角 地 图 . 对 于 一 个 图 ,是 否 存在 一 个 曲面 使 得 
能 够 将 它 舱 入 这 个 曲面 上 而 得 到 一 个 三 角 地 图 ,是 
目前 人 们 正在 研究 并 且 还 未 解决 的 问题 . 

地 图 计数 (enumeration of map) 求 一 类 组 合 
数 . 具体 地 说 ,在 给 定 可 定向 性 和 亏 格 之 下 ,确定 满 
足 各 种 参数 限制 条 件 的 不 同 构 的 地 图 的 数目 . 这 就 
是 地 图 计数 问题 ,或 简称 地 图 计数 .通常 ,有 如 下 三 
类 问题 : 

1. 单 参数 问题 , 即 在 顶点 数 、 边 数 或 面 数 之 一 个 


图 5 超 图 


给 定 的 情况 下 ,确定 的 不 同 构 地 图 的 数目 . 

2. 双 参 数 问题 , 即 在 已 知 顶点 数 、 边 数 或 面 数 中 
之 两 个 给 定 的 情形 下 ,确定 不 同 构 地 图 的 数目 . 

3. 顶点 剖 分 问题 , 即 当 顶 点 的 度 为 iSl 的 顶点 
数目 ,对 于 := 一 1,2,… 都 给 出 了 的 情形 下 ,确定 不 同 
构 地 图 的 数目 . 

一 般 地 ,这 些 问题 都 是 相当 困难 的 ,而 且 难 度 随 
上 述 的 次 序 递增 . 即使 在 单 参数 的 情况 ,对 于 凸 多 面 
体 ( 相 当 于 3 连通 的 平面 地 图 ) 至 今 仍 未 得 到 一 个 有 
效 的 计数 公式 . 对 于 有 根 地 图 的 计数 ,目前 主要 集中 
在 平面 地 图 上 . 对 于 一 般 的 情形 ,也 有 所 进展 . 

给 定 一 类 地 图 , 记 .A 为 所 有 这 类 地 图 所 组 成 
的 集合 n GE DG BUE IR EC. 函数 


(M) 
foa my) — > [| 


MEM iml 


PRA A BN PS TTE ARR. fx Gn xs t Br ELS 
方程 称 为 计数 方程 . 一 般 而 言 , 要 想 求 某 类 地 图 的 计 
数 , 首 先 要 求 出 它 的 计数 方程 ,然后 通过 解 这 个 方程 
来 确定 出 计数 函数 . 最 理想 的 结果 是 ,所 得 的 计数 函 
数 的 系数 为 单项 式 , 或 称 无 和 式 . 然而 这 种 表达 式 不 
一 定 存 在 或 虽 存 在 也 不 易 求 得 .次 理想 的 结果 是 正 
和 式 , 即 将 这 种 系数 表示 为 正 单项 式 和 . 

地 图 计数 函数 (enumerating function of map) 
见 “ 地 图 计数 ”. 

地 图 计数 方程 (enumerative equation of map) 
见 “ 地 图 计数 ”. 

色 和 (chromatic sum) 一 类 广义 计数 函数 . 对 
于 一 个 地 图 M, Wna (M)26G—1,2,-20X M 的 一 些 不 
变量 (如 顶点 数 、 边 数 以 及 亏 格 等 ), 记 PMA M 
所 相应 的 色 多 项 式 . 函数 
A >) PC Da 


MEF i 之 1 


称 为 地 图 集合 7 By £F BRL. AS A ow RH 
Je Gn x2 t ABFA xix. BS EROR s Du Li's 
z;,. ER AGO F ín ng tt AYER MH 
WEM. 它 是 用 4 色 染 .HY 中 所 有 满足 
n, CM) —n;GZ1) 

的 地 图 M 所 得 着 色 方 式 的 总 和 . 色 和 函数 所 满足 的 
方程 称 为 色 和 方程. E FU PR CIE JS FF Tutte, W. 
T. ) 于 1973 年 首次 引进 的 . 他 确定 出 了 带 根 平面 三 
角 地 图 的 色 和 方程 ,并 对 这 种 方程 做 了 一 系列 的 研 
3t. 确定 一 般 色 和 方程 以 及 解 这 种 方程 是 很 困难 的 . 

f 40 B X (chromatic sum function) M ^ ff 
Al”. 

f #0 7; # (chromatic sum equation) 
A”. 

f #i4 (chromatic average) 一 类 组 合 数 . 指 
在 一 定 条 件 下 地 图 着 色 的 平均 数 . 在 地 图 集合 A 
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foo )I5,*** 


见 “ 色 


eS» ni(1 宇 1) 的 地 图 数目 为 A a Gin, 


e) EMA Fu ones 5A), WRK 
A, @ (ni nay) 


为 地 图 集合 A 对 于 参数 n GDE. & 37 
问题 是 为 了 研究 着 色 问 题 并 受到 数论 中 的 方法 的 启 
发 而 提出 来 的 . 关于 确定 色 平均 的 值 及 确定 色 平 均 
对 于 4 的 渐 近 性 质 都 是 相当 困难 的 问题 ,至 今 只 对 
平面 三 角 放 分 的 情形 取得 了 一 些 结果 . 

范 色 和 (dichromatic sum) 一 类 广义 的 计数 
函数 . 对 于 一 个 地 图 MM, 记 nCM)(i==1,2,…) 为 M 
的 一 些 不 变量 (如 顶点 数 、 边 数 以 及 亏 格 等 ), 记 
TOM i u) H M 所 相应 图 的 范 色 多 项 式 ( 参 见 “ 秩 多 
项 式 ”), 则 函数 


JT sb oy 


称 为 地 图 集合 


i tee 


"3H,.V) = = X TM; TA zi ua 


MEd 


UH BJ YO, fE, FU ER BX. 若 将 范 色 和 函数 
UO 展开 为 xi xs nt BRR, Ml 
ri... PETA RGB Fic (np sna. sv)» 
称 为 .和 的 范 色 和 . 范 色 和 图 数 所 满足 的 方程 称 为 
范 色 和 方程 . 

$ f& F ER BY (dichromatic sum function) W 
“We CURT". 

范 色 和 方程 (dichromatic sum equation) W 
“ 范 色 和 ”. 

点 空间 (vertex space) 一 类 组 合 构 形 . BAA 
G 王 (V ,EZ) 的 顶点 集 V 生成 的 域 ( 通 常 取 二 元 域 ) 
上 的 回 量 空 间 , 记 为 下 .由 边 集 五 生成 的 域 尺 上 的 
向 量 空间 称 为 边 空间 , 记 为 F^. FU 中 的 向 量 称 为 0 
&E.F^ 中 的 向 量 称 为 1 链 . ABS FY 到 天 
的 一 个 线性 变换 , 它 将 任 一 边 映 射 为 其 两 端点 的 和 . 
上 边缘 算 子 是 由 fF 到 天 的 一 个 线性 变换 , 它 将 任 
一 顶点 映射 为 与 其 关联 的 所 有 边 的 和 . 边缘 算 子 的 
像 空 间 称 为 边缘 空间 , 它 的 核 空 间 称 为 循环 空间 . 上 
边缘 算 子 的 像 空 间 称 为 上 循环 空间 . 循环 空间 与 上 
循环 空间 的 交 空 间 称 为 双 循 环 空间 . 各 两 个 0 链 在 
上 边缘 算 子 作用 下 具有 相同 的 像 , 则 称 它们 上 同调 . 
PAS 1 链 在 边缘 算 子 作用 下 具有 相同 的 像 , 则 称 
它们 同调 . 

边 空 间 (edge space) JL“ zs [R] ". 

循环 空间 (cycle space) 见 “ 点 空间 ?”. 


上 循环 空间 (cocycle space) 见 “ 点 空间 ” 
双 循 环 空间 (bicycle space) 见 “ 点 空间 ” 
lib (homology) 见 “点 空间 ” 

EEH cohomology) 见 “ 点 空间 ”. 


ff XRáB RE (circulant matrix) 满足 一 定 规 则 的 
FR RE, 设 有 nn 矩阵 A= (a;;) ,; 若 满足 
dij — R11,j—i+1(modn) , 


LOZ 


其 中 ,i,j7E (1.257) , BI ER EA (n BT JE BE. 
£ W 为 第 一 行 是 60,1,0,…,0) 的 n 阶 循环 矩阵 ,A 
是 第 一 行为 (ai 4» »*** san) 的 n 阶 循 坏 矩阵 , 则 


4 一 aw 
邻接 矩阵 为 循环 矩阵 的 图 称 为 循环 图 . 

循环 图 (circulant graph) W MIERE”. 

邻接 和 矩阵 (adjacency matrix) 表示 图 的 一 类 
矩阵 .由 于 图 G— (V ,五 ) 可 由 其 节点 集 了 中 每 两 节 
点 间 邻 接 关 系 惟一 决定 ,所 以 它 可 以 用 一 个 |V| Xx 
|V | SABE Z= Go DRE FI DA G 的 邻接 矩阵 ,其 
中 V; 和 Vj 邻接 时 ,z,,— 1, FM Zi; = 0. 图 G 的 关 
RER A= (aj) 是 一 个 I|V1x 1E| 的 矩阵 ,每 个 节 扩 
We 与 v; 关联 时 ,ajj 二 1; 否 则 ,a 二 0. 从 关联 矩阵 
中 去 掉 一 行 后 得 到 的 矩阵 称 为 约 化 关联 矩阵 .图 G 
的 约 化 关联 矩阵 包含 C 的 全 部 信息 . 

图 的 圈 和 矩阵 B= (5;0d&— cx | 五 | 的 矩阵 (c 
AG 的 所 有 图 的 数目 ), 每 一 轿 对 应 于 和 矩阵 的 一 行 ， 
边 对 应 于 和 矩阵 的 列 ,其 中 , 当 边 e 在 圈 C 内 时 ,2 三 
1; 和 否则 ,2 一 0. eM 

在 图 G Wem I P 
只 保留 对 应 于 一 个 圈 基 
的 行 ,所 得 的 矩阵 称 为 约 PANT 
化 圈 和 矩阵 . Er eG P dor DJ i ' 
一 个 生成 树 的 所 有 基本 圈 , 则 称 所 得 的 矩阵 为 基本 
圈 和 矩阵 .图 C EAER RQS (cc 是 一 个 &X | 五 | 的 
iB EE Ce 2g G 的 所 有 上 圈 的 数目 ) ,每 一 上 圈 对 应 于 
矩阵 的 一 行 , 边 对 应 于 矩阵 的 列 , 其 中 , 当 ej 在 上 图 
K; rH .g;—1: |. g;;— 0. 

在 图 G 的 上 圈 和 矩阵 中 只 保留 对 应 于 某 一 上 图 
基 的 行 ,所 得 的 矩阵 称 为 约 化 上 圈 和 矩阵 . 知 此 上 圈 基 
恰 为 一 个 生成 树 的 所 有 基本 上 圈 , 则 称 所 得 的 矩阵 
为 基本 上 图 和 矩阵 . 

对 于 有 疝 图 D 中 任意 两 节点 Vi,Vj, 寿 存在 由 
V; 到 | V; 的 有 回路 , 则 取 rj 二 1,4;j 为 由 Vi 到 | V, 的 距 
Bod ABV. 8| V; 的 最 长 路 的 长 ;大 不 存在 由 VV; 
到 V; AYA [n] Pt ER n; 0. d; 00. d;;— oo. RE 

R=(r;), D=(di), D'=(di;) 
St AER AA mE D BSnf3stksBPE PE AGE [el 
XB PA. 附 图 为 一 有 疝 图 及 其 可 达 性 矩阵、 距离 矩阵 及 


THERE. 至 今 还 没有 求 迁 回 矩阵 的 有 效 算 法 . 
E Se 30 dU p 
| L X l1 9$ 
yp ue Xo e «6 
1 0 1 1 O0 
Ür 0 20€ O. 4 
可 达 性 矩阵 


0 OS QOO. co 00 
1 O ] 1 ee 
1 oo 0 OO OO 
2 co ] 0 ce 
OO (OO: “Gor “Go 0 
距离 矩阵 
0 OO CO O0 OO 
o. ux ou d “ee 
1 OO 0 CO OX 
2 co ] 0 co 
2 œ ] 0 oo 
oo oo oco oo 0 
迁 回 和 矩阵 


关联 和 矩阵 (incident matrix) WSE”. 

Fa] 46 RE (circuit matrix)” 见 “邻接 矩阵 ”. 

LAR Ccocircuit matrix) WM RRE”. 

EE BS 46 (distance matrix) W “4S HERR”, 

迁 回 和 矩阵 (detour matrix) U,^4p 3 4p E ". 

E] Æ (circuit basis) BI G 的 循环 空间 (参见 
“点 空间 ”) 的 一 组 基 . 循环 空间 的 维 数 称 为 圈 秩 或 简 
PER, wA FG). 

7(G) = |E| — |VI +c(G), 

其 中 (COH G 的 连通 片 数 . 上 循环 空间 的 一 组 基 称 
为 上 圈 基 . 上 循环 空间 的 维 数 称 为 上 圈 秩 或 简称 秩 ， 
wA r(G).r(Gd=|V|—c(G). FT ARG 的 一 个 
ah T 为 相应 euh eae 个 上 树 边 与 树 恰 
iom uelis , 称 为 树 了 的 一 个 基 
Ak EB. 支撑 树 的 所 有 基本 圈 构 成 图 G 的 一 个 圈 
基 , 所 有 基本 上 圈 构 成 图 G 的 一 个 上 圈 基 . 双 循 环 

空间 的 一 组 基 称 为 双 圈 基 . 双 循 环 空间 的 维 数 称 为 
双 圈 秩 . 与 某 一 双 圈 基 中 的 每 一 个 圈 恰 有 一 条 公共 
边 的 边 集 , 称 为 双 树 . 

基本 圈 (fundamental circuit) ^D" Rel d". 

B] fk (cycle rank(cyclic number)) JL" PE”. 

ER Ccocircuit basis) Ji,“ PEL E". 

We bicycle basis) Ii“ RE”. 

XXBj(dendroid) J“ Ase”. 

N A Fk (bicycle rank) D," RS] XE". 

哈达 玛 积 (Hadamard product) 3RFEBSJ— 253 
算 . 若 4= (ai) 和 8 二 (6&) 是 两 个 同 阶 和 矩阵 . 若 cu 
a;jXbi, 则 称 和 矩阵 C= (c2 2g AA B 的 哈达 玛 积 ,或 
称 基本 积 

基本 积 (Hadamard product)” 见 “哈达 玛 积 ”. 

宾 纳 - 柯 西 定理 (Binet-Cauchy theorem) 一 个 
计算 行列 式 的 定理 . 指 按 一 定 规则 计算 两 矩阵 之 积 
WITIR. AP AQ A AE moX n Fil n Xm 和 矩阵,m 
<n, MRE PQ 的 行列 式 是 已 和 Q 的 所 有 对 应 的 


图 与 € 图 


KAT AACR ZA. 这 里 所 谓 的 P AQ 对 应 的 大 行 

列 式 ,分 别 是 由 的 第 listos" sim JJA Q 的 第 ?1， 
zt 行 组 成 . BD ,看 取 P 的 大 行列 式 为 ,12，…， 
i, J) W Q 的 对 应 的 大 行列 式 为 谨 ,1;，… ,i IT. P 
如 ,大 


I AX o9 ES 
0 1 
则 
3 1 oc du. 2 
P 
cid : "i ‘ i dE 1 
+; 1 
2 61,0 1 
e 
和 矩阵- Me tree theorem) 一 个 计数 
定理 . 车 连通 图 G 的 邻接 矩阵 为 4, 将 一 A 的 对 角 


线 (i,i) 元 素 依 次 换 为 节点 V; 的 度 d CV 0 ,所 得 矩阵 
WAM, M M 的 每 个 代数 余子 式 相 等 , 且 等 于 G 的 
支撑 树 的 数目 . 这 就 是 矩阵 - 树 定理 . 

变 元 矩阵 - 树 定理 (variable matrix-tree theo- 
rem) 和 矩阵 - 树 定理 的 推广 .车 M= Cm) 为 对 应 于 
图 G 的 形式 矩阵 ,其 元 素 定 义 为 :对 于 Ej 

— f-e (VV) =a), 
“| 0 (VaV RAD, 
er 2m, : 


则 M 的 任何 代数 余子 式 的 值 是 G 的 树 多 项 式 . 这 称 
为 变 元 矩阵 - 树 定理 . 附 图 为 一 示例 . 其 中 ,PC(T(G)) 
ARG 的 树 多 项 式 . 


G: 
€3 
— Ce +e) — ê) — Ee; 
M,= —e, — (e, +e;) — e, ; 
— e; — e, — (e, te) 
Mi = (ees) Ceg Hez) —eze; = eje, tee; Fee, 
=P(T(G)). 


41E 2 Ist (characteristic polynomial) KIG 

的 邻接 矩阵 的 特征 多 项 式 , 记 为 
P(G;)—XrCa" 7 Car: +C,, 
其 中 C 为 邻接 矩阵 的 i 阶 主 子 式 之 和 .Ci 二 0, 其 余 
C; 分 别 有 其 图 论 含 义 , 例 如 :一 C: 为 图 G 的 边 数 ;一 
C; 为 图 中 三 角形 的 个 数 的 二 倍 等 .图 G 的 特征 多 项 
式 的 根 称 为 图 G 的 特征 值 .由 于 图 的 邻接 矩阵 是 对 
称 阵 ,所 以 图 的 特征 值 必 为 实数 .图 GE ERE TE FB 
连同 各 自 的 重 数 构成 图 C 的 谱 , 记 为 
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A, A, TP À, 
Spec(G) = | | 9 


m(A) m(À) mA.) 

其 中 A, > À 29 t >A, 为 5 个 特征 值 的 严格 减 序列 ， 
m(A;) (二 1,2,…,s) 为 相应 的 重 数 . 图 的 许多 性 质 
SEMA XK. 谱 相 同 的 图 称 为 同 谱 图 . 同 谱 图 不 一 
定 同 构 . 附 图 为 两 个 同 谱 但 不 同 构 的 图 . 


< IN 


同 谱 图 (cospectral graph) 见 “ 特 征 多 项 式 ”. 

邻接 代数 (adjacent algebra) 与 图 的 邻接 阵 关 
联 的 一 类 代数 . 以 图 G 的 邻接 矩阵 4 的 多 项 式 ( 即 
AWN AEA ATOR ARAM. id A 
L(G). 这 个 代数 作为 复 向 量 空间 ,其 维 数 是 有 限 
的 ,其 维 数 的 下 界 为 图 的 直径 d 加 1. 

秩 多 项 式 (rank polynomial) 图 的 一 个 组 合 不 
变量 . 对 于 图 G— (V. ED id 

R(G;z,y) = yy 


SCE 


其 中 ,r(G9),sGS ) 分 别 为 以 9 为 边 集 的 CH RET 
图 的 秩 和 上 秩 ( 参 见 “ 圈 基 ”"). a RG; xry AE G 
的 秩 多 项 式 . 图 的 秩 多 项 式 与 色 多 项 式 有 如 下 关系 : 
C(G;u) = ulR(G; —u !, — 1). 
对 于 图 G=(V:E),id 
T(G;z,y) = Bj —1Y* 77 (y—1»y9, 


SCE 


其 中 ,ro=r(G) 为 G 的 秩 ,r(S),s CS E. BR TO; 
Z,y) 为 塔 特 多 项 式 或 范 色 多 项 式 . 塔 特 (Tutte, W. 
T.O-F 20 世纪 60 年 代 发 现 这 个 多 项 式 , 并 且 揭 示 
了 它 与 图 内 在 结构 性 质 的 关系 . BM Jones, V.F. 
R.) F 20 世纪 80 年 代 发 现 扭 结 的 新 的 拓扑 不 变 
量 , 人 们 称 之 为 琼斯 多 项 式 . 近来 ,人 们 发 现 后 者 实 
质 上 可 以 从 前 者 的 思想 同样 导出 它 与 扭 结 的 内 在 结 
构 性 质 的 关系 . 


塔 特 多 项 式 (Tutte polynomial)” 见 “ 秩 多 项 

范 色 和 多项式 (dichromatic polynomial) ” 见 “ 秩 
多 项 式 ”. 

琼斯 多 项 式 (Jones polynomial) ” 见 “ 秩 多 项 

稳定 核子 群 (stabilizer subgroup) 图 论 中 一 


类 重要 的 群 . 指 图 的 自 同 构 群 的 一 个 子 群 . 保持 一 个 

HRV 不 变 的 图 G 的 所 有 自 同 构 是 G 的 自 同 构 群 

DGOBJ-T RE. 这 个 子 群 就 称 为 节点 VV 的 稳定 核子 

群 , 记 为 Dv. AR G 的 每 个 节点 的 稳定 核子 群 均 为 

么 群 , 则 称 T(G) 正 规 作 用 于 V. 对 于 一 个 有 限 群 工 ， 

a FETA G, 44r 同 构 于 TT(G), 且 (GG) 正 
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规 作 用 于 V, 则 称 G 为 荆 的 正规 图 表示 . 
正规 图 表示 (normal graphic representation) 
见 “ 稳 定 核子 群 ”. 

色 多 项 式 (Cchromatic polynomial) 图 的 一 个 
组 合 不 变量 . 色 多 项 式 是 们 殉 截 夫 (Birkhoft,G.D. ) 
为 解决 四 色 猜 想 于 1913 年 提出 的 . 用 它 表 示 以 不 多 
于 4 种 颜色 给 图 G 的 市 点 做 正常 着 色 的 不 同 痢 法 的 
数目 , 记 为 mG) 或 CCG;) 或 PoCA).n 个 节点 的 无 
边 图 的 色 多 项 式 为 心 ,完全 图 天, 的 色 多 项 式 为 

A(A— 1) CA—n4-1). 
一 般 图 G 的 色 多 项 式 的 理论 展开 式 为 
C(G;a) = X} m (GAA — D--(A—r DD, 


其 中 m (ORRA r RP BH BC RI E] REA 
着 色 数 .但 是 ,此 理论 展开 式 不 便于 实际 应 用 . 对 于 
阶 不 大 的 图 ,如 下 的 递 推 公式 常用 来 求 一 个 给 定 图 
的 色 多 项 式 : 
mG)=m(G—e)—m(G * e), 

其 中 G 一 e 和 G，e 分 别 为 从 G 中 去 掉 边 e 和 收缩 e 
为 一 个 节点 所 得 的 图 . 但 是 ,这 个 递归 算法 并 不 是 一 
个 好 算法 . 目前 还 没有 求 色 多 项 式 的 好 算法 . 对 于 色 
多 项 式 还 可 提出 一 个 反问 题 , 即 找 出 色 多 项 式 的 一 
些 特征 , 依 此 判定 一 个 给 定 的 多 项 式 是 否 为 某 个 图 
的 色 多 项 式 . 自前 还 不 知道 一 个 多 项 式 为 色 和 多 项 式 
的 充分 必要 条 件 . 对 必要 条 件 也 仅 有 一 些 猜 想 , 例 
如 , 瑞 得 (Read,R.C. ) 于 1968 年 猜想 色 多 项 式 的 系 
数 绝 对 值 先是 严格 增 然后 严格 减 . 这 个 猜想 被 称 为 
关于 色 多 项 式 系数 的 单 峰 猜 想 或 瑞 得 猜想 . 如 下 定 


义 的 函数 称 为 图 C 的 权 函 数 : 
WG a 5 [LEO =D, 
fe [u] EE 


其 中 [zj 表示 不 大 于 zx 的 自然 数 集合 ,Luj 表示 从 

V 到 [aj 的 映射 的 集合 ,le) 定 义 为 : 

l, AE e= (0, vftif& Fu FEC), 

0, 否则 . 

这 样 ,图 G 的 色 多 项 式 还 可 用 权 函 数 表示 为 
C(G;u) = u"W(G;0,u). 


é(e)— 


瑞 德 猜想 (Read conjecture) “fei”. 
MAA weight function) 见 “ 色 多 项 式 ” 


A E Æ H (friendship theorem) 图 论 的 一 个 
重要 定理 . 它 是 与 图 上 节点 次 有 关 的 一 个 命题 . EE 
一 个 集合 中 每 两 人 恰 有 一 个 共同 的 朋友 , 则 必 有 一 
人 是 每 个 人 的 朋友 . ARH BR: A Al CH 
每 对 顶点 恰 有 一 个 公共 相 邻 节点 , 则 必 有 一 个 节点 
与 其 他 所 有 节点 相 邻 . 

相似 点 (similar vertices) 图 论 的 一 个 重要 概 
念 . 指 两 个 节点 之 间 的 关系 .对 于 图 C 的 顶点 vi ,vs， 
er FFE G 的 A [a] $4] a, fii f& o Co) = v, , WK U] 5 V2 


为 一 对 相似 点 , 对 于 图 G 的 两 条 边 el,e:, 若 存在 自 
同 构 a 使 得 a(ei) 二 es, 则 称 ei 与 e; 为 一 对 相似 边 . 
连结 一 对 相似 点 的 边 称 为 对 称 边 . 

相似 边 (similar edges) JL “FAIA”. 

对 称 边 (symmetric edge) WARU A". 

点 对 称 图 (vertex-symmetric graph) —2 4$ 
ROA. 它 是 一 类 对 称 图 . SAG 的 任意 一 对 节点 
都 是 相似 点 , 则 称 G 为 点 对 称 图 ,又 称 节点 可 迁 图 . 
节点 数 为 素数 的 点 对 称 图 称 为 回转 图 . EE G 的 任 
意 一 对 边 都 是 相似 边 , 则 称 G 为 边 对 称 图 ,又 称 边 
可 迁 图 . 点 对 称 图 与 边 对 称 图 之 间 并 无 必然 的 联系 . 
X ÉD G 的 任意 两 个 等 距 节点 对 {u,v} 和 和 (x,y} 存 
在 自 同 构 a, fida Qu) — x, aCo) — y. WRG 是 距离 
BP XE Fi iOS] Hd G 的 任意 两 节点 子 集 Vi TH V,,H 
V, Rl V; 的 导出 子 图 同 构 ,就 必 存 在 G 的 自 同 构 a, 
将 Vi 映射 为 V;, 则 称 G 为 均匀 图 .均匀 图 必 为 距离 
可 迁 图 , 且 其 直径 至 多 为 2, 围 长 至 多 为 5. 特 对 图 G 
的 任意 两 个 长 度 为 :有 是 起 点 确定 的 路 Pi 与 P;, 存 在 
一 个 自 同 构 a 将 P, 映射 到 已 , 则 称 G 为 上 可 迁 图 . 
一 个 连通 、3 正则 ,上 可 迁 图 G, 若 对 任意 两 条 长 为 t 
的 路 P, 与 P;, 恰 有 一 个 自 同 构 a 将 Pl 映射 为 Pas 
We G 为 上 单 可 迁 图 .既是 点 对 称 又 是 边 对 称 的 图 
称 为 对 称 图 . 比 点 对 称 图 及 边 对 称 图 有 更 高 对 称 性 
的 图 称 为 高 度 对 称 图 .上 可 迁 图 及 ) 笼 等 都 是 高 度 
对 称 图 . 

Fy it Rl (transitive graph) 

回转 图 (rotative graph) 

15] 4) Bl Cuniform graph) 

Xt PR E (symmetric graph) 


见 “ 点 对 称 图 ” 
见 “ 点 对 称 图 ” 
见 “点 对 称 图 ” 

见 “点 对 称 图 ” 


高 度 对 称 图 (highly symmetric graph) Ji“ 
对 称 图 ”. 
群 的 色 图 (color graph of group) 一 类 赋 权 


图 与 超 图 


图 . 设 荆 是 一 有 限 群 ,对 其 每 一 非 单位 元 的 元 素 给 
EZRA HSS. CHAR DOT) 是 一 个 弧 标 以 色 号 
的 完全 有 向 图 ,以 卫 的 元 素 为 顶点 , 弧 (w,ow) 标 以 
元 素 a'a; HES. AERP C, a) EEA k, 
则 称 如 图 1 所 示 的 子 图 为 有 色 无 向 箭头 . 若 将 本 的 
色 图 中 每 一 条 弧 用 相应 的 有 色 无 向 箭头 代替 , 则 所 
得 的 图 称 为 了 的 群 图 .图 2 和 图 3 分 别 是 3 阶 循环 
群 的 色 图 和 群 图 . 

群 图 Cgraph of group) 见 “ 群 的 色 图 ”. 

图 的 自 同 构 群 人 automorphism group of a 
graph) IERT AR. 图 论 中 一 类 重要 的 群 . CHA 
G 的 所 有 自 同 构 形 成 的 群 . 自 同 构 群 为 平凡 群 的 图 
Fk 2 El. 柯 尼 希 (Konig, D. ) 证 明 : 任 何 一 个 有 限 
抽象 群 同 构 于 某 个 图 的 自 同 构 群 . 图 G 的 所 有 自 同 
态 形 成 一 个 半 群 , 称 为 图 G 的 自 同 态 半 群 . 任何 一 
个 有 单位 元 的 有 限 半 群 同 构 于 某 个 图 的 自 同 态 半 
Bf. 作用 在 图 G 的 边 集 EE 上 的 自 同 构 群 称 为 G 的 边 
群 ,又 称 线 群 . 由 各 种 图 的 运算 得 来 的 复合 图 的 群 用 
构成 它 的 各 个 图 的 群 的 复合 表示 出 来 , 称 这 种 表示 
为 复合 图 的 群 . 以 下 为 常用 的 结果 : 

1. 4 EE BARRE DPOGO — DP CO). 

2. 同 构 不 交 并 图 的 群 : DOG) = S,LP(G) ]. 

3. 不 同 构 不 交 并 图 的 群 : 

rG, U G) = F(G,) + FG,). 
4. 不 交 并 图 的 群 : 
rG + G,) = TCG) + rG,;) 
的 充分 必要 条 件 为 en 没有 连通 片 同 构 于 G, 的 连通 
RH. | 

$ AB (vertex group) JL“ AHR”. 

&% (identity graph) W“ A [RÀ E". 

E] B5 Bl fa] AS =F S£ (endomorphism semigroup of 
a graph) WRK a RIRE”. 

边 群 (edge group) 见 “ 图 的 自 同 构 群 ”. 

构 形 (configuration) ”图 论 的 一 个 重要 概念 . 
它 是 定义 在 域 D, 取 值 在 域 R 上 的 函数 . 值 域 R 中 
的 每 个 元 素 称 为 一 个 图 形 . 所 有 构 形 组 成 的 集合 记 
AR? 决定 R” 中 任意 两 配 数 是 否 等 价 的 一 个 置换 
RE G 称 为 构 形 群 .对 于 R” 中 的 两 个 元 素 fu 
存在 一 个 置换 aE€G, 使 得 f1=f,°* a, MEK f 与 Í: 
是 等 价 的 . 按 需 要 考虑 的 函数 的 特征 ,在 R 上 定义 
—^ [5] E X ER XC 

wG)-— Cw) wo, 
KR rBwiG)G-—1,2. E; & 为 需要 考虑 的 f 的 特征 
个 数 ) 均 为 非 负 整数 . 对 于 每 个 SER’ RA w Nid 
为 


wy Cf(d)) 
k , 


wf) = | zr x 


其 中 Tis Tzs” 9 Tk 为 形式 参数 . 易 见 等 价 的 函数 有 
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相同 的 权 W. BUS Gies die) WI FIJE Tid 
XL oss TE R HAARA MARRA 

hziszas t= di wl) | 

FER? 
= Dee UR 

称 为 图 形 计数 级 数 . 

构 形 群 (configuration group) UJ," EE". 

图 形 计 数 级 数 (enumeration series of figure) Ji, 
“ 构 形 ”. 

的 计数 (enumeration of graph) 计算 一 类 
图 中 不 同 构 图 的 个 数 . 这 里 蕴含 两 个 要 求 : 不 重 和 不 
im. 这 是 图 论 中 的 一 个 重要 旦 复杂 的 问题 .在 推导 各 
类 图 的 计数 级 数 时 , 波 利 亚 公式 是 最 重要 的 工具 之 
一 . 它 是 通过 确定 这 类 图 的 构 形 群 , 求 出 它 的 循环 指 
标 , 以 确定 出 图 形 的 计数 级 数 , 从 而 得 到 这 类 图 的 个 
数 .目前 ,已 解决 了 不 少 类 型 的 图 的 计数 问题 ;但 是 ， 
还 有 大 量 没 有 解决 的 问题 . 

n%(n-cage) 一 类 重要 的 图 . 它 是 围 长 等 于 7 
的 边 数 最 少 的 3 正则 图 . 当 5253 时 ,n BREE 
的 . 4 n=3,4,5,.6,7,8 时 ,” 笼 是 惟一 的 . 3 BH 
K,54 FEA Ks,555,6.7,8 笼 分 别 如 下 图 所 示 . 


(3,7)4& McGec 图 (3,8)/7& Tutte-Coxeter 图 

乌拉 姆 猜想 (Ulam’s conjecture) 图 论 的 一 个 
重要 问题 . 它 是 判定 两 图 是 否 同 构 的 一 个 猜想 . 设 C 
和 H eA n SDRE. EH C 的 每 一 记 点 及 其 
所 有 的 关联 边 得 到 一 个 删 点 子 图 ,从 而 得 到 一 个 删 
EAT E SS (G; [£m 1.2. n S 同样 得 到 HB A a 
MP ABH 1.2. n). A G 5 HiG—1.2, 
…,n) 对 应 同 构 , 则 称 G 和 五 重 构 或 亚 同 构 . S fir 
WAAC 与 五 重 构 , 则 G 与 五 同 构 . Shri 
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想 被 认为 是 图 论 中 最 困难 的 问题 之 一 . 现在 只 是 把 
图 限制 在 某 些 特殊 图 类 上 证 明了 乌拉 猜想 成 立 . 例 
如 ,对 于 树 和 可 平面 图 ,乌拉 姆 猜想 成 立 . 由 于 这 个 
猜想 是 由 乌拉 姆 (Ulam,S. M. ) 于 1929 年 首先 提出 
的 ,所 以 得 名 . 

AA Codd graph) 一 类 重要 的 图 . 它 是 交 不 邻 
图 . 设 S 为 2k 一 1 个 元 素 组 成 的 集合 , 取 S 的 所 有 
一 1 元 素 的 子 集 为 节点 , 阁 这 样 的 两 子 集 不 相交 , 相 
应 的 两 顶点 连 以 边 , 则 这 样 构成 的 图 称 为 奇 图 , 记 为 
Os. O; 为 3 阶 完全 图 K;;O; 为 皮特 森 图 ,如 下 图 所 
ZN. 


la, b} o —— id 
N (d.e) 
Ld . fase} 
(b.di 
Cao. a 
(bse) 
{b,c} 4 
{a,d} 


群 - 陪 集 图 (group-coset graph) 一 类 重要 的 
图 . 它 是 从 群 派生 的 图 .和 奉 如 是 有 限 群 蔗 的 子 群 ,S 
ARDBTSEHS'-—S.Sf (0,3) 
H= Ø, RRA T/HA MA A 
RACH sh) | yE 
HSH} ARN AA BH 
集 图 , 记 为 G(T/ 吾 ,S). 例 
如 ,= {0,1,2,3,4,5},H (4 {2,5)} 
=—{ Oy ope = Ls ed vad 
={0,3}U {1,4} U {2.5}. 上 右 图 为 G(T/H,S). 

拟 可 分 图 (quasi-separable graph) 一 类 特殊 
的 图 . 它 是 具有 某 种 可 分 离 性 的 图 . ARC 中 存在 
一 个 顶点 子 集 天 ,天 的 导出 子 图 为 一 完全 图 , 且 去 
掉 这 个 子 集 K 后 的 图 变 为 不 连通 的 , 则 称 图 G AW 
可 分 图 . 当 | 玉 |=0 或 1 时 ,分 别 为 不 连通 图 或 可 分 
图 . 

2: =A covering graph) 一 类 重要 的 图 . 它 是 
从 一 个 图 派生 的 图 . 对 图 G 的 每 一 条 边 (xsv) 给 出 
两 个 侧 Lu,v)( 即 含 而 不 含 v) 和 [Lv,u)( 即 含 v 而 
KE u). W SOA G 的 所 有 边 的 两 侧 组 成 的 集合 . 
MHEG ENP LT BEM SOR] BHF 
PRA. p XT G 的 所 有 侧 Lx,z) ,满足 

Gausv)= (Gv,u)) 

对 给 定 的 图 CH He C 的 覆盖 图 G; 其 顶点 集 为 


D XV(G);Wii à G 2,0 ,u5845:5 ELT 24 [v u) 
ES(G) H b=aglv.u). BI. r= (0.1), G— Ks. Bp 
3 阶 的 完全 图 .C 如 下 图 所 示 . 在 Ks 中 边 旁 之 两 数 
字 给 出 2 的 值 . 


p CO we) (140 
(0 wv) (150) 
0 l 
U MÀ VW (O ww) (1 ve 
0 0 
K, G 


a 置换 图 (a-permutation graph) 一 类 重要 的 
Al. 它 是 对 两 图 经 运算 所 得 1 
的 图 . 若 a 是 标定 图 C 的 节 
点 的 一 个 置换 , 则 对 G1 二 G 
和 6,—G 的 不 相交 的 并 ， | E wr 
再 加 上 联结 G 的 节点 V， | at, A 
和 G: 的 节点 w(V,) 的 边 所 PR 
构成 的 图 称 为 G 的 “置换 2 
图 . 右 图 为 Ci 的 一 个 1 置 
换 图 ， 

网 络 (network) 一 类 特殊 的 图 . 它 是 一 种 赋 
权 图 .通常 是 有 癌 图 , 且 权 一 般 为 实 函 数 . 在 实际 问 
题 中 , 权 往 往 是 正 实 函数 或 非 负 实 函数 . 

系统 图 (graph of system) 一 类 特殊 的 图 . EC 
是 代表 一 个 系统 的 有 加 图 . 它 的 每 个 弧 代 表 一 个 元 
(RGR HE. Waa Vi 代表 个 元 件 的 结合 点 ,e; 的 
箭头 方向 为 规定 的 正 向 . 弧 上 还 附 有 两 个 变量 ,一 个 
称 为 纵 变量 , 男 一 个 称 为 横 变 量 . 它们 分 别 相应 电网 
络 系 统 中 的 电流 和 电压 . 这 些 变量 还 必须 满足 关联 
公设 和 回路 公设 . 系统 图 是 研究 系统 的 有 力 工具 . 

纵 变 量 (travel variable) ” 见 “ 系 统 图 ”. 

横 变 量 (transversal variable) WRAK”. 

关联 公设 (incidence postulate) ”图 论 的 一 个 
重要 结论 . 它 是 电网 络 中 基 尔 霍 夫 电流 定律 的 推广 . 
在 系统 图 中 ,关联 于 任何 节点 的 弧 上 的 纵 变 量 的 代 
基 尔 霍 夫 电流 (第 一 ) 和 定律 ,因为 它 是 德国 的 物理 学 
Z FLOR ER (Kirchhoff ,G. R. ) 首 先 发 现 的 . 

回路 公设 Ccircuit postulate) 图 论 的 一 个 重要 
结论 . 它 是 电网 络 中 基 尔 霍 夫 电压 定律 的 推广 . 在 系 
统 图 中 ,一 个 回路 ( 即 圈 ) 上 诸 弧 上 的 横 变 量 的 代数 
和 为 0. 这 个 事实 称 为 回路 公设 .在 电网 络 中 又 称 基 
尔 霍 夫 电 压 ( 第 二 ) 定 律 .因为 它 是 德国 物理 学 家 基 
A X (Kirchhoff ,G. R. ) 首 先 发 现 的 . 

状态 变量 法 (state variable method). 用 系统 
图 解 方程 的 一 种 方法 . 能 决定 系统 的 将 来 行为 的 一 
个 系统 变量 的 极 小 集 , 称 为 系统 的 状态 变量 集 . 由 系 


图 t5 E 图 


统 图 的 一 个 特征 树 可 得 到 一 个 系统 变量 集 及 相应 的 
微分 方程 组 ,这 样 求解 系统 的 方法 称 为 状态 变量 法 . 
状态 变量 集 (state variable set) WORKA 


x". 
柯 特 斯 图 (Coates graph) 一 种 特殊 的 图 . 它 
是 弧 带 权 的 有 向 图 . 如 流 图 . 对 于 nn BE A= 
Ca) ,如 下 构造 的 2” 阶 带 权 有 向 图 C(C4) 称 为 与 4 
关联 的 柯 特 斯 图 . 图 G(4) 的 顶点 分 别 标记 为 1,2， 
aas hs ty au 天 0, 则 连 一 条 从 T 到 J BUS aA. Jr & 
与 柯 特 斯 图 之 间 一 一 对 应 . 可 以 用 柯 特 斯 图 C(C4) 
解 线性 方程 组 AX — B. 
状态 转移 图 (state transition graph) 一 种 信 
号 流 图 . 将 状态 方程 做 拉 氏 变换 ,并 将 sx; 作为 独立 
节点 作成 的 信号 流 图 称 为 状态 转移 图 .下 图 为 状态 
转移 图 的 一 个 示例 . 对 应 的 状态 方程 为 
Li = a, amd bu, 
5 = ag X, + Ant, + b, 
拉 氏 变换 后 得 
XH, = aus 'X, aps 1X 十 bs 十 Sixzi(CO0)， 
a aa Faa aa Eas U Arian ON 


b 
35 C0) «a (0) 
b, | E à? | s 
__ OO — e —— 0 —— ——— G 
U $35 NS EL SENI cec A 
C22 à 
a2) 


网 络 流 (network flow) BNE H — 3S PR. 它 
是 在 一 个 边 赋 权 的 有 向 图 上 的 特定 的 函数 . 它 是 运 
输 问 题 的 一 个 数学 模型 . 一 个 运输 网 络 ( 简 称 网 络 ) 
N 是 一 个 赋 权 的 有 问 图 , 弧 上 所 赋 的 非 负 权 c Cao x 
WIL a 的 容量 ,方向 表示 运输 方向 .网 络 上 的 流 是 指 
定义 在 网 络 N AMEER OS. E ELE 
— a 上 的 值 满 足 条 件 O<f(a)<c(la). 对 于 每 一 
PEA v AAW SEZMAS w): MAH 
弧 的 SEZMAS O). Æ fa) f a), I 
Pv ARRA; ASS DSS w<, M o 点 为 收 
Bsa f G)—f w)=0, UKs 点 为 中 间 点 . 若 记 
TARV 的 任意 子 集 为 $ ,其 余 集 为 $,(S,S) 表 示 
AS 指向 S OPA I AS So Xo FH E S 流向 S 
Maine id Jg f^ 690; CS, 0o Xo HH S 指向 ;的 所 
A MFS, SRRA S 流向 S 的 商品 量 , 记 为 
f CS). AX dom BUB ILE LY. 表示 所 有 的 收 点 ， 
JU Tit. ES C£ Pr AE ARTE 

"R= (XI Y="); 
X MARA SNe. idAval N. WAN 上 的 
任何 流 都 可 以 用 添加 一 个 总 发 点 工 和 一 个 总 收 点 y 
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的 办 法 化 为 只 有 一 个 收 点 和 一 个 发 点 的 新 网 络 流 . 
只 要 把 总 发 点 到 原 各 发 点 都 连 以 弧 , 弧 上 容量 为 co， 
流 函 数值 定 为 使 原 发 点 变 为 中 间 点 ; 原 各 收 点 到 总 
收 点 也 连 以 弧 ,容量 为 co , 流 函 数值 定 为 使 原 收 点 变 
为 中 间 点 ,新 网 络 流 在 原 网 络 上 的 部 分 正好 是 原来 
的 网 络 流 . 网 络 上 所 能 容 的 最 大 流量 的 流 称 为 最 大 
流 . 求 最 大 流 是 网 络 流 要 研究 的 重要 问题 . 以 上 的 处 
理 将 便于 求 最 大 流 . 设 在 每 个 弧 a 上 ,给 定 一 个 费用 
函数 da(a) 即 单位 流通 过 a 时 所 需 花 的 费用 ,并 要 求 
所 得 的 最 大 流 使 总 的 花费 最 少 ,这 就 是 最 小 费用 问 
题 . 下 图 为 一 个 网 络 流 的 示例 . 实 线 为 网 络 N 及 其 
上 的 流 ; 边 上 括号 中 的 数值 为 容量 ;括号 外 为 流 函 数 
值 ;虚线 为 增加 总 收 点 y 和 总 发 点 工 后 增加 的 弧 . 


v 1(2) Us 
Bep N > 
Pa 1G) ~ 
we SFO) = 
= Oy M > 
3 
dé) We uu. VIS d (os 
A 4(4) = 


流量 (value of flow) WRR”. 

Ai (maximum flow) WRA”. 

流 图 (flow graph) 一 类 特殊 的 图 . 它 是 边 赋 
权 的 有 问 图 . 按照 如 下 形式 的 系统 方程 作出 的 边 赋 
权 有 向 图 称 为 流 图 . 方程 为 


pyres — bu = 0 G@=1,2,5°%5n). 
j-1 


MA EE 12; G—1,2, MARA. EXER i THE 
E x, 相应 ,车 aj 二 0 则 无 x) 到 x, HM; 24750, 
WA zx; 到 x. AM ARR an P 56; 二 0, 则 无 uz, M; 
E 5,750 WA uz, WM, HRI — o. 流 图 是 信号 流 图 
的 一 般 化 . 因为 选 定 哪 个 方程 与 x, 对 应 的 方式 很 
di 所 以 流 图 不 惟一 .下 图 为 一 个 示例 . 对 应 方程 为 

peces dee —0, 

{= "te Oy 

C2 gy = ee a= 0, 

选 定 第 i 个 方程 与 r: 对 应 ,i 二 1,2,3. 


一 个 流 图 G 的 入 度 和 出 度 都 为 1 的 极 大 子 图 
称 为 流 图 的 一 个 连结 . 计算 一 个 流 图 G 的 增益 (也 
用 G 表示 ) 的 公式 称 为 柯 特 斯 公式 : 
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SIG An 


ee ee 
u A. 


求 和 遍 取 所 有 从 节点 u 到 市 点 二 的 回 前 路 .Ce 是 从 
u 到 x: 的 第 条 向 前 路 的 增益 . 
2 

c; 是 第 7 个 连结 的 增益 ;n; 是 第 7 个 连结 中 的 圈 的 
个 数 , 求 和 遍 取 所 有 连结 . A 是 不 与 第 上 条 向 前 路 
相交 的 子 图 的 A. 若 第 不 条 向 前 路 不 与 任何 子 图 相 
交 , 则 定义 à, — 1. 

柯 特 斯 增益 公式 (Coates gain formula) J, 
“ 流 图 ” 

信号 流 图 (signal flow gragh) 表示 线性 方程 
组 的 一 种 图 . 如 下 形式 的 系统 的 线性 方程 组 


su (i = 1,2,°.",n) 


可 以 通过 画 出 的 一 个 赋 权 有 向 图 ， 称 为 信号 流 图 (又 
称 马 森 言 号 流 图 ) 求 解 :节点 为 zG=l1, 2 y ** " n), 弧 
jx; WALA ti; ti KAT R.A 1 为 方程 组 


X) 一 X, X35 
XT, 一 2X] 十 3X5 E oe 
4 c9 mura] 


图 1 


的 信号 流 图 . 信号 流 图 中 一 个 圈 上 绝 的 增益 的 积 称 
为 轿 增 益 或 回路 增益 . 正 向 有 向 路 上 弧 增 益 的 积 称 
为 向 前 路 增益 . 信号 流 图 上 弧 增益 的 结合 运算 称 为 
增益 运算 . 这 种 运算 可 以 简化 信号 流 图 . 基本 运算 如 
图 2 的 (a) 至 (e) 所 示 . 运算 方法 都 是 由 信号 流 图 所 
代表 的 变量 关系 方程 得 来 . 信号 流 图 G 的 输出 节点 
变量 ze 和 输入 节点 变量 zx; 之 比 称 为 G 的 图 增益 ， 
也 用 G Xon. 马 森 定理 给 出 了 图 增益 的 计算 公式 : 


G — *1G,A,/A. 
A P AY OR A ECEZS E ELLE MODE UE Gn DA 
条 向 前 路 的 增益 . 4 是 图 行列 式 , 其 计算 公式 为 
A—1— 2 Pa + 3 25 Pa + 
A Pa 是 第 i 个 圈 的 图 增益 ， 求 和 指标 遍 取 所 有 


圈 ; Px 是 第 j 对 互 不 接触 的 圈 增 益 之 积 , 求 和 指标 
遍 取 所 有 互 不 接触 圈 对 ;Po 是 第 对 组 互 不 接触 三 关 


b 
(a) 
a b ab 
一 一 和 一 一 e 一 一 一 一 6 — — ———— 
A d B A B 
(b) 
45 
net 
dest ab 
. — $  ———» ———— 6 
a n 五 3 
b 
"SE 
(c) 
a 
a b 1—65 
一 -一 -一 -一 > * cres 一 — 8 
v 42 v 2X 
(d) 
b 
p ES n © á 
e » . = . — > * 
a a 2» VEI 4» 


(e) 
图 2 


ZH B5 35 d BA fe A St ae BB A BS Be fü — P8 2H 
S.A, 是 删除 第 m 条 向 前 路 的 弧 及 此 路 上 点 关联 
的 弧 后 所 成 子 图 的 行列 式 . 
图 增益 《circuit gain)” 见 “信和 号 流 图 ”. 
增益 运算 (operation of gain)” 见 “信号 流 图 ”. 
图 增益 (graph gain) 见 “ 信 和 号 流 图 ” 
马 森 定理 (Mason theorem) ” 见 “ 信 号 流 图 ”. 
Ej Ccu) 一 种 组 合 构 形 . 它 是 有 问 弧 的 集合 . 
在 一 个 单 发 点 和 单 收 点 的 网 络 上 ,由 含有 发 点 的 一 
个 顶点 集 S 到 含有 收 点 的 顶点 集 S 的 有 了 问 弧 集 称 
为 网 络 上 的 一 个 割 . 割 中 弧 的 容量 之 和 称 为 这 个 荐 
的 容量 .网络 中 具有 最 小 容量 的 割 称 为 网 络 的 最 小 
割 . 
最 小 市 (minimum cut) WR)”. 
最 大 流 最 小 割 定理 (max-flow min-cut the- 
orem) 网 络 流 理论 的 重要 和 定理 . 它 是 图 论 中 的 一 


图 与 E 图 


个 核心 定理 .关于 判定 流 的 最 大 性 的 定理 :任何 网 络 
中 最 大 流 的 流量 等 于 最 小 割 的 容量 ,简称 为 最 大 流 
最 小 割 定 理 . 它 摘 述 了 最 大 流 的 特征 .图 论 中 的 不 少 
结果 在 适当 选择 网 络 以 后 ,可 以 由 这 个 定理 推出 . 例 
如 ,连通 性 理论 中 的 门 杰 定理 就 是 一 例 . 福特 
(Ford, L. R.) fü 38 3E ib (Fulkerson, D. R.) F 1957 
年 由 该 定理 的 构造 性 证 明 而 提出 了 求 最 大 流 的 标号 
算法 . 

特征 树 (proper tree) 一 类 特殊 的 树 . 它 是 电 
网 络 系统 图 的 含有 所 有 电容 性 元 件 和 跨 接 驱动 元 件 
的 一 个 支撑 树 . 由 一 个 特征 树 可 得 一 组 状态 变量 ,所 
以 在 状态 变量 法 中 很 有 用 . 下 图 为 一 示例 .DD 的 端点 
KARA 10) = 6) (1) £25 Layo 23 = R339 Y4 = Ca L49 Y5 
=e; (£), ys 025» yo = 1/ Rs. x; 表示 横 变 量 , yy 表示 
YER. 


D D 的 一 个 特征 树 


图 上 作业 法 (graphic method) 一 类 最 小 费用 
流 问 题 . 它 是 20 世纪 50 年 代 初 ,中 国 粮食 调运 部 门 
的 调度 人 员 从 经 验 中 发 现 的 一 种 解决 运输 问题 的 方 
法 . 将 铁道 网 看 做 一 个 网 络 . 其 中 , 顶点 就 是 车 站 . 有 
些 顶 点 是 发 货 点 ,简称 发 点 ;5 有些 是 收 货 点 ,简称 收 
点 .在 发 点 处 有 已 知 的 发 货 量 ,简称 发 量 ;在 收 点 处 
有 已 知 的 需求 量 , 简 称 收 量 . 假定 供求 平衡 , 即 发 量 
总 和 等 于 收 量 的 总 和 ;也 可 假定 每 一 段 铁 路 都 有 一 
个 容量 限制 . 一 个 可 行 方案 就 是 ;将 所 有 发 点 上 的 货 
物 通过 铁道 全 部 运往 各 收 点 ,使 得 满足 需要 且 使 铁 
路 上 各 段 均 不 超载 ( 即 不 超过 容量 限制 ) 的 一 种 安排 
方式 . 其 目的 在 于 找到 一 个 最 优 方案 ,使 得 总 运输 量 
为 最 小 . 这 里 运输 量 以 吨公里 计算 , 即 货物 量 乘 以 所 
通过 的 路 程 . 一 个 可 行 方案 给 定 以 后 ,网 络 上 每 一 个 
圈 上 的 每 一 段 路 , 阁 有 货物 通过 , 则 只 能 有 两 个 方 
向. 而 且 , 若 在 一 段 路 上 ,两 个 方向 都 有 货物 通过 , 称 
为 对 流 , 则 这 个 方案 不 可 能 是 最 优 的 . 经 验 表明 ,一 
个 可 行 方案 是 最 优 的 , 当 且 仅 当 无 对 流 而 且 在 每 个 
圈 上 两 个 方向 货物 所 通过 的 路 程 不 超过 圈 长 之 半 . 
20 世纪 50 年 代 末 ,中 国 数学 工作 者 从 理论 上 证 明 
了 这 条 经 验 的 正确 性 . 

可 行 流 (feasible flow) 图 论 的 一 个 重要 概念 . 
它 是 满足 一 定 条 件 的 网 络 流 . 对 一 个 网 络 的 某 些 点 
指定 为 发 点 ,规定 出 提供 能 力 ; 某 些 点 指定 为 收 点 ， 
规定 出 接收 能 力 . 若 一 个 流 对 每 一 发 点 满足 总 流出 
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量 与 总 流 人 量 之 差 不 大 于 提供 能 力 , 对 每 一 收 点 满 
足 总 流入 量 与 总 流出 量 之 差 不 小 于 接收 能 力 , 则 称 
这 个 流 为 可 行 流 . 可 行 流 存在 的 充分 必要 条 件 是 对 
所 有 顶点 子 集 S 都 满足 :由 SS SHRM RAS, 
不 小 于 S$ 中 的 收 点 总 接收 能 力 与 S$ 中 的 发 点 的 总 
提供 能 力 之 差 . 这 个 定理 在 图 论 中 有 许多 应 用 . 

环流 (circulation) 图 论 中 的 一 个 函数 . 它 是 以 
电网 络 为 背景 产生 的 一 个 有 癌 图 上 的 定义 在 其 弧 集 
E RS SC 4E BS C. 它 需 要 在 每 个 项 点 上 满足 守恒 条 件 ， 
即 流 入 的 和 等 于 流出 的 和 . 这 正 是 电流 的 基 尔 霍 夫 
定理 . 图 (a) 为 一 个 示例 . 一 种 与 有 回 图 上 的 圈 相 对 
应 的 环流 特别 重要 . 这 里 的 圈 是 无 回 意 义 上 的 圈 . 在 
指定 一 个 圈 C 的 同时 规定 出 一 个 方向 作为 圈 的 正 
方向 .定义 对 应 于 这 个 圈 C 的 环流 为 :C 上 与 正 
方向 一 致 的 弧 ,定义 了 了 值 为 1;C 上 与 正方 向 相反 的 
这 样 定义 的 S 满足 守恒 条 件 , 因 此 是 个 环流 . 图 (b) 
为 一 示例 . 粗 弧 表示 一 个 圈 . 盖 上 两 环流 的 线性 组 合 
仍 是 D 上 的 一 个 环流 ,因此 所 有 环流 构成 一 个 线性 
空间 . 


YIN YN ANZ. 
NANA NAN 


(a) (b) 

$*3€ (potential difference) 图 论 中 的 一 
数 . 它 是 以 电网 络 为 主要 背景 产生 的 一 个 有 向 图 上 
的 定义 在 其 弧 集 上 的 一 个 实 值 项 数 . 它 是 由 一 
义 在 顶点 集 上 的 一 个 实 函 数 ( 称 为 势 函 数 ) 产 生 的 ， 
HU my. D 的 顶点 集 了 ke MAK pe pM a 
F5 FE I SA WT 3 89 35 4 Sl p Cn YR p Cy) » Si He 25 pw 
g EWM a 的 定义 为 pb GO — pOD. FE GO 78 — P 8S RK 
数 及 相应 的 势 差 函数 的 示例 . 


ANAN, ANAN 
NANA NLA 


(a) (b) 

一 种 与 有 疝 图 上 的 键 相对 应 的 势 差 特别 重要 . 
设 (X,X) 为 一 个 键 ,定义 相应 的 势 函数 PP 为 :属于 
X 的 节点 已 值 为 1; 属 于 X 的 节点 P 值 为 0. 由 此 
pW P 可 得 势 差 g. 图 (b) 是 一 个 示例 ,其 中 粗 弧 
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为 键 . D 上 两 势 差 的 线性 组 合 仍 是 D 上 的 一 个 势 
差 , 因 此 ,D 上 所 有 势 差 构 成 一 个 线性 空间 . 

键 (bond) 一 种 组 合 构 形 . 图 中 一 种 具有 给 定 
可 分 离 性 的 边 的 子 集 . 对 于 图 CHPATE XA 
由 和 X 和 <X 分别 导出 的 子 图 都 连通 , 则 称 连结 X 与 


X 中 节点 的 所 有 边 组 成 的 集合 为 图 C 的 键 , 记 为 


CX , XO 对 于 有 回 图 , 若 键 中 的 弧 具 有 相同 的 方向 ， 
即 起 点 都 在 X 中 或 都 在 X 中 , 则 称 这 个 键 为 有 回 
m. 

优美 标号 (graceful labeling) 图 的 一 种 标号 . 
E ee ee 

,gq}) 中 不 同 的 整数 标记 一 个 图 的 项 点 (9 为 图 的 边 

"M 并 以 两 端点 标 叶 差 的 绝对 值 标记 相应 的 边 , 所 
得 边 的 标号 集 夺 为 {1,2,…,q), 则 称 这 个 标号 为 图 
的 优美 标号 . 车 存 在 {0,1,2,…,g}) 中 的 一 个 数 zx, 使 
图 的 任 一 条 边 的 两 个 端点 的 标号 一 个 比 x 大 ,一 
^ Eb x 大 , 则 称 这 个 优美 标号 为 交错 标号 . 右 用 {0， 
1,…,g 十 1 一 &} 中 的 不 同 的 整数 标记 图 的 顶点 且 所 
得 边 的 标号 集 为 {8&,k 十 1,… ,gq 十 k 一 1), 则 称 这 个 标 
号 为 上 优美 标号 ., 1 优美 标号 就 是 如 上 定义 的 优美 
标号 .存在 优美 标号 的 图 称 为 优美 图 .存在 & 优 美 标 
号 的 图 称 为 & 优 美 图 . 边 - 优 美 标号 是 用 正 整 数 标记 
图 的 边 的 一 种 方法 . 用 {1,2,…,g) 中 不 同 的 整数 标 
记 图 的 边 ,并 以 所 有 关联 边 的 标号 的 和 模 p(p 为 图 
的 节点 数 ) 标 记 相 应 的 顶点 ,在 所 得 顶点 标号 集 为 
{10,1,… ,pp 一 1}, 则 称 这 个 标号 为 边 -优美 标号 .存在 
边 - 优 美 标号 的 图 称 为 边 -优美 图 . 集 -优美 标号 是 用 
集合 标记 图 的 节点 的 一 种 方法 . 2^ Xm B IRAE X 的 
所 有 子 集 组 成 的 集合 .用 27 中 的 不 同 元 标记 图 的 项 
点 ,并 以 两 端点 标号 的 对 称 差 标记 相应 的 边 ,在 所 得 
边 的 标号 互 不 相同 且 边 号 集 为 2 \{ 名 }, 则 称 这 个 
标号 为 集 - 优 美 标号 . 存在 集 - 优 美 标 号 的 图 称 为 集 - 
优美 图 . 优美 标号 的 研究 始 于 20 世纪 60 ER. 研究 
的 中 心 问 题 是 哪些 图 是 优美 图 . ido 般 方 法 
来 判断 一 个 图 是 否 是 优美 图 , 仅 知道 很 少 一 部 分 图 
是 优美 图 . 

优美 图 (graceful graph) 见 “ 优 美 标 号 ”. 

调和 标号 (harmonious labeling) 图 的 一 种 标 
号 . 指 用 有 限 加 群 中 的 元 素 标记 图 的 节点 的 一 种 方 
法 . 用 模 g(g 为 图 的 边 数 ) 整 数 加 群 中 的 不 同 元 来 标 
记 图 的 节点 ,并 用 端点 标号 的 和 来 标记 相应 的 边 ,大 
所 得 边 的 标号 都 是 模 g 互 不 相同 的 , 则 称 这 种 标号 
为 图 的 调和 标号 . 存在 调和 标号 的 图 称 为 调和 图 . 

调和 图 (harmonious graph) 见 “ 调 和 标号 ”. 

优雅 标号 (elegant labeling) 图 的 一 种 标号 . 
指标 记 图 的 节点 的 一 种 方法 . 用 模 g 十 1(g 为 图 的 边 
数 ) 整 数 加 群 Z,+ 中 不 同 元 来 标记 图 的 节点 ,并 用 两 
端点 标号 的 和 标记 相应 的 边 , 硅 所 得 边 的 标号 集 为 


Z,41— (0) BU ER x TP rm D HE m. 存在 优雅 标 
号 的 图 称 为 优雅 图 . 

优雅 图 (elegant graph) ” 见 “ 优 雅 标号 ”. 

幻 标 号 (magic labeling) 图 的 一 种 标号 . 指标 
记 图 的 边 的 一 种 方法 . 用 1,2,…,g(g 为 图 的 边 数 ) 
标记 图 的 边 ,使 得 不 同 的 边 具 有 不 同 的 标号 ,并 且 ， 
各 用 与 节点 邻接 的 所 有 边 的 标号 的 和 标记 节点 ,所 
有 的 市 点 具有 相同 的 标号 , 则 称 这 种 标号 为 幻 标 号 . 
存在 幻 标号 的 图 称 为 幻 图 . 

幻 图 (magic graph)” 见 “ 幻 标号 ”. 

最 优 线性 排列 (optimal linear arrangment ) 
图 的 一 种 标号 . 指标 记 图 的 节点 的 一 种 方法 . 图 的 一 
个 线性 排列 是 指 用 不 同 的 正 整 数 标记 图 的 节点 的 
一 种 方法 . 用 两 端点 标号 差 的 绝对 值 来 标记 相应 的 
边 . 用 f.(G) 表 示 图 的 所 有 边 标 号 的 和 ,用 SCG) 
示 图 的 所 有 线性 排列 x 中 f.(G) 的 最 小 值 . 满足 
FAG) = F (G) WY TE FE oe 称 为 最 优 线性 排列 . 
f(G) 称 为 图 的 价格 . 求 图 的 最 优 线性 排列 是 一 个 
NP 完全 问题 . 

图 的 价格 (price of graph) 
列 ” 

带宽 标号 (bandwidth labeling) 图 的 一 种 标 
号 . 指 决定 图 的 带宽 的 一 种 标号 方法 .图 G 的 一 个 
标号 是 指 用 不 同 的 正 整数 标记 图 的 顶点 的 一 种 方 
法 .用 两 端点 标号 差 的 绝对 值 来 标记 相应 的 边 , 用 
LORNA C 的 边 标号 的 最 大 值 . 对 图 G 的 所 有 
标号 +, 用 5b5(G) 表 示 6b:(G) 的 最 小 值 . 满足 b (G) = 
b(G) 的 标号 n 称 为 图 G 的 带宽 标号 .5(G) 称 为 图 G 
的 带宽 . 确定 图 的 带宽 是 一 个 NP 完全 问题 . 

thee (bandwidth) ” 见 “ 带 宽 标 号 ”. 

$f HRS (folding labeling)” 亦 称 最 小 割 线 性 
排列 .图 的 一 种 标号 . 指 决定 图 的 折合 数 的 一 种 标号 
方法 .图 G= 二 (V ,EE) 的 一 个 标号 x 是 指 用 不 同 的 正 
整数 标记 图 的 节点 的 一 种 方法 .用 x(v) 表 示 节 点 vw 
Hains. id V)= {rol VEV). EM 

t, (6) = Max l{(u,wECEl|zCu)Sixxrtv)} |. 


用 i(G) 表 示 对 于 所 有 标号 r,tCC) 的 最 小 值 . 满足 
tr(G) 二 t(G) 的 标号 称 为 图 G 的 折合 标号 .1(G) 称 为 
图 G B9 3T 4S XC. 

tf BRR (folding number) WM“ Ss”. 

模糊 图 (fuzzy graph) 一 种 赋 权 图 . 对 于 任意 
一 条 边 e, 其 w 满足 Oxcw Ce) x1. PX w COO YR Jg 3l e 
的 隶属 度 . 

随机 图 (random graph) 一 类 重要 的 图 . 它 是 
伴随 有 不 确定 性 的 图 . 按 某 种 随机 方式 删 去 一 个 图 
G 的 某 些 节点 或 边 而 保留 下 来 的 图 称 为 随机 子 图 ， 
又 称 随机 图 .G 称 为 随机 图 的 原始 图 . 随机 图 的 性 质 


见 “ 最 优 线 性 排 


图 与 超 图 


与 原始 图 及 随机 删除 部 分 节点 或 边 的 方式 有 关 . 随 
机 删除 方式 包括 只 删 点 .只 删 边 和 既 删 点 又 删 边 三 
种 . 研究 较 多 的 原始 图 有 完全 图 和 品 形 图 . Pee 
删除 方式 得 到 的 一 类 随机 图 看 成 是 概率 空间 , 则 有 
关 的 图 的 不 变量 或 参数 就 是 该 空间 的 随机 变量 . 从 
任 一 节点 出 发 , 按 不 过 重复 节点 的 原则 ,可 随机 走 遍 
所 有 节点 的 图 称 为 随机 哈密 顿 图 . 从 任 一 节点 出 发 ， 
按 不 过 重复 边 的 原则 ,可 随机 走 遍 所 有 边 而 回 到 出 
发 点 的 图 称 为 随机 可 迹 图 . 若 原 始 图 为 完全 图 ,有 目 按 
随机 删 边 方式 得 到 的 任 一 随机 图 边 数 固定 , 则 称 这 
样 的 随机 图 为 定 边 数 随机 图 . SR A AES A. H 
条 边 删 除 的 概率 相同 且 各 边 的 删除 相互 独立 , 则 这 
种 随机 图 称 为 定 边 密 度 随机 图 . 

原始 图 (initial graph) ” 见 “ 随 机 图 ”. 

随机 可 人 迹 图 (randomly traceable graph) W 
“随机 图 ” 

随机 哈密 顿 图 (randomly Hamiltonian graph) 
见 “ 随 机 图 ”. 

增 性 质 (increasing property) 的 一 类 性 质 . 
它 是 关于 一 类 局 部 决定 全 局 的 性 质 . 即 图 的 这 样 的 
EE x: 从 该 图 的 任 一 生成 子 图 具有 性 质 x 即 可 推 
知 该 图 本 身 具 有 性 质 m. 

— AA (convex property) 图 的 一 类 性 质 . 指 
图 的 这 样 的 性 质 :在 下 为 G 的 子 图 ,G 为 五 的 子 
图 , 则 由 和 五 都 具有 性 质 x, 可 推断 G 也 具有 性 
质 x. 

A eg (threshold function) 图 论 中 的 一 种 特 
FK PRI. 它 是 对 应 于 一 定 的 概率 度量 和 图 的 增 性 质 
HJ a. E RB SEE A E PR M — M Grid 
多 ,yu 为 所 有 具有 M — M nR n 阶 随机 图 Grm 
构成 的 集合 . 对 于 图 C 的 一 个 增 性 质 m.p MC (n) 
是 满足 如 下 条 件 的 消 数 
PG, u 有 性 质 0) L^ 


{0 (M(n)/M*(n) 一 0)， 
1 OMOD0/M" (n) >), 
则 称 M (x) 为 对 于 增 性 质 rc 85 I PRG. 
B] ^y Tp ER W (threshold distribution function) 
一 类 依赖 增 性 质 的 函数 .满足 如 下 条 件 的 函数 下; 


P, 有 性 质 7) ——— Fa), 
当 M(n)/A(n) X. 


其 中 ,A(n) 为 对 于 增 性 质 cS HL PA M GO BI 
SR SE | AY Pw BM. AN SE MT oo BY FE AAT R R RS FE R 
4} Afi PRK. 
fe BX (threshold pair) 一 类 依赖 增 性 质 的 
PR XT. PRIA XT CA 00 A; 000 TUE 
PG, B TEE 0) 


noo 
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0 COMOD — A,(n))/A,(n) 一 一 co)， 
| COMO) 一 A,(n))/A,(n) > eo). 
HE TA uUi. CA, G0. A; 600 ASS HE RC c AY) ET EROS. 
RJ 3 A 4y 3p 58 BW Csharp-threshold distribution 
function) 图 论 中 的 一 种 特殊 函数 . TE ORE S] PROC 
对 FA) e BL. d Oh Cla), A: 0 TÉ Tk Js T H3 P PR 2 
对 , 且 存 在 满足 如 下 条 件 的 函数 下 : 
P (Gnu 有 性 质 m) "es 


MOM Q1) — A100) /A; (n) > x, 
FR FOGO EI x B3 n] A 4D TB ERR. 

BE xu SE HE (convergence in probability) pë 
机 图 的 性 质 . 指 一 种 在 概率 意义 下 的 收敛 性 . 随机 图 
的 一 些 性 质 可 以 看 做 随机 变量 . 对 于 随机 变量 X., 
车 对 任意 s 盖 0 ,满足 

POX — 1| MES 


则 称 X, 依 概率 收敛 于 7. 这 种 收敛 性 称 为 随机 变量 
X, 的 概率 收敛 性 . 

超 图 (hypergraph) BIAS HES”. we X—{2,.2, 
…，,z} 是 一 个 有 限 集 , 超 图 是 X 上 的 一 个 子 集 族 H 
— (E; Ez En) tbid H —(X,6),4— (E;|1xj 
Sm), EMERI: 

LE, AD G=] 2m): 

2. ÜE,- X, 

其 中 (X 中 的 元 素 Lis Tzs”? Tn BRA H 的 节点 ,其 
TB n FR AEX KA OH BUS E.A E, 
Ents Es 称 为 H 的 边 , 其 个 数 nm ER H 的 度 ,@ 
= {E Ers En RRA H 的 边 集 . 若 一 个 超 图 还 满 
足 条 件 : | 

3. E, C E;1—j, 

WU ER 3 TS E Ee] E f ELE P] BC te Da NE. 可 以 用 一 个 
X HX Ap EE A= Ca ux s te AN — 7 X8 A. 其 中 ,4 的 列 


FO), 


相应 于 边 1, ,… ,Ew, 行 相应 于 市 点 Tis T29???» 
T, A 的 元 素 

= f0 (z; & E,), 

^ d1 (a; € Ej. 


超 图 H-—(CGE E, ,EE,) 的 秩 定 义 为 

r GT) — max [Ej], 
反 秩 定义 为 

sCH) — min FOR 
APrOH ) — s GHD WR 五 是 一 个 均匀 超 图 .对 于 五 
的 任何 一 个 节点 子 集 SSX, 称 

r(S)= max |E,NS| 
ALA RR PR. 当 S= 二 =X 时, 秩 孔 数 的 值 就 是 瑟 的 
秩 . 设 集合 /CC{1,2,…,m), 子 集 族 H =E; |jEJ) 
称 为 由 集合 生成 的 部 分 超 图 ,其 中 , 态 ' 中 节点 的 
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集合 是 X 的 一 个 非 空子 集 . REG ACX, TÆR 
H4-—(Ej;f1 A| Ej AE C lj m RR BIER A 
导出 的 子 超 图 .和 X = {ratt d) E RHR H= 
(E Ezt En) ISO S AE BA 巨 一 (elyez，…， em} 上 
的 超 图 * = (X1, X200 Xn) Rm ,E 中 的 节点 €1» 
€25 °°? 9€m 分 别 对 应 H 中 的 边 Ers Ez s Ens H” 中 
的 边 X Xote’ X, 分 别 对 应 X 中 的 节点 Tis T29 
… ,Xs， 且 满足 条 件 : X= {elr EE; 1SjSm} (i= 
1,2,*,). H =H. —/ HA H EIER LS 
的 交 邻 图 是 连通 的 , 则 称 A 是 一 个 连通 超 图 . 
简单 超 图 (simple hypergraph) 见 “ 超 图 ”. 

施 佩 纳 族 (Sperner family) W“ R”. 

均匀 超 图 (uniform hypergraph) W“ K”. 

部 分 超 图 (partial hypergraph) 见 “ 超 图 ”. 

子 超 图 (Csub-hypergraph) JW“ A”. 

连通 超 图 (connected hypergraph) M“ R”. 

AX (degree) 图 上 节点 次 的 概念 在 超 图 上 的 推 
OFX EBA H=, En En) EX, H 
的 以 为 中 心 的 星 为 一 个 由 所 有 包含 x 的 边 所 生 
成 的 部 分 超 图 , 记 为 五 (Cz). 互 (Cz) 中 边 的 个 数 称 为 
节点 并 的 次 . 知 一 个 超 图 本 身 就 是 它 的 一 个 星 , 则 
称 它 为 星 超 图 ,也 常 简称 星 . — 1 ER ES] AMAT A 
的 次 都 等 于 &, 则 称 它 是 & 正 则 的 .这 是 & 正 则 图 的 
推广 . 设 和 X 一 (zyzyz)z 委 rr 委 70) 为 一 个 整 
数 , 由 X 的 所 有 含 r 个 元 素 的 子 集 为 边 构 成 的 超 
图 , 称 为 ”完全 超 图 . 由 于 它 还 是 均匀 的 ,所 以 也 称 
为 r 均匀 完全 超 图 , 记 为 K;.r 完全 超 图 是 完全 图 的 
一 个 推广 . 还 可 以 把 完全 二 部 图 推广 到 超 图 上 . 设 
XXX 是 两 两 无 公共 元 的 集合 , |X SA 
Si<r) X-XUX'U:--Ux' ,构造 和 上 的 一 个 简 
单 超 图 H= (Ei,E,,… ,bE,), 其 中 rE (Lt ps 
LY EX ce CX EX, A LS jam 
遍 所 有 具有 上 述 形 式 的 集合 ， 印 m —ning**n,, PRIX 
样 的 超 图 H 为 一 个 + 部 完全 超 图 , 记 为 K’ MM 
设 超 图 H =E, EE. En) BMW i, j,i 关 j, 有 
IEfEj;| 三 1, 则 称 五 为 线性 超 图 .一 个 超 图 称 为 可 
分 离 的 , 若 对 于 每 个 节点 x, 包 含 zx 的 所 有 边 的 交 都 
是 单个 元 素 集 {z}, 即 N E= tr}. 

Estar) WMR”. 

完全 超 图 (complete hypergraph) WR”. 

线性 超 图 (linear hypergraph) WX”. 

交 族 (intersecting family) 边 的 集合 .给 定 一 
HA 五 , 称 它 的 边 的 一 个 集合 为 交 族 ,其 中 任意 
两 条 边 的 交 均 非 空 . 若 OH 本 身 就 是 一 个 交 族 , 则 超 
图 H 称 为 交 超 图 . RREK -H-E EH E 
DRNA n APER, H 的 秩 nOD —rzEn/2.H 
的 度 记 为 mH), Ml) 


n—1)|' 
ECH |E | EX i B " 

2. mCGH) xz 2>] ; 

3H dE —25,24 H Æ KL —n/2)» f — BHO 
i& 2 中 的 等 式 成 立 . 这 一 定理 首次 出 现在 爱 尔 特 希 
(Erd6s,P. )、 柯 召 和 拉 多 (Rad6,R. ) 于 1961 年 联名 
RY — m CEP. 

3E #8 E (intersecting hypergraph) 见 “ 交 族 ” 

爱 尔 特 希 - 柯 - 拉 多 定理 (Erd6s-Ko-Rad6 theo- 
rem) ll". 

边 色 数 (chromatic index) Él Es 6 fr HE 
上 的 推广 . RER H=CE,, Es En). H H PH 
边 染色 ,使 得 任意 两 条 交 非 空 的 边 的 颜色 不 同 , 满 足 
这 一 条 件 所 需要 的 最 少 的 颜色 数目 称 为 边 色 数 , 常 
iG Ag). V A( 于 ) 表 示 超 图 上 节点 的 最 大 次 . 对 
于 一 个 超 图 来 说 ,总 有 gq( 吾 ) 宇 A( 恕 ). 超 图 五 满足 
边 色 性 是 指 :g(H)=ACH). 

遗传 闭 包 (hereditary closure) ”由 一 个 超 图 派 
生出 的 男 一 个 超 图 . 设 H — CE, ,五 五) 是 集合 
X 上 一 个 简单 超 图 ,五 的 遗传 闭 包 就 是 指 X 上 的 
一 个 这 样 的 超 图 ; 石 的 任何 一 条 边 的 任何 一 个 子 集 
均 是 它 的 边 . H 的 遗传 闭 包 常 记 为 五 . 若 一 个 超 图 
的 遗传 闭 包 就 是 它 本 喘 , 则 称 该 超 图 是 遗传 超 图 . 施 
瓦 他 猜想 :每 一 个 遗传 超 图 且 均 有 A,(D)=A(H)， 
FH, A, CH) Al AC 五) 分别 表 示 恕 中 所 有 交 族 的 基 
数 的 最 大 值 和 节点 的 最 大 次 .一 个 超 图 ,者 它 具 有 边 
色 性 , 则 这 个 猜想 自然 成 立 . 到底 什么 样 的 超 图 具有 
边 色 性 ,目前 人 们 还 不 完全 知道 

遗传 超 图 (hereditary hypergraph) 
闭 包 ”. 

We Ev Ht 34 #8 CChvatal’s conjecture) 
pj f". 

色 数 (chromatic number) 超 图 的 一 种 不 变 
量 . 超 图 H 的 色 数 XCI7) 是 指 符合 下 列 条 件 的 H E 
节点 着 色 所 用 颜色 数 的 最 小 值 : 对 右上 每 一 节点 着 
色 , 使 得 对 于 五 的 任 一 边 Ei, | E, |I E; 所 含 的 全 
部 节点 不 着 同一 颜色 . BA H 的 强 色 数 ,和 常 记 为 
YH) ERA POA AbD A ae Hg 
色 数 的 最 小 值 ; 对 如 上 每 一 节点 着 色 , 使 得 每 两 个 
含 在 同一 条 边 中 的 节点 着 不 同 颜色 . -SER H 的 
强 色 数 不 可 能 小 于 它 的 色 数 , 即 Y CHO XC). 一 
个 超 图 H £k de Y SEMA YA) =r (AF 
节点 集 X 的 任 一 子 集 4 都 成 立 , 其 中 ,Ha 表示 由 4 
FEKTER, (A) A H WAX. 

28 & 4% (strong chromatic number) 
数 ”. 

完美 超 图 (perfect hypergraph) 


l. 


见 “遗传 


见 “ 遗 传 


见 “ 色 


WI“ FRU”. 


图 与 超 图 


团 (clique) 一 类 组 合 构 形 . 指 超 图 的 一 种 特殊 
PATER. RBA H WIR h.rsIh. HOBUOG EX 
的 子 集 4 RAR 团 , 吞 14|<=r; 或 者 |4| 宇 r 并 且 
A 的 每 一 个 基数 为 7 的 子 集 都 含 在 石 的 至 少 一 条 
WH. AAR, 团 , 则 它 的 任何 子 集 也 是 秩 x HB. 
E H AÉ— E h WHER. M E KEk h AK 
RAM. AX 本身 就 是 一 个 秩 ”~ 团 , 则 称 妃 是 > 完 
4m. 

Ek EE (section) 一 种 特殊 的 超 图 . 指 由 一 个 超 
图 所 派生 出 的 另 一 个 超 图 . 对 于 给 定 的 正 整 数 &, 超 
图 H —OX ,6) 的 k MEE MA Ha OX, fw), H 
oS w={F|FCX,1<|F|<k&s;F BET ECE 的 
TR) H WAAR 截 段 统称 为 截 段 . HW 2 XE 
五 ;相应 一 个 图 ,在 这 个 图 上 每 个 节点 都 有 一 个 环 . 
FH CH»; 表示 Ho; EARMA M Pr B9 El. e= 
UE, LES VEI. H REOS POE B ES GACH), 的 每 
一 个 团 都 是 H 的 边 . 设 石 是 一 个 7 均匀 超 图 ,并 且 
它 的 边 数 

ml) = m = i + font Le lui 
(d, una we equ cvy TX 
则 它 的 (> 一 1) 截 段 的 边 数 
a,— a, 


| + jen 
1 dam" s=] 


XE vu E ECRIRE BAB EH. CRA al h E 
卡尔 (Kruskal,J. B. ) 于 1963 MF BHP (Katona ,G. 
O. H. )-F 1964 年 发 现 的 . 

保 形 超 图 (conformal hypergraph) — A," Ex Ez ". 

克 鲁 斯 卡尔 - 卡 妥 那 定 理 (Kruskal-Katona the- 
orem) Jl “RE”. 

A tii (Helly property) 简单 超 图 的 一 种 
特殊 性 质 . 设 H — (E51,Ei,…,E) 是 一 个 简单 超 图 . 
若 对 于 任何 JC 11523 Um) ,从 条 件 对 任何 E 
J ENE AS n] AF h AE 

Q2. 

We H 满足 黑 利 性 质 . 若 H 的 节点 集 由 一 条 直线 
上 所 有 点 组 成 , 它 的 边 集 为 这 条 直线 中 的 一 些 区 间 ， 
则 称 H 为 一 个 区 间 超 图 . AUR Helly, E. ) 的 一 个 定 
理 指出 这 种 超 图 具有 上 述 性 质 , 这 也 就 是 称 之 为 黑 
利 性 质 的 缘由 .大 取石 的 节点 集 X 为 自然 数 的 集 
合 , 边 为 X 上 的 算数 级 数 , 则 如 上 的 黑 利 性 质 就 是 
著名 的 中 国 剩余 定理 ,或 称 孙 子 定理 . 一 个 简单 超 图 
H —GE, E? En) AX FET JC O2; 7m) 
满足 性 质 : 

1. 对 任何 ICJ MU | RES LEE. 

2. EAS, f 
KE A k 黑 利 性 质 . AE ae 2 黑 利 性 质 . 
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a, 
nri 
r— 


[X fe) £8 B] (interval hypergraph) J“ A H 
质 ”. 
孙子 性 质 (Sun Wu property) JL“ FAA PE s". 
k 黑 利 性 质 (&-Helly property) “BA fk 
Ei (transversal set) 一 种 组 合 构 形 . HH 
图 的 一 种 特殊 节点 子 集 . 超 图 H = (E; , E25, En) 
的 节点 子 集 TCX RA—-TRRE Jg TOE AD 
对 任 一 i(1 志 i 全 m) 都 成 立 . H 的 横 截 数 , 是 指 在 H 
的 所 有 横 截 集中 ,节点 数目 最 少 的 横 截 集 的 节点 数 . 
H ARAM HATH). H 称 为 横 截 临界 超 图 A 
LH — EO) «(HD XE— Yi <i<m) Rie. HAH 
的 横 截 超 图 是 指 与 H 有 相同 节点 集 的 由 二 的 所 有 
极 小 横 截 集 作 为 边 的 超 图 . 

横 截 数 (transversal number) ” 见 “ 横 截 集 ”. 

横 截 超 图 (transversal hypergraph) JA “fe aK 
f. 

横 截 临界 超 图 (transversal-critical hypergra- 
ph) WRAK”. 

链 (chain) 一 种 组 合 构 形 . 指 超 图 上 的 一 种 特 
殊 的 节点 和 边 的 序列 . BA H — OX ,到 ) 的 一 个 节点 
和 边 的 序列 Cri Eis 22s E250 ox Ecsta KRAFT 
链 , 知 满足 下 列 三 个 条 件 : 

Letter, dé HAWAII. 

2. E, ,Es,* ,上 ,是 五 的 互 不 相同 的 边 . 

3. 对 于 任意 RISE 包含 节点 Xs 和 
rua 其 中 ,g 称 为 链 的 长 度 . 

厂 9 之 1 B z+ 二 xi, 则 称 这 个 链 为 一 个 圈 . 一 
TER H 称 为 是 平衡 的 ,如 果 其 上 每 一 个 奇 圈 (ai， 
E, sas E230 2p 十 1 ,也 2p+1 ,41) 都 有 一 个 边 EAI 
2p--1 BE X EL LED 3 NEA. H 称 为 是 全 平 
衡 的 ,行囊 的 每 一 个 长 度 不 小 于 3 的 圈 上 都 有 一 个 
包含 这 个 圈 上 3 个 节点 的 边 . 

平衡 超 图 (balanced hypergraph) — A," g&". 

全 平衡 超 图 (totally balanced hypergraph) T 
Oe 

均等 g # (equitable g-colouring) 一 种 组 合 
构 形 . 指 超 图 的 节点 集 的 一 种 特殊 划分 . 超 图 = 
UE, € IT gu X 的 一 个 g RAP CS91,55, S 
称 为 H BIF q ELAM TIER ICIGIIXJ. 
<q MA 

= TE eH = Be Sy: 
ER H 称 为 单 模 超 图 , 若 对 于 X 的 任 一 子 集 9 , 子 
HA As 有 一 个 均等 2 染色 . 

单 模 超 图 (unimodular hypergraph) 
0 染色” 

Pl Bd (matching) 
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一 种 组 合 构 形 . 指 超 图 的 一 


种 特殊 边 子 集 . 超 图 H=, AOUTRE ICE 称 
ALA 的 一 个 匹配 , 邦 4 中 的 所 有 边 两 两 互 不 相交 . 
ER H 的 最 大 匹配 ,是 指 在 H 的 所 有 匹配 中 , 含 边 
数 最 多 的 匹配 . 最 大 匹配 中 边 的 数目 称 为 匹配 数 . 设 
Eu 是 超 图 H —OX.60Rg — ^ UG Bod M —6—6,. 
序列 o= (Fi, E 天 五) 称 为 关于 Eo 的 交错 序 
J| , 若 它 具有 如 下 三 条 性 质 : 

LF, 是 .多 PR. 

2. Ei,i 二 1,2,… ,是 Oo (En ,EE;_1) 中 元 素 ， 
且 ENMCUF)AYG. | 

3. Fig, G=1,25°) dé IM — {Fi Fy Fi} P 
的 元 素 ,日 Fin MUP = © Fin UE)AY. 

HA H—OX,60B]—^ 31 T S& és RAH W 
-MAn A H HURAE ub OS 的 某 一 边 中 
(或 者 说 ,2 的 边 覆 盖 了 H 的 所 有 节点 ). H 的 最 小 
覆盖 是 指 在 H 的 所 有 和 覆盖 中 , 含 边 最 少 的 覆盖 .五 
HATO EH H 的 最 小 履 盖 中 的 边 数 ,和 常 记 为 
OCA). We DRA HA H 上 包含 节点 z 的 边 的 
数目 ， 

OCH) = maxd, (H). 

HA H 称 为 正规 超 图 AMF HORSE DI EB 
图 H' ,都 有 gq(H')= 二 6(H'), 其 中 ,g(H') 表 示 H' H 
边 色 数 . 

匹配 数 (matching number) 

窗 瘟 (covering)” 见 “匹配 ”. 

正规 超 图 (Cnormal hypergraph) — M," pu ge". 

4 3x FA (representative graph) JRA. 一 
类 特殊 的 超 图 . 指 由 一 个 超 图 派生 出 的 一 个 图 . 设 
H —QESE EA X El —4T 8E. H 的 代表 
图 记 为 LOHO ,定义 为 如 下 的 简单 图 :节点 集 为 {ei， 
6211164) eG =1, 2,0 mm) ARR AW E, AA 
节点 e Me FAS. SARS EMA iW H 的 边 
超 图 的 代表 图 就 是 它 的 对 偶 的 2 XE. 

树 形 超 图 (arboreal hypergraph) 一 种 特殊 超 
E]. ER H 称 为 是 树 形 超 图 , 知 满足 下 列 两 个 条 件 : 

1. H AA RAEI. 

2. H 的 每 一 个 长 度 不 小 于 3 的 圈 上 都 存在 3 
条 边 ,使 得 它们 的 交 非 空 . 

上 和 树 形 超 图 是 指 树 形 超 图 的 对 偶 超 图 . 或 者 说 ， 
妃 是 上 树 形 超 图 , 若 恕 满足 下 列 两 个 条 件 : 

1. H fé JE HA. 

2HAR-TREADF 3 的 圈 上 都 有 3 个 
节点 含 于 同一 边 中 . 

上 树 形 超 图 (co-arboreal hypergraph) 
JE x8 RI". 

s UG id (s- matching) 


“pE pid i^ 


见 “ 树 


Ers End H XS (titter EWARC 
的 关联 和 矩阵 为 AS Cai nxmsn 和 m TAA H BY fr 
AE. 给 定 一 个 向 量 s (5, 5505788 5, EN", BY s Ox 
i 二 nn) 均 为 非 负 整数 .五 的 一 个 s 匹配 就 是 指 多 面体 
Q(s) 上 的 一 个 所 有 分 量 均 为 整数 的 向 量 y= (yi， 
Yoo Ym), 其 中 ,QCs)= 二 {y|yER”,y 宇 0, Ay « 
Siy 表示 向 量 y 的 转 置 . 4 s=—1, WH. BP s;—1 
(1Euxn).y 的 分 量 只 能 取 0 或 1. 也 就 是 说 ,任何 
一 个 节点 至 多 包含 在 一 条 相应 y 的 分 量 为 1 的 边 
中 .所 有 相应 1, 匹配 y 的 分 量 为 1 的 边 的 集合 就 是 
H 的 一 个 匹配 . 对 应 超 图 的 每 一 条 边 E; 给 定 一 个 
整数 4,0 , 称 4j 为 边 E; WM. W d (dodi, 
dn). H Es VERO SA BUE MA 


maxw (d , y) 
y€QG) 


= max] (d,y) = Daly € As) f) N") . 


X FE d= ldd sdn) EN”, H 的 一 个 d BR 
是 指 多 面体 P(4) 上 的 一 个 分 量 为 整数 的 向 量 := 
(tista stn» AP, Pd) =(t|tER’t20,A*’S 
d) mi A° Æ H ABBA WKS. TE H He 
一 个 节点 r 处 给 定 一 个 整数 c 之 0, 称 AD mi 
的 费用 . 设 c= (0060). HW d 横 截 的 最 小 费 
用 定义 为 


miny Ce re 
t€ P(d) 


n 


=min{(c,t) NN 
特别 地 ， 


maxn (1,9? 
y€QO,) 


Æ H 的 匹配 数 ， 


Miny ( Ts d 
te PO.) 


是 H BUB. 一 个 超 图 He RE] CON 均 有 


maxy(1l,, y) = min (ct), 
YERE) tE PO 


则 称 五 为 门 杰 超 图 . 任何 一 个 平衡 超 图 都 是 门 杰 超 
图 ;但 反之 不 然 .一 个 超 图 H 称 为 整 极 超 图 , 知 满 足 
1. 多 面体 P(1,) 上 的 所 有 极点 都 是 整 向 量 , 即 
FUB oY CENE. 
2. 对 任何 c€N', min (c, EAER. 


3. 对 任何 cEN", 均 有 


miny (Ct) = min (c,t). 
1€ PO rE POL) 


由 于 门 杰 超 图 总 满足 条 件 3, 所 以 它 是 整 极 的 ; 
但 是 ,反之 不 然 . 

门 杰 超 图 (Mengerian hypergraph ) 
Ac”. 

$F 4h #8 BA (paranormal hypergraph) 


见 “s pu 


见 匹 


图 与 E 图 


Ac”. 

5B 4h 5) ft (simplicial decomposition) 图 的 一 
种 分 解 . G—(O.E)E— E. 070 为 一 个 序数 ， 
对 于 任何 4 二 o, 记 Bi 为 G 的 导出 子 图 .一 个 图 族 
二 (B;);-, 若 满足 下 列 三 个 条 件 , 则 称 为 G 的 一 个 
单纯 分 解 : 

1. G= U Ba. 

2. 对 任何 n Co uo). $,— CU BO 1B, 是 一 


个 完全 图 ,其 中 ,两 个 图 G; —CV,, Efl G; —(V,, 
Ey ) BY 26 Gif1G; — V NV ENED G=(O, 
ON ILA 9. 

3. 对 任何 pj COSA ue 0 S, 既 不 包含 B, 又 不 
包含 B. 

G 的 一 个 由 它 的 导出 子 图 组 成 的 图 族 多 = 
GB cu AE Rif E JU Us . 是 G 的 一 个 
树 -分 解 . 

4. 对 任何 n Ga, 包含 在 某 BA), 
和 上 面 的 条 件 1( 注 意 ,不 一 定 满足 条 件 2 或 3). 

Xr =(B,), ER G 的 一 个 单纯 分 解 并 且 它 
还 满足 条 件 4, 则 称 之 为 G 的 单纯 树 分 解 . 或 者 说 ,G 
的 一 个 单纯 树 分 解 就 是 满足 条 件 2 和 3 的 树 - 分 解 . 
一 个 树 分 解 (Bi)i<: 的 宽度 就 是 sup{1B;| 一 114<o})， 
HHE, |B| A Bi 的 阶 .所谓 G 的 树 宽 就 是 G 的 所 有 
可 能 树 分 解 的 宽度 的 最 小 值 ; 或 者 说 ,这 样 的 最 小 整 
数 & 使 得 C 有 一 个 树 分 解 ,其 中 的 每 个 导出 子 图 至 
多 是 十 1 阶 .G 的 分 解 中 的 导出 子 图 称 为 因子 . 

树 - 分 解 (tree-decomposition)” 见 “单纯 分 解 ”. 

树 宽 (tree-width) 见 “ 单 纯 分 解 ”. 

图 的 素 分 解 (prime decomposition of a graph) 

图 的 一 种 分 解 . 一 个 图 称 为 对 于 一 类 分 解 的 素 图 ， 
各 它 没有 包含 至 少 两 个 子 图 的 这 样 的 分 解 .图 CG 的 
一 个 素 子 图 XE MEG 的 任何 其 他 素 子 图 的 真子 
图 , 则 称 为 极 大 素 的 ,这 里 所 说 的 子 图 全 指导 出 子 
图 . 寿 一 个 分 解 中 所 有 的 子 图 全 是 素 的 , 则 称 它 为 素 
分 解 . 在 一 个 分 解 中 的 素 子 图 称 为 素 因 子 .在 多 数 情 
JE ,所 说 素 因 子 均 指 素 分 解 中 的 因子 . 

素 图 Cprime) 见 “ 图 的 素 分 解 ” 

th 大 素 子 图 (maximally prime subgraph) J 
“图 的 素 分 解 ” 

图 的 素 因 子 (prime factor of a graph) 
的 素 分 解 ” 

单 形 (simplex) ” 亦 称 完全 图 . 它 是 从 拓扑 学 中 
背 用 的 词 . 图 的 一 种 分 解 .在 图 G 的 一 个 分 解 o = 
(Barcelo 是 一 个 序数 ?中 A THEA y, 

0-C uo, CU Bo NB, 
均 为 单 形 , 则 称 之 为 触 单 形 . TN Z, T E 
如 下 的 递 推 方式 定义 复 形 ; 每 个 BE 6 EB Ent 
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见 “ 图 


AE H, 和 H: Æ 上 的 复 形 并 且 H Q) H: 是 
单 形 , 则 AUH: 是 多 上 的 复 形 . 单纯 分 解 就 是 一 
种 特殊 的 复 形 . 它 也 是 从 拓扑 学 中 借用 的 . 

门 杰 数 (Mengerian number) ”图 的 一 个 不 变 
量 . 设 x,y 为 图 G 的 两 个 节点 , 春 G 的 一 个 节点 子 
集 S,zx,yE€5S, 使 得 在 图 G-S 中 不 再 有 连 工 与 y 的 
路 , 则 称 S 为 G 的 二 个 (257) 休 离子; 若 S 是 G 上 的 
一 个 (zx,y) 分 离子 ,但 它 的 任何 一 个 真子 集 均 不 是 
G 上 的 (x,y) 分 离子 , 则 称 S 为 极 小 (x,y) 分 离子 . 
含 节点 最 少 的 (z,y) 分 离子 称 为 最 小 (z,y) 分 离子 . 
最 小 (z,y) 分 离子 中 的 市 点 数 称 为 (z,y) 分 离 数 . 两 
AR VA x» y 为 端点 的 路 oR ry 以 外 不 再 有 公共 市 
A WAS ATA. ee 与 y 的 两 两 独立 的 路 的 
最 大 数 称 为 (z,y) 门 杰 数 . (zy) 门 杰 数 等 于 (zy) 
分 离 数 . 

凸 性 (convexity) ”图 的 一 种 内 在 的 属性 . 4A 
G 的 一 个 导出 子 图 是 路 , 则 称 它 为 G 的 导出 路 . 若 G 
的 一 个 子 图 五 包含 G 的 所 有 端点 在 五 中 的 导出 
HUE H EGH HEDOK. HCG fe G 中 是 凹 
的 ,并 且 它 不 是 两 个 西 的 真子 图 的 并 , 则 称 H 是 极 
Pa. SEF C 的 任何 一 个 节点 子 集 S,G 中 所 有 包 
* S 的 凸 子 图 的 交 称 为 S BUG. 

ths). £4 BY (minimally convex) 

My @ (convex hull) Bi," 7B". 

闭 性 (closedness) Jeri BAN. 图 的 两 个 节 
点 间 的 一 种 特殊 关系 .图 G 的 两 个 节点 , 若 在 G 中 
没有 任何 单 形 可 以 分 离 它们 , 则 这 两 个 节点 称 为 闭 
的 .对 于 CG 的 一 个 节点 子 集 S, 在 G 中 所 有 那些 与 $ 
中 每 一 个 节点 是 闭 的 节点 的 导出 子 图 称 为 S 的 简 
单 邻 域 . 

简单 邻 域 (simplicial neighborhood) 
Bg". 

单调 极限 monotone limit) 图 论 的 一 个 重要 
概念 . 指 图 的 一 种 良 序 族 . 一 个 图 五 , 它 有 如 下 性 
ik 

l.H= UH. 

2. 对 任何 A. u A uo, WA HCH, 

Wr H NE BUXX RR CH OL, RR. 

明 蒂 定理 (Minty theorem) 反映 图 的 内 在 基 
本 组 合 结构 的 一 个 定理 . AM FARA DA MY 
黑 . 绿 、 红 三 色 着 色 , 其 中 一 弧 a 指定 着 黑色 ,其 他 弧 
任意 着 色 , 则 至 少 以 下 两 情况 之 一 必 发 生 :或 者 存在 
一 个 包含 a JE BIER Ze AAR C.H C 上 
的 黑色 绝 方 向 相同 ;或 者 存在 一 个 包含 a 弧 由 黑 、 绿 
两 色 弧 组 成 的 上 圈 BLA B E5813 7; m] f8 [8]. 这 
就 是 明 带 定理 . 图 (a) 为 一 示例 ,图 中 存在 上 圈 BOF 
上 黑色 弧 同 方向 . 明 蒂 定理 在 最 大 流 最 小 割 理 论 中 
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D^ dh 的 ”. 


DR 闭 


有 用 . 知 对 于 无 向 图 的 明 蒂 定 理 为 :对 于 无 向 图 G 
的 边 以 黑 、 绿 、 红 三 色 任 意 着 色 , 其 中 只 有 一 边 指定 
着 黑色 , 则 至 少 以 下 两 情况 之 一 必然 发 生 : 或 者 有 一 
个 只 有 黑 、 红 两 色 边 组 成 的 圈 ; 或 者 有 一 个 只 有 黑 、 
绿 两 色 边 组 成 的 上 轿 . 图 (b) 为 一 示例 ,图 中 存在 
黑 、 红 两 色 的 圈 . 这 个 定理 可 推广 到 拟 阵 上 . 

BA ai 2] 4> (simplicial subdivision) 一 种 组 合 
构 形 . C XS FORE = fae Br BPE ARIS. 
若 在 这 个 三 角 旗 分 中 ,任何 两 个 三 角形 的 公共 部 分 
不 是 点 就 是 其 中 一 个 三 角形 的 边 , 则 称 它 为 单纯 齐 
Sh. 它 是 将 一 个 高 维 单 形 剖 分 为 低 维 单 形 的 并 的 一 
种 特别 情形 . 在 一 个 单纯 剖 分 上 ,大 将 原 三 角形 的 三 
个 顶点 分 别 标 上 0,1 和 2, 然后 ,将 它 内 部 的 所 有 三 
角形 的 每 个 顶点 标 以 0,1 或 2, 使 得 在 原 三 角形 边 
上 的 小 三 角形 的 每 个 顶点 的 标号 均 与 此 边 两 端 之 一 
的 标号 相同 , 则 称 这 样 的 标号 为 正常 标号 . 在 这 种 标 
号 中 ,三 个 项 点 的 标号 互 不 相同 的 三 角形 称 为 显 三 
角形 . 当然 , 原 三 角形 本 身 就 是 一 个 显 三 角形 . B D 
纳 (Sperner,E. ) F 1928 年 证 明了 一 个 引 理 . 它 的 二 
维 情形 是 说 :在 单纯 剖 分 上 的 任何 正常 标号 都 有 奇 
数 个 小 显 三 角形 . 这 就 是 施 佩 纳 引 理 . 它 对 于 建立 求 
一 个 连续 映射 的 不 动 点 的 算法 起 了 重要 的 作用 . 

施 佩 纳 引 理 (Sperner’s lemma) Jl,“ £E mJ 
ay 

难以 捉摸 的 (elusive) 图 论 的 一 个 重要 概念 . 
指 描述 图 的 性 质 的 复杂 度 的 一 个 参数 . dx 已 是 图 的 
某 一 给 定 的 性 质 . 二 人 博弈 ,一 问 一 答 . 答 者 心目 中 
有 一 个 具有 性 质 P W n 阶 图 , 问 者 只 能 问 某 对 节点 
是 否 是 这 个 图 的 边 .假设 二 者 都 按 最 优 的 方式 进行 ， 
即 答 者 尽量 使 问 者 猜 不 到 有 性 质 P 的 这 个 图 , 问 者 
尽量 获得 更 多 的 新 信息 以 便 猜 中 . 记 C(P) 表 示 这 
个 博弈 结束 时 间 的 次 数 , 称 它 为 P 的 计算 复杂 度 ， 
或 者 称 为 P 的 复杂 度 . FEA 


s 
C(P)= 
(P) 9 


则 答 者 赢 . 这 时 , 称 己 是 难以 捉摸 的 . Ar RT FE 


$ 


n 


2 
A CP)Ek, ME PER MEW HRY. 一 个 性 质 P. 


Ra 


, 


若 无 任 何 图 有 性 质 P 或 者 所 有 图 均 有 性 质 书 , 则 P 
是 平凡 的 ,因为 这 时 总 有 CCP)=0. 若 书 是 不 可 提 
摸 的 , 则 它 必 为 & 不 可 捉摸 的 ;但 是 ,反之 则 不 然 . 例 


如 ,不 超过 :+ 条 边 的 图 (0<t| ^ D MRE AO k 


边 的 森 (0<z<|” ) on 圈 、 连 通 图 .2 GRR ns 
的 平面 图 等 都 是 难以 捉摸 的 . 
单调 性 质 (monotone) 图 的 一 种 特殊 的 性 质 . 


zi BE C 具有 性质 P, 即 可 使 G 的 任何 子 图 也 具有 
EE P, MP P 是 单调 性 质 . 例如: 边 数 不 多 于 &、 简 
单 图 无 圈 、 连 通 度 kx 二 节点 最 大 次 ASR 等 都 是 
最 明显 的 单 樟 性 质 . 
格雷 图 (Gray graph) 一 种 特殊 的 图 . 指 一 

有 54 个 顶点 ( 较 福 克 曼 图 多 ) 的 3 正则 的 边 可 迁 但 
非 顶 点 可 迁 的 图 . 它 是 这 样 构造 的 :三 个 天:.: 图 ,每 
个 的 九条 边 一 一 对 应 ,每 一 对 应 的 三 边 组 中 加 一 个 
前 分 点 ,如 图 中 Ui Us v3， 然后 为 加 一 点 va. 与 此 三 点 
相连 . 下面 的 图 只 画 出 其 中 一 组 . 


格雷 图 的 一 部 分 
格林 伯 图 (Grinberg graph) 一 种 特殊 的 图 . 
指 一 种 3 正则 ,3 连通 , 非 哈 密 顿 平面 图 ( 见 图 ). 


格林 伯 图 
根据 格林 伯 得 到 的 平面 图 是 哈密 顿 图 的 必要 条 
件 , 格 林 伯 图 具有 非 哈密 顿 性 . 在 此 以 前 , 塔 特 图 是 
非 哈密 顿 3 正则 3 连通 平面 图 的 惟一 例子 . 有 了 格 
林 伯 条 件 后 , 才 发 现 了 许多 非 喻 密 顿 平面 图 . 


福 克 曙 图 (Folkman graph) 一 类 极 图 . 具有 最 
少 顶 点 (20 个 ) 的 边 可 迁 但 非 顶点 可 迁 的 正则 图 ( 见 
图 ). 


福 克 曼 图 
最 小 3 正则 么 图 (Cminimum cubic identity gra- 


ph) 一 种 特殊 的 图 . 指 
dz M 


KN 
v 


最 小 3 正则 么 图 


T& S 38 x BI (Grótzsch graph) 
一 个 4 色 临 界 图 的 例子 ( 见 图 ). 


€ a 


Pra 

HA (squaring the square) 一 种 组 合 构 形 . 18 
将 硅 干 个 边 长 互 不 相等 的 正方 形 拼 成 一 个 正方 形 . 
换 名 话说 ,将 一 个 正方 形 剖 分 为 若干 个 小 正方 形 使 
得 它们 的 边 长 互 不 相同 . 这 样 的 正方 形 称 为 完美 正 
方形 . 找 完美 正方 形 的 过 程 称 为 拼 方 . S£ Uly, 
H. H. ) 曾 猜想 没有 这 样 的 正方 形 . 第 一 个 完美 正方 
形 是 德国 的 斯 普 拉 格 (Sprague,R. ) F 1939 年 发 现 
HJ. 同时 , 奖 国 剑桥 大 学 的 四 名 学 生 布 鲁 克 斯 
(Brooks, R. L. ), Œ $E Er (Smith, C. A.B.)、 斯 通 
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一 个 3 正则 图 . 它 的 自 同 构 


一 种 特殊 的 


(Stone, A. H. MI Eg (Tutte, W. T. ) 于 1940 年 发 
现 了 一 种 基于 电网 络 的 组 合理 论 行 之 有 效 的 拼 方 的 


阶 为 21 的 简单 完美 正方 形 


方法 . 他 们 首先 研究 将 长 方形 前 分 为 边 长 互 不 相等 
的 正方 形 , 这 种 长 方形 称 为 完美 矩形 . 进而 ,他 们 还 
研究 了 将 等 边 三 角形 前 分 为 面积 互 不 相等 的 等 边 三 
角形 , 称 这 种 三 角形 为 完美 三 角形 . 他 们 的 方法 对 图 
论 中 的 连通 度 的 理论 ,着色 理论 .网 络 流 的 理论 .图 
的 平面 性 与 对 偶 性 .图 的 曲面 艇 入 ,以 及 图 的 对 称 性 
和 定向 等 都 产生 了 重要 的 影响 . 一 个 完美 正方 形 是 
简单 的 ,是 指 它 不 能 分 割 成 至 少 两 个 完美 矩形 . 完美 
正方 形 的 阶 是 指 组 成 完美 正方 形 的 小 正方 形 的 数 ， 
FE tt DS] CDuijuestijn, A. J. W. ) F 1978 年 发 现 
了 惟一 的 一 个 阶 为 21 的 简单 完美 正方 形 , 这 是 阶 最 
小 的 简单 完美 正方 形 . 图 给 出 了 此 完美 正方 形 ,其 中 
的 数字 表示 所 在 正方 形 的 边 长 . 
完美 正方 形 (perfect square) 
完美 矩阵 (perfect rectangle) 
完美 三 角形 (perfect triangle) 
托 马 森 图 (Thomassen graph ) 


见 “ 拼 方 ” 
见 “ 拼 方 ” 
见 “ 拼 方 ”. 
一 个 特殊 的 


托 马 森 图 
图 . 它 是 庞 加 莱 猜 想 的 一 个 反例 . 此 猜想 说 :不 存在 
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亚 可 迹 图 ;但 托 马 森 图 ( 见 图 ) 为 亚 可 迹 图 . 

格 让 保 团 (Grinbaum graph) 一 类 正则 图 . 格 
让 保 猜测 :对 于 所 有 m1 n2 2 STEERER ADF 
ni m EMK m EBR. n—3 时 ,猜测 成 立 .m= 二 2 和 
3 时 , 笼 图 符合 猜测 . 除 此 之 外 ,至 今 仅 知道 两 个 图 
符合 猜测 :一 个 是 施 瓦 他 图 ; 另 一 个 就 是 格 让 保 图 
Ch, BI). 


格 让 保 图 
施 瓦 他 图 (CChvatal graph) 
是 符合 格 让 保 猜 测 的 一 个 图 ( 见 图 ). 


一 个 特殊 的 图 . 它 


施 瓦 他 图 
格林 伍德 - 格 利 森 图 (Greenwood-Gleason 


graph) 一 类 特殊 的 图 , 具体 地 说 ,在 一 类 特殊 着 色 


格林 伍德 - 格 利 森 图 
中 ,同色 边 构成 的 子 图 . 由 于 广义 拉 姆 齐 数 r (3,3， 


3) 王 17, 所 以 天 xs 有 不 包含 单 色 三 角形 的 三 边 着 色 . 
在 这 种 着 色 中 ,同色 边 子 图 都 同 构 于 格林 伍德 - 格 利 
森 图 ( 见 图 ). 

塔 特 猜 想 (Tutte’s conjecture) 关于 图 的 哈密 
顿 性 的 一 个 猜想 . 自从 泰 特 (Tait,P. G. ) 作 出 关于 
平面 图 的 猜想 以 来 ,对 于 一 个 图 是 哈密 顿 图 的 条 件 
一 直 在 进行 探索 ,有 很 多 猜想 存在 反例 .者 尔 顿 图 
〈 见 图 ) 是 塔 特 猜 想 “ 每 一 个 3 正则 3 连通 的 偶 图 都 
是 哈密 顿 图 ”的 反例 . 


27K ti 
霍 尔 顿 图 (holton graph) 见 “ 塔 特 猜想 ”. 
麦 雷 迪 斯 图 (Meredith graph) 一 特殊 的 图 . 
它 是 猜想 “每 一 个 4 正则 4 连通 图 是 哈密 顿 图 ”的 反 
例 ( 见 图 ). 


麦 雷 迪 斯 图 


考 柯 西 特 图 (Coxeter graph) 一 个 特殊 的 图 . 


考 柯 西 特 图 


组 合 多 面 形 与 最 优化 


它 是 具有 高 度 对 称 性 的 非 哈密 顿 图 的 例子 ,也 是 猜 
想 “存在 从 任 长 为 3 的 路 到 另外 任 一 路 的 自 同 构 ?” 的 
反例 ( 见 图 ). 

佩 特 森 图 (Petersen graph) 一 个 非 哈 密 顿 图 . 
但 是 ,对 于 V 的 每 个 非 空 真子 集 $S, 均 有 CCG 一 S) 
xIS|X'B.COG—S)XmG—S 的 分 支 数 . 事实 
上 ,这 是 一 个 亚 哈密 顿 图 . 


B 稿 刘 & £226 BF wigs 
# A 王建 方 E c BUS WHA e 


组 合 多 面 形 与 最 优化 
凸 多 面体 (polytope) 一 类 组 合 构 形 . 指 有 限 


A SE B EL. n 维 空间 E" 中 有 限 多 个 点 Tr, 
x* 形成 的 凸 包 , 即 由 m noz 的 凸 组 合 


d 
组 成 的 集合 . 其 中 , 系数 Qj 满足 条 件 a; 220(2— 1,2, 
e.k), Fil 


k 
2^0 — ]. 
一 1 


E" 的 子 集 A 的 凸 包 ,为 4 的 任意 有 限 个 点 r,r’, 
Or 的 凸 组 合 为 元 素 的 集合 , 记 为 conv4. 当 4= 
(xl x!) B] conv A 为 以 并 为 端点 的 线段 ; 当 A 
二 {XX c} if, conv A 为 以 zz A PARMAR 
三 角形 . 

O @ (convex hull) 

MAS (convex combination) JL“ d Z mik”. 

凸 多 面 锥 (polyhedral cone) 一 类 组 合 构 形 . 
指 有 限 多 个 齐 次 线性 不 等 式 确定 的 解 集 .由 于 每 一 
个 齐 次 不 等 式 的 解 集 为 E" 中 的 半空 间 , 所 以 从 几何 
上 看 , 凸 多 面 锥 为 有 限 多 个 半空 间 的 交集 . 

凸 多 面 形 (polyhedron) 一 类 组 合 构 形 . BA 
限 多 个 线性 不 等 式 确定 的 解 集 . 当 此 解 集 为 有 界 时 ， 
凸 多 面 形 就 是 凸 多 面体 ;反之 亦 然 . 这 就 是 外 尔 - 闵 
科 夫 斯 基 定 理 . 当 凸 多 面 形 为 满足 线性 不 等 式 组 

anlı Faire ee? dax, zb; —1,2,* m) 
的 解 集 时 , 称 为 凸 多 面 形 的 法 式 描 述 . 当 凸 多 面 形 为 
满足 线性 约束 

Qin LZ, 十 dix? H *** + aux, = bi 
G = 1,2, k, zi 220,2; 20,2, 2:0), 

的 解 集 时 , 称 为 凸 多 面 形 的 典 式 描述 . 这 是 线性 规划 
通常 采用 的 描述 形式 . 在 这 里 ,上 山 多 面 形 为 两 部 分 的 
交集 :其 一 为 个 线性 独立 的 超 平面 之 交集 ;其 二 为 
n 个 半空 间 之 交集 .更 一 般 地 , 当 凸 多 面 形 为 满足 线 
性 约束 


见 “ 凸 多 面体 ” 
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anlı F aat. "e F anfa = b; G= 1,2,.,k), 
aati Gxt, Fe aati eb; GS k lm) 
之 解 集 时 , 称 为 凸 多 面 形 的 刚性 约束 . 对 于 凸 多 面 形 
的 典 式 摘 述 ,把 决定 线性 方程 组 的 系数 矩阵 4 称 为 
凸 多 面 形 的 约束 矩阵 .以 4 的 列 为 向 量 ,其 m 个 线 
性 独立 向 量 , 称 为 凸 多 面 形 的 基 . 由 基 所 确定 的 多 面 
形 的 点 ,被 称 为 极点 . 知 由 基 求 得 线性 方程 组 的 解 满 
足 第 二 部 分 约束 :z 辫 0 G—1,2, sn), MEREK 
凸 多 面 形 的 可 行 基 . 这 样 的 解 称 为 基础 可 行 解 . 可 行 
基 的 讨论 构成 线性 规划 及 其 单纯 形 方法 的 基础 . 

外 尔 - 闵 科 夫 斯 基 定 理 (Weyl-Minkowski theo- 
rem) Di"! hzmE'. 

Pi 2 IJ AY X x f xh (normal specification of 
polyhedron) Wh“ mE. 

凸 多 面 形 的 典 式 描 述 (canonical specification 


of polyhedron) ” 见 “ 凸 多 面 形 ”. 

凸 多 面 形 的 刚性 约束 (rigid constraint for 
polyhedron) JL"! mE. 

Pu £ Im JJ BJ£J sk 5B EE (constraint matrix of 
polyhedron) 见 “ 凸 多 面 形 ” 

凸 多 面 形 的 基 (basis of polyhedron) IW“ se 
面 形 ”. 

凸 多 面 形 的 可 行 基 (feasible basis of polyhe- 
dron) WHE”. 


极点 (extremal point) Wh“ mE". 

凸 多 面 形 分 解 定 理 (polyhedral decomposition 
theorem) ” 亦 称 法 尔 卡 斯 - 浆 科 夫 斯 基 - 外 尔 定 理 . 
反映 线性 不 等 式 组 解 集结 构 的 一 个 命题 . 由 非 齐 次 
联 立 不 等 式 组 之 解 集 构成 的 凸 多 面 形 可 做 如 下 分 
解 : 忆 一 MT 十 天 (十 "的 意义 ,参见 “多 面体 之 和 ”) ,其 
中 M 为 凸 多 面体 ,天 为 由 齐 次 联 立 不 等 式 组 之 解 集 
构成 的 凸 多 面 锥 . 此 定理 把 凸 多 面 形 分 解 为 相对 人 简 
单 的 凸 多 面体 和 凸 多 面 锥 ,从 而 给 多 面 形 的 处 理 带 
来 方便 . 例如 ,线性 规划 理论 的 基本 定理 是 得 益 于 此 
分 解 定 理 . 

法 尔 卡 斯 - 闵 科 夫 斯 基 - 外 尔 定 理 (Farkas- 
Minkowski-Weyl theorem) 见 “ 上 四 多 面 形 分 解 定 
H”. 

Du KR AY ia BF A supporting hyper- 
plane of polytope) 满足 一 定 条 件 的 点 集 . 即 满足 
如 下 条 件 的 超 平面 五 : 凸 多 面体 PP 与 五 的 交集 非 
空 , 且 PP 要 么 包含 在 由 石 决 定 的 正 半 闭 空间 五 ! 之 
中 ,要 么 包含 在 由 五 决定 的 负 半 闭 空间 AY SH. 

凸 多 面体 的 面 (face of polytope) 一 类 组 合 构 
JE. 指 凸 多 面体 与 其 支撑 超 平面 的 交集 . iAP. 
的 维 数 dim F —d , WRF HAMA a 维 面 . 称 
多 面体 PP 的 0 维 面 为 P 的 顶点 ; 称 1 维 面 为 P 的 
Be. 以 校 连结 的 两 个 顶点 , 称 为 相 邻 顶点 . 
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凸 多 面体 的 分 离 超 平面 (separation hyperplane 
of polytope) 满足 一 定 条 件 的 点 集 . 即 满足 如 下 条 
件 的 超 平面 鼠 : 对 于 给 定 的 凸 多 面体 DP ARE Ww, 
它们 分 别 包 含 在 已 SA POR DAA RE 
的 正 闭 半 空间 ,五 A H 决定 的 负 闭 半空 间 . 

退化 多 面体 (degenerate polytope) 一 类 特殊 
的 多 面体 . 即 这 样 的 多 面体 ,有 基础 可 行 解 且 至 少 包 
含 一 个 属于 基 的 分 量 为 零 ,或 者 说 ,由 这 个 基础 确定 
的 极点 有 一 个 坐标 值 为 0. 

仿 射 包 (affine hull) 由 一 个 点 集 导 出 的 一 类 
RENT EF” 中 的 子 集 ALA 的 仿 射 包 , 记 为 Aff4， 
为 4 的 任意 有 限 多 个 元 素 x2. 的 仿 射 组 合 


T 
构成 的 集合 . 一 个 线性 组 合 
m 
称 为 仿 射 组 合 , 若 系数 @ (i 二 1,2,…,k) 满 中 
Sa =f, 


当 4A 二 {x a HN AHA 为 通过 x ,x 的 直线 ; 当 有 4 
= {x x" x’) AT, AHA 为 通过 xx. 的 平面 . 
£381 28 & (affine combination) W ata”. 
多 面体 的 了 向量 (f-vector of polytope) 一 类 
组 合 不 变量 . 将 多 面体 PP 的 所 有 面 按 维 数 分 类 , 记 
PS el SCP EEG PPS Sis Sosto SJa-1), P TE A 
i 维 面 的 个 数 ,d AP 的 维 数 . 对 于 3 HES IA, S m 
量 的 分 量 之 间 有 著名 的 欧 拉 公 式 
Jo Jie. 
一 般 地 ,对 d ?E A PS 癌 量 的 分 量 满足 关系 : 


d—1 
SCD D^, 


则 称 为 欧 拉 - 庞 加 菜 公 式 . 对 于 多 面体 P AP’ BE 
f 向 量 相等 
I(P)= Post reste ga 
= (fofis s Ja) = FP"), 

则 称 P 和 P' 为 了 等 价 多 面体 .对 了 等 价 类 的 研究 为 
探知 多 面体 的 一 条 途径 . 

f Ef S Eik -equivalent polytope) 
面体 的 二 向 量 ” 

欧 拉 - 庞 加 莱 公 式 (Euler-Poincare formula) 
见 “ 多 面体 的 了 向 量 ”. 

单纯 多 面体 (simplicial polytope) 由 一 类 多 面 
体 派生 的 男 一 类 多 面体 . 除 多 面体 了 自身 及 空 集 
外 ,PP 的 所 有 面 均 为 单纯 形 的 多 面体 . 

单纯 形 (simplex) 一 类 组 合 构 形 . 指 仿 射 独立 
点 集 的 凸 包 . 点 集 {zlz，…z) 称 为 仿 射 独立 , 若 
其 中 任何 一 点 不 能 表示 为 其 余 点 的 仿 射 组 合 . r, 


见 “ 多 


Lys drt mic zz 构成 的 单纯 形 ,分 
别 是 以 xx? AR RE za? ATOR 
三 角形 ,以 x! x? ,x oc’ 为 顶点 的 四 面体 ,其 维 数 分 
别 为 一 维 、 二 维和 三 维 . 

仿 射 独立 (affine independent) M“ EE AE ". 

r 单纯 多 面体 (Cr-simplicial polytope) 一 类 特 
殊 的 单纯 多 面体 .所 有 > 维 面 为 单纯 形 的 多 面体 ,这 
里 1 委 r 委 L 一 1,d 为 多 面体 的 维 数 . 

简单 多 面体 (simple polytope) 一 类 特殊 的 多 
面体 . 指 每 个 顶点 均 位 于 4 个 (4 一 1) 维 面 上 的 4 4 
多 面体 . 这 类 多 面体 与 单纯 多 面体 在 一 定 意义 上 互 
为 对 偶 关 系 . 

s 简单 多 面体 (3-simple polytope) 一 类 简单 
多 面体 . 指 每 一 个 Cd 一 1 一 *) 维 面 均 包含 在 (* 十 1) 个 
(d 一 1) 维 面 之 中 的 4 维 多 面 体 . 

(r,s) 型 多 面体 ((r,s)-type polytope) 一 类 多 
面体 . 指 同时 为 7 单纯 多 面体 ,又 为 ;简单 多 面体 的 
多 面体 . 以 此 类 型 多 面体 为 中 介 ,在 单纯 多 面体 与 简 
单 多 面体 之 间 有 如 下 对 偶 关 系 : 一 个 a 维 单纯 多 面 
体 是 (4 一 1,1) 型 多 面体 ;而 一 个 4 维 简 单 多 面体 则 
是 (1 ,4 一 1) 型 多 面体 . 

循环 多 面体 (cyclic polytope) 一 类 特殊 单纯 
多 面体 . 位 于 曲线 x (re) = (xi(7) ,zo(r),* ,Xa(7T)) 
上 的 n SAR AAR IA cldn), EH, 
pry ST GS 147 sil). 

& 邻 多 面体 (&-neighbour polytope) 一 类 多 面 
体 . 指 其 任意 上 & 个 顶点 均 为 菜 个 面 的 项 点 集 的 多 面 
‘kK. 例如 ,d 维 单纯 形 是 a 邻 多 面体 ;任何 一 个 多 面 
体 均 为 1 邻 多 面体 . 在 循环 多 面体 和 有 邻 多 面体 之 
间 , 有 如 下 关系 :循环 多 面体 c(4d,n) 为 Ld/2j 邻 多 面 
体 . 

对 偶 多 面体 (dual palytope) 由 一 个 多 面体 派 
生 的 男 一 类 多 面体 . 由 原 多 面体 PP 按 双 射 9 对 应 的 
多 面体 P", 而 建立 在 PP 和 PP" 所 有 面 之 间 的 双 射 9 
METR: FCF: SHANK FDF). f) 
如 :立方 体 P 和 正八 面体 P" 互 为 对 偶 ( 见 下 图 ); 两 
个 三 维 多 面 体 互 为 对 偶 . 在 维 数 关系 上 ,对 于 PP 的 
任 一 面 FA 

dim P=dim P?-—dim F+dim g(F)+1. 


正八 面体 


立方 体 
多 面体 的 运算 (operations of polytopes) 多 面 
体 间 的 变换 . 即 由 两 个 多 面体 对 应 出 一 个 新 多 面体 


组 合 多 面 形 与 最 优化 


的 映射 . 

多 面体 之 和 (sum of polytopes) 
运算 . 多 面体 P 和 P; 之 和 , 记 为 

P +#P:={ (r'r EE | EP r EP}. 
多 面 形 的 分 解 定 理 使 用 的 正 是 此 类 运算 . 

多 面体 之 积 (product of polytopes) 
体 运 算 . 多 面体 P MP, 之 积 记 为 

POOP (Ga) |x Pie EP}. 

多 面体 之 极 (polar of polytopes) 一 类 多 面体 
运算 . 多 面体 已 的 极 记 为 P ={yE E |ry<1,xr€ 
Pj. 4PAR ARAN. AE 中 的 半空 间 :P* 
—(y€ E" laysi1) 5; 4 PAB AUR O, PSE; 
当 书 为 半空 间 时 ,已 为 线段 或 射线 . | 

多 面体 投影 像 (projective image of polytope)— 
类 多 面体 运算 .从 E 到 E 的 投影 映射 

a(x) 
a’ + Bp’ 
其 中 a 为 人 Er 3| E' 的 仿 射 映像 ,a 是 一 个 4 维 向 
BP 是 一 个 实数 ,T 表示 向 量 的 转 量 . 对 于 一 个 集 
4t WCE',WH-g.RKr 

H = (x € E*|ax4- 8220), 
WR r Xt W nupt. r FBR TF Bo 
于 多 面体 PCE* KA TK, MR PREA P 
的 投影 像 . 

”金字塔 (pyramid) 一 类 组 合 构 形 . 指 多 面体 QQ 
的 凸 包 ,并 称 Q 为 金字 塔 的 基 . 金字 塔 中 那些 不 属 
于 Q 的 仿 射 包 的 点 , 称 为 金字 塔 的 顶点 . 

单 态 序列 Cunimodal sequence) 满足 一 定性 质 
的 序列 . 这 样 的 序列 alyar，…av, 它 不 存在 下 标 1 
«uc jehb-lm EZE aia; >a, a.p Zi 
(‘PRS Ra 为: 维 面 的 个 数 . 兽 有 人 猜想 此 序 
列 是 单 态 的 ,但 后 来 有 人 证 明 它 不 是 单 态 序列 . 

线性 规划 (linear programming) 一 类 带 约束 
的 极 值 问题 . 在 线性 不 等 式 组 或 线性 方程 组 约束 下 ， 
寻求 线性 目标 函数 达到 极 大 值 或 极 小 值 的 最 优化 问 
题 称 为 线性 规划 . 它 的 一 般 形 式 为 

maxZi or) —gcu-J416 55 


一 类 多 面体 


一 类 多 面 


工区 五， 


Lor) 


满足 
Qi X, 十 aT? qoos Ee Clinn = b, 9 


d; X, 十 agt F * F Amn Ly, = bzs 


AmiX, F amo F ** F am, = Ons 
Rie ada Ve de c. 
对 应 的 矩阵 形式 为 
maxZ(x) 一 cx 满足 4z = b,x >0, 
FH, A= (ap) Nm Xn ERE, = (21s rss 2n), 
b! = (by sbs ttt Bm sc = ccrtc. KA BS] m JI 
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(不 妨 设 为 前 m 列 ) 构 成 m 阶 方 阵 , 记 为 B, GRA 
列 式 |B| 关 0, 则 称 B 为 线性 规划 的 基 . 利用 分 块 矩 
FE, jd A=(B,D), HF D X m X n-m) EE. ie 
时 ,线性 约束 方程 组 改写 为 Bxasd- Dxp—b. & xp— 
0, 则 有 解 xa— B tb. € B60, MERK re=B7'b, xp 
— 0 为 线性 规划 的 基础 可 行 解 .这 类 解 在 求解 线性 
规划 中 起 着 关键 性 的 作用 . 因为 线性 规划 的 基本 征 
理 指 出 : 知 线 性 规划 有 最 优 解 , 则 最 优 解 必 可 在 基础 
可 行 解 上 实现 .在 基础 可 行 解 上 实现 的 线性 规划 最 
优 解 , 称 为 基础 最 优 解 . 线性 规划 起 源 于 20 世纪 30 
年 代 , 第 二 次 世界 大 战 之 后 发 展 极为 迅速 .求解 线性 
规划 的 单纯 形 方 法 与 计算 机 具有 天 合 之 美 ,二 者 的 
结合 使 线性 规划 的 应 用 非常 广泛 . 对 线性 规划 的 理 
论 , 联系 着 三 位 科学 先驱 ,他 们 是 坎 托 罗维奇 
(Kanropopuy, Ji. B.). 7 + W fF 2 (von Neumann, 
J. ) 和 丹 齐 克 (Dantzig,G. B. ). A 20 世纪 60 年 代 之 
后 ,线性 规划 和 组 合 优化 .图 论 以 及 计算 机 科学 的 结 
合 和 相互 渗透 ,构成 了 丰富 多 彩 、 激 动人 心 的 发 展 图 
A. 

基础 可 行 解 (basic feasible solution) 
规划 ”. 

基础 最 优 解 (basic optimum solution) 
性 规划 ”. 

基本 定理 (basic theorem) W“ TER”. 

单纯 形 方 法 (simplex method) 求解 线性 规划 
的 一 种 算法 . 它 的 每 次 和 迭代 从 一 个 基础 可 行 解 到 另 
一 个 基础 可 行 解 ,并 使 目标 值 不 断 改 进 , 最 终 达 到 基 
础 最 优 解 . 设 线性 规划 问题 的 矩阵 形式 为 


Ax <b, 
maxZ esca, 满足 | 


单纯 形 方法 的 步骤 如 下 : 
1. 在 线性 不 等 式 组 中 加 入 松弛 变量 y, 使 得 Ar 
十 y= 二 5, 这 里 y 为 m 维 列 向 量 , 同 时 列 出 初始 表 


见 “ 线 


JE RT SEP 52250, WI] r= 0, y — 6 为 线性 规划 问题 的 初 
始 可 行 解 .相应 的 系数 阵 A— CAD e — €67,00, 
bb. 

2. RFE BREA j E< 成 立 ? E 
A MREP 3 步 , 否 则 ,停止 迭代 ,当前 解 即 为 问题 
的 最 优 解 . 

3. H c, ^ min(2;|20;«0) RE MP ZU II s. 

4. Æ s TPA ER AA à 使 得 3.70 成 立 ? XY 
有 , 则 转 至 下 一 步 ,否则 停止 迭代 ,此 时 间 题 的 可 行 
解 无 界 . 
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5. H 
2 = min (2 E? ie o| 
AER RAF r 和 枢 轴 元 素 à... 
6. (RIE RW X & 为 枢 轴 进行 高 斯 消去 
法 运算 产生 新 表格 , 即 : 
1) 枢 轴 元 素 行 x 


id a,j " S 
ay, 7 — (j—1,2,**,nd- m), b; = 
ays 


D? [S 


2) AAJ) s 
~ 1 


G=r), ~ 


a; = g C = 0. 
0 (G 天 r), 
A 
3) 其 他 行 和 列 
Nr Ne 
~ zt iui aja, ; ae Cari 
UUE E 0 0 
drs l 
bà bc 
oe a idis rl, 
cur WES 
rs a 
rs 


转 至 第 2 步 . 

单纯 形 方 法 的 单纯 形 含义 , 源 于 历史 上 丹 齐 克 
《Dantzig,G. B. ) 在 创立 此 方法 时 ,所 处 理 的 问题 为 
max Z=c' x, ii E 


(Ax = b, Sia =] 2 0). 
i=] 
它 关 联 了 单纯 形 
(«| Y = x z0,.x; 20,5, 0}. 
i=] 


对 偶 规 划 (dual programming) 一 类 线性 规划 
问题 . 指 由 原 线 性 规划 问题 按 如 下 对 称 规律 构成 的 
新 线性 规划 问题 : 知 原 问题 (P) 为 max Z =c ,满足 
(4z 委 0,z 志 0), 则 对 称 的 新 间 题 CD) 为 min x 一 y 0， 
MEy Alcs y20} XX Hy A m 维 列 向 量 .新 问题 
(D) 称 为 原 线性 规划 的 对 偶 规划 . 在 原 线性 规划 问 
题 与 对 偶 线性 规划 问题 之 间 有 着 整齐 的 对 称 性 , 如 
max 对 应 min, 目标 系数 对 应 约束 右边 常数 项 “所 ” 
型 线性 约 东 对应“ 宇 ” 型 线性 约束 . 而 且 问 题 (D ) 的 
XT 483 [8] 98 BD JA Jg [a] a (PO. 在 (P) 的 可 行 解 x 和 (D) 
的 可 行 解 y CIARA. PI BL XE EB XB UE 
Ly 分 别 为 (P) 和 (D) 的 可 行 解 , 则 : 

1. 各 自 对 应 的 目标 值 有 如 下 关系 :c z 委 y b. B] 
其 中 一 个 为 另 一 个 的 界 . 

2. 对 于 任意 15m Al 1S j<0,F yi. (Aj. x 
— bi) 20, 《cj 一 y4.,)zxj 二 0, 其 中 ,4,. 为 矩阵 4 的 
第 : 行 ,4.) 为 矩阵 4 的 第 7 列 . 

定理 2 中 表述 的 关系 称 为 x Ay 满足 的 松弛 互 
补 性 条 件 . 对 偶 定理 的 重要 性 在 于 它 给 出 了 决定 线 
性 规划 问题 的 最 优 解 的 一 个 优越 条 件 . 对 于 (P) 和 


(D) 的 可 行 解 x Ay 而 言 Awe C xy 5.90 cR 
y 同时 分 别 为 原 问 题 (P) 与 对 偶 问 题 (D) 的 最 优 解 . 
对 于 一 般 最 优化 问题 而 言 , 往 往 不 具备 如 此 优越 的 
HERI. 

Xt (BEE (duality theorem) — 4,» BE HRI”. 

松弛 互补 性 条 件 (complementary slackness 
condition) W XHEL”. 

对 偶 单纯 形 方 法 (dual simplex method) 原单 
纯 形 方 法 的 一 种 对 称 变形 . 对 于 原单 纯 形 方法 而 言 ， 
在 迭代 过 程 中 始终 保持 相应 的 解 对 原 问 题 是 可 行 
的 ,并 不 断 改 善 对 偶 问 题解 ( 即 判 别 系数 ?的 可 行 性 ， 
直至 可 行 . 而 对 偶 单 纯 形 方法 则 是 始终 保持 对 偶 问 
题 的 解 的 可 行 性 ,并 不 断 改 善 原 问题 解 的 可 行 性 , 直 
至 满足 原 问题 . 若 原 问题 (P) 为 minZ = |z, W E 
Ay = 6,7. 0; 其 对 偶 问 题 (D) 为 maxr = y'b, il 
4 oy Asc. 则 对 偶 单 纯 形 方法 为 : 

1. 从 和 矩阵 A 适当 地 选取 一 个 基 和 矩阵 B, 使 y — 
cgB "满足 问 题 (D), 即 

GB A «c, 
由 此 B 构造 相应 的 单纯 形 方法 的 单纯 形 表 , 表 中 系 
BE 4 二 B714 ,常数 项 2 一 B 20, 判 别 系 数 
A eB "A= < 0, 

2.( 最 优 判 定 ) 5 中 是 否 存 在 小 于 零 的 分 量 ? 
若 存 在 , 转 至 第 3 步 ,否则 停止 迭代 ,当前 解 sb, 
其 余 分 量 r;—0 为 问题 (P) 的 最 优 解 . 


3. 由 如 二 min{6,|6, 二 0) 决 定 枢 轴 元 素 行 x. 


4. 在 第 + 行 中 判定 是 否 存 在 a 二 0? 若 存 在 , 则 
转 至 第 5 步 ,否则 停止 迭代 ,此 时 间 题 的 可 行 解 无 


^ à. x 
全 = min =~ là, < o} 


a,j 


决定 枢 轴 元 素 列 s 以 及 枢 轴 元 素 cr 

6. GR AE GE IVO. 以 & 为 枢 轴 元 素 做 与 单纯 形 方 
法 相同 的 换 基 迭代 ,获得 新 单纯 形 表 , 转 至 第 22. 

原始 -对 偶 方 法 (primal-dual method) 求解 线 
性 规划 的 一 种 算法 , 指 求解 线性 规划 的 一 类 特殊 对 
偶 型 方法 . 其 特殊 性 在 于 , 它 是 以 松弛 互补 性 条 件 为 
基础 去 构造 一 个 由 原 问题 产生 的 限定 问题 ,并 通过 
求解 此 限定 问题 去 改善 解 对 原 问 题 的 可 行 性 . 这 一 
过 程 含 有 单纯 形 方法 与 对 偶 单 纯 形 方法 的 思想 ,所 
以 有 此 名 . 设 原 问题 (P) 为 minZ— c^ x, WE CAx — 
b,x220) ;其 对 偶 问 题 (DD) 为 max x 二 yb, 满 足 {y A 
委 c ) .已 知 y> 是 (D) 的 一 个 可 行 解 , 即 对 于 185 j 
n, 均 有 y Aj&c; Aj Wy A 的 第 J Jj. 其 方法 为 : 

1. HOM yii Q— Uly' 4.;=cj) ,求解 限定 问 
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题 (RP): 
min Zp = Yu 
满足 
>) aij; + a7 = b; 
jeQ 
Ci=1,2,° mR Zi 之 0 (7EQ) ,Zi 一 0 GELT 
0Cr t=1,25°°° sm 为 人 造 变量 ). 
2. (最 优 判 定 ) 是否 min Z4 —0? 若是 ,停止 迭 
代 , 则 当前 解 为 最 优 解 ,否则 , 记 元 为 限定 问题 CRP) 
的 对 偶 问 题 的 最 优 解 . 
3. 检验 是 否 存在 元 4.)>0? BAA. E IE 
迭代 , 原 问 题 不 可 行 . 
4. (调整 指标 集 Q 及 对 偶 解 y) 取 
p m Cy A. eua) 
TA, 
— OD mA, >0 
FA S — y Or 作为 新 的 对 偶 解 , 转 至 第 12b. 
对 于 某 些 组 合 优化 问题 ,如 最 短路 问题 等 ,相应 


— min 


的 限定 问题 (RP) 具 有 特定 的 简捷 和 直观 的 形式 ,给 


求解 (RP) 带 来 方便 . 因此 ,原始 -对 偶 方 法 常常 加 以 
应 用 . 

卡 马 卡 方 法 (Karmarkar method) 求解 线性 
规划 的 一 种 算法 . 哈 奇 扬 方 法 之 后 又 一 个 线性 规划 
的 多 项 式 算 法 . 它 的 特点 是 使 迭代 过 程 的 各 点 严格 
远离 约束 多 面体 的 各 个 界面 ,为 此 ,每 次 迭代 都 须 借 
助 于 投影 变换 ,把 问题 归结 为 一 类 典型 问题 ,有 利于 
目标 值 改 善 . 此 方法 由 美 籍 印 度 学 者 卡 马 卡 (Kar- 
markar,N. ) 于 1984 年 给 出 ,所 以 得 此 名 . 此 方法 考 
虑 如 下 标准 形式 的 线性 规划 问题 


et = CaS b» 
一 ] 
满足 Ar=0 及 ez 一 1 或 者 


224; x 
这 里 e 为 分 量 全 为 LH 维 列 向 量 , 并 且 已 知 . 
1. 在 上 述 约束 条 件 下 minZ=0. 
2. Ae=0. 
3. 对 于 给 定 精 度 Zs 当 可 行 解 Sa r 
Z,) 满 足 条 件 


s, BIST BS EF JEU x 即 为 所 求 的 解 . 
卡 马 卡 算法 步 又 如 下 ， 
1. (初始 ) 设 &=0， 
ae a 
z-[ld. i| 
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是 分 量 均 为 1/n 的 

2. HIE) F 
ye < a 

则 停止 迭代 ， 最 优 解 为 at= (Li poet. 


3. 以 x* 的 分 量 为 对 角 元 素 ,做 对 角 阵 
D= diag {ziz}, 


n 维 列 向 量 ， 


ds 3 
设 

_ Dj. 
UE 
这 里 e 为 分 量 全 为 1 BS 2n 维 列 问 量 . 
4. (投影 变换 ) ”对 j==1,2,… 

记 69 (01.64 7*6) RH c— De, 
cr [= Be CBB B8 


T $ 


ae 


c 


> ~ _ _k 
ny Cj; — jC’ 


5. 1x4 z 一 Cp. 
Bee Ten 


a (—Ó 
x = —— e CC, 
n V/n(n—1) 
其 中 a 为 满足 
ctu: 
0 二 a 二 


; 1 
HM HR <a. 


7. 令 LASER Da. 


OA 2:327; ik (Khachyian method) JAK HAE 
法 .求解 线性 规划 的 一 种 算法 . 8 — PI TER EA 
异 于 单纯 形 方法 的 求解 线性 规划 的 多 项 式 算 法 . E 
具有 如 下 的 特点 : 

1. 它 是 通过 包含 线性 规划 约束 条 件 构 成 的 多 面 
体 的 椭 球 搜索 最 优 解 ,不 同 于 单纯 形 方法 是 从 该 多 
面体 的 一 个 顶点 迭代 到 相 邻 的 一 个 顶点 . 

2. 迭代 过 程 始终 保持 一 个 椭 球 ,每 迭代 一 次 都 
得 到 一 个 具有 相同 性 质 的 更 小 的 椭 球 ,因此 ,人 们 常 
把 这 个 方法 称 为 求解 线性 规划 的 椭 球 方法 . 

3. 从 算法 复杂 性 的 观点 看 , 它 是 多 项 式 算法 ,而 
单纯 形 方法 并 不 是 多 项 式 算 法 . 

此 方法 由 苏联 学 者 喻 奇 扬 《(Xaygnan, J). 上. ) 于 
1979 年 给 出 ,所 以 得 此 名 . 此 方法 为 考虑 如 下 特征 
的 问题 : 求 工 使 之 满足 Arb, PA KR mxXn E 
阵 . 其 方法 步骤 为 : 

1. (初始 准备 ) 7 一 0 记录 迭代 次 数 ' 坊 为 第 7 
次 迭代 的 解 , 初 始 解 1,。=0 为 分 量 全 为 0 的 维 列 向 
量 , 取 B,—n5 27 ed 为 n Bir et fA AB Fe , JAR I 为 n Br 
单位 阵 , 工 二 mn 十 Llog; |P | JARI BAM SUBE LP. 为 矩 
MA 及 向 量 和 中 所 有 非 零 分 量 的 乘积 ,在 上 述 数据 
中 ,可 道 方 阵 B 是 构造 椭 球 的 关键 成 分 ,初始 椭 球 

E= {zxz|(x—t0) By (r—t)) <1}. 
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2. (检验 ) At, 满足 4 六 < 0, 则 停止 迭代 ,当前 
解 即 为 所 求 . E; K 9 16nGQ-- 1L. WIE EER, 
说 明 问 题 无 解 . 

3. GER) 任 选 一 个 不 满足 45< 2 的 不 等 式 ， 
例如 A;.t;6;, — 二 a, 设 

Bja 
XE Na Ba 


"IB, E BaBa] 
"Da : 


Lj = Lj 一 


转 至 第 2 " 

Ba Aeon 维 列 向 量 , (Ba) X (Bay AnXn 5B 
EE. 虽然 , 哈 奇 扬 方法 是 求解 线性 规划 的 多 项 式 算 
法 ,但 是 其 实际 迭代 上 并 不 产生 真实 的 优越 性 . 这 个 
方法 在 理论 上 的 影响 对 线性 规划 是 突破 性 的 . 其 后 
产生 了 一 个 新 方向 , 即 考虑 以 约束 区 域 的 内 点 为 途 
径 ,去 搜索 问题 的 解 . 这 个 方向 把 线性 规划 与 非 线性 
规划 以 及 组 合 规划 能 够 更 紧密 地 结合 起 来 . 

椭 球 法 (ellipsoid method) 即 “ 哈 奇 扬 方法 ” 

整数 线性 规划 (integer linear programming ) 
变量 取 整 数值 的 线性 规划 . 它 的 一 般 形式 为 minZ 
一 cz 满足 4x 二 5,Xx 宇 0, 且 取 整 数值 . 在 一 般 线性 
规划 的 约束 条 件 之 上 ,增加 要 求 变 量 为 整数 值 之 后 ， 
使 问题 发 生 了 深刻 的 变化 ,对 理论 和 应 用 均 产 生 影 
响 , 从 而 ,形成 了 整数 线性 规划 特有 分 支 . TE n 维 欧 
EC zs [B] E" 中 的 点 x, 若 其 所 有 坐标 均 为 整数 , 则 称 
此 点 为 整 点 . mE 中 所 有 的 整 点 记 为 Z", 是 一 个 
格 , 称 此 格 为 整 格 .于 是 ,整数 线性 规划 就 是 在 整 格 
上 的 线性 规划 . 

整 点 (integral point)” 见 “整数 线性 规划 ”. 

整 格 (integral lattice) 见 “ 整 数 线 性 规划 ”. 

j| 3E T8] A jk (cutting plane method) 求解 整数 
线性 规划 的 一 种 方法 . 它 的 特点 是 : 

1. 首先 不 考虑 问题 的 整 值 要 求 , 并 用 有 利 的 方 
法 ,如 单纯 形 方法 求解 此 线性 规划 问题 . 

2. 当 求 得 的 该 线性 规划 的 最 优 解 不 满足 整 值 要 
求 时 , 按 一 定 的 程序 生成 一 个 新 的 线性 不 等 式 , 称 之 
A EE TI. 

3. 把 此 制 平面 添加 到 该 线性 规划 的 约束 条 件 之 
中 , 它 能 确保 不 会 影响 该 整数 线性 规划 的 最 优 解 . 

割 平面 方法 的 每 一 次 迭代 就 是 生成 一 个 割 平 
面 ,并 解 一 个 新 的 线性 规划 问题 . 设 问 题 为 max Z — 
c x, 满足 Ar=b, 120 且 为 整数 . 其 方法 步骤 如 下 : 

1. 用 单纯 形 方 法 求解 线性 规划 问题 max Z = 
[Tr ME 4x 二 5,Xx 宇 0, 设 其 最 优 基 为 B, 对 应 的 单 
纯 形 表 为 T (B) d UU AJ m E x" ON A EEE 
代 ,zx' 为 整数 线性 规划 的 最 优 解 ,否则 转 入 下 一 步 . 

2. 选取 非 整数 的 基 变 量 z” , 按 如 下 方法 生成 割 


平面 :从 单纯 形 表 T OD b.c 所 在 的 行 有 关系 
x; = b, 一 25 bax,. 


kEK 


x BK — x 为 非 基 变量 ), 记 fi; 为 66; 的 分 数 部 


分 ,fi 为 4 的 分 数 部 分 ,s; 为 新 引入 的 松弛 变量 ,对 
应 有 制 平面 
= 200 085 Juge 


REK 


3. JE AE p 2s A Ba & T(B) 最 后 一 行 ， 
同时 对 应 s; 增加 了 一 个 单位 列 , 转 至 第 1 步 . 

割 平面 方法 由 柯 莫 瑞 (Gomory,R. ) F 1958 年 
提出 . 近年 来 用 于 求解 难度 大 的 组 合 优化 问题 ,如 旅 
行 售 货 员 问题 等 ,取得 成 功 . 

多 面 形 的 整 点 凸 包 (convex hull of integral 
points of polyhedron) 一 种 组 合 构 形 . 指 多 面 形 P 
内 包含 的 所 有 整 点 Z(P) 生 成 的 凸 包 

ee -| 0s 214 l, | 

2 
conv[Z(P)j] 的 顶点 均 为 整 点 , 称 此 凸 包 为 整 多 面 
JE. 整 多 面 形 的 优越 性 在 于 其 对 应 的 线性 规划 问题 
的 最 优 解 就 可 以 满足 整数 值 的 要 求 . 因此 ,在 考虑 组 
合 优化 问题 关联 的 线性 规划 问题 时 ,鉴别 其 约束 条 
件 构 成 的 多 面 形 是 否 是 整 多 面 形 就 十 分 重要 . 

整 多 面 形 (integral polyhedron) 见 “ 多 面 形 的 
整 点 凸 包 ” 

分 支 定 界 法 人 branch-and-bound method) R 
解 组 合 问题 的 一 种 方法 . 指 求解 组 合 问题 的 一 种 精 
巧 的 隐 遍 数 策略 . 这 种 方法 的 策略 性 体现 在 : 

1. 把 问题 的 全 部 可 行 解 划分 为 在 干部 分 ,这 种 
划分 是 分 层次 进行 的 ,而 且 划 分 的 实施 办 法 依 问题 
而 变化 ,这 正 是 所 谓 的 分 文 的 含义 ,这 种 分 层次 的 划 
分 ,构成 倒置 树 状 结构 ,每 一 分 又 点 由 一 节点 表示 ， 
而 处 于 顶部 只 一 个 节点 , 即 问 题 的 全 部 可 行 解 . 

2. 定 界 的 含义 ,是 在 某 一 节点 上 设计 的 一 种 算 
法 ,以 便 可 以 计算 出 在 此 节点 中 的 任 一 可 行 解 的 上 
界 或 下 界 ,对 于 求 极 小 值 的 优化 问题 就 是 求 下 界 AP 
Wk p. 

3. 探 明 的 含义 ,在 当前 所 处 理 的 节点 上 要 判断 
处 理 , 否 则 把 当前 处 理 的 节点 转 至 该 节点 作 分 文 后 
的 一 个 派生 节点 , 探 明 过 程 采 用 深 探 原则 , 探 明 的 类 
型 有 定 界 探 明 ,把 该 节点 上 界 或 下 界 与 已 有 的 一 个 
当前 最 好 可 行 解 对 应 目标 值 比较 来 作出 探 明 判断 ， 
这 是 分 文 定 界 方法 采用 的 主要 探 明 方法 ,此 外 还 有 
不 存在 可 行 解 这 样 类 型 的 探 明 ,及 有 可 行 解 达到 该 
T AT oe BY HE FET BRA 

4. 分 文 定 界 方法 的 成 效 表 现 为 市 点 的 探 明 速 
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度 ,因为 每 探 明 一 个 节点 ,就 免除 处 理 它 的 派生 贡 
点 ,而 探 明 的 速度 又 依赖 于 给 出 定 界 的 算法 的 设计 ， 
因此 , 定 界 策略 的 把 握 乃 是 此 方法 的 关键 ,分 支 策略 
则 是 它 的 基础 . 

5. 当前 最 好 的 可 行 解 随 着 实施 过 程 而 不 断 更 
新 , 即 以 出 现 的 更 好 的 解 去 替代 当前 最 好 可 行 解 , 取 
代 之 后 ,同时 更 换 当 前 最 好 可 行 解 对 应 的 目标 咀 数 
值 , 当 所 有 节点 均 已 探 明 时 ,停止 迭代 ,当前 最 好 可 
行 解 为 问题 的 最 优 解 . 

全 单位 模 性 (total unital modularity) 组合 优 
化 问题 的 一 种 性 质 . 指 优化 问题 的 约束 Ar — 0. x— 
0 具有 如 下 性 质 :4 为 整数 和 矩阵 且 其 任何 一 个 非 奇 
异 子 取 值 为 1 或 一 1. 对 于 有 全 单位 模 性 的 优化 问 
题 , 当 2 也 为 整数 值 回 量 时 ,就 能 确保 其 基础 最 优 和解 
为 整数 解 . 例如 ,最 大 流 问 题 . 带 权 的 二 部 图 的 匹配 
问题 等 组 合 优化 问题 , 均 具有 全 单位 模 性 . 

全 对 偶 整 数 性 (total dual integrality) ASH 
化 问题 的 一 种 性 质 . 指 线性 规划 max Z= c" z, W E 
Ax-—b,rz0 具有 如 下 性 质 : 和 矩阵 4 及 向 量 4 均 取 
整数 值 , 而且 对 于 任意 的 整数 向 量 c, 此 问题 的 对 侦 
问题 均 具 有 整 值 最 优 解 . 由 此 性 质 可 知 , 约 束 条 件 
Ar=b, 120 决定 的 多 面 形 的 所 有 顶点 均 为 整 点 . 
因此 ,对 组 合 优化 问题 而 言 , 全 对 偶 整 数 性 是 一 个 重 
要 的 性 质 ,同时 它 的 要 求 是 相当 强 的 . 例如 ,问题 是 
在 二 部 图 上 建立 匹配 ,此 二 部 图 上 每 条 边 都 带 整数 
权 , 目 标 是 求 匹 配 上 对 应 的 权 和 达到 极 大 . 这 个 问题 
具有 全 对 偶 整 数 性 . 

交 锁 多 面 形 (blocking polyhedra) 一 类 特殊 
多 面 形 . CHE ArSbh HP ON MAR BIT RK 
T 0, 和 矩阵 A 的 元 素 均 非 负 ,z 的 分 量 均 非 负 . 因此 ， 
它 可 等 价 地 表示 为 B= 二 {rE€Ek" |ArcSe} ,其 中 人 为 
分 量 均 为 1 的 向 量 . 从 而 B 中 任 一 向 量 B; 5 A HS 
任 一 行 向 量 A 均 满 足 关系 4A;B, 之 1. 这 关系 刻画 了 
A; fll B; 的 非 正 交 关 系 . 

反 交 锁 多 面 形 (anti-blocking polyhedra) 一 
类 特殊 的 多 面 形 . 类 似 于 线性 规划 的 对 偶 约 束 , 设 
B° = {yE E4 |y Ae}. 此 多 面 形 称 为 反 交 锁 多 面 
JE. 在 交 锁 多 面 形 与 反 交 锁 多 面 形 之 间 具 有 良好 的 
对 偶 性 质 , 而 且 具 有 全 对 偶 整 数 性 . 否 干 组 合 优化 问 
题 , 如 匹配 问题 ,网络 上 最 大 流 问 题 等 ,可 归结 为 建 
立 在 交 锁 多 面 形 上 的 优化 问题 . 

多 面体 的 图 (graph of polytope) 一 类 重要 的 
图 . 它 是 由 多 面体 派生 的 一 类 图 . 此 图 的 节点 集 为 该 
多 面体 的 顶点 集 , 图 的 边 集 为 该 多 面体 的 校 集 . 一 个 
图 称 为 d 多 面 形 图 , 当 且 仅 当 此 图 与 某 个 多 面体 的 
图 同 构 . 从 而 把 多 面体 的 研究 归结 为 图 的 研究 ,并 对 
应 地 把 多 面体 的 性 质 表述 为 图 的 性 质 , 如 连通 性 、 平 
面 性 等 ,构成 了 图 论 中 一 个 重要 分 支 . 对 于 一 个 d 
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多 面 形 的 图 ,将 其 节点 的 度 构成 的 序列 , 称 为 多 面 形 
序列 . 往往 需 考虑 具有 一 特定 多 面 形 序列 的 与 4 多 
面体 存在 性 关联 的 充分 必要 条 件 . 对 于 d 维 欧 氏 空 
间 E" 中 的 4d 多 面体 M, 为 满足 OSA 的 整数 . 
由 M 的 所 有 其 维 数 不 超 过 的 面 构成 的 集合 为 一 
复 形 ,将 此 复 形 称 为 多 面体 的 POR. 多 面体 的 1 构 
架 是 多 面体 的 图 . 多 面体 的 (d 一 1) 构 架 称 为 多 面体 
BIG F (M,) AF CM, ) R UR M 和 M; 为 组 合 等 
价 . 借助 于 这 个 等 价 关 系 可 以 把 多 面体 做 组 合 分 类 . 
进而 ,把 有 限 集 V 的 满足 如 下 条 件 的 子 集 族 y, 称 为 
抽象 多 面体 或 抽象 复 形 : 

1.V 中 所 有 单元 素 构成 的 子 集 均 在 少 中 ,并 称 
为 抽象 多 面体 的 顶点 . 

2. Fi M F WEY SH, MRR F AF: ZR 
TE 9 "P. 

在 将 多 面体 M 的 每 一 个 极 大 面 都 标 以 数字 , 例 
1] ,1,2. *:, fa M) ,其 中 万 CA) 为 M 中 极 大 面 的 数 
目 , 则 称 为 标记 多 面体 . 


d 多 面 形 图 (Cd-polyhedral graph) 见 “ 多 面体 
的 图 ” 

多 面 形 序列 (polyhedral sequence) 见 “ 多 面 
体 的 图 ” 

多 面体 的 & 构架 (k-skeleton of polytope) W, 
“多 面体 的 图 ”. 

多 面体 的 面 复 形 (face complex of polytope) 
见 “ 多 面体 的 图 ” 

组 合 等 价 多 面体 (combinatorially equivalent 
polytopes) ” 见 “ 多 面体 的 图 ”. 

标记 多 面体 (marked polytope) 见 “ 多 面体 的 


R”. 
抽象 多 面体 (abstract polytope) 见 “ 多 面体 的 
KI”. 
多 面体 的 直径 (diameter of polytope) 多 面体 
的 一 个 重要 指标 . 指 多 面体 的 图 的 直径 . 即 多 面体 的 
图 上 具有 如 下 性 质 的 整数 ; 
l. 图 上 任意 两 节点 Uis U2 之 间 的 距离 (连结 Ui» 
v; 的 最 短 通 路 上 的 边 数 ) 均 不 超过 k. 
2. 存在 节点 wi,wuz, 其 间距 离 超 过 (8 一 1). 
巴林 斯 基 定 理 (Balinski theorem) 关于 多 面 
体 的 图 的 连通 性 的 一 个 基本 定理 . 该 定理 断言 :一 个 
d 多 面体 的 图 必定 是 & 连通 的 . 该 定理 一 个 重要 推 
论 是 :把 多 面体 的 图 的 一 个 面 上 的 所 有 顶点 移 去 之 
后 产生 的 图 依然 是 连通 的 . 
施 泰 尼 茨 定理 (Steinitz theorem) 判定 一 个 图 
是 不 是 3 多 面体 的 图 的 基本 定理 . 该 定理 断言 :一 个 
图 是 3 多 面体 的 图 , 当 且 仅 当 此 图 是 平面 图 ,而 且 是 
3 连通 的 . 定理 的 意义 在 于 把 3 多 面体 的 图 的 研究 
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归结 为 3 连通 平面 图 的 研究 ,后 者 容易 处 理 和 判定 . 

多 面体 半 拟 阵 (semi-matroid of polytope) 4 
多 面体 关联 的 一 类 组 合 构 形 . 一 个 简单 多 面体 M X 
He ASABE CY VK 为 M 的 所 有 极 大 面 构成 的 
集 族 ,V 为 M 的 顶点 集 . M 为 简单 多 面体 是 指 MW 的 
每 一 个 顶点 均 正 好 关联 4 个 极 大 面 ,4d AM 的 维 
数 . TCH CA ,V ) 满 足下 述 半 拟 阵 条 件 : 

1. V 的 每 个 顶点 v 正 好 关联 4 个 极 大 面 FS 
Fy, Fa, XE sv 正好 包含 在 d 个 极 大 面 F, 
万 Fa ER. 

2. 已 知 任 一 个 由 (4 一 1) 个 极 大 面 构成 的 子 集 ， 
或 者 存在 两 个 顶点 ,使 得 这 (4d 一 1) 极 大 面 都 与 这 两 
个 顶点 关联 ,或 者 不 存在 这 样 的 顶点 ， 

当 两 个 简单 多 面体 的 半 拟 阵 同 构 时 ,它们 对 应 
的 多 面体 是 组 合 等 价 的 ;而 且 , 反 之 亦 然 . 

多 面体 的 谱 (spectrum of polytopes) 一 类 组 
合 量 . 多 面体 类 CAD m Bi Z iii Hk MCI 
M(b;) 之 间 关 系 的 一 组 数值 描述 . 设 A 为 mXn 的 
和 矩阵 ,其 秩 为 m, ACA) AEE 4 确定 的 形 如 

Mb) -—(x€E'|Ax—b,x220) 
的 多 面 形 组 成 . M Cb ALM (GO B HS Cos 0) VE 
义 为 满足 如 下 条 件 的 所 有 数值 4 组 成 的 集合 : 

1. 0«A«]1. 

2. b; MAb 十 (1 一 4)b,. 

3. M(Bb;) 是 退化 的 , 即 AMA A BY XU TR] 
量 张 成 的 锥 中 ,这 里 Bm — 1. 

借助 于 多 面体 的 谱 , 可 以 建立 CAP RTS 
T&i Hk 55 Hr B9 AR ELM COLORI M(o) 等 价 , 当 且 仅 当 它 
们 的 谱 S(Coa yoz) 王 分. 

多 面 形 半 群 (polyhedral semigroup) 伴随 多 
面体 的 一 种 代数 结构 . A I EK = {rE E"| Ax 
之 0} 中 的 整 点 相对 于 加 法 而 构成 的 半 群 天 z. 对 由 整 
向 量 组 成 的 半 群 B, 若 其 中 的 每 个 元 素 均 可 表示 为 
已 知之 1) 个 整 癌 量 gqg ,gq ,…,g' 的 正 整 数组 合 , 即 


B= (x|x = 》)2,9',2; 为 正 整数 ,1 <j <t). 
j=1 


此 时 称 B 为 有 限 生成 的 整 向 量 半 群 . 它 的 优越 性 在 
于 可 以 同时 具有 约束 方程 组 形式 表示 以 及 有 限 生成 
的 组 合 形 式 表示 . 因此 ,对 于 多 面 形 半 群 一 个 重要 的 
问题 是 研究 在 什么 样 的 条 件 下 , 它 是 有 限 生 成 的 . 当 
矩阵 A 的 元 素 为 有 理 数 时 ,多 面 形 半 群 Kz 是 有 限 
生成 的 . 

有 限 生 成 的 整 向 量 半 和 群 (finitely generated 
semigroup of integral vectors) JL“ m JE 2E SE". 

48S (GRO HK (combinatorial optimization) 
一 类 离散 状态 下 的 极 值 问 题 .已 知 有 限 元 素 集 E Mt 
于 的 每 个 元 素 e 关联 着 一 个 目标 系数 cle), FH 
为 价格 、 价 值 . 权 值 、 距 离 等 .5 的 某 类 特定 子 集 组 成 


集 族 Z , 称 为 问题 的 可 行 解 集 . 问题 是 在 多 中 寻求 
某 个 元 素 F WEE F 上 实现 目标 值 的 极 大 或 极 小 . 
它 可 表示 为 

min 或 (max) pic E F 7). 


简 记 为 三 元 组 (E, 久 ,ec). 因为 E 为 有 限 集 , 组 合 优 
化 的 最 优 解 总 是 存在 的 .但 是 ,对 于 许多 组 合 优 化 的 
具体 问题 来 说 ,有 中 元 素 的 数目 非常 巨大 以 至 于 人 
们 不 可 以 采用 穷 举 比较 的 办 法 来 求 出 最 优 解 . 因此 ， 
组 合 优 化 的 主要 任务 是 :或 者 设计 出 特有 的 算法 ,以 
有 效 地 求 出 该 问题 的 最 优 解 ;或 者 是 证 明 根 本 就 不 
存在 比 穷 举 更 好 的 算法 .组 合 优化 早期 研究 的 问题 
来 自 运筹 学 .工业 管理 .逻辑 学 .工程 学 .计算 机 科学 
以 及 军事 应 用 等 领域 .之 后 它 又 广泛 地 联系 着 其 他 
众多 领域 ,并 获得 成 功 的 应 用 ,例如 生物 学 .化 学 .经 
济 学 `. 地质 学 .语言 学 .物理 学 .社会 学 等 . CRAY 
两 个 突出 的 特点 :一 个 是 它 的 广泛 应 用 性 ; 另 一 个 是 
现实 世界 里 的 组 合 优化 问题 大 部 分 都 很 难 求解 . 由 
于 这 两 个 特点 的 刺激 ,使 得 组 合 优化 的 研究 和 成 果 、 
发 展 与 变化 非常 迅速 . 典型 的 组 合 优化 问题 有 独立 
系统 问题 拟 阵 问 题 ,支撑 树 问题 \ 匹 配 问 题 、 二 拟 阵 
交 问 题 . 二 部 图 匹配 或 指派 问题 .2 匹配 问题 .最 短 
路 问题 .网 络 流 问 题 . 中 国 邮 路 问题 .旅行 售货员 问 
题 、 一 般 路 径 问 题 `. 时 间 表 问题 . 选 址 问题 .集合 履 
盖 、 集 合 划 分 、 集 合 装 箱 问题 \ 市 点 覆盖 、 市 点 划分 、 
节点 装 箱 问题 ,染色 问题 ,背包 问题 .图 的 航 入 问题 、 
布局 问题 等 . 

算法 复杂 性 (complexity of algorithm) 对 算 
法 有 效 性 的 度量 . 而 算法 则 是 由 有 限 个 规则 组 成 的 
有 序 排列 ,每 个 规则 对 应 于 一 个 或 多 个 明确 的 不 带 
歧义 的 操作 . 按 要 求 输入 有 关 数 据 之 后 ,从 输出 获得 
所 求 的 结果 . 单纯 形 方法 就 是 算法 的 典型 例子 .算法 
复杂 的 度量 ,包括 计算 复杂 性 .时 间 复 杂 性 、 空 间 复 
杂 性 等 . 计算 复杂 性 描述 算法 从 输入 到 输出 结果 ,这 
个 过 程 包含 主要 计算 操作 的 次 数 所 表现 的 数量 级 度 
E. 时 间 复 杂 性 是 描述 算法 的 有 效 性 的 一 个 主要 度 
E. 从 输入 到 输出 结果 ,时 间 的 长 得 与 要 解决 问题 的 
规模 直接 有 关 . 此 外 ,还 由 算法 在 实施 过 程 中 所 涉及 
的 初等 操作 (如 加 法 .乘法 和 比较 等 ) 的 总 数 来 度量 . 
通常 记 为 时 间 复 林 性 函数 f, 它 为 问题 的 规模 或 初 
始 输入 数据 量 (一 个 大 的 自然 数 ) 的 函数 ja). 空 
间 复 杂 性 是 算法 从 输入 到 输出 所 涉 入 存储 规模 . 问 
题 的 复杂 性 是 指 一 类 组 合 优化 问题 的 复杂 程度 的 度 
量 . 因此 , 它 不 能 由 此 类 的 一 个 特别 具体 问题 来 度 
量 , 必 须 由 此 类 问题 中 有 效 性 最 差 的 问题 去 度量 .其 
次 ,问题 的 复杂 性 由 算法 刻画 : 

L 是 不 是 存在 求解 此 类 问题 的 算法 ? 

2. 各 可 以 设计 出 求解 此 类 问题 的 算法 ,这 个 算 


组 合 多 面 形 与 最 优化 


法 的 复杂 性 又 如 何 ? 

算法 (algorithm) ” 见 “ 算 法 复杂 性 ”. 

it S 4: t (computational complexity) Jl 
“算法 复杂 性 ” 

时 间 复 杂 性 (time complexity) 
HE”, 

空间 复杂 性 (space complexity) 
H”, 

问题 复杂 性 (complexity of problem) 
法 复杂 性 ” 

多 项 式 算法 (polynomial algorithm) J RE 

效 算 法 或 好 算法 . 一 类 计算 时 间 不 超过 始 数 据 量 的 
一 个 多 项 式 的 算法 .算法 满足 以 下 的 条 件 : 存 在 多 项 
A 了 ,使 算法 的 时 间 复 杂 性 函数 OD —OCP DD, 
这 里 为 问题 的 输入 规模 . 换言之 ,有 常量 C 及 多 
TH P| fd) |<C| Pm) |. 对 算法 的 这 种 度量 ， 
具有 如 下 特点 : 
项 式 算法 , 当 用 来 求解 该 类 问题 时 ,对 问题 P,P;， 
虽说 相应 的 输入 规模 n,n 不同 ,相应 的 多 项 式 
P'a), P”) ARBE P' 和 PP" 均 都 是 多 项 式 , 因 
此 ,不 会 因为 面 对 的 具体 问题 不 同 , 而 影响 对 算法 这 
种 性 质 的 刻画 . 

2. 渐 近 性 特点 ,也 就 是 说 , 当 输 入 规模 增 大 
时 ,多 项 式 算法 的 计算 时 间 要 比 时 间 复 杂 性 函数 为 
指数 晒 数 情形 少 得 多 . 

3. 在 实际 上 ,多 项 式 算 法 并 不 肯定 奏效 ,如 
P(n)— 29,3 1-n«t Bf n 2, mr 
1000logn ,其 中 log ALA 2 为 底 的 对 数 . 

有 效 算法 (efficient algorithm) 
ik. 

好 算法 (good algorithm) 即 "“ 多 项 式 算 法 ” 

判定 问题 (decision problem) 最 简单 的 择 取 
问题 . 它 只 要 求 回 答 “ 是 ”或 者 “不 是 ”. 每 一 个 组 合 优 
化 问题 均 可 转变 为 判定 问题 . 设 组 合 优化 问题 为 

(E,F,C); max > C(e), 
FEF e€ F 


并 设 定 数值 B 为 一 个 下 界 , 相 应 的 判定 问题 为 :是 
否 存在 可 行 解 , 其 目标 值 至 少 为 B? 于 是 ,把 考虑 的 
问题 均 归 结 为 简单 的 判定 问题 . 按 判 定 问题 的 复杂 
性 度量 可 将 问题 归 类 . 

P 问题 (P-problem) 具有 多 项 式 算法 的 判定 
问题 . 这 里 P 表示 Polynomial 一 词 的 第 一 个 字母 . 
这 类 问题 的 吸引 力 在 于 : 

1. 由 于 多 项 式 的 加 法 和 乘法 仍 为 一 多 项 式 , 在 
STRAT , 仍 保持 问题 的 多 项 式 性 . 

2. 相对 容易 地 计算 算法 的 总 步 数 . 

3. 对 于 此 类 问题 ,回答 “是 ”与 “不 是 ” 均 具 有 多 
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见 “ 算 法 复杂 


见 算 


即 “ 多 项 式 算 


项 式 这 一 性 质 刻画 ,换言之 ,对 此 类 问题 而 言 ,回答 
“是 ”与 “不 是 ”是 对 称 的 . 

支撑 树 问题 ,匹配 问题 \ 拟 阵 问题 、 二 拟 阵 交 问 
题 、 网 络 流 问题 ,中国 邮 路 问题 .最 短路 问题 等 均 属 
P 问题 . 

NP 问题 CNP-problem) 具有 非 决 定性 多 项 式 
算法 的 判定 问题 .这 里 NP 表示 Nondetermistic 
Polynomial 两 个 词 的 第 一 个 字母 . 这 类 问题 只 对 正 
面 回答 “是 ”时 ,算法 具有 和 多项式 性 质 , 而 对 反面 回答 
“不 是 ?时 ,未 做 任何 论断 . 更 严格 地 说 : 

1. 若 对 判定 问题 的 回答 为 “是 ”, 则 存在 一 个 目 
bs $ , 它 满足 : 

1) 求 出 S 的 时 间 为 OC(P'(n)),n 为 问题 的 输 
入 规模 ,P' 为 多 项 式 . 

2) 检验 S, 并 得 到 回答 “是 ”的 时 间 为 
OCP"(n-En')) ,n' 7h S 的 输入 规模 ,P" 为 多 项 式 . 

2. 若 对 判定 问题 的 回答 为 “不 是 ”, 则 不 存在 目 
标 $ ,也 就 谈 不 上 给 出 它 ,检验 它 . 

P 问题 为 NP 问题 的 一 个 子 类 ,但 前 者 在 后 者 
中 占据 多 少 分 量 一 直 是 人 们 极 感 兴趣 的 问题 ,甚至 
考虑 二 者 是 否 重合 ,至 今 还 是 个 悬而未决 的 大 问题 . 
迄今 所 考虑 的 组 合 优化 问题 均 属于 NP 问题 . 

NP 完全 问题 (NP-complete problem) NP 问 
题 中 一 个 子 类 . 属于 此 类 的 问题 满足 条 件 : 此 问题 为 
NP 问题 ,而 且 此 类 中 每 一 个 其 他 问题 均 可 经 多 项 
式 转换 变 为 这 个 问题 . 判定 问题 的 多 项 式 转换 是 指 
把 问题 P' 变 为 问题 P" 的 多 项 式 算法 ,而 且 满 足 对 问 
题 P' 的 回答 为 “是 ”, 当 且 仅 当 对 问题 P" 的 回答 为 
"Je". 这 类 问题 的 特点 是 : 

1. 由 于 NP 问题 中 的 每 个 问题 均 可 经 由 多 项 式 
转换 为 一 个 NP 完全 问题 ,所 以 ,只 要 NP 完全 问题 
中 的 某 个 问题 一 旦 具有 多 项 式 算 法 , 则 NP 问题 中 
的 所 有 问题 亦 随 之 具有 多 项 式 算法 . 

2. 对 于 P 问题 等 于 NP 问题 的 猜想 ,依赖 于 NP 
完全 问题 存在 多 项 式 算 法 ,NP 完全 问题 是 NP 问题 
中 很 艰难 求解 的 一 个 子 类 . 

3. 对 于 P 问题 不 等 于 NP 问题 的 猜想 , 则 在 NP 
问题 中 必然 有 一 个 问题 , 它 既 不 是 P 问题 ,又 不 是 
NP 完全 问题 . 

NP 完全 问题 是 由 库 克 (Cook,S. A. ) 于 1971 
年 给 出 ,至 今 已 知 数 以 数 千 计 的 问题 属于 NP 完全 
问题 . 典型 的 有 :3 满足 问题 、 整 线性 规划 问题 ,独立 
集 问 题 \ 节 点 有 覆盖 问题 ,多 处 理 机 调度 的 时 间 表 问 
题 、 哈 密 顿 回路 问题 \ 哈 密 顿 路 径 问 题 \ 团 问题 ,3 维 
匹配 问题 .0 一 1 背包 问题 .划分 问题 .最 大 割 问题 、 
多 种 货物 流 问 题 . 图 染色 问题 等 .对 于 判定 问题 P, 
和 Ps, 若 P| 经 由 多 项 式 阶 的 计算 量 转变 为 已, ,而且 
反之 亦 然 , 则 称 P 和 P 为 多 项 式 等 价 . 因 此 ,NP 
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完全 问题 可 看 做 一 种 多 项 式 等 价 类 . 

多 项 式 等 价 (polynomial equivalence) 
完全 问题 ”. 

贪 焚 算 法 (greedy algorithm) 解 优化 问题 的 
一 种 方法 . 求 一 个 组 合 优化 问题 的 解 用 多 步 进 行 , 使 
每 一 步 均 按 局 部 最 优 的 方式 的 算法 . 当然 ,一 般 而 
言 ,; 用 贪 梦 算法 不 能 保证 得 到 一 个 最 优 解 . 不 过 , 确 
有 这 样 的 组 合 优化 问题 ,用 贪 禁 算法 所 得 的 就 是 它 
的 一 个 最 优 解 . 例如 ,在 一 个 边 上 带 有 权 的 图 上 , 求 
一 个 使 树 上 边 的 权 的 总 和 为 最 小 的 支撑 树 的 问题 ， 
用 贪 禁 算法 所 得 到 的 就 是 最 优 解 . 那些 用 贪 焚 方 法 
可 以 得 到 最 优 解 的 组 合 优化 问题 到 底 是 什么 样 的 ， 
现在 已 经 弄 清 楚 . 为 此 ,需要 利用 序 阵 给 以 刻画 . 

近似 算法 (approximate algorithm) 解 优 化 问 
题 的 一 种 算法 . 它 是 一 种 控制 在 给 定 误差 之 内 的 ,其 
结果 虽然 达 不 到 问题 的 最 优 解 ,但 却 可 以 使 相对 误 
差 确保 在 一 固定 水 平 之 上 的 算法 .更 严格 地 ,对 于 组 
合 优化 问题 P=(E,A7,.C), BEH AWA PH 
— AS FY ITE Fui F' n] AY Be HE 60 为 一 
YE Fs COSE WR A FE — A RRA 

C(F*) 
WW PR H A e AMARE AE CE) CE*)>0,3 
别 为 算法 H S34 B9 E HEA UG A. AKA 
AG Db 1 I8] aE KR AE H 为 其 :近似 算法 , 则 
有 CG'S)/CCF* ) 宇 1 一 ,此 时 称 (1 一 e) 为 算法 的 病 
态 情 形 下 界 . 对 称 于 求 极 小 值 情 形 ， 
CCF y) 
CCP e ds 

称 (1 十 se) 为 算法 病态 情形 上 界 . AMAER B 
在 获得 更 好 的 这 类 界 . 例如 对 于 独立 集 问 题 , 贪 焚 算 
法 是 近似 算法 . 而 对 于 对 称 旅行 售货员 问题 ,及 任意 
e 之 0, 存 在 多 项 式 。 近似 算法 的 充分 必要 条 件 是 P 
问题 等 于 NP 问题 . 这 表明 当前 根本 不 可 能 给 出 求 
解 对 称 旅行 售货员 问题 的 近似 算 法 . 

概率 算法 (probabilistic algorithm) 解 优 化 问 
题 的 一 种 算法 . 它 是 按 概 率 意 义 在 多 大 程度 上 能 够 
给 出 达到 一 定 标准 的 可 行 解 的 算法 . 这 里 说 的 一 定 
标准 可 行 解 , 可 以 是 问题 的 最 优 解 ,但 大 多 数 是 指 达 
到 病态 情形 上 (下 ) 界 的 可 行 解 . 设 (E,.,C) 为 一 类 
组 合 优化 问题 ,s>0 为 给 定常 数 ,算法 如 不 是 e 近 
似 算法 ,这 表明 ,在 此 类 问题 中 ,存在 这 样 的 问题 , 玖 
给 出 的 可 行 解 Fr 对 应 的 目标 值 CCFz) 不 满足 不 
等 式 关 系 : 


见 “NP 


<E, 


IC(Fy) — C(F* )| 

C(F* ) 
但 是 对 整 类 问题 而 言 ,能 够 按 已 知 的 概率 g 确保 上 
述 不 等 式 成 立 . 因此 概率 算法 是 ce 算法 的 自然 延伸 ， 


<e. 


是 从 另 一 角度 深入 探讨 算法 的 行为 . 以 对 称 的 旅行 
售货员 问题 为 例 , 问 题 的 规模 | 五 |=” 为 城市 的 数 
E ,对 于 每 个 ” 均 假 定 有 一 个 与 之 关联 的 概率 分 布 ， 
例如 把 ”个 城市 视 为 平面 上 一 个 正方 形 中 的 ?2 个 
点 ,并 按 均匀 分 布 ,一 个 一 个 点 独立 地 给 出 ;城市 则 
的 距离 视 为 两 点 间 的 欧 氏 距离 . 对 每 个 具体 问题 7， 
建立 事件 和 (7) , 它 可 以 发 生 或 不 发 生 .X(7T) 发 生 的 
定义 为 : 当 把 算法 互 应 用 到 二 并 得 到 目标 值 
Cn(7), 它 满足 关系 
Cu GOD x Od-6C' OD, 
其 中 C* (六 为 了 的 最 优 目标 值 (连结 ”个 城市 的 最 
短 哈 密 顿 回路 的 长 度 ),e 为 给 定 正 常数 . 否则 称 事 
件 X DAR RAE HU a. i XDAKRE NBR. E 
2,0 < oo, 

则 称 X C1) SUP Ab Ab RE. 这 例子 表明 ,概率 算法 刻 
画 的 是 算法 的 渐 近 行为 ， 

启发 式 算法 (heuristic algorithm) 解 优 化 问 
题 的 一 种 算法 . 它 是 借助 于 对 问题 的 具体 分 析 或 计 
算 经 验 等 方面 信息 的 启示 ,能 够 较 快 地 给 出 问题 满 
意 解 的 算法 . 这 里 说 的 满意 解 ,一般 不 是 问题 的 最 优 
解 ,而 是 较 好 的 可 行 解 . 由 于 众多 的 组 合 优化 问题 不 
存在 用 来 求解 的 多 项 式 算 法 ,启发 式 算 法 的 研究 具 
有 很 现实 的 意义 . 此 外 对 于 有 些 问 题 ,虽然 有 多 项 式 
算法 ,但 求 最 优 解 的 代价 过 大 ,往往 也 需要 求 满意 
解 .组 合 优化 问题 中 的 贪 焚 算 法 是 典型 的 局 发 式 算 
Wk. e 近似 算法 、 概 率 算 法 等 均 是 深入 探究 启发 式 算 
法 内 在 行为 的 自然 延 拓 . 

满足 问题 (satisfiable problem) 一 个 组 合 优 
化 问题 .关于 布尔 公式 的 决策 问题 :已 知 C19C29 °? Cm 
为 布尔 变量 mico 的 加 法 运算 、 求 补 运 算 及 
乘法 运算 组 成 的 公式 ,每 个 变量 ccna 
值 0 或 1 的 两 种 选择 , 问 mmt 是 否 存 在 一 
组 选择 使 Cy *€2 » *** 5 C5 的 值 均 为 1? 这 是 一 个 NP 完 
全 问题 ,而 且 是 最 早 引 入 的 NP 完全 问题 ,其 他 许多 
NP 完全 问题 由 它 做 多 项 式 转换 产生 出 来 . 

独立 系统 问题 (independence system problem?) 
一 类 组 合 优化 问题 . 指 建立 在 独立 系统 上 的 优化 问 
题 . 设 玖 为 有 限 集 ,为 五 的 某 些 子 集 组 成 的 集 族 ， 
E FS WETTER, ER 为 独立 系统 : 

1.2 €... 

2.ICJ € .27,W| TES. 
此 时 ,独立 系统 问题 为 max(C ) IES) ,其 中 

CUJ= ae 
上 述 条 件 2 是 “独立 ”性 质 的 表征 ,例如 ,线性 空 


间 中 的 线性 独立 问 量 组 ,图 上 的 森林 以 及 图 上 的 互 
不 相 邻 的 节点 集 等 , 均 具有 这 个 特征 ,因此 称 rj 


组 合 多 面 形 与 最 优化 


的 元 素 为 独立 集 . 这 类 问题 为 NP 完全 问题 , 当 将 图 
上 的 节点 均 视 为 带 权 1, 将 .2 视 为 图 上 互 不 相 邻 的 
节点 集 形 成 的 族 , 则 在 和 中 求 一 个 集合 使 得 所 含 的 
元 素 ( 即 节点 ) 数 最 多 的 问题 被 称 为 最 大 独立 集 问 
题 . 当然 ,还 可 以 将 它 推广 到 在 节点 上 的 权 不 一 定 为 
1 而 是 任意 非 负 数 的 情形 . 这 时 , 称 最 大 权 独 立 集 问 
题 . 

Hh f (maximum independent set) W 
“独立 系统 问题 ”. 

最 大 权 独 立 集 (maximum weight independent 
set)” 见 “独立 系统 问题 ”. 

拟 阵 问 题 (matroid problem) 一 类 组 合 优 化 
问题 . 它 是 建立 在 拟 阵 上 的 优化 问题 . 令 五 为 有 限 
集 ,-9 为 五 的 某 些 子 集 构 成 的 集 族 . ER CE AAW 
BE. 车 二 元 组 (EE,.2) 满 足 : 

1. (2,2) ASR RR EC. 

2.X] T E BJEXCT SR FID; 和 了 7; 均 为 含 在 中 
MRA WR, 和 D, 包含 的 元 素数 相等 ,在 其 上 
的 问题 为 max (CD IES), HP 

QU = >) Ce). 


拟 阵 问题 是 典型 的 组 合 优化 问题 . 例如 ,在 图 G 
三 (V ,上 ) 上 ,车 和 森林 为 独立 集 , 则 (EE,.F) 为 拟 阵 . F 
用 贪 禁 算法 可 求 出 拟 阵 问题 的 最 优 解 . 因此 , 拟 阵 问 
题 为 P 问题 | 

2 WE 3 [8] B (2-matroid intersection problem) 
一 类 组 合 优化 问题 . 它 是 建立 在 两 个 拟 阵 交集 系统 
上 的 优化 问题 . 设 M= (E, 2), M= (E, 3) H 
由 共同 的 有 限 集 五 产生 的 拟 阵 ， 

An -Ufnbhlne-4.ned4X)-* 
为 其 交集 系统 ,问题 是 max{C(1) EZ), HP 
CQ) 2 C0 


这 是 P 问题 ,已 有 多 种 的 多 项 式 算 法 .然而 3 拟 阵 交 
问题 就 不 再 是 P 问题 . 

分 支 问 题 (branching problem) 2 拟 阵 交 问 题 
的 特殊 情形 .有 向 图 G=(V ,4A),B 为 4 的 子 集 , 若 
满足 : 

1. 不 含 ( 无 向 ) 圈 ; 

2.G 的 每 个 节点 均 是 召 中 最 多 一 条 弧 的 终点 ; 
则 称 BOA SY x. 

分 支 问题 为 max (CCB) | B 为 支撑 分 支 ), 其 中 

C(B) = > Cle). 
EB 


此 类 问题 的 重要 性 在 于 它 与 若干 NP 完全 问题 有 密 
切 的 关系 . 
最 大 团 问题 (maximum clique problem) 一 类 
组 合 优化 问题 . 设 G=(V,E) 为 一 个 图 .在 G 上 的 任 
何 一 个 极 大 完全 子 图 被 称 为 团 . 求 G 的 阶 数 最 大 的 
129 


团 的 问题 就 称 为 最 大 团 问 题 . 它 是 一 类 NP 完全 问 
题 . 

旅行 售货员 问题 (travelling salesman problem ) 
一 类 组 合 优化 问题 . 它 是 在 图 上 求 最 短 哈 密 顿 圈 的 
问题 . RAR G — (V ,ED JA E — 8 ER BAR LIKE 
过 其 他 所 有 节点 ,最 后 回 到 出 发 点 ,使 其 总 路 程 最 
RS CE SET LG. A i WEBS 
从 ;7 到 i 的 距离 相等 .这 是 NP 完全 问题 .由 于 它 具 
有 广泛 的 应 用 背景 ,并 与 图 内 在 性 质 又 有 紧密 联系 ， 
使 它 成 为 重要 组 合 优化 问题 之 一 . 当 从 节点 i 到 此 
边 的 男 一 节点 j 的 距离 不 等 于 从 节点 7 到 节点 i 的 
距离 时 ,类 似 的 问题 被 称 为 不 对 称 的 旅行 售货员 问 
题 . 

指派 问题 (assignment problem) 一 类 组 合 优 
化 问题 . 它 可 表示 为 二 部 图 匹配 的 一 类 问题 . 设 有 二 
部 图 G=(V,,V,;E), MCE 满足 条 件 :M 中 任何 两 
条 边 都 不 含有 公共 端点 , 称 M 为 G 的 一 个 匹配 . 问 
BU max (C MD | M 为 匹配 上 ,其 中 

COM) = 3707 
指派 问题 是 P 问题 .求解 指派 问题 的 多 项 式 算 法 有 
匈牙利 算法 . 它 是 组 合 优化 问题 最 早 的 多 项 式 算 法 
RT. 

*t i8 fo] GB (Hanoi tower problem) — Æ £H 6 
优化 问题 .有 三 个 桩 1,2,3 和 三 个 方 4,B,C, 如 下 
图 左 所 示 ,三 个 方 的 尺寸 不 一 .这 里 ,4 小 于 B,B 小 
FC. 它们 已 经 放 在 桩 1 上 , 且 大 的 在 下 小 的 在 上 . 
问题 是 要 将 这 三 个 方 逐一 地 移 到 桩 3 上 ,使 得 还 是 
大 的 在 下 小 的 在 上 , 即 得 到 下 图 右 所 示 的 状态 . 当 
SR, TOA HE 2, 这 个 问题 就 不 可 能 有 解 .在 用 桩 2 
时 ,如 有 两 个 或 多 于 两 个 方 也 必须 保持 大 的 在 下 ,小 
的 在 上 . 试问, 最少 的 步 数 为 多 少 . xx A ESS IRL 
还 可 将 它 推广 到 更 多 个 桩 和 更 多 个 方 的 情形 . 


1 2 3 1 2 3 


最 短路 问题 (shortest path problem) 一 类 组 
合 优化 问题 . 图 G— (V E) E EMA vsu 之 间 ， 
求 一 条 路 径 已 ,使 
CCP) = min{C(R)|R 为 连结 v,w WH}, 
这 里 
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CR) = Xele). 
eER 


这 类 问题 为 P 问题 . 
最 优 树 问题 (optimal spanning tree problem) 
一 类 组 合 优化 问题 . 设 G=(V,E) 是 一 个 图 ,V 为 节 
BEE AUR. 对 任何 eE 五 , 它 的 权 wle) 为 已 知 . 
在 G 上 , 求 一 个 支撑 树 7 使 得 
W(T) = dj wt) 


ec T 
为 最 优 ( 即 最 大 或 最 小 ). 这 就 是 最 优 树 问 题 . 或 具体 
地 ,最 大 树 问 题 或 最 小 树 问题 . 求 G 上 的 最 小 支撑 
树 有 克 重 斯 卡尔 算法 ,其 要 旨 是 :首先 ,选取 权 最 小 
的 一 条 边 ;然后 ,对 于 所 有 未 被 选取 的 边 , 在 那些 与 
已 选取 的 边 不 产生 圈 的 边 中 取 一 个 权 最 小 的 ;如 此 
下 去 ,一 直到 不 能 进行 为 止 .从 而 ,这 样 选 出 来 的 所 
有 边 构成 G 的 一 个 支撑 树 , 并 且 其 上 边 的 权 之 总 和 
为 最 小 . 它 是 一 种 典型 的 贪 焚 算 法 . 若 将 最 优 树 问题 
中 的 支撑 树 改 为 G 的 连通 的 支撑 子 图 , 则 这 时 被 称 
为 最 优 连 结 问题 . 最 小 连结 问题 与 最 小 树 问 题 是 等 
价 的 . 
最 优 连结 问题 Coptimal connector problem) 

见 “ 最 优 树 问题 ”. 


克 和 鲁 斯 卡尔 算法 (Kruskal algorithm) WW“ 
优 树 问 题 ”. 
摆渡 问题 (ferry problem) 一 类 组 合 优化 问 


题 . 在 一 条 河 的 一 边 岸 上 有 一 只 狼 、 一 只 羊 和 一 棵 白 
3x. E, AUR I EAE. 在 河中 只 有 一 条 小 舟 且 
每 次 只 能 载 它 们 三 者 之 一 . 问 如 何 用 最 少 的 次 数 将 
它们 安全 摆渡 到 对 岸 ? 这 就 是 所 请 摆渡 问题 .也 可 将 
它 推广 到 一 般 的 情形 . 

最 小 树 形 图 问题 (shortest arborescence prob- 
lem) 一 类 组 合 优化 问题 . 它 是 最 小 树 问 题 的 推广 . 
寿 在 最 小 树 问题 中 ,将 这 个 树 限 定 为 树 形 图 就 变 成 
了 最 小 树 形 图 问题 . 

施 泰 纳 最 小 树 问 题 (Steiner shortest tree 
problem) 一 类 组 合 优化 问题 . 在 平面 上 及 个 点 ， 
问 在 平面 上 需 增 添 多 少 个 点 ,使 可 以 连 这 个 点 和 . 
增加 的 点 而 得 到 长 度 最 短 的 树 . 这 就 是 施 泰 纳 最 小 
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120? 120° pg 120° 
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树 问 题 .除了 只 有 一 、 两 个 点 的 个 足 道 的 情形 外 ,最 
简单 的 情形 为 三 .四 个 点 . 若 三 个 点 不 在 一 条 线 上 ， 
则 要 增添 一 个 点 P. 如 下 左 图 中 实 线 所 示 ,给 出 了 施 
泰 纳 最 小 树 . 若 四 个 点 中 没有 三 个 点 在 一 条 直线 上 ， 
则 要 增添 两 个 点 p,q 而 得 到 施 泰 纳 最 小 树 , 如 下 右 
图 实 线 所 示 . 一 般 情 形 也 可 以 用 物理 上 的 表面 张力 


原理 做 实验 而 得 到 . 但 时 至 今日 在 数学 上 仍 没有 得 
到 解答 . 

网 络 流 问 题 人 network flow problem) 一 类 重 
要 的 组 合 优化 问题 . 设 G=(7Y,4) 为 有 向 图 ,节点 s 
称 为 源 , 节 点 t RAIL OMIT SER aG, PCA WA 
数值 cj; 称 为 该 弧 上 的 容量 ,i 为 弧 的 起 点 ,j AAR. 
以 zj 为 分 量 的 向 量 n. GU D € A EE IE ARTE 

1. EX GO.) € AB OKT Kc. 


—v(j—s) 

2. 25 qu P3 se (j Fst), 

ier G) iert) Y G Ea 
EPP PHU AZAKA ES I CD 
为 以 7 DES s E ICE] RES EE e UK m DJ s-t 可 行 
流 . 网 络 流 问 题 是 求 ; -i 可 行 流 , 使 其 值 v 尽 可 能 地 
大 . 这 类 问题 是 P 问题 .使 v 达到 最 大 的 -i 流 称 为 
最 大 流 ， 


最 大 流 问 题 (maximum flow problem) 见 “ 网 
络 流 问题 ”. 
匹配 问题 (6-matching problem) 匹配 问题 


的 推广 . 在 图 G=(V,E) 上 ,对 于 每 个 节点 v EAE IE 
整数 b, ,作为 E 的 子 集 MM, 若 满足 ;对 每 个 节点 Use 
KF v 的 MM 中 的 边 数 不 超过 5, 则 称 M 为 上 匹配 . 
问题 是 max{cCM)|M 为 匹配 }, 这 里 

eV: es 7» etes 


e€ M 
cAMRE LWP BUS. 当 对 任何 一 个 节点 v, 
HA 5,—1 时 , 它 就 是 匹配 问题 . 若 be 为 任意 的 正 
数 , 则 这 种 匹配 问题 被 称 为 最 优 匹配 问题 . 从 算法 复 
杂 性 的 角度 而 言 ,2 匹配 问题 是 一 类 了 问题 . 

最 优 匹 配 问 题 (optimal matching problems?) 
见 “ 匹配 问题 . 

中 国 邮 路 问题 (Chinese postman problem) 中 
国学 者 于 20 世纪 50 年 代 提 出 的 一 种 典型 的 组 合 优 
化 问题 ,后 在 国际 上 被 称 为 中 国 邮 路 问题 .已 知 图 C 
=(V,E) MRAM ceCE, AHR dle), AGH 
某 节点 出 发 , 走 过 C 的 所 有 边 ( 人 允许 重复 穿 过 ), 回 
到 原 出 发 点 ,使 其 总 行程 最 短 . 这 个 问题 是 P 问题 . 

背包 问题 (knapsack problem) 一 类 组 合 优 化 
问题 . 设 U 为 有 限 个 物品 的 集合 ,每 件 物品 xEU 有 
一 个 尺寸 su), BA sa) AERA. mH u 有 一 个 
ME vu) BRAM R TA B, p U 中 的 哪些 物 
品 装 到 背包 中 以 求 得 到 最 大 的 价值 ?事实 上 ,就 是 求 
U 的 一 个 子 集 工 , 即 求 LOU, HW BR 

> su) <B, 使 > vu) 


达到 最 大 值 . 虽然 这 个 问题 的 形式 十 分 简单 ,但 是 ， 
它 仍 为 一 个 NP 完全 问题 . 因此 , 它 的 求解 是 十 分 困 
难 的 . 


排序 问题 (sequencing problem) 亦 称 工件 加 


组 合 多 面 形 与 最 优化 


工 日 程 表 问 题 . 一 类 典型 的 组 合 优 化 问题 . 设 用 mm 
台 机 器 加 工 n 个 工件 . 给 定 了 加 工 每 个 工件 所 用 机 
器 的 次 序 , 以 及 每 台 机 需 加 工 每 个 工件 所 需要 的 时 
[8] .问题 是 确定 工件 在 每 台 机 需 上 的 加 工 次 序 以 使 
预先 选 定 的 目标 函数 达到 最 小 . 这 个 目标 水 数 通 常 
是 完成 时 间 .平均 完成 时 间 .机 天 的 空间 时 间 等 的 一 
PAE Bef BRB. 排序 问题 有 两 个 类 型 : 
工 次 序 都 一 样 . 

2. 工 件 作 业 , 这 时 ,每 个 工件 在 机 器 上 的 加 工 次 
序 不 必 一 致 . 

流水 作业 可 以 看 做 是 工件 作业 的 一 种 特殊 情 
形 .三 台 或 以 上 机 天 的 排序 问题 多 为 NP 完全 问题 . 


因此 是 很 困难 的 . 
工件 作业 (jobshop) ” 见 “ 排 序 问题 ”. 
流水 作业 Cworkshop)” 见 “排序 问题 ”*. 


日 程 表 问 题 (scheduling problem) ” 亦 称 调度 
问题 . 一 类 组 合 优 化 问题 . 对 于 一 个 给 定 的 活动 计划 
确定 各 项 活动 的 进行 的 时 间 段 ,使 得 预先 选 定 的 目 
标 消 数 取 最 小 值 . 这 个 目标 郴 数 常 取 为 最 终 完成 时 


间 的 一 个 非 降 渔 数 . 硅 要 有 资源 的 限制 ,还 可 以 在 保 


证 完成 时 间 之 下 使 得 资源 的 总 花费 为 最 小 .日程 表 
问题 的 一 个 典型 实例 就 是 排序 问题 . 另外 ,还 有 项 目 
日 程 表 问 题 和 装配 线 平衡 问题 .项 目 日 程 表 问 题 ,也 
称 统筹 方法 . 

调度 问题 人 (scheduling problem) 
ii". 

I E AR (project scheduling) 
问题 ”. 


见 “ 日 程 表 问 


见 “ 日 程 表 


装配 线 平衡 (assemble-line balance) J“ AE 
表 问 题 ” 
装填 问题 (packing problem) 一 类 典型 的 组 


合 优 化 问题 . 设 T= (vivit ,vmn} 是 一 个 有 限 集 ,EF 
= {Ei,E:,…,E,} 为 I 的 子 集 所 形成 的 一 个 集 簇 . A 
E 的 一 个 子 族 E! SUE, E; E I 1 中 的 每 个 元 
素 包含 在 五 的 至 多 一 个 元 素 之 中 , 则 称 EF' 为 了 的 一 
个 装填 . 求 了 的 一 个 装填 五 使 得 所 含 的 元 素数 为 最 
多 就 是 所 谓 装 填 问 题 . 一 般 地 , 赋 瑟 中 每 个 元 素 以 
一 个 权 , 而 将 五 中 的 元 素 最 多 改 为 其 中 元 素 的 权 和 
为 最 大 . 当 每 个 元 素 的 权 均 为 1 时 , 即 这 里 所 说 的 装 
填 问 题 . 知 将 五 中 的 每 个 元 素 视 为 一 个 车 厢 , 这 时 
的 装填 问题 也 被 称 为 装 箱 问 题 . 若 ES B 1 I P AE 
个 元 素 包 含 在 五 的 至 少 一 个 元 素 之 中 , 则 称 EUN I 
的 一 个 履 盖 . 求 了 的 一 个 禾 盖 E [ET EUR E DB 
元 素 最 小 就 是 所 谓 履 次 问 题 . 也 可 以 将 它 推 广 到 带 
权 的 情形 . 大 EF' 使 得 7 中 的 每 个 元 素 包 含 在 E K 
好 一 个 元 素 之 中 , 则 称 EAT PR a. RT 
一 个 划分 E' [18 E 中 含 的 元 素数 为 最 少 就 是 划分 
13] 


问题 . 同样 可 以 有 带 权 情形 下 之 推广 . 这 里 所 述 的 装 
填 问 题 \ 履 盖 问 题 ,以 及 划分 问题 均 是 NP 完全 问 
题 . 因此 ,要 想 用 好 的 算法 解 这 些 问题 是 不 现实 的 . 

装 箱 问题 (bin-packing problem) 见 “ 装 填 问 
题 

盖 问 题 (covering problem)” 见 “装填 问题 ”. 

划分 问题 (partitioning problem) ” 见 “ 装 填 问 
iB. 

Xt Ht ja] ER (location problem) 一 类 组 合 优 化 
问题 . 设 用 料 单 位 的 位 置 已 经 确定 .要 建 多 少 个 仓库 
和 设 在 哪里 使 得 供给 这 些 用 料 单位 所 花费 的 运输 量 
为 最 小 ,其 中 哪些 地 方 可 以 设立 仓库 已 经 给 出 .这 就 
是 所 谓 选 址 问题 . 硅 用 料 单位 用 产 麦 地 代替 ,仓库 用 
打 麦 场所 代替 ,这 时 的 选 址 问题 就 变 为 麦 场 设置 问 
题 . 在 产 麦 地 之 间 的 道路 没有 圈 时 ,日 要 求 麦 场 设置 
在 某 产地 ,这 时 有 简单 的 方法 解 这 个 问题 . 一般 情 
况 , 从 算法 的 复杂 性 的 角度 而 言 , 求 选 址 问题 的 解 是 
很 困难 的 . 

麦 场 设置 问题 (allocation problem for thresh- 
ing ground)” 见 “ 选 址 问题 ”. 

称 量 问 题 (scale problem) 一 类 组 合 优 化 问 
题 . RA n TR ,者 已 知 其 中 有 一 个 是 坏 的 , 且 已 知 
这 个 坏 球 比 其 他 球 轻 , 当 然 , 所 有 好 球 重 量 都 相同 . 
问 用 一 个 天 和 平 称 最 少 称 多 少 次 才 可 以 将 这 个 坏 球 选 
出 来 . 知 不 知道 坏 球 之 轻重 ,最 少 称 多 少 次 . AAR IE 
一 个 坏 球 如 何等 . 这 些 被 称 为 称 量 问题 . 

布局 问题 (layout problem) 一 类 组 合 优化 问 
题 . 通常 是 就 印刷 电路 板 或 集成 电路 ,其 至 超大 规模 
集成 电路 而 言 . 仅 以 印刷 电路 板 为 例 . 所 请 布 局 问题 
主要 由 两 个 部 分 组 成 . 首先 是 如 何 将 电子 元 船 件 , 包 
HEM ER ES ACE .输入 输出 端口 ,甚至 它 本 
身 就 是 一 个 集成 块 安置 在 一 个 板 面 上 使 得 满足 一 定 
的 要 求 . 然后 就 是 如 何在 这 块 板 上 印 制 金属 导线 使 
得 满足 技术 上 的 要 求 . 前 者 被 称 为 定位 问题 ,后 者 被 
称 为 布线 问题 . 这 两 者 要 达到 的 总 目标 或 为 使 占用 
面积 最 小 ,或 是 使 所 男 导 线 的 长 度 最 短 . 奋 要 求 导 线 
必要 按 水 平和 垂直 走 回 ,这 时 称 为 纵横 布局 , 则 又 党 
要 使 导线 上 的 总 折 数 最 小 ,或 者 使 用 折 数 最 多 的 导 
线 上 的 折 数 最 小 等 . 

定位 问题 (Placement problem? 
A. 

布线 问题 (routing problem) 

纵横 布局 (rectilinear layout) 见 “ 布 局 问题 ” 

装填 多 面体 (packing polytope) 一 类 组 合 构 
JÉ. 指 由 装填 问题 的 可 行 解 集 的 凸 包 所 形成 的 多 面 
体 . 对 于 有 限 集 [= (ivo. ‘Vat E A I 的 所 有 子 
集 所 形成 的 艇 . 并且, 记 E= {EE E). E BHE 
fi] — “4 FR 已 均 可 用 向量 ze = Ga CE; CE, 
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见 “ 布 局 问 


见 “ 布 局 问题 ” 


ee L, EDT 表示 ,其 中 rx,(E')=1, 当 EF;EEK' 时 ; 否 
则 z;0E')—0 (j=1,2, sn). ze H3 I8] EZ PY 
T 为 转 置 ,或 者 说 re A n 维 列 向 量 . 由 于 Ze 的 
每 个 分 量 只 有 两 个 可 能 值 ,可 知 共有 2" 个 这 种 向 
E. 类 似 的 理由 ,可 知 n 二 2”. 设 4 二 (aj)wxs 为 一 个 
mn 的 矩阵 ,使 得 = ly v; € Ej; fi Wl a; — 0 (1 
«ism,.lxljen). PANT 5 ERRE. XH, 
I 的 装填 就 与 不 等 式 组 
Ax xe (OS 27 Se) (x) 

的 整数 解 一 一 对 应 . 其 中 ,e 二 (1，,…,1) , 即 所 有 分 
BISA 1 的 那个 维 列 向 量 . 由 此 ,装填 多 面体 就 是 
不 等 式 组 C* ) 的 整数 解 集 的 凸 包 . 相应 地 ,覆盖 多 面 
体 就 是 不 等 式 组 Arze (ON re) hy AB EH 
包 , 划 分 多 面体 就 是 不 等 式 组 Arce (0 委 z 委 e) 的 
整数 解 集 的 凸 包 . 

覆盖 多 面体 (covering polytope) 
mA”. 


见 “ 装 填 多 


划分 多 面体 (partitioning polytope) ” 见 “ 装 填 
多 面体 ”. 
匹配 多 面体 (matching polytope) 一 类 组 合 构 


JE. 它 是 由 一 个 图 的 所 有 对 集 相 应 的 向 量 所 形成 的 
t. dE G=, E), V 和 EE 分 别 为 G 的 节点 集 
和 边 集 . Hid V-—ivi viv E= {ei,e2,en}. 
对 于 五 的 任何 一 个 子 集 五 , 它 的 相应 向 量 ze 二 
sn) s HEP Xj; 二 1, 当 ejEE'; 否 则 ,zj) 二 0 
(1x jn). Æ A= RE G 的 节点 与 边 
之 间 的 关联 阵 , 即 a;;— 1, 3 vi We, B — P i Rex A 
Wl] a; 0 lSiSm,1Sj<n), UU BO ZH P 
面 的 不 等 式 组 的 解 集 所 确定 : 


Ti s pocos 


(n 
p < ] 
$1 


420 


e, € EG 


其 中 ,9 为 V 的 子 集 且 含有 奇数 个 节点 ,E(S) 为 由 
S 在 G 上 的 导出 子 图 的 边 集 . 

整 多 面体 (integral polytope) 一 类 多 面体 . 它 
的 所 有 顶点 均 为 整 点 , 即 其 每 个 坐标 全 是 整数 . 

多 面体 拟 阵 (polymatroid) 一 类 整 多 面体 . 设 
E, An 维 欧 氏 空 间 的 那个 非 负 和 象限. 在 Ei 上 定义 
一 个 偏 序 :对 于 rsy E ET Sy RM XX 二 yi,i 二 1， 
2,…,n. 设 DCE;, 若 xoED 具有 这 样 的 性 质 : 不 存 
在 LED, rAr, (EG zx 委 zo, 则 称 xo 为 偏 序 D 上 的 
一 个 极 小 元 . GA FEE zED,x 关 zo，, 使 得 z 之 zo, 则 
zo 为 D 上 的 一 个 极 大 元 . EE 上 的 一 个 有 界 多 面 
体 拟 阵 就 是 这 样 的 一 个 多 面体 M, 它 具有 性 质 : 

1. Xj OxCyszxr,r€ M,Wll y€ M. 


2. 对 任何 aC E; ,集合 M,== (Ix€ M|xxiaM 
所 有 极 大 元 的 分 量 和 均 相 同 ,并 且 , 这 个 和 称 为 a 的 
E. 

在 Ej 上 所 定义 的 秩 确 定 一 个 多 面体 拟 阵 的 秩 
函数 .在 入 二 (1,2,…,n}) 的 所 有 子 集 形 成 的 簇 2” 
上 定义 的 函数 o ESL EE TRI UWE 2^ 均 有 

pU)+ew )=eCU UW) +o U Nw), 
则 称 o 为 次 模 的 . 者 上 面 的 不 等 式 是 反 向 的 , 则 称 o 
为 上 模 的 .一 个 多 面体 MCE! 是 有 界 多 面体 拟 阵 ， 
SAMS 2% 上 存在 一 个 非 降 的 次 模 函 数 pCW )， 
oC» =0, fii 


M= [x € Et 


Sti « OCW) SHE] WN). 
:EW 


在 E+ 上 的 一 个 无 界 多 面体 拟 阵 就 是 这 样 的 一 个 多 
AG Q ff CRATE: A y 宇 +, 和 xE€EQ, 则 y€q; 
对 任何 a€ E! ,在 Q, 一 {xzEQ|z 之 a} 中 的 每 个 极 小 
元 的 分 量 和 都 相同 . 一 个 多 面 形 QE! 是 一 个 无 界 
多 面体 拟 阵 , 当 且 仅 当 存在 2*” 上 的 一 个 上 模 函 数 
pW) oD) 0 ff 

Q= {xe El | Diz > oW) XHERW CN). 


拟 阵 多 面体 (matroid polytope) 一 类 多 面体 . 
它 是 拟 阵 上 的 优化 问题 所 确定 的 多 面体 . 设 忆 = 
(J, 7 ) 为 一 个 拟 阵 ,其 中 7 为 一 个 有 限 集 ,. 为 独 
立 集 族 . 对 于 任何 W CJ ,所 有 那些 在 包含 意义 下 的 
W 的 极 大 独立 子 集 均 有 相同 的 基数 , 即 所 含 元 素 的 
数目 相同 ,并 且 称 这 个 数 为 W RIA rW). 拟 
EE BY BR PRÉC r ERR , BIDGE FE fS] XY CJ , 均 有 

r(X UYo-- rex () YO <r(X) +r). 

多 面体 


MG) = E es 


2,2, S ru) ME w C Ni, 
rew 


其 中 N= (1.2.50) .n=|J |, RAW SD. 
局 整 多 面体 (locally integral polytope) ”一 种 
特殊 的 多 面体 . 它 的 所 有 整 点 的 凸 包 保 持原 来 的 整 
点 之 间 的 相 邻 性 不 变 . 设 M 为 一 个 多 面体 ,GCM) 表 
mA M 的 顶点 作为 节点 和 由 M 的 棱 作 为 边 所 得 的 
K]. 记 convCM;)29g M BS] BUS SER Bg 8. GM) 
2G(Conv (Mz)), 则 称 M 为 拟 整 多 面体 . 由 方程 和 
不 等 式 组 Ar-—e.rzo 的 解 集 所 确定 的 多 面体 被 称 
为 松 划分 多 面体 . 行将 x 的 每 个 分 量 限 制 取 值 0,1， 
则 由 这 个 解 集 确定 的 就 是 划分 多 面体 . 凡 松 划分 多 
面体 均 是 拟 整 多 面体 . 由 如 下 的 方程 和 不 等 式 组 : 


> (1xii xim), 


j=l 


OST; Sy lm xm lan y € tos) 9 ESES 
的 解 集 的 凸 包 所 确定 的 多 面体 称 为 最 简 选 址 多 面 
体 , 因 为 求 这 个 多 面体 的 一 个 顶 后 使 得 最 小 化 函数 


组 合 多 面 形 与 最 优化 


m 


D3 > 《ci =o Ciy;) 


i=l j=l 


的 问题 被 称 为 最 简 选 址 问题 . 其 中 ,ci; 和 i 均 为 已 知 
的 常数 . 最 简 选 址 多 面体 也 是 拟 整 多 面体 . 一 个 多 面 
A M ,和 若 它 的 所 有 整 顶点 导出 的 CCM) 的 子 图 是 CG 
(conv (Mz)) 的 一 个 支撑 子 图, 则 称 M 为 连通 整 多 
面体 . TAEC ERS n 和 (4 二 n), 由 下 面 的 方 
程 和 不 等 式 组 的 解 集 所 确定 的 多 面体 被 称 为 中 位 多 
面体 : 


( n 
Sl aren 
7 一 1 

4 » ai =}, 

=] 

Xu — 4; «O0 (1 S49] € m). 
Xi; > 0 CDS 23 $m). 


对 任何 &〈1 委 & 委 2) ,中 位 多 面体 均 为 连通 整 多 面 
体 . 

拟 整 多 面体 (quasi-integral polytope) W“ 
整 多 面体 ”. 

松 划 分 多 面体 (relaxed partition polytope) 
见 “ 局 整 多 面体 ” 

最 简 选 址 多 面体 (simplest location polytope) 
见 “ 局 整 多 面体 ”. 

最 简 选 址 问题 (simplest location problem) JW 
“局 整 多 面体 ” 

连通 整 多 面体 (connected integral polytope) 
见 “ 局 整 多 面体 ”. 

中 位 多 面体 (median polytope) 
体 ” 

置换 多 面体 (permutation polytope) 一 个 与 
置换 有 关 的 多 面体 . ua— CIT PEL ,an) 是 一 个 给 
rE AY fel Bt, HME a a, > >a, 0. S, 为 N— 
{1,2,…,n) 上 的 所 有 置换 的 集合 . 对 于 每 个 置换 x 
= (m, ,75,'*,2,) € S, HT E A ac (Tis Trst Ln) 
(x; —a, ,i 二 1,2,…,n) 联 系 . AR 

(ar 一 (an sar, s" sar ) | TE Sn) 

E n 维 欧 氏 空间 E, 中 的 凸 包 称 为 置换 多 面体 ,并 记 
它 为 M,(a). 例 如 和 Mla)(a 二 (4,3,2,1)) 如 图 所 示 . 
若 两 个 向 量 LE (x: $»2st*t* »z,2 和 yo Cy yos T 


满足 关系 : 


见 “ 局 整 多面 


和 存在 两 个 置换 rores, 使 
Dims < 2498 


对 于 7;1 过 7 之 a 一 1, 则 称 工 由 yy 所 管制 .并 记 为 zx 
到 y, 拉 多 定理 指出 :xE€ M,a), 4AM r<a. 由 
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此 ,置换 多 面体 由 如 下 的 方程 和 不 等 式 组 的 解 集 所 
确定 :对 任何 wCN, 


22,55 24 uut 
i€w i<i<|w| 
24 LT ids 


l1g&isn xin 


S, 可 以 划分 为 奇 置换 的 集合 S 与 偶 置 换 的 集合 
S+, 即 S, 二 S+1 十 S .集合 {a:|xES+} 的 凸 包 称 为 侦 
置换 多 面体 ,并 用 M; (a) 表 示 . rE Mi (a). 4AW 
M XE M(a), 而 且 对 于 任何 xES 满足 


Men Mensa (CS 
i a C30 ; 
i=l 2 , (ai 一 0 ) 
Ci, = Ais Cz — A3, 
(an-ı NN a,) (ai mn à») 
5 Cj | 一 一 一 一 一 一 一 一 ~ 
他 1 一 /十 1 mm Qn—i+2 


(1 ES 3,4,***,2). 
例如 ,图 给 出 Mi (a). XB a— (4.3.2. D. 


偶 置 换 多 面体 (even permutation polytope) 
JU ERE IA. 

4y Bit S TE pk (distribution polytope) 由 指派 问 
题 的 解 集 所 确定 的 多 面体 . 即 由 如 下 方程 和 不 等 式 
组 的 解 集 所 确定 的 多 面体 : 


H 


py —] 


j=l 


> aa = a; (1 
ie 
zz (1x iJ S <n). 
其 中 ,a 王 (alar a, An JEM RA SB. GF a= 
dq; 二 … 二 a, 记 0, 则 这 时 的 分 配 多 面体 就 是 指派 多 面 
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C] rom. 


<j Kn), 


体 . 事实 上 ， 指派 多 面体 由 指派 问题 的 可 THORS 
所 确定 . 


指派 多 面体 (assignment polytope) 见 “ 分 配 
多 面体 ”. 
安排 多 面体 (arrangement polytope) 一 类 组 


合 构 形 . 它 是 置换 多 面体 在 低 维 空间 的 投影 . 设 a= 
sán), H ai127a52» *29a4,7250. —7h m EE, 
mIn dé A N= (1,2 en) FAFE m 个 
MERIR dO n= On muon APHC — 
个 向 量 z= TLs ,Xm) ,使 得 2; =a, t= 15250" 
m. N 的 所 有 m RH n= (ay, sas esas TE m BRK 
氏 空 间 中 的 凸 包 称 为 安排 多 面体 ,用 MT (4) 表示 . 
下 图 给 出 了 


(a1 sd» s *** 


Mi(a) (a= 6453241). 
r€ Mita) SAMAR S r h a 所 管制 . 
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运输 多 面体 (transportation polytope) 一 种 
与 运输 问题 关联 的 多 面体 . 它 由 如 下 方程 和 不 等 式 
组 的 解 集 所 确定 :对 于 给 定 两 个 非 负 向 量 a= Ca, 
2 sam) A b= Cbi bo sbn), 


nh. US pe n 
i-i 


> (] € 1 m) 
= 


pu su (1x: xi m,lsx jx n). 
用 M(a,b) 表 示 这 个 运输 多 面体 , 它 的 阶 为 mXn. 
zr Ml(a,b) 的 一 个 顶点, 即 mn 维 空间 中 的 一 个 向 量 
JB m n—1 dE 0 分 量 , 则 称 它 为 非 退 化 的 . 厂 
一 个 运输 多 面体 , 它 的 所 有 顶点 全 是 非 退 化 , 则 它 本 
身 是 非 退 化 的 ;否则 ,就 是 退化 的 . EP a = Om 
€ E, fll b— n, sm CE, Wil xx] MC(a,6b) 被 称 为 
中 心 运 输 多 面体 . Ee = Gne ici MID) 
的 一 个 项 点 , 记 
K(a,b,x)— (0,52 x20, 1 im. 1E jm). 
两 个 运输 多 面体 Ma, bA M(a',b'),a°,a' € Ens 
D. € E, ENTHE € Mad 各) 和 顶点 x € 
Ma! ,b 2H 
K(a Vb Va = KRG sb sim 

则 此 两 顶点 是 等 价 的 . 若 对 每 个 M Ca? 070 B) TR x AB 
^&8 M Ga! ,6 ) 的 一 个 顶点 与 它 等 价 ,并 且 对 MG 0) 


的 一 个 顶点 也 有 Mid’ ON-TRASES H.W 
Ma’, DOM M Ca! ONE S m m A. ab, 
WW 5X BT RM Ca ,5) 称 为 对 称 运 输 多 面体 . 对 于 运输 多 
面体 Mla, b), Æ 

qun = Sa — Ď b, ICM, JON; 


A (a,b) = (A, Id) € Æ mxnspiarla db) = 0} 

其 中 M={1,2, sm} N={1,;2s sn}, 
Po = ETOM OAJ CN 
则 两 个 运输 多 面体 M a,b M Ca bD EEM E 
面体 当 且 仅 当 对 任何 (1 J) € os A 
signy(a’ ,6b°) = signu(a',b'), 

其 中 ,signw 表示 取 值 e 的 符号 . 对 于 一 个 运输 多 面 
体 Mla D) XX | lab) =k, MRE K k BiZ H 
多 面体 , 一 个 1 退化 运输 多 面体 使 得 yi,p (a,b) —0, 
WEEN CL, PBH). 

3E iR 4t iz $$; & By tk (non-degenerate transpor- 
tation polytope)  Di"3z £ mk”. 

退化 运输 多 面体 (degenerate transportation 
polytope) 见 “ 运 输 多 面体 ” 

中 心 运 输 多 面体 (central transportation poly- 
tope)” 见 “运输 多 面体 ”. 

等 价 运 输 多 面体 (equivalent transportation 
polytope)” 见 “运输 多 面体 ”. 

对 称 运 输 多 面体 (symmetrical transportation 
polytope)” 见 “运输 多 面体 ”. 

k 退化 运输 多 面体 (&-degenerate transporta- 
tion polytope)” 见 “运输 多 面体 ”. 

(L,P) ik Wim i @ H&K (CL, P )-degenerate 
transportation polytope) 见 “ 运 输 多 面体 ” 

iz ACL, P) IE II f CCL, PO-regular pair 
of transportation polytopes) 一 对 特殊 的 运输 多 
面体 . 设 Mla’ DOM Mla OEM tis Hi lk. 
它们 的 阶 都 是 m Xn. id 

a=ha'+(1—A)a®, P —Ab OA, 
其 中 OSA. 车 存在 一 个 A* O< 二 1) 使 得 


Ma^ b ) 是 ( 工 ,P) 退 化 的 ,同时 ,对 任何 ACOA 
1H Az A0. M Ca^, 0) &d&3ESB EY. Wl gk M Ca^, 
bR MCGa Bg — A CL, P) E DU f. 运输 多 面体 
Ma^ ,D ) 称 为 这 个 (三 ,P) 正 则 偶 的 中 心 . 

转向 运输 多 面体 (axial transportation poly - 
一 种 特殊 的 运输 多 面体 . 对 给 定 的 p Te) 


TIDE 


tope) 
a! 一 一 (al s.t 
a= CHUR TAR , 
= (a? a ga TD, , 


如 下 的 方程 和 不 等 式 组 的 解 集 所 确定 的 多 面体 称 为 


组 合 多 面 形 与 最 优化 


转向 运输 多 面体 : 
X " = a bd 
172 ^p 
HEN Sen EN, 
i EN I cie ipENp 


]z:x N, s = IETA ea Pe i, 29s 
11 E Nist, E Naot 


ol» c Nga 
其 中 ON, —(,2,7,n).N;-1(.52,.7.)»e7 
{1.250% 


\N,= 
nj). 于 是 , 指标 运输 多 面体 为 minima, 
维 空间 中 的 一 个 多 面体 . 当 如 =2 时 ,这 就 是 通常 的 
运输 多 面体 . 

限额 运输 多 面体 (truncated transportation 
一 类 特殊 的 运输 多 面体 . 它 是 用 超 平面 
割 掉 一 个 运输 多 面体 中 超过 界限 制 部 分 而 得 到 的 多 


poly-tope) 


面体 . 从 数学 表示 上 ,一 个 限额 运输 多 面体 (用 Mla, 
6b, 也 ) 表 示 ) 为 如 下 方程 和 不 等 式 组 的 解 集 所 确定 的 
多 面体 : 


IS JAn) 


2 99 — bj 

i=l 

Os co Sd; A 
其 中 a= (0, 529°" sam) b= (bisbe 
Cae) xor = d; >min (a; ,5;) B ix + B MIS i d ri P 
就 是 运输 多 面体 . 车 一 个 mox n 的 限额 运输 多 面体 
(m,n 之 2) 是 (m 一 1) (nm 一 1) 维 的 , 则 称 它 为 正则 的 . 
一 般 情形 ,限额 运输 多 面体 的 维 数 可 以 小 于 (mm 一 1) 
e. (7 一 1). 此 数 是 通常 运输 多 面体 的 维 数 . A 
Mab) = (Gi)... € MCasb) [23;;7:0, 34 n—1—1 
<j—i<k—m+1), HP a= (asaz san) F b= 
Cb b, 450 N EXMA, H k.t 满足 OSR tS 
min (m a2) 一 1, 则 它 是 一 多 面体 ,并 称 为 (&,z) 限 额 运 
输 多 面体 . 4 k=t=0 时 , 它 就 成 了 运输 多 面体 . A 
^ mXn IS Ck 0 Bi 9s HS BK Mi.,(a,5) 具 有 维 数 
dM -— Gn—D(i—1)-- GG T-1)4-£G 9-109725 
则 称 它 为 正则 的 ,其 中 x 十 n 一 8 一 t 宇 3. APR 
运输 多 面体 M(a,6b,D) 使 得 == (4;,),、,, 对 于 儿 关 a 
CM X N ,满足 

0 ((1,7) Ea), 
“| min{ai,6;} (否则 )， 

RrhM(12.-,m),N-—(1.2..n 


Eg MAT S9) 
»6,) #1 D= 


} SUL a BR 


额 远 答 多 面体 
运输 多 面体 的 谱 (spectrium of transportation 
polytope) ” 带 有 特定 性 质 的 参数 的 集合 . W Ma, 


6") 和 M(a!',b') 是 两 个 运输 多 面体 . 且 它 们 的 阶 均 为 
m X n. id a^ —Aa' 4- (1— 2a? fl 5^ — Ab! 43-(1— 400, 
其 中 oscasl. BUB fie 48 M (G^ 六) 为 退化 运输 多 面体 
的 4 人 (0< <1) 的 集合 称 为 M Ca? dM MCa! ED RS 
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i. FA Slat, b,a! b ORR. F S (a? 0a ABFA 
限 个 元 素 , 则 称 它 为 有 限 的 ;否则 , 称 为 无 限 的 . 谱 
S(a°,6°,a',6') RE JG BR AY. 当 且 仅 当 o (Ca? DON 
(a! 0) 天 人 好. 谱 可 以 用 来 判定 两 个 运输 多 面体 是 
否 等 价 . 两 个 运输 多 面体 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 的 谱 
是 一 个 空 集 . E d$ S Ca^, 0^. a! DO JUR BR m BSE 
as, MX FED ACSQ?,ba ,D0, Ma’, b*) ABE, 
Ji 退化 的 , 则 称 它 为 简单 谱 . 

正则 限额 运输 多 面体 (regularly truncated tran- 
sportation polytope)” 见 “限额 运输 多 面体 ”. 

(k-t) 限额 运输 多 面体 ((&-i)-truncated trans- 
portation polytope)” 见 “限额 运输 多 面体 ”. 

a 限额 运输 多 面体 (a-truncated transportation 
polytope) 见 “ 限 额 运输 多 面体 ” 

广义 运输 多 面体 (generalized transportation 
polytope) 运输 多 面体 的 一 种 推广 . 令 a= (asa; 
… da) b= (bi bs tt 45,2220. 同时 ， 还 给 定 两 个 正 实 
阵 a= (ai) nn B= CB) mxa 由 如 下 方程 和 不 等 式 组 
的 解 集 所 确定 的 多 面体 就 是 广义 运输 多 面体 : 


> paio — b, CL ps ns 
i= | 


> due — a; (1x5 i xim), 
j=1 


zz (1 ium] J Sn) 
= Bi;= a;;= 1 (lSi<im,1Sj<n) BY. J S038 fay & 
体 就 变 成 了 运输 多 面体 . 由 广义 运输 多 面体 作为 可 行 
解 集 使 得 某 线性 函数 取 最 大 或 最 小 的 线性 规划 被 称 
为 广义 运输 问题 . 

广义 运输 问题 (generalized transportation po 
lytope) ” 见 “ 广 义 运 输 多 面体 ”. 

双 随 机 多 面体 (bistochastic polytope) 一 种 特 
殊 的 多 面体 . ERR — BS non JE ER A= (ai, UN n? 
维 向 量 

a = (aij dios Qin d215022 11 sAn» 
ee ee ere ee 
则 由 所 有 nxXn SLBA DLE TE n^ 维 空间 中 形成 的 点 集 
称 为 双 随 机 多 面体 . 所 谓 双 随机 阵 是 指 这 样 的 方 阵 A 
= (aj) ,使 得 对 任何 ISi, jn, 


DD 
若 在 一 个 双 随 机 阵 中 ,限制 所 有 元 素 只 取 0 或 1, 则 
它 就 变 成 了 一 个 置换 阵 . A r= mmnm) E N= 
{1,2,…,n} 上 的 一 个 置换 , 则 相应 它 的 置换 阵 为 4 
= (2,0, » P 
aem bo ESES NEGES 
" (o (否则 )， MM d E 
BUS n X n 对 称 置换 阵 的 凸 包 称 为 对 称 置换 多 面体 . 
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EH CEREM, BUE LE n^. 维 欧 氏 空间 中 
形成 一 个 多 面体 , 而 且 它 的 顶点 就 是 置换 阵 . 双 随 机 
多 面体 就 是 由 所 有 置换 阵 在 产 维 空间 中 的 凸 包 . 同 
时 ,对 称 置换 多 面体 由 如 下 的 方程 和 不 等 式 组 的 解 集 
所 确定 :对 任何 


SC -—ISCNIIS|Zz3, |S|=1Cmod2)}, 
»5 >: T; X. 1 | d l, 
‘ES jES— {i} 
D d (7 GaN) 
i=] 
Ti; — Lyi (€ ND, 
x; 之 0 (1,3 EN). 
对 称 置换 多 面体 (symmetric permutation poly- 
tope) 见 “ 双 随机 多 面体 ” 
(B 92 XE k EHE (Birkholf’s theorem) Ji“ 
机 多 面体 ”. 
哈密 顿 圈 多 面体 (Hamiltonian circuit polytope, 
Hamiltonian cycle polytope) 一 种 特殊 的 多 面体 . 


它 是 由 哈密 顿 圈 导 出 的 多 面体 . 它 的 顶点 相应 一 个 图 
上 的 哈密 顿 圈 的 邻接 和 矩阵. 因为 任何 一 个 图 C 的 哈 
密 顿 多 面体 均 为 与 C 同 阶 的 完全 图 K, AG 的 阶 ) 
的 哈密 顿 多 面体 的 一 个 面 , 所 以 通常 所 说 的 哈密 顿 多 
面体 均 指 完全 图 的 哈密 顿 多 面体 . 这 时 ,天 , 的 哈密 顿 
圈 的 集合 与 如 下 的 方程 和 不 等 式 组 解 集 确定 的 多 面 
体 整 顶点 的 集合 之 间 有 一 个 一 一 对 应 关系 : 

Wz = 2e (0s mre e, 

[Foe |S| 一 1 (对 任何 s CN), 
其 中 QW 为 K, XHXAB BE. e= (1.1 SUO DX— n 维 
[n] BH = Grim tx €—nO — 12/2. e fima] 
量 ,t 表示 向 量 的 转 置 . 由 此 ,哈密 顿 多 面体 就 是 上 面 
方程 和 不 等 式 组 整数 解 集 的 凸 包 . FE oT A e e k 
均 相 应 旅行 售货员 问题 (参见 "旅行 售货员 问题 ”) 的 
一 个 可 行 解 . 也 可 以 说 ,哈密 顿 多 面体 为 旅行 售货员 
问题 所 有 可 行 解 的 凸 包 . 若 将 天 ,用 天 "代替 ,即将 
K, 的 每 一 边 用 两 个 有 向 边 代 替 , 在 天。 上 考查 有 回 
哈密 顿 图, 则 在 天 。 上 的 所 有 有 向 哈密 顿 圈 的 邻接 和 拖 
阵 的 凸 包 称 为 有 向 哈密 顿 多 面体 . 奋 在 旅行 售货员 问 
题 中 ,将 可 行 解 限制 在 有 癌 哈 密 顿 图 上 , 则 这 时 被 称 
为 有 向 旅行 售货员 问题 ,或 非 对 称 旅 行 售货员 问题 . 
相应 地 , 原 旅 行 售货员 问题 也 称 为 对 称 旅行 售货员 问 
题 . 由 此 ,有 向 哈密 顿 多 面体 也 可 以 说 是 非 对 称 旅 行 
货 员 问题 所 有 可 行 解 的 凸 包 . 
有 向 哈密 顿 多 面体 (Hamiltonian directed poly- 

见 “ 哈 密 顿 圈 多 面体 ”. 

B d (mE PARES REM 

审 阅 dE XUDCE 


topes) 


线性 与 多 重 线性 代数 


线性 代数 


线性 代数 (linear algebra) 代数 学 的 一 个 以 处 
理 线性 关系 为 主 的 分 支 . 它 的 历史 和 久远, 始 于 解 线性 
方程 组 ,中 国 上 古 算 书 《 九 章 算术 ) 中 就 讨论 过 方程 组 
的 解法 . 对 线性 方程 组 的 深入 人 研究 ,行列 式 和 和 矩阵 的 
产生 及 物理 .数学 分 析 与 几何 上 的 需要 ,有 力 地 推动 
了 线性 代数 的 发 展 与 形成 ,其 中 西 尔 维 斯 特 
(Sylvester,J. J. ). BL 3€ (Cayley, A. ) 等 人 在 线性 代 
数 方面 的 工作 是 葛 基 性 的 . 由 于 与 几何 中 向 量 的 类 
比 ,在 线性 代数 中 形成 了 线性 空间 (向 量 空间 ) 的 概 
念 ,线性 代数 中 讨论 的 问题 都 可 以 用 线性 空间 的 观 
点 加 以 讨论 . 因此 ,线性 空间 .线性 变换 以 及 与 之 有 
关 的 型 与 矩阵 等 构成 了 线性 代数 的 中 心 内 容 . 

线性 代数 的 含义 随 着 数学 的 发 展 而 不 断 拓 广 . 
线性 代数 的 理论 与 方法 已 渗透 到 数学 的 许多 分 支 . 
线性 代数 对 多 元 函数 的 微 积分 是 基础 性 的 ,同时 对 
理论 物理 、 理 论 化 学 .计量 经 济 与 生物 科学 等 也 是 不 
可 缺少 的 数学 工具 .在 工程 技术 等 实际 问题 中 有 许 
多 数学 问题 往往 归结 为 数量 间 的 线性 关系 ( 即 用 一 
次 形式 表达 的 关系 ) ,这些 线性 关系 都 可 以 用 空间 的 
观点 来 讨论 . 因此 ,线性 代数 在 工程 技术 与 国民 经 济 
的 许多 领域 中 都 有 着 广泛 的 应 用 . 

在 本 分 支 中 ,主要 介绍 一 般 域 上 线性 代数 的 基 
本 内 容 . 未 涉及 的 部 分 可 参见 第 一 卷 4 高 等 代数 ) 部 
分 . 

n J [8] ME (n-tuple vector) JRR n HEE. 通 
常 向 量 ( 矢 量 ) 的 推广 . 设 忆 为 域 ,” 是 正 整数 . 己 中 
n 个 元 素 构成 的 有 序 组 (ai ,ar*，…',a,) 称 为 P 上 的 n 
元 向 量 ,a;G(i 二 1,2,…,n) 称 为 这 个 向 量 的 第 i 个 分 
EREE P 上 人 全体 元 向 量 构成 的 集合 记 为 P. 
P" 中 两 个 元 向 量 相 等 是 指 它 们 的 相应 分 量 完全 
相同 . 根据 讨论 的 需要 ,一 个 7 元 回 量 (a1,as，,*… ,a;) 
也 可 以 竖 起 来 表示 为 


a» 


d, 
像 通常 向 量 一 样 ,可 以 对 元 向 量 引 和 人 加 法 及 PP 中 
元 素 与 元 向 量 的 乘法 .nn 元 回 量 的 加 法 如 下 
(disit t yan) + (b, ,b, 5.) 
= (a, + bisa; + 65, ,a + 5,), 


车 cEP, 则 它 与 元 癌 量 的 乘法 如 下 
CCQ, ,a55*** san) = (ca, cas »*** cas). 
n 4# [5] E (n-tuple vector) 即 “2 75 [n] eR”. 
线性 空间 (linear space) 亦 称 回 量 空间 . E E 
线性 代数 的 中 心 内 容 和 基本 概念 之 一 . 设 了 是 一 个 
非 空 集合 ,P 是 一 个 域 . 知 
LEV 中 定义 了 一 种 运算 , 称 为 加 法 , 即 对 了 
中 任意 两 个 元 素 “与 都 按 某 一 法 则 对 应 于 内 
惟一 确定 的 一 个 元 素 a 十 8, 称 为 a 与 p 的 和 . 
2. Æ P SV 的 元 素 间 定义 了 一 种 运算 , 称 为 纯 
量 乘法 ( 亦 称 数量 乘法 ), 即 对 Y 中 任意 元 素 a 和 P 
中 任意 元 素 &, 都 按 某 一 法 则 对 应 V 内 惟一 确定 的 
一 个 元 素 ka, 称 为 上 与 a WFR. 
3. 加 法 与 纯 量 乘法 满足 以 下 条 件 : 
1) a+ 8— Bo- a, X EXEC a, BC V. 
2) a+ CB3-)) — Ca - B) +Y, MER a, 8, Y € V. 
3) 存在 一 个 元 素 0EV ,对 一 切 eEY 有 at0= 
a 元素 0 称 为 了 HEC. 
”4) 对 任 一 aEV ,都 存在 BEV fii at B—0, B 称 
为 a 的 人 负 元 素 , 记 为 一 a. 
5) 对 P 中 单位 元 1, 有 la 二 a(a€V). 
6) WER EIC P,a€V 有 (kl)a=k(la). 
7) 对 任意 ,LEP,aE€V 有 (十 1) a 二 ka 十 la. 
8) 对 任意 EP,a,BEV Æ k(atf)=kat kf, 
则 称 Y 为 域 己 上 的 一 个 线性 空间 ,或 回 量 空间 .Y 
中 元 素 称 为 回 量 ,Y NSA hl BoP 称 为 线性 
空间 的 基 域 . 当 P 是 实数 域 时 ,V 称 为 实 线性 空间 . 
MP 是 复数 域 时 ,V 称 为 复线 性 空间 . 例如 ,行为 
三 维 几 何 空 间 中 全 体 向 量 ( 有 向 线段 ) 构 成 的 集合 ， 
P 为 实数 域 R, 则 V 关于 向 量 加 法 ( 即 平 行 四 边 形 法 
则 ) 和 数 与 向 量 的 乘法 构成 实数 域 R 上 的 线性 空 
[E]. X An. xy V AR P EE mX nh BE ZB X 
集合 Mm (P) V 的 加 法 与 纯 量 乘法 分 别 为 矩阵 的 
加 法 和 数 与 矩阵 的 乘法 , 则 M, CPO dE OR 已 上 的 
线性 空间 .V 中 向 量 就 是 mrXn 矩阵 .再 如 , 域 己 上 
所 及 元 癌 量 (ai,as，… ,a,) 构 成 的 集合 P 对 于 加 
iE :(a415,a5, "5a,) 十 (601629,b;,) 二 《ai 十 b1,Qz 十 bs， 
… ,a; 十 b,) 与 纯 量 乘法 :h(ai,as,**…* san) = (Nai, Aas， 
very Aa, ) TJI P 上 的 线性 空间 , 称 为 域 P 上 4 元 
问 量 空间 . 
向 量 空间 (vector space)” 即 “线性 空间 ”, 
[a] (vector) W REZ HE”. 
SE fo) Æ (zero vector) 见 “ 线 性 空间 ” 
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Æi (basic field)” 见 “线性 空间 ”. 

实 线 性 空间 (real linear space) 见 “ 线 性 空间 ” 

复线 性 空间 (complex linear space) Jl “28 PE 
空间 ” 

纯 量 乘法 (scalar multiplication) 
间 ”. 

数量 乘法 (scalar multiplication) 
ie 

n 元 向 量 空间 (vector space of n-tuple vector) 
见 “ 线 性 空间 ”. 

线性 组 合 (linear combination) 线性 代数 的 基 
本 概念 之 一 . 设 a 25,0, (521) BP 上 线性 空 
lA] V FP BASE BR AP qe] E. AV 中 向 量 a 可 以 表示 为 

a = ka + ka, 十 … 十 Ra 
(b € P,i = 1,2,-,5), 
则 称 a 是 向 量 组 a ,as,…,a, 的 一 个 线性 组 合 , 亦 称 
a 可 由 癌 量 组 05,05, 77.0, 线性 表示 或 线性 表 出 . Bil 
如 ,在 三 维 线性 空间 POP, [et a= lansa: a)n] H 
H ZA a, — (1,0,0),a;— (0,1,00,04— (0,0, 12 X 
TE X B :a— 2,01 +a: +a. X A (i) headed P 上 
线性 空间 V 中 无 限 多 个 向 量 组 成 的 向 量 组 , 若 Y 中 
的 向 量 a 可 以 表示 为 
a= S jaa, (a, € P,A 为 下 标 集 )， 


AEA 


但 除 有 限 个 4 外 ,ai 一 0, 则 称 a 为 向 量 组 (a) 的 线性 
组 合 ,或 者 称 a 可 由 回 量 组 (线性 表示 (出 )， 

线性 表示 (linear expression) 见 “ 线 性 组 合 ” 

线性 表 出 (linear expression) 见 “ 线 性 组 合 ”. 

等 价 向 量 组 (equivalent vector system) 线性 
代数 的 基本 概念 之 一 .可 互相 线性 表 出 的 向 量 组 . 若 
线性 空间 的 向 量 组 I 中 的 每 个 向 量 都 可 由 了 中 
向 量 组 工 线性 表 出 ,并 且 回 量 组 工 中 的 每 个 向 量 也 
可 由 向 量 组 1 线性 表 出 , 则 称 向 量 组 I 与 向 量 组 1 
等 价 . 等 价 向 量 组 有 下 列 性 质 : 

1. 自 反 性 :每 一 向 量 组 都 与 自身 等 价 . 

2. 对 称 性 : 知 向 量 组 I 与 向 量 组 工 等 价 , 则 向 量 
组 工 也 与 1 等 价 . 

3. f x E Ae 工 与 向 量 组 工 等 价 , 并 且 辐 
量 组 工 与 向 量 组 焉 等 价 , 则 向 量 组 I 与 向 量 组 下 等 
ff. 

线性 相关 (linear dependence) 向 量 间 的 一 种 
— WV 是 域 忆 上 的 线性 空间 ,wEY G=1, 

vss) BAEP 中 ;个 不 全 为 零 的 元 素 kisko 
appe: kiai tka d- *** +hka,=0 BOW. » DU] BK qr] 


见 “ 线 性 空 


见 “ 线 性 空 


H al az，…，w 线性 相关 ; 否则 ， BR e ,Qs,,… ,a 线性 
无 关 . 换 言 X E Ruhr … Ri 全 为 零 时 , 才 有 


IE -— 0, 
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则 称 A 40 , °°" 4 A 线性 无 关 ， 单独 一 个 零 向 量 是 线性 
相关 的 ;单独 一 个 非 零 向 量 是 线性 无 关 的 . 向 量 组 
0, 05 ,***, 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 其 中 有 一 向 
i a; 可 由 其 余 ;一 1 个 向 量 线性 表示 . 对 VV 中 无 限 
多 个 向 量 组 成 的 向 量 组 {a} AAC A.A la) P TETE— 
些 向 量 是 线性 相关 , 则 称 此 向 量 组 线性 相关 ; 知 回 量 
组 (ai)xes 中 任意 有 限 个 向 量 的 向 量 组 线性 无 关 , 则 
称 此 向 量 组 (ai)ies 线 性 无 关 . 

线性 无 关 (linear independence) 

替换 定理 (substitution theorem) 线性 代数 的 
基本 定理 . 在 线性 空间 V 中 给 出 两 个 有 限 向 量 组 : 

l. e1,05,***,0,5 

2. Bis Bast. 
若 向 量 组 1 线性 无 关 , 并 且 向 量 组 1 中 的 每 个 向 量 
a; 都 可 由 m] Æ H 2 线性 表示 , Bi] rss, fft] E. HJ LA Xt [8] 
t& eH 2 中 的 向 量 重 新 排列 ,使 得 用 A, ,05,***,G, TER 
重新 排列 之 后 的 前 7 个 向 量 后 ,所 得 的 向 量 组 与 向 
量 组 2 等 价 . 此 即 替换 定理 . 

线性 空间 的 维 数 (dimension of a linear space) 
对 线性 空间 的 重要 刻画 . 即 线 性 空间 中 线性 无 关 问 
量 的 最 大 个 数 . 吞 域 PD 上 的 线性 空间 V 中 存在 ”个 
线性 无 关 的 向 量 , 而 任意 ntl 个 向 量 都 是 线性 相关 
的 , 则 称 Y 是 一 维 线性 空间 , 数 ” 称 为 它 的 维 数 , 记 
为 dimV =n. PAn, hi P EZ m OT) 矩阵 组 
BOA 2B Mux P) ÆR P E m 维 线性 空间 ,也 记 
为 P”, 只 舍 零 回 量 的 零 空 间 的 维 数 规定 为 零 . 零 
维 与 n 维 线性 空间 统称 为 有 限 维 线性 空间 . E EV 
中 可 以 找到 任意 多 个 线性 无 关 的 向 量 , 则 称 V 为 无 
限 维 的 .例如 ,PP 上 全 体 一 元 多 项 式 集合 V=Plx] 
是 已 上 的 无 限 维 线性 空间 ， 

n tE tk HE S fa) (n-dimensional linear space) W, 
“线性 空间 的 维 数 ” 

零 维 线 性 空间 (zero-dimensional linear space) 

见 “ 线 性 空间 的 维 数 ”. 

有 限 维 线性 空间 (finite-dimensional linear 
space)” 见 “线性 空间 的 维 数 ”. 

无 限 维 线性 空间 Cinfinite-dimensional linear 
space) ” 见 “ 线 性 空间 的 维 数 ”. 

线性 空间 的 基 (basis of a linear space) Xf ££ 
性 空间 的 重要 刻画 . 即 生成 线性 空间 的 线性 无 关 的 
向 量 组 . 域 忆 上 线性 空间 Y "BIS E ZH a ie PR ON 
ia m 的 一 个 基 或 基底 . 若 它 满足 条 件 ， 

asic PIER ARR i] BBA EA. 

2. ; 中 任 一 向 量 a ABE Co) PAT BRI a EIER ZG 
性 组 合 . 

基底 中 所 含 向 量 个 数 即 线性 空 
a 由 基底 线性 表 出 的 式 子 


见 “ 线 性 相 


间 的 维 数 . 向 量 


a= 之 ,ai 

中 的 a; PRA e 关于 基 aa, a 的 第 ;个 坐标 或 
第 i T7 2. 全 体 分 量 (al,a:,… san) KA a 关于 基 
,o 的 坐标 .Y 中 向 量 a 的 坐标 由 a 自身 与 
基底 惟一 确定 .a aoa, dE V. 的 基底 的 充分 必要 
条 件 是 V 中 每 一 向 量 可 由 a.a.o, 惟一 地 线性 
表 出 . 对 无 限 维 线性 空间 V, 行 Y 中 每 一 向 量 缘 可 
由 (2) ic 4 惟一 地 线性 表 出 WN EK (oie AZ V 的 基 . 


CQ19CQ29 


向 量 的 坐标 (coordinates of a vector) Jl“ 
性 空间 的 基 ”. 
Æ Jk (basis) ” 见 “ 线 性 空间 的 基 ”. 


坐标 变换 公式 (coordinate transformation for- 


mula) 解析 几何 中 (不 变 原 点 的 ) 坐 标 变换 公式 的 
b ioo d 维 线性 空间 ， H 6.6.7.6, 
与 ei,65,,6, Ate V WE. 于 是 有 

& = = Ms (i = 1,2,***,2). 
以 6 关于 基 sl ,es ，……，e， HJ A^ bn Cas sasi sau 29 98 
I Fl Fy AA n WHE PE Ca; PRA B1 d Ei ,€5 , *** , €, 到 基 


6, ABER. 4 a€EV 关于 基 6 ee，…,e 
与 基 ee. En 的 坐标 分 别 为 (zi,x2，… ,XZ, ) 与 
Gri sans ttt Ln) o WU FLD AB pp JB] AY ROAR. BY Fa aah PE E 
EE Ca; FARA 


! f 
€i ,€5,"*** 


上 式 称 为 坐标 变换 公式 . 

过 渡 和 矩阵 (transition matrix) 
AX 

AR X £k TE JC X B (maximal linearly indepen- 
dent system) ”线性 空间 的 基 对 向 量 集 的 推广 . 设 V 
ER P 上 的 线性 空间 ,S 是 V BUTS AS 的 一 部 
分 向 量 线性 无 关 , 但 在 这 部 分 向 量 中 ,加 上 4 的 任 
一 向 量 后 都 线性 相关 , 则 称 这 部 分 向 量 是 $ 的 一 
极 大 线性 无 关 组 .V 中 子 集 的 极 大 线性 无 关 组 不 是 
惟一 的 ,例如 ,V 的 基 都 是 V 的 极 大 线性 无 关 组 . €E 
们 所 含 的 铝 量 个 数 ( 基 数 ) 相 同 .V 的 子 集 S 的 极 大 
线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 ( 基 数 ), 称 为 S BYE. 
只 含 零 回 量 的 子 集 的 秩 是 零 .V 的 任 一 子 集 都 与 它 
的 极 大 线性 无 关 组 等 价 . 特别 地 , 当 S 等 于 V 且 V 
是 有 限 维 线性 空间 时 ,Ss 的 秩 就 是 Y 的 维 数 . 

向 量子 集 的 秩 (rank of a vector subset) Jl 
“ 极 大 线性 无 关 组 ”. 

ee tF SS fa) (linear subspace) 线性 空间 中 部 
分 向 量 组 成 的 线性 空间 . dx W 是 域 P 上 的 线性 空 


见 “ 坐 标 变换 公 
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间 V 的 一 个 非 空 子 集合 , 若 对 于 V 中 的 加 法 及 域 P 

与 V 的 纯 量 乘法 构成 域 P 上 的 一 个 线性 空间 , 则 称 
W 为 V 的 线性 子 空间 ,或 简称 子 空间 .V 的 非 空 子 
SW 是 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 : 

1. 子 集合 W 的 任意 两 个 向 量 a 与 8 之 和 a 十 6 
仍 是 W 的 回 量 . 

2. 域 尸 的 任 一 数 和 与 子 集合 克 的 任意 一 个 向 
E a 的 积 仍 是 W 的 向 量 . 

线性 空间 Y 自身 与 单独 一 个 零 向 量 都 是 V 的 
线性 子 空间 . 这 两 个 特殊 的 子 空间 称 为 V 的 平 几 子 
空间 ; 除 平凡 子 空间 外 的 线性 子 空间 称 为 V 的 真子 
空间 . 

平凡 子 空间 (trivial subspace) 
间 ”. 

真子 空间 (proper subspace) 
IR] ”. 

^E REF SS iB] (generated subspace) 一 种 特殊 
的 子 空间 . 域 P 上 线性 空间 V 的 任 一 子 集 M nmm 
量 的 所 有 线性 组 合 构 成 V 的 子 空间 , 称 为 由 久生 
成 的 子 空间 , 记 为 L(M), 称 M 为 L(M) 的 生成 集 

( 系 ). 任 一 含 M 的 子 空间 必 食 LCM), 即 LCM) 是 含 

M 的 最 小 子 空间 . 
生成 集 (generating set) 见 “ 生 成 子 空间 ”. 
^E Bk X (generating system) JL“4 Mf a 
i". 
子 空间 的 和 (sum of subspaces) 子 空 间 的 一 
种 运算 . 设 V 是 域 P 上 的 线性 空间 Vis Vast’ V, 
是 V BUT SB. 
S — (ai ta t 7: ta la € Vi £1.27], 

N S 是 V 的 子 空 间 ， EE uM. ACE V. 的 
MWA Vit V: +e +V TEW Vi VV, W 
集合 交 VNAV A AV. 也 是 VV 的 子 空间 , 称 为 Vj， 
Vst, V, BJAG. iX dimV —n,6,.6.*,6, 是 V WE, 
若 V 是 Y 的 子 空间 , 则 dimV,<n. 当 dim Vi <n, 


见 “ 线 性 子 空 


见 “ 线 性 子 空 


K ElEk 06, AV, 的 基 时 , 必 存 在 6, o 6s 使 
81y62， 为 V 的 基 . 由 ggg SE, 生成 的 子 空 s [R] 
V, F£E Vi HATS RATSED.V, 与 它 的 余 


子 空 间 V: BAV tV =V, ENEZ viv 
(0) ,此 时 ,又 称 Y AV, 与 了 的 直 和 ， 

子 空间 的 交 (intersection of subspaces) IW 
“ 子 空间 的 和 ”. 

补 子 空间 (complementary subspace) 见 “ 子 
空间 的 和 ”. 

余子 空间 (complementary subspace) JL“ 
空间 的 和 ”. 

独立 于 一 组 基 的 子 空间 (subspace independing 
一 种 特殊 的 子 空间 . 设 V 是 域 P 上 的 
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zl0) 维 线性 空 间 6:562 6 Æ V 的 一 个 基 , 简 
ii Ble). ÆW EV 的 r 维 子 空间 ,0<r<n, 且 e 
&W (1 二 1]， 2，… ,71)， 则 称 W RV 的 独立 于 基 B(e) 


的 子 空间 ,简称 W 是 具 性 质 Q 的 子 空间 . 取 aE€P,a 
A0, Bid W(la)= Lle bey sep 4d-6,*:,6 443-6, e 4- 
a€,41) M W Ca) pee V. 的 一 个 独立 于 基 BOW T 
ZS fA]. GB a,bEP,aFb, M Wla) AWC). 从 而 ,有 和 定 
H.E P 是 无 限 域 ,Mo 是 独立 于 基 B(e) 的 所 有 > 维 
子 空间 组 成 的 集合 , 则 |Me|== |P1. 即 集合 Me 与 P 
的 基数 相等 . 当 性 质 Q 是 其 他 内 容 时 ,定理 的 结论 
仍然 成 立 . 例如 ,QQ 为 下 列 两 项 : 

1]. 0«r«n,W 是 7 的 > 维 子 空间 . 

2. 0 k«n,U 是 V 的 & 维 子 空间 ,W 是 U 在 V 
中 的 余子 空间 . 

Q 是 某 种 规定 性 ,W 是 V 的 具有 性 质 Q 的 子 空 
间 , 对 于 一 般 的 性 质 Q ,猜想 :|Meol=| 忆 |, 其 中 书 
是 无 限 域 ,Mo 是 所 有 具有 性 质 Q 的 子 空间 W 所 组 
成 的 集合 . 

具有 性 质 Q& 的 子 空间 (subspace with a proper- 
ty Q@)” 见 “独立 于 一 组 基 的 子 空间 ”. 

子 空 间 的 直 和 (direct sum of subspaces) Jh 
称 子 空间 的 直接 和 . 子 空间 的 一 种 特殊 运算 . WV. 
V 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 , 若 和 空间 VV: 
中 每 个 向 量 a 都 能 惟一 地 分 解 为 形式 : 

a—a,4d-a, (a EV a CV), 

则 称 和 V +V: ABA. IA VOV: 对 于 线性 空间 
V 的 两 个 子 空 间 Vi,V;, 下 列 命 题 是 等 价 的 : 

1. V; EV, 是 直 和 . 

2. 零 门 量 的 表示 法 惟一 , 即 a 十 as 二 0Ca€Vi， 
a EV) HHAH asa 为 零 问 量 时 成 立 , 即 零 向 量 
的 表示 法 惟一 . 

3. V: 与 V; 的 交 Vif1Vs-— (0j. 

4. dim (V; -V,) -dim V, 4- dimV;. 

多 个 子 空间 的 直 和 ,可 以 类 似 地 定义 ,并 且 对 多 
个 子 空间 的 直 和 也 有 相应 于 上 述 1 一 4 的 等 价 命题 ， 
但 对 多 个 子 空间 ,上 述 命题 3 需 改 写 为 

Voi Veo (i = 142, ,3s). 


子 空间 的 直接 和 (direct sum of subspaces ) 
即 “ 子 空间 的 直 和 ”. 
维 数 公式 (dimension formula) 两 子 空间 的 维 
数 之 间 的 关系 式 . VV: 是 nn 维 线性 空间 V 的 两 
个 线性 子 空间 , 则 Vi 与 了 的 维 数 满足 下 面 的 公式 : 
子 空间 Vj 与 V. 的 维 数 之 和 等 于 和 空间 Vi Vs 的 
维 数 与 交 空 间 VL NAV: 的 维 数 和 . 即 
dimV , +dimV ,二 dim (Vi 十 V,) 二 dim (Vi [VV,). 
特别 地 , 当 Vi 十 V; 是 直 和 时 ,此 公式 变 为 
dimV, + dimV, = dim(V, + V,). 
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Pa = lB) (quotient space) 一 个 线性 空间 模 一 
个 子 空间 所 得 的 线性 空间 . 设 V 是 域 P 上 的 线性 空 
间 ,W XE V 的 子 空间 ,对 VV 中 每 一 元 a; 定义 a 十 W 
二 {a 十 B18EW), 设 V={a 十 WiaEV), 利 用 V 的 
加 法 及 P 与 V 的 纯 量 乘法 ,可 以 在 V 内 引入 如 下 的 
MER P 与 V 的 纯 量 乘法 : 
(a 十 W) 十 (8 十 W)= (a 十 8) 十 W， 
kl(a+W)=ka+W (kEP). 
这 样 的 定义 是 完全 确定 的 ,而 且 Y 关于 这 样 定 义 的 
运算 构成 域 已 上 的 一 个 线性 空间 SERA V 对 子 空间 
W WAZE, wA V/W. fln. V BP ES ER 
PE ss IE] 50,02 ,0,,0,, 0; 是 基 ， W 是 由 aa, 生成 的 子 
空间 , 则 V/W 是 由 三 个 元 素 a, -W a, HW a; HW 
生成 的 商 空 间 ,而 且 这 三 个 元 素 正 好 是 V /W. 的 基 . 
一 般 地 , 夺 dim V/W 有 限 , 则 称 其 为 W 关于 V BAR 
维 数 , 记 为 Codim W. 
余 维 数 (codimension) M“ Z M”. 
卡 氏 积 空间 (Cartesian product space) ”由 一 


些 线性 空间 按 n 维 向 量 的 办 法 构 作 的 线性 空间 . EE 

V ER P 上 的 线性 空间 ,i 二 1,2,… m. WRG 
X—((a,,a,,*,2,) |a;jC Vi,i—1,2, m) 

对 加 法 : Ca eet s amn) + CBr B5, Prd = Ca +h, 

ax + B, , 5 Om t+ Bm) Eg fU EE FREE 1A (01,05 7,0, = 

(Àa Ady s**t s Aam) AC P 构成 P 上 的 线性 空间 , 称 为 

线性 空间 Vi Voss Vu 的 卡 氏 积 空 间 , 记 为 ViXV， 


XXV n UEN XV. 
l 


线性 映射 (linear mapping) 亦 称 同 态 或 线性 
同 态 .线性 代数 的 中 心 内 容 和 基本 概念 之 一 . 是 同一 
域 上 两 个 线性 空间 V 与 W 之 间 具 有 线性 性 质 的 映 
射 , 即 V 到 W 的 映射 p ENEE a PEV REP, W 
足 条 件 : 

1. pat 8) — Ca) o- 9B); 

2. gCka) — kgCa) ; 
则 称 eV 到 W 的 线性 映射 ,或 称 为 线性 算 子 . 把 
V 中 每 一 元 素 映 射 成 W 中 零 元 素 的 映射 是 线性 映 
射 RAS RA. E 9 是 双 射 , 则 称 9 为 V 与 W 的 线 
性 同 构 , 同 时 称 9 为 线性 空间 的 同 构 映射 . 建立 了 线 
性 同 构 的 两 个 线性 空间 , 称 为 同 构 的 线性 空间 . 当 
W-—PHB[.V 到 PP 的 线性 映射 也 称 为 线性 函数 . 

by P 上 线性 空间 V 到 W 的 全 体 线性 映射 的 集 
合 , 记 为 Homp (VW). 在 Homp《(V,W) 中 可 以 引入 
加 法 与 纯 量 乘法 , 若 对 任意 的 ,VE Homr(V,W)， 
任意 aEV,kEP, 规 定 : 

p+-y: (e+) (a) —gCXaD -F- Ca) , 
kg: (kp) (a) — bg aD, 

则 Homp(V ,W) 构 成 域 P 上 的 线性 空间 . 

线性 同 态 (linear mapping) ” 即 “ 线 性 映射 ”. 


线性 算 子 (linear operator) 见 “ 线 性 映射 ” 

零 映射 (zero mapping) 见 “ 线 性 映射 ” 

线性 空间 的 同 构 了 映射 (isomorphism mapping of 
linear spaces) 见 “ 线 性 映射 ” 

同 构 的 线性 空间 (isomorphic linear spaces) 
见 “ 线 性 映射 ”. 

线性 函数 (linear function) 见 “ 线 性 映射 ” 

线性 映射 的 值 域 (range domain of a linear 
mapping) 线性 映射 的 像 . 设 o 是 域 P 上 线性 空间 
V 到 W 的 一 个 线性 映射 ,V 中 所 有 元 素 在 c 下 的 像 
所 成 的 集合 c(Y)( 也 记 为 Imot W 的 线性 子 空 
[B] , 称 为 o 的 像 空间 ,或 的 值 域 . 在 线性 映射 c 下 
V 中 以 零 向 量 为 像 的 全 体 问 量 组 成 的 集合 o O) 
(也 记 为 kero) 构 成 V 的 线性 子 空间 , 称 为 o 的 核 . 
当 V 是 维 线性 空间 时 , 值 域 为 基 el ,es,…,e, 的 像 
ol(e1),oles),…,ole,) 生 成 的 子 空间 ,其 维 数 称 为 线 
性 映射 o 的 秩 ; 核 的 维 数 称 为 o 的 零度 .o 的 秩 与 零 
度 的 和 等 于 V 的 维 数 .ac(Y ) 与 商 空间 Y/c (0) 是 
同 构 的 . 

像 空 间 (image space) ” 见 “ 线 性 映射 的 值 域 ”. 

线性 映射 的 核 (kernel of a linear mapping) 
见 “ 线 性 映射 的 值 域 ”. 

线性 映射 的 秩 (rank of a linear mapping) 见 
“线性 映射 的 值 域 ”. 

线性 映射 的 零度 
见 “ 线 性 映射 的 值 域 ”. 

XS 2 ie) (dual space) 一 种 特殊 的 线性 空间 . 
即 线性 空间 的 线性 函数 空间 . 设 Y 是 域 P 上 的 线性 
空间 ,V 的 所 有 线性 函数 构成 的 域 己 上 的 线性 空 
间 , 称 为 V 的 对 偶 空 间 , 记 为 V*( 即 Homp(V ,P)). 
SM dim V =n, #H &,6&,7:,6 是 V 的 基 时 ,由 等 式 
ef (e) 0; (i ,J 二 1,2,…,n) 所 确定 的 nn 个 线性 函数 
E 是 V' 的 基 , 称 为 基 € ,es,…,e, 的 对 偶 
Ak. 由 上 知 , 当 dimV==n 有 限时 ,dimV* —dimV = 
n; 但 当 dim V 无 限时 ,二 者 不 再 相等 , 即 它 们 的 基 元 
素 不 再 是 一 一 对 应 的 . 


(nullity of a linear mapping?) 


E] 9 €» y, ttt 


xj BE (dual basis) 见 “ 对 偶 空 间 ”. ” 
XJ (8 JB 3 (principle of duality) 关于 对 偶 空 
间 的 结论 . 指 有 限 维 线性 空间 的 二 次 对 偶 空 间 可 对 


间 的 原理 . 设 V ER P ER n 维 线性 空 
间 ,V* dE V 的 对 偶 空 间 ,V* 的 对 偶 空 间 . 对 
V 中 每 一 癌 量 a, 设 aa " ,其 中 a** (8*)= 
人 
的 同 构 上 映射, 并 且 立 中 的 每 一 元 素 < HAMA 
V 中 某 一 元 素 aEV 给 出 ,因此 ,7 可 以 看 成 与 了 
是 一 样 的 ,这 就 是 对 偶 原 理 . 
XT ff BR ST (dual mapping) 


等 于 原 空 


亦 称 转 置 映射 .一 


线 性 代 X 


种 特殊 的 线性 映射 . 设 8 是 域 忆 上 线性 空间 Y 到 
V. 的 线性 映射 ,对 每 个 e^ € Vz C; 的 对 偶 空 间 ) 由 
FA p (a )—a' elf gm] o JE Vz 到 VY WATER 
射 , 称 为 9g 的 对 偶 映 射 . E o JE S HEU] ot 是 单 射 ， 
Xr 2 是 单 射 , 则 2 是 满 射 . 当 gp 的 秩 有 限时 ,y' 的 秩 
与 9 的 秩 相 等 ; 当 92 是 同 构 映射 时 , CO) ERO VI 
H Vi 的 逆 步 映射 . 

be E WM AY (transposed mapping) 
Bt”. 

i 2p RR AY (contragradient mapping) 
映射 ”. 

线性 变换 (linear transformation?) 一 种 特殊 
的 线性 映射 .设立 是 域 己 上 的 线性 空间 ,Homr(Y， 
V ) 中 的 元 素 , 即 V 到 V 的 线性 映射 , 称 为 Y 的 线性 
变换 .使 V 中 每 一 元 素 的 像 仍 为 自身 的 变换 ,是 V 
的 一 种 线性 变换 , 称 为 恒 等 线性 变换 ,或 单位 线性 变 
fa; Homp(V.V) 中 的 零 元 , 称 为 零 变 换 ; 
Homp(V ,中 有 逆 变 换 的 线性 变换 , 称 为 可 逆 的 . 
dy o 是 可 逆 线 性 变换 , 则 其 逆 变 换 亦 为 线性 变换 , 称 
为 o WER iA oo. BRE VAY HE © en erg, 
后 ,Homr《V,V) 的 运算 与 结构 可 用 和 矩阵 作为 工具 来 
刻画 . 

”和 恒 等 变换 (identity transformation) 
变换 ”. 

单位 变换 (unit transformation) 
g”. 

零 变 换 (zero transformation) 见 “ 线 性 变换 ” 

可逆 变换 (invertible transformation) J “2 
性 变换 ”. 

JE A h (inverse transformation) 
换 ”. 

全 线性 变换 代数 (algebra of total transforma- 
tions) 线性 空间 上 全 体 线 性 变换 所 成 的 代数 . BEV 
是 域 忆 上 的 线性 空间 , 行 以 映射 的 合成 作为 
Hom: (V VORRE, M 已 上 线性 空间 Homp(V,V) 
是 已 上 的 代数 , 称 为 Y 上 的 全 线性 变换 代数 . 设 6 
Homs (V ,V) i o^ —o, WRK 为 寡 等 变换 ,或 射影 
2E 1 #7 o" —0, WU ER o HRS ERA HE, WIR 
5 为 寡 单 变换 ,或 寡 么 变换 . SRM. 4 m—2 BI. A 
单 变换 o 亦 称 对 合 变换 . 当 是 域 P En 维 线性 空 
[B] 时 ,全 线性 变换 代数 Hom (V,V) 与 全 阵 代 数 
M, CP) Et. 

3$ 么 变换 (unipotent transformation) 
线性 变换 代数 ”. 

m SE PR (idempotent transformation) 
线性 变换 代数 ” 


Am 3E i jA (nilpotent transformation) 


BI "XE fS BR 


见 “" 对 偶 


ILU 线性 变 


见 “ 线 性 变 


见 全 


见 “ 全 


见 “ 全 线 
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线性 与 多 重 线性 代数 


性 变换 代数 ”. 

m Æ GM Cunipotent transformation) “+ 
线性 变换 代数 ”. 

对 合 变换 (involution transformation) 见 “ 全 
线性 变换 代数 ”. 

射影 变换 (projective transformation) Jh" 4 


线性 变换 代数 ”. 

非 育 异 线 性 变换 (nonsingular linear transfor- 
mation) 一 类 重要 的 线性 变换 . 即 可 道 的 线性 变 
fh. B V 是 域 P 上 的 线性 空间 ,so€E Home (VV) FG 
存在 XE Homr(V,V), 使 20=E( 单 位 线性 变换 ), 则 
Po 为 非 奇 异 线性 变换 ;否则 , 称 为 奇异 的 . 当 
dim V =n 时 , 非 奇 异 线性 变换 亦 称 为 非 退 化 线性 变 
换 ,或 满 秩 线性 变换 ,或 正则 线性 变换 .在 dim V =n 
的 条 件 下 ,o 是 可 道 的 充分 必要 条 件 为 o 是非 奇 异 
的 ,因此 ,在 有 限 维 的 条 件 下 也 可 以 说 非 奇异 线性 变 
换 就 是 可 逆 线 性 变换 . 

非 退 化 线性 变换 (nondegenerate linear trans- 
formation) 见 “ 非 奇异 线性 变换 ” 

奇异 线性 变换 (singular linear transformation) 
见 “ 非 奇异 线性 变换 ”. 

满 秩 线性 变换 (full rank linear transfor - 
mation) ” 见 “ 非 奇异 线性 变换 ”. | 

正则 线性 变换 (regular linear transformation?) 
见 “ 非 奇异 线性 变换 ”. 

域 上 的 和 矩阵 (matrix over a field) 实 和 矩阵 与 复 
矩阵 概念 的 推广 . ae PP AP ha EP (一 1,2， 
eem, j=1,2, sn), MJEK 


A E 2 — (Aij) asc 


Am) Am * Amn 
AP ER m fr.n WANE. ERAP ER m Xn 
矩阵 , 记 为 AC€P"""S AC Maxn(P). 4m=n 时 又 
BK A AP ER n 阶 方 阵 . Xp aij=0 G=1,2, sm, ] 
=1,2, sn), MPR A X PEW mox n FER; I m 
=n H a;=1 (=1,2, nya 二 0,Y 177). MFR 4 
为 n BPM. ICA D, R E. 在 矩阵 4 中, 称 
(ai saiz» sain) JJ A 的 第 1 个 行 癌 量 , 而 称 (41,as,， 
an) T 表示 转 置 ) 为 4 的 第 ;个 列 向 量 ; 者 B 
二 (6b,;;),xmEP” ”满足 bma; G=1,.2,°°.n j=l, 
2,…,m), 则 B 称 为 4 的 转 置 矩 阵 , 常 记 为 B= 二 A 
uk B—A'.4; A— A! (此 时 一 定 有 m= 二 =n,; 即 4 为 n 
阶 方 阵 ), 则 称 4 为 PP 上 的 n 阶 对 称 和 矩阵 .在 P 的 特 
征 数 chP 关 2 时 , 若 A=—A COMA m=n), Wy 
PAA P EB n 阶 反对 称 和 矩阵 ,这 里 一 X 在 一 般 的 
情况 下 表示 和 矩阵 六 = Go), DRE, BI —X— 
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C— xo 域 P 上 的 矩阵 在 P 上 的 线性 方程 组 理 
论 与 已 上 线性 空间 的 线性 变换 理论 中 起 着 与 实 
( 复 ) 数 域 上 相应 理论 中 同样 的 作用 .上述 定义 与 结 
果 都 可 推广 到 交换 环 上 . 

n Bt 7j EE (matrix of order n) 
H”. 

n Wr S47 BE (identity matrix of order n) J 
“ 域 上 的 矩阵 ” 

零 矩 阵 (zero matrix) 


见 “ 域 上 的 逢 


ILR ERJA RE”. 


HE E 4E RE (transposed matrix) JL“ EAN 
i". 

Xt BR 46 BE (symmetric matrix) Jl“ E K9 4E 
阵 ”. 

Bz Xt BREE (skew symmetric matrix) JU “tt 
上 的 矩阵 ”. 


域 上 和 矩阵 的 秩 (rank of a matrix over fields) 
fU EE EY PRA HE). A AP ERI mxn*óB 
阵 ,m 个 行 向 量 中 线性 无 关 疝 量 的 最 大 数 为 六 ,个 
列 向 量 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 数 为 7;, 则 ==72. 这 
个 公共 值 称 为 4 的 秩 , 记 为 rank A. 由 此 定义 知 ， 
rank A ximin Cn ,n) ;rank A — 0 的 充分 必要 条 件 是 
A=0. 24 m —n t, Æ rank Aa, WR A HRB 
阵 或 非 异 矩阵 . 

满 秩 矩阵 (full rank matrix) 
fk". 

3E B 4B FE (nonsingular matrix) 
的 秩 ”. 
域 上 和 矩阵 的 运算 (operations of matrices over 
field) tit E BM ie Fw HES. eh P bee ie 
算 与 实 ( 复 ) 和 矩阵 运算 的 定义 相同 . 设 A= Caius B 
二 (6b;;)nxnEP” Ae A4 士 B= 二 (a; 士 6;;)mxn( 即 对 应 
元 素 相 加 ( 减 )). SEERA AC PME AA — ai nxn 
= AACHI UJ A 3€ A 的 一 切 元 素 ). 设 C= C60, € 
Pr n-—p 时 和 定义 

AC — | 25 aaCij) s, 


l<kSin 


( 即 以 4 的 第 : 行 元 素 分别 对 应 地 乘 C. 的 第 7 列 元 
素 , 求 和 后 作为 AC 的 (7) 元 素 ). 值得 注意 的 是 :4 
#0,CA0 时 仍 可 能 有 4C=0. 且 一 般 地 , 当 C6E 
P” i} AC—CA 未 必 成 立 .但 当 相 应 的 运算 有 定义 
时 ,和 矩阵 的 运算 有 下 述 规律 

A+B=B+A; 

A+(B+C)=(A+B)+C; 

ACAB,+ 2B,)=AAB,+ BAB;; 

(AA, + pA; B—AA,B-o- pA;B, 
R'BA.G€P;ACBC) = (AB)C;(AB)'=B'A'; 
(A+B)? — AT +B"; (AA)! — AAT, P"Xx* 对 上 述 运 算 
成 一 环 ( 事 实 上 还 是 PP 代数 ), 称 为 DP 上 的 nn 阶 


见 “ 域 上 和 矩阵 的 


见 “ 域 上 矩阵 


全 阵 环 . 

n 阶 全 阵 环 (xXn full matrix ring) 
和 矩阵 的 运算 ” 

域 上 和 矩阵 的 逆 矩 阵 (inverse matrix of a matrix 
over field) 数 域 上 逆 和 矩阵 的 推广 . 若 AEP", Wl 
rank 4 一 7 的 充分 必要 条 件 是 有 X € P" AX— 
X4 一 六, 此 时 称 和 为 4 的 逆 和 矩阵,4 MPRA BY ee 
EE, FF ic X=A JR HH CA), = (AT). M4 B 
E PA WEERT, (AB) = BTA. Fe HOG 
OAa€ P, Mj CaA) =a A. PPE jk n p kg E 
XT HEE B, — RE CSE SCHR EO BRA P EB n 阶 一 般 线 
性 群 , 记 为 GLCP). 上 述 定 义 与 结果 都 可 推广 到 交 
换 环 上 . 

AJ i$ E B Cinvertible matrix) 
i Fe Ee". 

i E $6 RE 89 T Fl xx (determinant of a matrix 
over a field) 实 ( 复 ) 矩 阵 的 行列 式 定 义 的 推广 . 设 
A= (aij),x,€ PX" FEM 


det A = Ea ndi d 
secs, 


其 中 S, Hn TBR, 
-— n (c 为 偶 置 换 )， 
一 1 (o 为 奇 置换 )， 
fk det 4 AM 4 的 行列 式 , 有 时 也 记 为 |41. det A 
40 等 价 于 Ag n MEH. 行列 式 有 下 述 基 本 性 质 : 
1. 将 A 的 一 行 ( 列 ) 加 上 另 一 行 ( 列 ) 的 a 信 ,a 
EP, 新 旧 和 矩阵 行列 式 值 相 等 . 
2. 交换 A 的 两 行 ( 列 ) 后 ,新 旧 和 矩阵 的 行列 式 之 
值 差 一 个 (一 1) 因 子 . 
3. det A=det A’. 
4. & BE P””, Mj det AB) =det Adet B. 
5. BA nf t, Mj det CA )) — (det AD. 
6. Æ 


见 “ 域 上 


见 域 上 矩阵 的 


NEL a 


0 A, 
A, AA, Dll det A-— det A,det A;. 

域 上 的 线性 方程 组 (system of linear equations 
over a field) 数 域 上 线性 方程 组 的 推广 . 对 未 知 量 
Ti 9X2°** Tn 与 域 P, 形 如 


Gnd tpt t te V = b, , 


anti + 452; d t b An Ly, ys 

———M—— ÁÜÀ is 22 
dat p odagta posee duro Om 
(其 中 ,aj,6b;EP,i 二 1,2, m, jm1,2.» n) BI 
程 组 称 为 域 P 上 关于 nn 个 未 知 量 tirrr, 的 线 
性 方程 组 . by 0 ，…，p， 称 为 此 方程 组 的 常数 项 .5 二 
20 一 … 一 名 一 0 时 ,又 称 方程 组 (1) 为 齐 次 线性 方程 
zH . m X n 和 矩阵 


am) Am? da A mn 

称 为 此 方程 组 的 系数 矩阵 ;mm X (2 十 1) 和 矩阵 
ay dg … an D 
Ar, az … dg b 


(A b) = 


gb ae PE Ru Oy 

BRA db 2; RE 2A 38$ J AB B. CX = (zi, tees 
Ln) b= (bbs t bn) Wl £X EDD 2 2B CIO BY FHAB BE 
乘法 表 为 

AX —b ay 
的 形式 . 34 b=0= 0,0,0" 时 ,又 称 (17) 为 “ 齐 次 
线性 方程 组 ”, 或 称 为 (1) 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 . 当 
且 仅 当 rankA — rank (4 b) 时 方程 组 (1) 有 解 . 通常 
可 对 增 广 矩 阵 (4 5) 做 初等 行 变换 (即将 它 的 菜 一 行 
JURE UJ P. 中 元 素 后 加 到 另 一 行 上 ,或 将 它 的 某 一 
行 元 素 都 乘 以 尸 中 的 一 个 非 零 元 ,或 由 上 两 种 变换 
复合 而 成 的 两 行 互 换 ) 以 确定 方程 组 (1) 有 解 或 无 
解 , 在 (1) 有 解 时 ,也 可 以 由 此 求 出 (17) 的 一 切 解 来 . 
当 m=n H det AzÉO 时 ,也 可 用 如 下 的 克 莱 姆 法 则 
表 出 (1) 的 惟一 解 : 


à Ut 48,-1 Di dg c od, 
45  *'* Aa 5-4 b; Goj+1 ° Goan 
det 
Ans am] cie Gm, j—1 D. jd is A mn 
7 det A 


(j—1,2,,n). 

齐 次 线性 方程 组 (homogeneous system of lin- 
ear equations) 见 “ 域 上 的 线性 方程 组 ” 

系数 矩阵 (coefficient matrix) 见 “ 域 上 的 线性 
方程 组 ”. 

H8 I 5B E (augmented matrix) 
性 方程 组 ”. 

To He 58 3; D] CCramer’s rule) 
方程 组 ”. 

基础 解 系 (system of fundamental solutions) 
齐 次 线性 方程 组 的 一 种 基本 解 . 域 己 上 的 齐 次 线性 
方程 组 


见 “ 域 上 的 线 


见 “ 域 上 的 线性 


Aner 十 4152, re ay ty — 05 


azai + az + e F Aon XT, = 0, 


aniti F auta T AT Ganta m O 
(a, € P) WHE P EW n cee. Eta Be 
算 构成 上 的 一 个 线性 空间 , 称 为 这 个 齐 次 线性 方 
程 组 的 解 空 间 . 这 个 线性 空间 的 任 一 组 基底 都 称 为 
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这 个 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 . 求 齐 次 线性 方程 
组 的 解 可 归结 为 求 它 的 基础 解 系 , 通 常 可 对 其 系数 
和 矩阵 用 初等 行 变换 求 出 . 

解 空间 (solution space) Ji “SERRA”. 

Jj E $6 BE AY TEUER IQ sh (characteristic polyno- 
mial of a matrix over fields) 实 ( 复 ) 和 矩阵 特征 多 项 
式 概念 的 推广 . 设 A= Cai uxn€ P”, BR 

QCA) = pA) = det (Al, — A) 

K ABREEZA, pA) —0 又 称 为 4 的 特征 方程 ， 
它 的 根 Ai Ao s ttt An FER P 的 代数 闭 包 内 ,未 必 在 
PP 中 ) 称 为 4 的 特征 根 ( 值 ). 线性 方程 组 
(AI, — A)X =0( 8) AX — A,XO RI JE AE fe [8] E DJ. 4 
对 应 于 特征 根 A; 的 特征 向 量 . P(4) 的 展开 式 必 可 表 
AIPA) = aA ea, (Aaa; P. BH a, 
= — (ay tants da) — —tr ACtr A 称 为 4 的 
352;a,— C7 D'det A. Zr f£ G0 = fa" t+ fie ' te 
下 
的 特征 根 为 fF (AD Cj 1.2.70. 特别 地 ,A* 的 特 
AES X (jo1.2.,7 10.24 AAR TERY, AW) BE 
(iE HEY AST!) (==1,2,…,n). 将 A 代入 其 特征 多 
TGA) GR AA AL BOR an, UN aln) VEE 
阵 , 即 o4 CA) — 0. 此 即 哈密 顿 - 凯 莱 定理 . 

域 上 和 矩阵 的 特征 方程 (characteristic equation 
of a matrix over a field) 见 “ 域 上 和 矩阵 的 特征 多 项 
式 ” 

te | $6 BE AY BE GE AR (eigenvalues of a matrix 
over afield) 上 见 “ 域 上 矩阵 的 特征 多 项 式 ” 

域 上 和 矩阵 的 特征 向 量 (eigenvectors of a matrix 
over a field) ” 见 “ 域 上 和 矩阵 的 特征 多 项 式 ”. 

哈密 顿 - 凯 莱 定理 (Hamilton-Cayley theorem) 
见 “ 域 上 和 矩阵 的 特征 多 项 式 ”. 

线性 变换 的 矩阵 (matrix of a linear transfor- 


mation) 线性 变换 在 一 组 基 下 对 应 的 矩阵 . 设 V 
jem P EB n 维 线性 空 x [H] sE Ez," ,en Æ V 的 一 个 
基 ,o 是 V 的 线性 变换 ,者 

ole) = Da (2 = ly) 


册 以 ze) 的 坐标 为 第 i AJ RBS n WHERE Cay), ER 
为 o 关于 基 eez，…e 的 矩阵 , 常 简 记 为 

I 
并 简称 A 为 线性 变换 o 在 基 66.6 下 的 矩阵 ， 
其 秩 与 o 的 秩 相 同 . [8] — Z PE AE 1 2S Fn [8] JE B9 
Re TH UL. A 


£|,€2,***,€ 


8, — —— — » A, (1 = 1,2), 
则 有 如 下 对 应 
El E24,E 
]. oi Fo, A t A;. 
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El sE? * , €, 
A, A>. 


ge AS 
A. 6; d suum A, 可逆 , 且 


E; E 
1825 A^ 


"PR 


5. 对 V a€V a= gre 则 


n 
] yi 9 
i=] 


o (a) = 


其 中 


Yn X, 
间 之 间 的 线性 映射 ,也 可 用 类 似 
的 方法 (两 个 线性 空间 各 取 定 一 组 基 ) 找 出 它 对 应 的 
XB Be. 当 这 两 个 线性 空间 的 维 数 不 相 等 时 这 个 矩阵 
不 再 是 方 阵 ,即行 数列 数 不 再 相同 . 对 加 法 与 数 乘 的 
上 述 对 应 1 和 3 这 里 仍 是 成 立 的 ,上 述 对 应 5 也 是 
成 立 的 . 
ee PEAR ET (semilinear mapping) 线性 映射 
概念 的 推广 . 设 Y 与 V' 分 别 是 域 P 与 PP 上 的 线性 
空间 ,Pp 为 P 与 P' 的 同 构 , 若 V 与 V' 的 映射 9 满足 
条 件 : 
1. 对 任意 a,BEV A gath) =pa) tge); 
2. 对 任意 cEY „a€ P A glaa)=a"gla); 
WR eA 2 的 半 线 性 映射 ,其 中 a 表示 pla). 
当 V==V' ,P= 二 P' 时 ,yp 称 为 半 线 性 变换 . PHP 
2 是 恒 等 同 构 时 ,2 就 是 线性 映射 . 
半 线 性 变换 人 (semilinear transformation) Jil, 
“ 半 线 性 映射 ”. 
不 变 子 空间 (invariant subspace) JERR ET 
空间 .一 类 重要 的 子 空间 . 设 o 是 域 P 上 线性 空间 V 
的 一 个 线性 变换 ,W 是 V FSA OW Feo FH 
像 空 间 o(W ) 是 W 的 子 集 合 , 即 对 于 W 中 的 任 一 向 
EEEo FBR ONE W 的 向 量 , 则 称 W 是 o 的 
不 变 子 空间 ,简称 c 子 空间 .Y 的 平 几 子 空间 ,o 的 
值 域 与 核 以 及 o 的 特征 子 空间 ,都 是 o 的 不 变 子 空 
间 . ERARE o 在 其 不 变 子 空间 W 上 的 作用 , 则 得 
出 W 的 一 个 线性 变换 , 称 为 o 在 W 上 的 导出 线性 
变换 (或 o 在 W 上 的 限制 ), 记 为 clw. 若 Y 中 元 素 & 
EW, 则 olw(6) 无 意义 .上 述 o 的 不 变 子 空间 W 必 
为 了 的 直 和 项, 即 有 PP 上 的 线性 空间 U 使 
V=WQu. 
稳定 子 空间 (stable subspace) 
间 ”. 
导出 线性 变换 (induced linear transformation) 
“不 变 子 空间 ” 


对 两 个 线性 空 


即 “不 变 子 空 


XB E BJ AR AE BY (canonical form of a matrix) 
矩阵 的 一 种 表达 形式 . FRR P 上 的 nXn AE A FE 
相似 变换 (即将 4 变 成 B— TAT 的 变换 ,其 中 了 
WP ER nXn 可 逆 和 矩阵 ?下 的 最 简 形 式 . 设 4 是 书 
bn 维 线性 空间 YY 上 在 一 组 取 和 定 的 基底 下 某 个 线 
性 变换 o 的 矩阵 ,做 了 关于 o 的 不 变 子 空间 的 直 和 
分 解 . 考虑 o 在 这 些 不 变 子 空间 上 的 限制 ,继续 做 这 
种 分 解 , 经 有 限 步 可 做 到 不 能 再 分 解 , 最 后 可 得 出 V 
的 一 个 新 基底 使 在 此 新 基底 之 下 ,ac 对 应 的 矩阵 B 
取 最 简单 的 形式 (不 可 再 分 解 的 分 块 对 角形 , 即 准 对 
角形 ). BRA 4 的 标准 型 . 当 PP 为 代数 闭 域 时 ,由 
此 得 出 的 标准 型 称 为 4 的 大 尔 当 标准 型 . 当 P 为 非 
代数 闭 域 时 ,由 此 所 得 的 标准 型 称 为 4 的 广义 标准 
型 . 求 4 的 标准 型 也 可 以 通过 4 的 特征 多 项 式 做 因 
式 分 解 求 出 (参见 第 一 卷 《高 等 代数 》 相 应 部 分 ). 

若 尔 当 标准 型 (Jordan canonical form) — JL," 4E 
阵 的 标准 型 ”. 

广义 标准 型 (generalized canonical form) Jl 
“和 矩阵 的 标准 型 ”. 

循环 子 空间 (cyclic subspace) 一 类 特殊 的 子 

空间 . 指 由 一 个 向 量 与 一 个 线性 变换 确定 的 子 空间 . 
设 V ÆR P EKR n 维 线性 空间 ,o 是 V 上 的 线性 变 
Be. 若 ZEEV, MFE k fib 6.0 (50, CER 
ETX., 8,0055, HO COR TETE XX. 由 6,005, 

o0 1(&) 生 成 的 子 空间 LYRA o 循环 子 空间 . 6. 
aE) so CORA L BS o AAR. 特别 地 ,当世 = 
V de V 称 为 循环 空间 (关于 6 的 ), 记 为 V=L(6)。. 

5 称 为 循环 变换 .Y 的 线性 变换 o 是 循环 的 充分 
de en pa 
数 为 n 二 dimV. 车 V=L(6),,é 的 最 低 多 项 式 为 

fA) = X — a, AT! e 
则 循环 变换 c 关于 基 Eal), 
是 f(4) 的 相伴 矩阵 . 

循环 基 (cyclic basis) ” 见 “ 循 环 子 空间 ”. 

循环 空间 (cyclic space) Jb “IRAP fa 

循环 变换 (cyclic transformation) DL“ I T 
空间 ”. 

特征 子 空间 (characteristic subspace) 一 类 重 
要 的 子 空间 . 即 对 应 于 线性 变换 的 一 特征 值 的 子 空 
间 . 设 V ER P 上 的 线性 空间 ,o 是 V 的 一 个 线性 
变换 ,o 的 对 应 于 特征 值 的 全 体 特 征 问 量 与 零 问 
量 所 成 的 集合 ,对 于 V 的 加 法 及 数量 乘法 构成 Y 的 
子 空间 , 称 为 o 的 对 应 于 特征 值 的 特征 子 空间 ， 
1A Vii Ly = {FEV | MH 5s 之 0,(o 一 EE) 二 0， 
为 恒 等 变换 )， 则 工 是 V 的 子 空间 , 称 为 o 对 应 
的 广义 特征 子 空间 (或 根子 空间 ). 当 VV 为 n i 
SE, H o 的 特征 多 项 式 f(4) 的 全 部 不 同 的 根 


— C0， 


CE) FY) FE» 1E 


AAA BR PV BREF A G=1,2, 
E TA S s 间 的 直 和 . 

广义 特征 子 空 间 (generalized characteristic 
subspace) 见 “ 特 征 子 空间 ” 

根子 空间 (radical ae ere 
|R] ". 

不 可 约 线性 变换 (irreducible linear transfor- 
mation)” 亦 称 不 可 分 解 线 性 变换 .一 种 特殊 的 线性 
变换 . 设 V ER P EK n 维 线 性 空间 ,co€ Hom;(V, 
VO ER 0,V 外 ,不 存在 o 的 不 变 子 空间 , 则 称 c 为 
不 可 约 线性 变换 ,而 称 Y 为 不 可 约 空 间 . c 为 不 可 
约 的 充分 必要 条 件 为 o 是 循环 的 ,并 且 它 的 最 低 多 
项 式 为 不 可 约 多 项 式 的 才 . 行 了 AAFAA) 不 
可 约 子 空间 的 直 和 , 则 称 o 为 完全 可 约 的 .o 是 完全 
可 约 的 充分 必要 条 件 是 它 的 最 低 多 项 式 是 不 同 的 不 
可 约 多 项 式 的 积 

不 可 分 解 线性 变换 (indecomposable linear 
transformation) 即 “ 不 可 约 线 性 变换 ” 

0 不 可 约 空间 (co-irreducible space? 
约 线性 变换 ” 

| 完全 可 约 线性 变换 (completely reducible linear 
transformation) JL" n[29zg PEAE TR ". 

可 分 解 线性 变换 (decomposable linear trans- 
formation) 一 种 特殊 的 线性 变换 . 即 可 用 来 对 线 
性 空间 做 直 和 分 解 的 线性 变换 . 设 V ER P EK n 
维 线性 空间 ,co 是 V 的 线性 变换 ,V, 关 0 (一 1,2， 
… ,5,5 之 2) 是 o REFS. E V=ViDV.D =O 
V,, 则 称 o 是 可 分 解 变换 ,而 称 V 为 o 可 分 解 空 间 .o 
为 不 可 分 解 的 充分 必要 条 件 为 它 是 循环 的 ,并 且 它 
的 最 低 多 项 式 是 不 可 约 多 项 式 的 震 

o 可 分 解 空间 (co-decomposable space) 
分 解 线性 变换 ”. 

准 素 分 支 空 间 (primary component space) 线 
性 空间 的 一 类 直 和 项 . 设 了 是 域 忆 上 的 线性 空间 ,c 
€ Home (V, V), H fA o 的 最 低 多 项 式 , 其 标准 
分 解 式 为 f O0 = pi AV pA p OAO AE 

= (€ V |p: AE) = 0}, 


则 7 = 由 R (i = 1,2,. ,5). 
R, 称 为 c 的 准 素 分 支 空 H. 它们 关于 o 是 不 变 的 .o 


在 R 上 的 导出 变换 的 最 低 多 项 式 正 是 pA. 由 分 
解 


见 “ 特 征 子 空 


见 “ 不 可 


见 “ 可 


7 一 由 R 
所 决定 的 射影 变换 E RA o ERFA. 
+ & SE JU X (principal idempotent element?) 
DL“ UE Fe A XH. 
XX £k TERR Sf (bilinear mapping) 线性 映射 的 
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推广 . 设 Vi,V, 与 W 都 是 域 P 上 的 线性 空间 ,yp 是 
Vi XV; 到 W RRS. AMER AEH PCV, pE 
Vi 到 W 的 线性 映射 ,而 且 对 任意 固定 的 a€EVi,9 
Æ V, BW 的 线性 映射 , 则 称 9 为 双 线 性 映射 .一 般 
地 , 当 给 合 定 线 性 空 s 间 Vis Vz’ V, 5 W 时 , 若 Vix 
VX XV, IW 的 映射 pq 对 每 一 变量 是 线性 的 ， 
WR pg 为 多 重 线性 映射 .VXV BW 的 双 线 性 映射 
2 若 满足 条 件 : 对 Y a BEV, A pla,B)= 二 9g《B,a), 则 
PR 2 为 对 称 双 线性 映射 ; 若 2 满足 条 件 : 对 Y a, BE 
VA Pa, B) — — p,a), MEK 9 为 反对 称 双 线性 映 
Bf. 

对 称 双 线性 映射 (symmetric bilinear mapping) 
见 “ 双 线性 映射 ”. 

反对 称 双 线性 映射 (anti-symmetric bilinear 
mapping) ” 见 “ 双 线性 映射 ”. 

双 线 性 函数 (bilinear function) £Z& FE eR CBS HE 
R VV: ÆR P ERE IV XV, BP Bj 
双 线 性 映射 9 称 为 Vi XV, 上 的 双 线 性 函数 . 特别 
地 , 当 V, —V,-V 时 ,92 称 为 VV 上 的 双 线 性 函数 . > 
V opi icit 9 是 V 上 的 双 线 性 函数 , 且 01505, 

na 是 V 的 基 , 则 对 Y a,8€ VH 


«= Mae, 8- dv, 


及 ga, B) = ry OG; , aj) xi y. 


BI LA e B 表示 定义 域 为 了 的 变量 WR P En 
线性 空间 YY 上 的 双 线 性 函数 gla,B) 可 以 表示 为 域 
P 上 变量 mime 与 yis yrs" s yn 的 双 线 性 型 . 
以 paisa FFAG. DUX BJ n Br kB RE (pCa; ,Qj);;) 称 
为 双 线 性 函数 2 关于 给 定 基 的 和 矩阵 .了 上 的 双 线 性 
PR BY 9 关于 不 同 基 的 矩阵 A,B 相互 合同 ;4 = 
XBX’, HF X 是 原 基 底 到 新 基底 的 过 渡 和 矩阵 . pK 
于 基 的 矩阵 (ec 的 秩 尔 称 为 2 的 秩 . 当 (ai) 非 退化 
时 ,92 亦 称 为 非 退 化 的 或 满 秩 的 . 当 (ai) 为 对 称 ( 反 
对 称 ) 和 矩阵 时 ,2 亦 称 为 对 称 ( 反 对 称 ) 双 线性 函数 . 
双 线 性 函数 的 和 矩阵 人 (matrix of a bilinear func- 
TL“ XE PR. 

X ££ TE ER LB] HK (rank of a bilinear function) 
JL" XX ZEE PRR”. 

满 秩 双 线 性 函数 (full rank bilinear function) 
SL" ILER TE PRI BL”. 

JER 4K XX £& ME ER HW (nondegenerate bilinear 
function) B," XX £& FE eg BL”. 

对 称 双 线性 函数 (symmetric bilinear function) 
一 类 特殊 的 映射 . 设 Y 是 域 P 上 的 线性 空间 ,p 是 V 
上 的 双 线 性 函数 , 即 VXV BP 的 双 线 性 映射 , 若 
对 任意 a,8EV, 恒 有 ga, 0 — 9CB a) WR 9 为 对 
称 双 线性 函数 . 若 对 任意 a,BEV, 恒 有 ola, 90 — 
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— €CB a) , WU NR 2 为 反对 称 双 线性 函数 . ” 维 线性 空 
fa) V E BY RIER Ce ATER II ER HE PRI AY FB Eon BT 
MT BR OXT BR) RB RE. 

反对 称 双 线性 函数 (Canti-symmetric bilinear 
function) spots REER 

线性 空间 上 的 二 次 函数 (quadratic function 
over a linear space) 处 称 线性 空间 上 的 二 次 型 .一 
类 特殊 的 映射 . 设 Y 是 域 已 上 的 线性 空间 ,Q BV 
到 尸 的 映射 , 称 Q 为 了 上 的 二 次 函数 , 若 Q 满足 条 
fF 

1. XI V aCV,RC€ P ,/H Qka) —&'QC2). 

2. X] V a BEV, H 

QCa43-8) —QCa) —QC82 — 9Ca, B) 
所 确定 的 VXV 到 P 的 映射 p 是 V 上 的 对 称 双 线 
性 函数 . 而 称 2 为 与 Q 相伴 的 双 线 性 函数 . 当 域 P 
的 特征 了 关 2 时 ,每 个 二 次 函数 都 能 而 且 只 能 从 与 它 
Aira eae: 

线性 空间 上 的 二 次 型 (quadratic form over a 
linear space) 即 “线性 空间 上 的 二 次 范 数 ” 

二 次 函数 相伴 的 双 线 性 函数 (bilinear function 
associated with quadratic function) 见 “ 线 性 空间 
上 的 二 次 函数 ” 

半 双 线性 函数 (sesquilinear function) XX £X TE 
函数 的 推广 . 设 P 为 域 ,了 是 书 的 自 同 构 , 域 中 元 素 
k 在 J 下 的 像 记 为 &", 而 V1,V; 是 域 P 上 的 线性 空 
E, VXV: 到 了 上 的 映射 p. PE AE 

1. SEX kb, € Pao; EV BEV A 

kiai d- b;a; , B) =k pa, B) +k, PCa, 8) ; 

2. 对 任意 kk EP, aEV 5,9, EV A 

qCa ki B, +282) =k Glas Bi) +R Glas By); 

则 称 PAV XV, 上 关于 yy 的 半 双 线性 函数 . JN 
恒 等 目 同 构 时 , 半 双 线性 函数 即 双 线性 函数 .到 义 
上 关于 > 了 的 半 双 线性 函数 p 称 为 了 上 的 半 双 线性 
PRA. V Pee ec, 8 在 了 上 半 双 线性 函数 2 下 的 像 
9a,B) 称 为 a 与 8 的 内 积 或 纯 量 积 . 常 简 记 为 
(a, 8). 当 (a,B)= 二 0 时 , 称 a 与 8 左 正 交 , 也 称 8 与 a 
右 正 交 . 

内 积 (inner product) 见 “ 半 双 线 性 函数 ” 

纯 量 积 (scalar product) 见 “ 半 双 线 性 函数 ”. 

左 正 交 (left orthogonal) W “Æ XY £& PE pg C". 

A 1E 3% (right orthogonal) — Ji, “Æ XX £X TE eR 
s. 

半 双 线性 函数 的 秩 Crank of a sesquilinear 
function) 对 半 双 线性 函数 的 一 种 刻画 . 指 半 双 线 
性 函数 在 一 组 基 下 和 矩阵 的 秩 . 设 V 是 域 P 上 的 线性 
空间 ,pg 是 了 上 关于 v 的 半 双 线性 函数 ,这 里 J 是 P 
的 自 同 构 , 当 dimV =n H eie 6 为 了 的 基底 
AN. G@id plei sej) =a; s WBE (ai) PKA 2 关于 基底 


€1»€2» °° En BY B PE x Fisfos sf, 是 V 的 男 一 基 
底 ,此 二 基底 的 过 渡 和 矩阵 为 了 = a) M 2 关于 基底 
Fis Soste s Sa 的 矩阵 为 (2i;) Cai) G7! 半 双 线性 函数 
9 关于 基底 的 矩阵 的 秩 亦 称 为 9 的 秩 . 当 9 的 秩 等 于 
V 的 维 数 时 ,2 称 为 非 退 化 的 或 满 秩 的 . 

半 双 线性 函数 的 矩阵 (matrix of a sesquilinear 


function) MÆ XX £& PE PR CB FR”. 
JE 3B 4L 3E XX £X T 8 HW (non- degenerate sesqui- 


linear function) M 3E Xx £ PE pg ARE”. 

满 秩 半 双 线性 函数 (full rank sesquilinear func- 
tion) 见 " 半 双 线 性 函数 的 秩 ” 

埃 尔 米 特 函数 (Hermitian function) 特殊 的 
半 双 线性 函数 . 设 V 是 域 P 上 的 线性 空间 ,J 是 P 
的 自 同 构 ,pq 是 V 上 的 半 双 线性 函数 , 若 J=J H 
对 每 对 ara EV, olaa) = plaa MR OAV 
上 的 埃 尔 米 特 函数 ; 当 J=J H gaa) — — Ge, 
a)” 时 , 称 9 为 反 埃 尔 米 特 函 数 .特别 地 , 当 J 为 恒 
等 自 同 构 时 , 埃 尔 米 特 ( 反 埃 尔 米 特 ) 郴 数 就 是 对 称 
(反对 称 ) 双 线性 函数 .2 维 线性 空间 YY 上 的 埃 尔 米 
RE CB TR AR AK Re) PR BOOT Ae ae BE AY AE ME ER OR OK YF 
CBR AR AK AF) FB. 

RIR RH OW Canti-Hermitian function) 
UL“ IRR AK FF PRB”. 

埃 尔 米 特 度量 空间 (Hermitian metric space) 
一 类 线性 空间 . 指 带 非 退 化 埃 尔 米 特 函数 的 线性 空 
间 . 设 V 是 域 P 上 的 有 限 维 线性 空间 ,J Æ P 的 对 
RERA J= Dp ÆV EXT J 的 埃 尔 米 特 
C2 RK AK RO PR CE gp 是非 退 化 的 , 则 称 V 为 埃 
尔 米 特 ( 反 埃 尔 米 特 ) 度 量 空间 ,简称 埃 尔 米 特 空间 . 
特别 地 , 24 J 为 恒 等 自 同 构 时 , 称 V 为 非 退 化 对 称 
(反对 称 ) 或 满 秩 对 称 ( 反 对 称 ) 双 线性 度量 空间 . 以 
上 各 种 度量 空间 ,简称 度量 空间 . 在 度量 空间 内 
ga, DEAR, ARN. 对 V PER m P p] 
aya 5° sAm AAR Ca; a) 43 G 2 76 ZELLE m Un 
矩阵 ((a;,a;);;), 称 为 关于 Q15,05,*** , 0, BY) AS br AB 
EE. JE T HEIC BY A DE BEAR EE ZEE ROB EROR T E 
se ye 度量 矩阵 为 单位 矩阵 , 则 基底 eve，…， 
En 称 为 标准 正 交 基 . 

有 反 埃 尔 米 特 度量 空间 (anti-Hermitian metric 
space) ” 见 “ 埃 尔 米 特 度量 空间 ”. 

非 退 化 对 称 双 线 性 度量 空间 (non-degenerate 


symmetric bilinear metric space) 见 “ 埃 尔 米 特 度 
量 空 间 ”. 
非 退 化 反对 称 双 线 性 度量 空间 (non-degenerate 


antisymmetric bilinear metric space) Ji ^ J£ IK HK 


特 度 量 空间 ” 
满 秩 对 称 双 线性 度量 空间 (full rank symmetric 


线 性 代 数 


bilinear metric space) — D," E KR 2K BEBE HS ja”. 

满 秩 反对 称 双 线性 度量 空间 (full rank anti- 
symmetric bilinear metric space) WIR R X $ JE 
& 2 [R] ". 

格拉 姆 矩阵 (Gramy's matrix) UL "3& /KOK SE HE 
量 空间 ” 

度量 矩阵 (metric matrix) 见 “ 埃 尔 米 特 度量 
zs [R] ". 


$R JE 3% Æ (canonical orthogonal basis) J 
“ 埃 尔 米 特 度量 空间 ”. 

埃 尔 米 特 空间 (Hermitian space) 
特 度量 空间 ”. 

正 交 补 ( 空 间 ) Corthogonal complement) — 
种 子 空 间 . 给 定子 空间 按 埃 尔 米 特 函数 的 正 交 子 空 
|]. 设 2 是 域 忆 上 的 线性 空间 V BY BRR AK RP ow RL. 
对 埃 尔 米 特困 数 而 言 , 左 , 右 正 交 是 一 致 的 .因此 , 若 
V 中 向 量 a,8 IPSA Ca, 8) —0, WU gk o 5j 8 EX. 3X 
M 是 的 子 空间 ,大 M--—(acVIV PEM, ga, B) 
二 0), 则 MÆ V 的 子 空间 , 称 为 M 的 正 交 补 ( 空 
E). 4 MA M10, MERTZ [A] M 是 迷 向 的 ;此 时 
有 非 零 向 量 a € M 使 (a,a)= 二 0,a ROS JE SE E [6] [6] 
E. 4 MESAM- , 则 称 M 为 全 迷 向 子 空间 . 若 为 有 
限 维 线性 空间 ,9? 为 非 退化 埃 尔 米 特 函数 , 则 下 =M 
CMT ,这 时 M 与 M+ 的 维 数 有 关系 

dim M+ —dimV —dim M, 
dim (M4 )- —dim M. 

XE [8] F SS ë) (isotropic subspace) 
(空间 )”. 

i Jaj [B] IE (isotropic vector) 
[B] 2". 

全 迷 问 子 空间 (totally isotropic subspace) I 
“ 正 交 补 ( 空 间 )”. 

tt 6 IE FR (conjugate transformation) 亦 称 转 
置 变 换 . 一 种 重要 的 线性 变换 . 设 V 是 域 P 上 的 线 
性 空间 ,J d P 的 对 合 目 同 构 ( 即 J=), p V 
上 的 非 退 化 埃 尔 米 特 ( 反 埃 尔 米 特 ) 函 数 ,oc 是 V 的 
线性 变换 . FETE VV 的 线性 变换 o* ,使 对 V 中 任 二 
向 量 a, P 满足 条 件 glola) ,PB) — g(a,o"(B)), 则 称 
o Ao RRRA; E o0" =0'o WK o 为 正规 变 
fi; 4 o—o'C—o' ), 则 称 o ABHOR AK) 
PR, BURR KA OR IRR KP) ER: EJ PAE 
同 构 , 则 pg 为 VW 上 的 非 退 化 对 称 ( 反 对 称 ) 双 线性 
A). 此 时 VV AY B SEE OR B ERE) VIE S NERA MOR 


BD" 埃 尔 米 


DL“ TE AR A 


见 “ 正 交 补 ( 空 


(反对 称 ) 变 换 . 

转 置 变换 (transposed transformation)  B[^ 35 
MER”. 

正规 变换 (normal transformation) Jl ^35 8g 
变换 ”. 
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线性 与 多 重 线 性 代数 


El + Sg Sf (self-conjugate transformation) 
U “FE S dE RU 

Ix BF 40 &  (anti-selfconjugate transforma- 
tion) TJ," 3E gg eR”. 

埃 尔 米 特 变 换 (Hermite's transformation) W 
"du AB". 

反 埃 尔 米 特 变 换 (anti-Hermite's transforma- 
tion) JL," 3Cdg ap $e". 

Xt HR SE FH (symmetric transformation) 
fg a d". 

Ix xd RR E 3$ (anti-symmetric transformation) 
JL" FE Sg ER”. 

A = ia) (unitary linear space) 一 种 特殊 的 复 
线性 空间 . 指 以 一 类 埃 尔 米 特 孙 数 作 内 积 的 复线 性 
空间 . 设 V 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ,J 是 C 的 ( 共 
H) B I: (a 十 61)"= 二 a 一 bi. 若 在 了 上 定义 了 一 个 
关于 了 /的 埃 尔 米 特 函 数 , 并 且 对 VY EV, AE, a) 
=0 R(a,a)—0?4 H [L24 a—0, Wü] S V. AAS BJ. n 
维 西 空间 U 中 总 存在 标准 正 交 基 . 对 UU 的 任 一 线性 
变换 c. AA EE WERE ER o AW ALB 分 别 表 
moo "关于 给 定 基 的 矩阵 , 则 4=C 'B'G'. x 
里 G 是 关于 给 定 基 的 格拉 姆 矩阵 ,B' 是 B 的 转 置 共 
Ho Fe EE. 对 上 U 的 任 一 正规 ( 埃 尔 米 特 ) 变 换 o, 都 存在 
标准 正 交 基 , 使 c 关 于 此 基 的 矩阵 为 对 角形 ( 实 对 角 
形 ) 和 矩阵 . 

复 欧 几 里 得 空间 (complex Euclidean space) 
一 种 特殊 的 复线 性 空间 . 指 带 非 退 化 对 称 双 线性 函 
数 的 复线 性 空间 . 设 Y 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ， 
EEV 上 定义 了 一 个 非 退 化 对 称 双 线 性 函数 , 则 称 
V 为 复 欧 几 里 得 空间 ,简称 复 欧 氏 空 间 . 对 维 复 欧 
Kam] V 的 每 一 线性 变换 o. SD TETE C HERE d 
o. TE n 维 复 欧 氏 空间 V 内 总 存在 标准 正 交 基 . 知 
以 A,B 分 别 表示 它们 在 给 定 基 下 的 矩阵 , 则 B= 
G !A'G,xx H G 是 关于 给 定 基 的 格拉 姆 矩阵 .n 维 
复 欧 氏 空间 的 线性 变换 o 是 对 称 ( 反 对 称 ) 的 充分 必 
要 条 件 是 o 关于 标准 正 交 基 的 和 矩阵 是 对 称 ( 反 对 称 ) 
iB BE. 

Æ $ E] (symplectic linear space) 一 种 特殊 的 
复线 性 空间 . f& ie IE UR 16 BEXT ER IX R TE BR BA BR 
维 复线 性 空间 . 设 V 是 复数 域 C LN n HERES 
lB), EV 上 定义 了 一 个 非 退 化 反对 称 双 线性 函 
数 , 则 称 Y 为 半空 间 . 在 2n FEE 78 [B] VJ TE TE XX FE HJ 
基底 6&1 ,e2，… ,6e,， 关 于 它 的 格拉 姆 矩阵 为 

A 


见 “ 共 


A 0 à 


i A-| | 0!" 
A 
2n 维 辛 空间 的 每 一 线性 变换 o, AE E NHR 
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换 o*. 若 以 4,B 分 别 表 示 o 与 o' 关 于 给 定 基 的 矩 
阵 , 则 B-—G 4'G, 其 中 G 是 关于 给 定 基 的 格拉 姆 
矩阵 ,4' 是 4 的 转 置 矩 阵 . 2n 维 辛 空间 的 线性 变换 
o 是 对 称 ( 反 对 称 ) 的 充分 必要 条 件 是 c 关 于 基 a, 
asa, 的 和 矩阵 A 与 4 的 转 置 矩阵 4A' 有 关系 A'G 
一 C4 ,其 中 Cr 是 关于 基 Q, 3 Q5 , *** y Q, 的 格拉 姆 矩阵 . 

欧 几 里 得 空间 (Euclidean space) 简称 欧 氏 空 
间 . 一 类 常用 的 实 线性 空间 . e V 是 实数 域 上 的 线 
性 空间 ,pp 是 V 上 的 对 称 双 线性 孔 数 . 阁 对 VY aE€V， 
内 积 (e,a)( 即 p(a,a)) 之 0 及 (a,a) 二 0 当日 仅 当 a= 
0, Bt fk VV 为 欧 几 里 得 空间 .在 欧 氏 空间 内 存在 基底 
Eis E23 "°t En 使 关于 此 基底 的 格拉 姆 矩阵 为 单位 矩 
阵 , 即 欧 氏 空间 内 必 存 在 标准 正 交 基 . 

BK FG fal (Euclidean space) ” 即 “ 欧 几 里 得 空 
jj”. 

JE 3E HP d& (positive definite transformation) 
一 类 特殊 的 线性 变换 . 设 Y 是 西 空间 ( 欧 氏 空间 ),o 
是 的 埃 尔 米 特 (对 称 ) 线 性 变换 ,和 铝 对 Y 中 任意 的 
EFE a, (o (a2 a) >0(0) WR o 为 正定 ( 半 正 
定 或 非 负 ) 埃 尔 米 特 ( 对 称 ) 变 换 . 正定 ( 半 正 定 或 非 
Tht ) 埃 尔 米 特 变换 与 正定 ( 半 正 定 或 非 负 ) 对 称 变 换 
统称 为 正定 ( 半 正 定 或 非 负 ) 变 换 . 对 任 一 半 正 定 变 
换 o, 必 有 一 半 正 定 变 换 ,使 /i 二 o,p 称 为 o 的 半 
正定 平方 根 . 埃 尔 米 特 ( 对 称 ) 变 换 o 是 正定 ( 半 正 
XE ) 的 充分 必要 条 件 是 o 的 特征 根 全 是 正 数 ( 非 负 
数 ). 

正定 埃 尔 米 特 变换 (positive definite Hermitian 
transformation) 见 “ 正 定 变 换 ”. 

非 负 埃 尔 米 特 变换 (non-negative Hermitian 
transformation) 见 “ 正 定 变换 ” 

半 正 定 对 称 变换 (semi-positive definite sym- 
见 “ 正 定 变 换 ”. 
非 负 对 称 变换 (non-negative symmetric trans- 
见 “ 正 定 变 换 ”. 
正定 对 称 变 换 (positive definite symmetric 
见 “ 正 定 变 换 ”. 

半 正 定 变 换 (semi-positive definite transforma- 
tion)” 见 “正定 变换 ”. 

非 负 变换 (non-negative transformation) J) 
“正定 变换 ”. 

半 正 定 平 方 根 (semi-positive definite square 
root)” 见 “正定 变换 ”. 

极 分 解 (polar decomposition) 线性 变换 的 一 
种 分 解 . 设 V 是 本 空间 , 知 cE Hom, (VV) WWD 
TE V 的 半 正 定 变 换 BBR oH nd. AV 是 
欧 氏 空间 , 则 o=y6, 其 中 6 为 正 交 变换 . 此 分 解 称 
为 极 分 解 , 其 中 的 x 是 惟一 的 . x o 是 非 退 化 的 , 则 
à 亦 是 惟一 的 . 


metric transformation) 


formation) 


transformation) 


等 度量 变换 (isometric transformation) A\ 
度量 的 线性 变换 . RV 是 度量 空间 ,o 是 V 的 线性 
变换 ,和 若 对 VY a,BEV, 内 积 (o (a),o(B))== Ca, 9) , Wü 
^ o 为 等 度量 变换 . 线性 变换 o 是 等 度量 变换 的 充 
分 必要 条 件 是 oo" —o'o—E. 

变换 (unitary transformation) 本 空间 了 的 
等 度量 变换 . MV o. PCV. EAE Co C000 C90) = 
Ca, B) BY Z TE EER o 称 为 西 变 换 . XT n 维 西 空间 VV 
的 每 一 西 变换 o, 都 存在 V 的 标准 正 交 基 ,使 o 关 于 
此 基 的 和 矩阵 为 对 角形 , 且 对 角 线 上 元 素 的 模 为 1. 以 
下 陈述 都 是 线性 变换 o 为 西 变换 的 充分 必要 条 件 : 

1. 对 西 空间 的 每 一 向 量 a,|1o(a)|== la]. 

2.0 关于 某 一 组 标准 正 交 基 的 矩阵 是 西 矩 阵 . 

jd €; ,€5, *** ,€, 是 标准 正 交 基 , 则 oc(e) sole), 
…,0(e,) 也 是 标准 正 交 基 . 

正 交 变换 (orthogonal transformation) [KEK 

空间 的 等 度量 变换 . 设 Y 为 欧 氏 空间 ,对 VY a BEV, 
满足 条 件 (o(a) ,ao(B)) 二 (a,B) 的 线性 变换 PRY IE 
交 变 换 . Xp n 维 欧 氏 空 间 , 正 交 变 换 o ATRE 
E 4 的 行列 式 14|= 士 1. 当 |4|=1 时 ,ec 称 为 正常 
正 交 变换 , 亦 称 旋转 . XT n 维 欧 氏 空 间 的 每 一 正 交 变 
换 o, 都 存在 标准 正 交 基 , 使 o 关 于 此 基 的 和 矩阵 有 形 


COSQ, — sing, 


sing, — cos¢, 


COSQ, — sing, 
sing, — cosy 


以 下 陈述 都 是 线性 变换 o 为 正 交 变换 的 充分 必要 条 


件 : 
1. 对 欧 氏 空间 Y 的 每 一 向 量 a, 有 
loCa) | a la]. 
zs - €j ,€5, *** , €, 是 标准 正 交 基 , 则 c(si ),c(s; )， 


eeo (En) tH Ae tp HE IE 26 HE. 

3.6 X T d — ty EIE Sc SE E E E IE A. 

IE $ IE 3: S£ d (proper orthogonal transforma- 
tion)” 见 “ 正 交 变换 ”. 

旋转 (rotation)” 见 “ 正 交 变换 ”. 

Æ do f% (symplectic transformation) 辛 空间 
的 等 度量 变换 . 设 V AFEN, XV e PCV ,满足 条 
f Co Ca) ,0 C80) = Ca, BD RJ £x TE BEER o 称 为 辛 变换 . 
É ss…s 为 了 的 基 ,C WKF WE HY AB A 
BE LA 为 线性 变换 o 关于 此 基 的 和 矩阵, 则 o 为 辛 变换 


的 充分 必要 条 件 是 A'GA=G. 
向 量 的 射影 

殊 向 量 .指向 量 关 于 线性 空 

设 V ÆR P 上 的 线性 空 


一 种 特 
s 则 直 和 分解 的 对 应 部 分 . 
间 V= OVD epr., 
ou [5] & e 有 惟一 的 分 解 式 a a, 十 % 十 
"co, jX Ha; € Viu] E o; 称 为 向 量 a 在 子 空间 V, 


E (projection of a vector) 


上 的 身影 MV 是 nn ERASE. A ocV,. WIE 
E fii (a— B) | V. ix Ji og e JL du] zs 18] 5] a AY 
影 性 质 的 推广 , 称 为 射影 定理 

射影 定理 (projection d non 
w”. 

Æ B T jh (semi-simple transformation) 一 类 
特殊 的 线性 变换 . 设 V ER P DB)» HERES E, o 
€ Hom; CV V), Æ o 1878 n PRICK SE AE [8] 
量 , 则 称 o 为 半 单 变换 . 半 单 变换 关于 基 的 和 矩阵 是 半 
HB pe. 线性 变换 o 为 半 单 的 充分 必要 条 件 是 其 最 
小 多 项 式 无 重 根 . 

镜像 变换 (mirror transformation) 镜面 反射 
的 推广 . 设 V 是 欧 氏 空间 ,对 Y @ VF ola)=a— 
2(7,4)7(7 是 一 给 定 的 单位 同 量 ), 则 ao 是 V 的 线性 
变换 , 称 为 镜像 变换 . V 是 维 欧 氏 空间 时 ,镜像 
变换 是 正 交 变换 且 其 行列 式 为 一 1. 在 三 维 欧 氏 空 间 
中 镜像 变换 有 很 直观 的 几何 意义 ,事实 上 它 就 是 镜 
面 反 射 . 


见 “向量 的 射 


Sl T fh (Cayley transformation) 一 类 特殊 
的 线性 变换 . ATI LSE ERT n HES E AY PE 


fh TR AR OK Fe AE HRA BJ a F 89 — es Ht 
为 西 空间 的 埃 尔 米 特 变换 , 则 变换 OIE 有 逆 变 换 
FEE 为 单位 变换 ), 而 变换 y= 二 (o 一 iE&)(o 十 iE) 
是 没有 特征 值 1 的 西 变换 ,并 有 目 = iC + ED) (pe 
E) RAR, 4 是 一 个 西 变换 和 且 没 有 等 于 1 的 
特征 值 , 则 w 一 到 有 逆 变 换 存 在 ,而 
a— —iC(g--E)(u—E) ! 
是 埃 尔 米 特 变 换 , 是 jy 有 形式 
KL=(o—iE)(otiE) |. 

位 似 变 换 (homothetic transformation) 相似 
变换 的 推广 . 是 指 欧 氏 空 间 中 这 样 的 线性 变换 o = 
kr XE k EXOT 是 正 交 变换 , 当 z 是 单位 变换 
时 ,就 是 通常 的 位 ( 相 ) 似 变换 .因此 ,位 似 变 换 是 几 
何 学 中 相似 变换 的 推广 . 

仿 射 空间 (affine space) Pim in x [H] BY) 
推广 . 是 这 样 的 点 集合 4={P,Q,…}》 ,4 中 的 点 与 
一 个 即 维 线性 空 ; 间 V 中 的 向 量 满足 以 下 的 关系 - 

1. 对 4 中 任意 有 序 点 对 P,Q ,存在 Y 中 一 个 向 
量 ( 称 为 P,Q 的 差 向 量 ), 记 为 BG. 

2. 对 A 中 任意 三 个 点 P,Q@,R 有 

PO+QR=PR. 
3. 对 每 个 PCA 和 每 个 CVE QC A fie 
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PO 
这 时 也 称 4 为 关于 V Hn 维 仿 射 空间 ,而 称 V 为 差 
空间 . 特别 地 , 若 取 4=V ,定义 P=Q 一 P, 则 上 述 
三 条 件 都 是 满足 的 . 因此 ,V 按 此 定义 就 是 一 个 n 维 
仿 射 空间 . 

差 空 间 (difference space) ” 见 “ 仿 射 空间 ”. 

仿 射 变换 (affine transformation) 解析 几何 
中 仿 射 变换 的 推广 .是 指 仿 射 空 间 A 到 4 的 满足 以 
下 条 件 的 变换 P>P',Y PEA: 

1. HPQ, =P: VA PO =P A, 

2. 由 o PO — P' Q' 所 确定 的 V 的 变换 o 是 线 
性 变换 ,这 里 V 是 关于 4 的 差 空间 . 

仿 射 坐标 系 (affine coordinate system) 解析 
几何 中 仿 射 坐标 系 的 推广 . 设 V 是 实 n 维 线性 空 
间 ,4 是 关于 VV 的 仿 射 空间 ,4 中 一 个 固定 点 O 与 
V 的 一 个 基 6,66 的 全 体 (O,e,e,,…,ée,) 称 为 
A 的 一 个 仿 射 坐标 系 .O 称 为 坐标 系 的 原点 .于 是 对 
T 4 中 每 一 点 已 必 有 


OP ue. 
i=] 


诸 aiG=1,2. RAP 点 关于 给 定 坐 标 系 的 仿 
射 坐标 . 
坐标 系 的 原点 (Corigin of a coordinate system) 
见 “ 仿 射 坐标 系 ”. 
i St 4 Ex (affine coordinate)” 见 “ 仿 射 坐标 
A. 
(5 Bt 44 Ex EFA XK (transformation formula for 
affine coordinates) 仿 射 坐标 系 改 变 时 坐标 的 变 
PAK. EV EX n 维 线性 空间 ,4 是 关于 V 的 仿 
射 空 间 , CO, 66:625 (O' ee ns EA B 
两 个 仿 射 坐标 系 ,而 (cc 是 由 基 Els Ez»? y En 到 | e, 
Ep yer ， En AY) act IE $B E. A F 关于 坐标 系 (D,el，… 》 
e HJ AB ERA Cai dost Qn ds AS TR AR COP sse, 
1.6) AMBER I Ca sagst an) s M 


DO! = Bes 
i=] 
则 


aja"; — a; — b;. 

向 量 的 长 度 (length of a vector) 解析 几何 中 
向 量 长 度 的 推广 . 欧 氏 空间 Y REZE U 中 向 量 a 
的 长 度 定义 为 非 负 实数 (a,a) 的 算术 根 v Caa), iE 
X la|, Bl |a| — V Ca, a). FERRE Z [8] eX Pj 25 [8] PE 
一 非 零 向 量 的 长 度 是 一 确定 的 正 数 . 零 向 量 的 长 度 
BRS. 长 度 为 1 的 向 量 , 称 为 单位 向 量 , 由 任 一 非 零 
回 量 a, 可 得 出 单位 向 量 a/ |o | , 称 为 向 量 a 的 单位 
化 . 两 向 量 a.8 的 差 a 一 8 的 长 度 |a 一 B81 称 为 同 量 a 

150 


与 向 量 p 间 的 距离 . 

单位 向 量 (Cunit vector) 见 “ 向 量 的 长 度 ” 

向 量 间 的 距离 (distance between two vectors) 
见 “ 向 量 的 长 度 ”. 

向 量 的 范 数 Cnorm of a vector) 长 度 概念 的 推 
J.A V 为 实 线性 空间 , 知 对 的 每 一 元 素 a, 有 一 
实数 || a | 与 之 对 应 且 满 足以 下 条 件 : 

1. || a l| 20,368 [al] —0 34 HAH a—0; 

2. | ka | ^ |&l lla l| ,为 实数 ; 

3. ketl s al m 8l 
TW ER V 为 赋 范 空间 ,并 称 上 a 为 向 量 a 的 范 数 . 

赋 范 空间 (normed space) 见 “ 向 量 的 范 数 ” 

柯 西 - 布 雅 科 夫 斯 基 不 等 式 (Cauchy-Bun- 
jakovski inequality) 亦 称 施 瓦 效 不 等 式 , 两 向 量 内 
积 的 绝对 值 与 两 向 量 长 度 之 间 的 不 等 式 . 欧 氏 空间 
或 西 空间 V 中 任意 两 向 量 "与 8 满足 

|C, B| < lal18|, 
并 且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 a,B 线性 相关 . 此 
即 柯 西 - 布 雅 科 夫 斯 基 不 等 式 . 例如 ,大 在 实 n 元 向 
量 空间 R” Ae X BS AA Ca B)  mniyidexiyideost 
T xy X HB am Gimme) p9^6QybsybstOy0) 
则 柯 西 - 布 雅 科 夫 斯 基 不 等 式 变 为 


Sal | Mat + f Soe. 
i=] i=1 i=] 


由 柯 西 - 布 雅 科 夫 斯 基 不 等 式 可 以 定义 欧 氏 空间 中 
两 个 非 零 向 量 a,8 的 夹 角 为 


200a Gu 
Sure TTA 


We EL 2£ AN SEX (Schwarz inequality) 
布 雅 科 夫 斯 基 不 等 式 ” 

向 量 的 夹 角 (angle between two vectors) Jy 
“ 柯 西 - 布 雅 科 夫 斯 基 不 等 式 ”. 

三 角 不 等 式 (triangle inequality) ”三 角形 边 长 
关系 的 推广 , 设 V 为 西 空间 或 欧 氏 空间 ,对 VV 中 任 
两 个 向 量 a,B8, 由 柯 西 - 布 雅 科 夫 斯 基 不 等 式 可 导出 
不 等 式 :|a 十 B| 硅 lal 十 18|, 称 为 三 角 不 等 式 . 三 角 
不 等 式 亦 可 表示 为 la 一 8| 夺 1a 一 7| 十 17 一 B81|. 推广 
此 不 等 式 可 得 出 托 勒 密 不 等 式 : 

le — B|IY| S 18 — Y|la] + IY — allBl. 


即 “ 柯 西 - 


托 勤 密 不 等 式 (Ptolemy-inequality) WZA 
ASA. 
贝 塞 尔 不 等 式 (Bessel inequality) m & 4& J£ 


与 其 在 直角 坐标 系 下 坐标 的 关系 之 推广 . 奉 eyez， 
…,e 是 n 维 西 空间 (或 欧 氏 空间 )U 的 任 一 标准 正 
交 癌 量 组 ,a 为 U KEAR, Hae) Sankl, 
2,…,m 时 ,不 等 式 

(a,a) > |a |^ F las |* dau? 


称 为 贝 塞 尔 不 等 式 . 
施 密 特 正 交 化 (Schmildt orthogonalization) 

由 一 组 基 得 出 标准 正 交 基 的 方法 . 从 欧 氏 空间 V (或 
西 空间 UU) 的 任意 一 组 线性 无 关 的 向 量 组 wo ,az，…， 
Am 出 发 ,f 导出 一 — ^ TE AC [8] E H (815 Bos° e$ ee 并 使 
由 isos, a (8 — 1,2, mE MA FB A La, 
aa 分别 等 于 由 Bis Bos tte BOR — 1,2, m) 
生成 的 子 空间 LC. Bo. ,Bi) 的 方法 , 称 为 施 密 特 
正 交 化 . 具体 作法 如 下 : 设 a ,4;,…,as 是 一 个 线性 
无 关 的 向 量 组 . 先 取 A — a, BOR 


= (a, , Bi) 
P: a (B, +B.) y^: 


然后 取 
Y Ca; pi) SS (2, , B) “Seats 
Bs ESSE XC GB yt CB B P $ 
一 般 地 , 取 
it a (aj, B1) m (a,, B.) M 
B, = — BBP! (Bo 
Ca; s i) = " 
= Gasser 《7 = 1,2, vk). 
这 样 就 导 到 一 组 正 交 问 量 Bis Bas mee | Bi HEW Æ 
La; ya ,0,) =LCBi spz’ 4). 


ACREA (Lorentz transformation) 四 元 实 
线性 空间 中 的 一 种 变换 . 设 R 为 实数 域 ,R' 内 如 下 
定义 内 积 

(人 
= qb, + a:b: + azb; 一 a,b; 
则 R* 是 欧 氏 空间 . 此 欧 氏 空间 的 正 交 变换 称 为 广义 
洛 仑 茨 变换 . BT MIB ERE o 关于 基 
el 一 (1,0,0,0)， e&=(0,1,0,.0), 
5 一 (0,0,1,0)， e=(0,0,0,1) 
A FEE Cai) PICK aw 宇 1, 则 称 其 为 洛 仑 将 变换 . 

JI X3& € Xx EH (generalized Lorentz transfor- 
mation) “Ie Ram”. 

Wee MER’ (bilinear form) 数 域 上 双 线 性 型 的 
推广 . 设 P FY BB 5 PCH) 9 Ho 9 TY yo tt Yn ) 
是 定义 域 为 F 的 多 组 变量 Lis Tzs?” Z8 $ *** YI yao 
…,y, 的 齐 次 多 项 式 , 若 对 每 一 组 变量 enne 
Lm 3Y Y2 ,Yn) 都 是 线性 的 , 则 称 p(x mto 
En 3 YY ,Ys,) 为 多 重 线性 型 . 特别 地 ， 当 s= 
2 时 , 称 为 双 线 性 型 . 两 组 个 数 相等 的 变量 的 双 线 性 
型 Ax, Lrs n3 Y 29 Sy ) 有 形式 


Me jTiYj, 


X a d EA B Ca, ), 称 为 双 线 性 型 or a, 
“on? yis y2s'** Yn ) 的 矩阵 ,其 秩 称 为 该 双 线 性 型 的 
秩 . 当 双 线性 型 的 矩阵 是 非 退 化 矩阵 时 , 则 称 此 双 线 


线 性 


R SN 


性 型 为 非 退 化 双 线 性 型 或 满 秩 双 线性 型 . 

多 重 线 性 型 (multilinear form) 见 “ 双 线性 
型 ”. 

双 线 性 型 的 秩 (rank of a bilinear form) W, 
“ 双 线 性 型 ”. 

非 退 化 双 线 性 型 (nondegenerate bilinear form) 
见 “ 双 线性 型 ” 

满 秩 双 线 性 型 (full rank bilinear form) 
线性 型 ”. 

等 价 双 线性 型 (equivalent bilinear forms) 经 
非 退 化 线性 变数 代 换 可 互相 得 到 的 双 线 性 型 . MT 
H P 上 的 双 线 性 型 


a= Me jy, 
施 以 非 退 化 线 性 变数 代 换 
Ti 一 > (| (cud Æ 0) 


k=] 


网 “ 双 


E 
= WVd,y ((dj|s50 


(2,j—1,2,.:- n) 
后 ,得 出 的 双 线性 型 为 


- MS ji y 


则 称 o 与 e 等 价 . 它们 的 矩阵 关系 为 
(55) = (cu) (ai) Cd jj). 
特别 地 , 当 (6c)== (4;) 时 , 即 非 退 化 线性 变数 代 换 的 
矩阵 相等 时 ,9 与 o 称 为 相合 .它们 的 矩阵 关系 为 
Ch) = Ceu) Can) (ci;). 
非 退 化 线性 代 换 (Cnondegenerate linear substi- 
tution) 见 “ 等 价 双 线性 型 ” 
相合 双 线 性 型 (congruent bilinear forms) J, 
“等 价 双 线性 型 ~ 
对 称 双 线性 型 (symmetric bilinear form) $$ 
数 和 矩阵 对 称 的 双 线 性 型 . VE 


QOL, 2.1 X45 yis Yz" 


(M) = 2 Qj Xi; 


是 域 已 上 的 双 线 性 型 , (cj 是 其 矩阵 , 若 (c) 是 对 
称 ( 反 对 称 ) 的 , 则 称 双 线性 型 aijxiy; 是 对 称 ( 反 对 
称 ) 双 线性 型 . 

反对 称 双 线性 型 (anti-symmetric bilinear 
form) 见 “ 对 称 双 线性 型 ”. 

埃 尔 米 特 双 线 性 型 (Hermitian bilinear form) 
复数 域 上 埃 尔 米 特 双 线 性 型 的 推广 .行书 为 域 ,7 
Æ P 的 对 合 自 同 构 , 域 P 上 的 双 线 性 型 


Ms pon 


的 矩阵 (an ) 若 是 埃 尔 米 特 矩 阵 ， 则 称 
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5 Qj; 
为 埃 尔 米 特 双 线性 型 . 特别 地 ,复数 域 上 的 埃 尔 米 特 
WAR ER BH Yan; 的 双 线 性 型 ,其 中 a, = 


a, (a, AY FE HERR). 
— RW (quadratic form) 数 域 上 二 次 型 的 推 
广 . 域 P 上 形 如 
(Qr QUEE em 5» UE 


的 二 次 齐 式 , 称 为 域 P 上 的 二 次 型 当 域 P 的 特征 
#2 时 , 域 已 上 每 个 二 次 型 


ora 
都 可 表示 为 7 
Da UT» 
其 中 a,,=a,;,= (i; py tens 由 二 次 型 
ya EE au esas) 
所 确定 的 7 XR RE Ca OR AIX — XB AB 
Er. 其 秩 称 为 二 次 型 的 秩 . 由 二 次 型 
Ya ud 
的 和 矩阵 (cv ) 所 确定 的 对 称 双 线性 型 
POL Last Eni Nis N20 Yn) = Me Ui; 
称 为 这 个 二 次 型 的 极 型 或 相伴 的 双 线性 型 使 极 型 


des 组 变数 iss *t** Yn 与 第 一 组 变数 Tis T23 
‘5c, 相同 ,就 得 出 原来 的 二 次 型 . 二 次 型 的 理论 起 

REMI ILM PETAL 二 次 曲线 与 二 次 曲面 方程 
化 为 标准 形 方 程 的 研究 , 它 在 数学 的 许多 分 支 , 以 及 
物理 .力学 等 方面 都 有 广泛 的 应 用 . 注意 ,线性 空间 
上 的 二 次 型 在 取 定 基 后 , 按 坐标 即 得 这 里 的 二 次 型 ， 
反之 亦 然 . 因 此 ,这 两 种 形式 定义 的 二 次 型 实际 上 是 
一 致 的 . 

二 次 型 的 矩阵 (matrix of a quadratic form) 
P ZRH”. 

二 次 型 的 秩 (rank of a quadratic form) 
Um. 

极 型 (polar form) WZH”. 

二 次 型 相伴 的 双 线 性 型 (associated bilinear 
form of a quadratic form) WZH”. 

— YR BU BS Ex 7E JE (standard form of a quadratic 


Rl 


form) 数 域 上 二 次 型 的 标准 形 之 推广 . 春 对 域 P 
上 的 二 次 型 

Ol ater ar ,XTX,) = Ya DE; 《ai = a;;) 
施 以 n 个 变量 的 线性 变数 代 换 
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Ti = Pay, C = 1525050), 
则 得 出 二 次 型 
Q'Giynms»- Mh» (b = bj), 
JF HG; =P! (4;) P. 若 线性 变量 代 换 


E Puky. 


NP ic 
退化 的 ), 则 称 Q 与 Q' 等 价 . 等 价 的 二 次 型 的 矩阵 是 
合同 的 ,其 秩 相等 . 形 如 


Dor (c; € P4,] «im xin) 


的 二 次 型 ， 称 为 标准 形 . 特别 地 , 当 诸 cuo 1 或 一 1 


时 , 称 为 规范 形 . 每 个 二 次 型 必 与 一 标准 形 等 价 . 


等 价 的 二 次 型 (equivalent quadratic form) M 
“二 次 型 的 标准 形 ”. 

二 次 型 的 规范 形 (canonical form of a quadratic 
见 “ 二 次 型 的 标准 形 ”. 

实 二 次 型 (real quadratic form) 一 类 特殊 的 

二 次 型 .实数 域 R 上 的 二 次 型 , 称 为 实 二 次 型 . 任 一 

实 二 次 型 Q 必 与 一 实 规范 形 的 二 次 型 yity t 
Hyi yan oor 等 价 ,其 中 > 是 实 二 次 型 Q 的 
Fk. 正平 方 项 个 数 p 53 fAOEZE RAT rp h QT 
一 确定 ,这 一 性 质 称 为 西 尔 维 斯 特 惯性 律 . 规范 形 中 
的 p 称 为 二 次 型 的 正 惯性 指数 ,r 一 p 称 为 二 次 型 的 
负 惯 性 指数 ,它们 的 差 p 一 (r 一 p) 二 2p 一? 称 为 二 
次 型 的 符号 差 . 两 个 实 二 次 型 当 且 仅 当 它 的 秩 与 符 
号 差分 别 相 同时 等 价 . 

惯性 律 (inertial law) 


form) 


MXZ”. 


正 惯 性 指数 (positive index of inertia) M“ 
二 次 型 ” 

负 惯 性 指数 (negative index of inertia) UL" SC 
二 次 型 ”. 

符号 差 (signature)” 见 “ 实 二 次 型 ”. 

约 化 二 次 型 (reduced quadratic form) 一 类 特 


殊 的 实 二 次 型 . 者 实 二 次 型 Qi 与 Q: 在 整数 环 上 等 
价 , 则 称 Q; 与 Q; 同类 . 设 实 二 次 型 
Tı 


T? 


QI,) = X! (a4) X, X = 


Qr d, 


X 
是 正定 的 . ANE ISS WHER B MAG A 
数 gusgassgo (Ers Zeti gn) Qn ge 
ees gn) amo JE A air 20 1Sl<n—1), MER Q 为 
约 化 二 次 型 .任意 正定 型 的 类 中 ,至 少 有 一 个 约 化 
型 . 
同类 实 二 次 型 (real quadratic form of same 


见 “ 约 化 二 次 型 ”. 

复 二 次 型 (complex quadratic form) 一 类 特 
殊 的 二 次 型 . 复数 域 C 上 的 二 次 型 , 称 为 复 二 次 型 . 
任 一 复 二 次 型 lri stt ,Xx,) 必 与 一 复 规 范 形 的 二 
次 型 yi tyt e ty: 等 价 . 这 里 -> 是 此 二 次 型 的 秩 . 
两 个 复 二 次 型 当 且 仅 当 它们 的 秩 相同 时 等 价 . 

定型 (definite form) 一 种 重要 的 实 二 次 型 . 它 
有 广泛 的 应 用 . ASE AIR Q 的 正 、 负 惯性 指数 分 
NA n 与 0, 则 称 Q 为 正定 二 次 型 . EE HAE 
BU A OG n MERA 为 负 定 二 次 型 .正定 与 负 定 

二 次 型 合 称 为 定型 ., 若 实 二 次 型 Q 的 正 、 负 惯性 指 
BUD AA rSn) 5 0( 或 分 别 为 0 与 ~( 委 2 ), 则 称 
Q 为 半 正 定 ( 半 负 定 ) 二 次 型 . 半 正 定 、 半 负 定 二 次 型 
合 称 半 定型 . 不 是 半 定 型 的 二 次 型 称 为 不 定型 . 下面 


class) 


两 个 条 件 都 是 实 二 次 型 QGa, zr. 5 2,) A IEE 
充分 必要 条 件 : 

1. 它 的 矩阵 是 正定 的 . 

zs E Lis X29 °** 9 Ln KERF, M Q Cr, rs, 
aU: 


正定 二 次 型 (positive definite quadratic form) 
见 “ 定 型 ”. 

负 定 二 次 型 (negative definite quadratic form) 
JL" sg RU. 

Æ IE E — X El (semi-positive definite quadratic 
见 “ 定 型 ”. 

半 负 定 二 次 型 (semi-negative definite quadrat- 
ic form) Ji“ gm”. 

不 定型 indefinite form) MEW”. 

有 限 域 上 的 二 Ed o forms over a fi- 
nite field)” 实 二 次 型 的 推广 . 设 P 是 有 限 域 ,P 上 
的 两 个 非 退 化 n 元 二 次 型 Q 与 Q' 等 价 的 充分 必要 
条 件 是 Q 与 Q' 的 秩 相 等 ,并 且 它 们 的 矩阵 的 行列 式 
4 与 A 满足 条 件 AA) 'E(P*)*, 这 里 P* 指 域 P 
的 全 体 非 零 元 构成 的 乘 群 . 

p 进 域 上 两 个 非 退 化 二 次 型 Q 与 Q' 等 价 的 充 
分 必要 条 件 是 由 其 系数 矩阵 的 行列 式 A 与 4 得 出 
的 乘积 ACA ! € (P*)?, 秩 相等 ,并 且 其 闵 科 夫 斯 
基 - 哈 塞 特征 标 相 同 . p 进 域 上 元 非 退 化 二 次 型 Q 
的 特征 标 xz(Q) 的 定义 为 : 设 C(Q) 为 Q 的 克 里 福 德 
RB. 4 n 是 偶数 时 , 记 C* (Q)= 二 C(Q); 当 nn 是 奇数 
Wt. i CQC), HH CQM. 上 
S Fr Re RAD BE Mer (Q)=1;°4 CMP 
DIP) GREED , LE (Q0 — —1,3X H DOPE P 
上 惟一 的 四 元 数 体 . 

p 进 域 上 的 二 次 型 (quadratic forms over p- 
adic fields)” 见 “有 限 域 上 的 二 次 型 ”. 

闵 科 夫 斯 基 - 哈 塞 特 征 标 (Minkowski-Hasse 
见 “ 有 限 域 上 的 二 次 型 ”. 


form) 


character) 


二 次 型 的 直 和 (direct sum of quadratic forms) 
一 种 特殊 的 二 次 型 .无 公共 变 元 的 二 次 型 的 和 . 设 
= Xs jura, Q; = bs QT 


j=n+1 


是 域 己 上 的 二 KH, 利用 Q, 与 Q 构造 的 二 次 型 


其 中 antr, ns = an-s ntr = 0Cr =1,2,*m,s=1,2, 
…,n 一 1), 称 为 Q, 5 Q: 的 直 和 ，, 记 为 Qi Os RB 
阵 是 由 Qi 的 矩阵 A, 与 Q; 的 矩阵 A TL SR 


阵 
A, 0 
le AJ 
此 时 ,者 Qi; 与 Qi 等 价 , 且 Qi 人 DQ; 与 Q' GQ) 等 价 ， 
则 Q; 5; Q: 等 价 ,此 即 是 维特 定理 . 
维特 定理 (Witt theorem) 
和 ”. 
二 次 型 的 指数 (index of a quadratic form) — 
次 型 在 等 价 意义 下 的 一 种 指标 . 域 已 上 形 如 rrt 
Za324 十 … 十 zolizzr 的 二 次 型 称 为 核 型 , 记 为 K,. 任 
意 非 退化 二 次 型 Q(x, 9T25°** ya KPA lT , 
“865 0) 等 价 5 基 中 Qo W ERI: E Q.40,H fX 14 
Lot =" 1,0 肝 , 有 QoGa "Xi) 二 0, 这 时 
K, 与 Qu 不 计 等 价 是 惟一 确定 的 . KORA Q 的 


见 “ 二 次 型 的 直 


维特 分 解 ,r 称 为 Q 的 指数 . 若 二 次 型 Q 与 Q' 的 维 
特 分 解 分 别 为 Q=K,OQ,,.Q'’=K,OQ), M 4 Qo 与 


Q 等 价 时 , 称 Q 与 Q' 同型. 非 退化 二 次 型 Q 为 核 型 
的 充分 必要 条 件 是 在 P 为 复数 域 的 情形 ,Q 的 秩 n 
三 0(mod2); 在 己 为 实数 域 的 情形 ,2 三 0(mod 22, 
且 QQ 的 行列 式 E PE P HA p 进 域 的 情形 ,nn 二 
0€mod25,Q 的 行列 式 E (P*)*, 且 其 闵 科 夫 斯 基 - 哈 
塞 特征 标 为 1. 

核 型 (kernal form) Ul“ RNR”. 

维特 分 解 (Witt decomposition) 见 “ 二 次 型 的 
指数 ”. 

同型 二 次 型 (quadratic forms of same type) 
见 “ 二 次 型 的 指数 ”. 

埃 尔 米 特 二 次 型 (Hermitian quadratic form) 
复数 域 上 的 二 次 型 . 形 如 


2 datis Aik = yg 


的 复 二 次 型 称 为 埃 尔 米 特 二 次 型 ,其 矩阵 为 埃 尔 米 
FEAR PE. 做 变量 的 非 退 化 线性 代 换 


Xi 一 = Men» 
后 ,所 得 的 二 次 型 的 矩阵 (5 2 5j RR Ee Ca; HO 
是 : (i) = Pu) Ca) Ce; 对 埃 尔 米 特 二 次 型 也 可 
以 和 二 次 型 一 样 地 定义 秩 、 等 价 和 相伴 的 双 线 性 型 . 
Loo 


线性 与 多 重 线性 代数 


任 一 埃 尔 米 特 二 次 型 Qr, ** X, ) 与 形 如 


> jTz, = > | To) Tptid pti 


二 次 型 等 价 ， 其 中 P 5 d 的 差 称 为 Q 的 符号 差 . 
次 型 一 样 地 定义 正定 , 负 定 、 半 定 \ 不 定 
等 埃 尔 米 特 二 次 型 .下 述 条 件 的 每 一 条 都 是 埃 尔 米 


特 二 次 型 Q(zi,xs,… ,x,) 为 正定 的 充分 必要 条 件 : 
l; = Lis Tos" 9», 为 不 全 为 零 的 复数 时 ， 


Q Cha ds 35550. 

2. Q 的 顺序 主子 式 都 之 0. 

正定 埃 尔 米 特 二 次 型 (positive definite Hermi- 
tian form) 见 “ 埃 尔 米 特 二 次 型 ” 

负 定 埃 尔 米 特 二 次 型 (negative definite Hermi- 
tian form) IL" J& OK Sg MKB”. 

化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 (to reduce quadratic 
form to the standard form) 化 二 次 型 为 对 角形 的 
方法 . 设 域 己 上 的 2” 无 二 次 型 为 


Wr e eee = XAX', 
Pe 化 


f Gi 9 人 2 9 
i j=l 


其 中 A= (aj), ASA, H XS’ 
Ftit ,Xn) 为 标准 形 的 方法 有 : 

1. 配方 法 : 

1) a4250 时 ,对 x, 配方 : 


f (Xi S E 


= à 


n 2 n 
1? ay 
T) 十 — C» x oe -F di 十 > Dads 
à Qj EPT 


其 中 bj 是 由 前 面 与 Tı 有 关 的 配方 后 出 现 的 xr; r;, 
j 宇 2) 项 的 系数 和 后 面 原 有 的 rr; 项 系数 合并 而 
成 . 石 做 非 退 化 的 元 线性 变换 


4XQ—y7 Y "7L 
a 
X. 一 yos 
v = Mns 
则 二 次 型 Frziyz，…zo) 化 为 


fiy 9 ast 
RHrBo-—bs.H 


y» = anyi + D buyuy 


i j=2 


Mh» 


fe n—1276— 次 型 (车 2, 0, m= a, AO, WRT r, 
配方 ) ,在 某 yi 的 系数 不 为 零 的 情况 下 ,可 依 此 做 下 
去 , 便 可 将 f(x 9 2 9 sL ) 化 成 标准 形 . 
2) TUNI & 步 后 得 出 
Ye + b» f ,;w;w;, 


j=l+l 
其 中 fi;=0 Cr d E 35 0 Cr £s), MRA 


性 变换 w, =u, F ts s W, = U, — Us s W = Uu trs)» 
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便 出 现 系数 不 为 零 的 平方 项 ,于 是 ,可 继续 进行 D 
中 所 进行 的 步骤 直至 将 f(z,x;,… ,Xz,) 化 为 标准 
形 . 

2. 初等 变换 法 :对 二 次 型 f Oni s On) WIE 
阵 4 同时 对 行 与 列 做 同类 的 初等 变换 (相合 变换 )， 
使 所 得 矩阵 B 为 对 角形 ,即使 

ELCES CECE AEE.) E, )E,—B 
为 对 角形 ,而 E 是 初等 矩阵 B 
为 矩阵 的 二 次 型 便 是 二 次 型 f(x ,zxs，,… ,zx,) 的 标准 
X. 

主轴 问题 (principal axes problem) 实 二 次 型 
的 一 个 重要 问题 .用 元 正 交 线性 代 换 ( 即 其 矩阵 为 
IE 20 4B BE FB n 元 实 二 次 型 化 成 标准 形 的 问题 , 称 为 
把 二 次 型 化 到 主轴 上 去 的 问题 . 简称 二 次 型 的 主轴 
问题 . 任 一 ?元 实 二 次 型 ,通过 正 交 线性 代 换 ,可 以 
化 为 标准 形 


7l 
> | 2 
dizi 9 
i=] 


其 中 d;(i 二 1,2,…,n) 是 其 矩阵 的 特征 值 . 具体 作法 
是 : 先 求 出 此 实 二 次 型 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ( 必 
有 ?个 线性 无 关 的 ), 再 用 施 密 特 正 交 化 法 将 ”个 线 
性 无 关 的 特征 向 量 法 正 交 化 , 即 可 求 出 欲求 的 正 交 
FE. 

HE XE X2 Canesten form) 一 类 特殊 上 且 有 用 
的 二 次 型 . 用 数列 50519°"" 52-228 UA HJ n 元 二 次 型 : 


E a )$ NO 
称 为 甘 凯 连 夫 型 . 它 的 矩阵 


Q(x, o. 


Sw d 3S T 
S. OE ee s 
S ue 55 Sn 十 1 ae $959 
称 为 甘 凯 连 夫 矩 阵 . 
甘 凯 连 夫 和 矩阵 (Taurkexrea matrix) JL“ HALE 


盖 尔 什 果林 圆 盘 定理 EEN disk theo- 

rem) 矩阵 理论 中 关于 特征 值 分 布 的 经 典 定 理 . 它 
在 涉及 到 和 矩阵 特征 值 计算 的 各 个 领域 里 有 着 广泛 的 
应 用 价值 和 重要 的 理论 意义 . 经 典 的 圆 盘 定理 主要 
是 指 下 述 两 个 定理 : 

1. iX A— (4,0 € C", W| A 的 任 一 特征 值 4 都 
属于 复 平面 上 ”个 圆 盘 

Gi: |z — al SA = le sis 


的 并 集中 , 即 
AE UG. 
2.45 A= (a) EC", D, Jf 


G = UG, 
FB or^ BI A A AY KR. AA D.N CGNDO =. Wl 
在 D, Pla à 4 的 -个 特征 值 ( 对 角 元 有 相同 时 重 
复 计算 ,特征 值 相同 时 也 重复 计算 ). 

圆 盘 定理 是 由 盖 尔 什 果 林 (FeprroprrC. A. ) F 
1931 年 给 出 的 ,经 过 半 个 世纪 的 发 展 , 这 一 理论 无 
论 从 形式 上 ,还 是 从 内 容 上 都 有 了 很 大 的 推进 ,其 结 
果 被 迅速 应 用 到 数值 计算 .稳定 理论 等 许多 领域 里 . 
下 述 三 个 结论 是 常用 的 圆 盘 定理 之 推广 : 

1. F PüJE BUJE S EJ 4E FE A A= (4,0 EC", 
则 A 的 任 一 特征 值 都 落 在 | "| A-E PUE SPIER 

CD; a= dj; | |z s a,j; | < AA; 
CE 1.40. Hut me 1) 
的 并 集中 , 式 中 
A= D lel ASi n. 


ky 
2. 奥 斯 乔 夫 斯 基 包 含 定 理 : 若 A— (a) ccv, 
0xcaxcl.pzl.qZcl.p'-ctq 二 1, 则 A 的 任 一 特 
(EE AMF PIR n HE 
G+ |z—ai;|<R%ap (ACG CA). (Sin) 
的 并 集中 , 式 中 
Ra e ll 


kx 


| l/ap 
ME 


x (ao) 1/07 
Caco CA) =F | > las; | oe 
ki 


ERETI 

3. 1 A= (a) EC", B= (b) ER” WIE i542 
lanl ISi jn, WW A BS 4E— RefETR AMTF PR RK n 
^r [i 3k 

G;:|z—a;|<pepC(B)—b; (1iszn) 
的 并 集中 , 式 中 oR B 之 谱 半 径 , 即 B 之 特征 值 
的 最 大 模 . 

卡 西 尼 卵 形 域 包 含 定 理 (Cassini oval inclusion 
theorem) 见 “ 盖 尔 什 果林 圆 盘 定理 ” 

奥 斯 乔 夫 斯 基 包 含 定理 (Ostrowski inclusion 
theorem) 见 “ 盖 尔 什 果林 圆 盘 定理 ” 

对 角 占 优 和 矩阵 (diagonally dominant matrix) 
亦 称 优 对 角 阵 . 是 一 种 重要 的 矩阵. 设 A = (20€ 
Qu E 

las oe daa Cp re. 


Wh 4 为 对 角 占 优 矩 阵 , 记 为 4ED 若 4EDu 且 
上 式 中 至 少 有 一 个 严格 不 等 号 成 立 ,4 还 是 不 可 约 
的 , 则 称 4 ARRAS A SH. IA AELE 
上 式 中 个 式 子 全 是 严格 不 等 式 , 则 称 A 为 严格 对 
ASE , 记 为 ACD. 利用 矩阵 之 对 角 占 优 性 质 
来 估计 其 特征 值 的 分 布 范围 是 一 个 极为 实用 而 又 具 


线 性 代 数 


有 重要 理论 意义 的 方法 . 这 一 方法 可 追 亢 到 阿达 马 
定理 , 即 严格 对 角 占 优 矩 阵 是 非 奇异 的 . 时 至 今日 ， 
对 这 一 方法 的 深入 研究 与 探讨 仍 是 矩阵 理论 的 重要 
课题 之 一 . 利用 和 抢 阵 对 角 占 优 性 质 研 究 其 特征 值 分 
布 有 下 列 更 好 的 结果 . 

d A-—(Gu€c"WEACIUD,W. 

l. £r uA Kn PA p PIER n—p FAR, 
则 A 恰 有 zp 个 特征 值 之 实 部 为 正 ,n 一 p 个 特征 值 
之 实 部 为 负 . | 

2. i a; (o n0 PUR. p SRMBA IE n — p 个 
Sc PBA fi. ARR A | Rea; | >A (1x ,或 者 4 不 
Hy 24 fa) Hf | Rea;; | =A; 1<i<n), 


2 | Rea; | > 2n 
WER 1 之 结论 仍 成 立 ( 这 里 的 Rear RRR ax 的 
实 部 ). 

优 对 角 阵 (diagonally dominant matrix) BẸ 
“对 角 占 优 和 矩阵 ”. 

AAT £3 34 £8 d th 58 EE Cirreducible diagonally 
dominant matrix) JL“ X fA de”. 

FE d& x $8 h th tE E (strongly diagonally domi- 
nant matrix) 见 “ 对 角 占 优 和 矩阵 ” 

有 非 零 元 素 链 对 角 占 优 和 矩阵 (diagonally domi- 
nant matrix with nonzeroelement chains) 不 可 约 
对 角 占 优 矩 阵 的 推广 ,有 更 广泛 的 应 用 价值 . 该 矩阵 
类 于 1974 ^F. Hi fF FU FE (Shivakumar,P.N. ) 等 首 
先 引进 . 若 A= la EC "WE ACD. A 

J={iEN|lai|>ASAD, N={1,2,°,n), 

对 每 一 个 EJA 都 有 一 个 非 零 元 素 链 asma, 
z0,f& jEJ, 则 称 AAR AAS TRA h EAE 
阵 .由 定义 ,不 可 约 对 角 占 优 矩 阵 是 特殊 的 具有 非 零 
元 率 链 的 对 角 占 优 阵 . 纽曼 (Neumann,M. ) 于 1979 
年 证 明 :在 对 角 占 优 前 提 下 ,矩阵 为 广义 严格 对 角 占 
优 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 为 具有 非 零 元 素 链 对 角 占 
RRE. 

下 半 严 格 对 角 占 优 和 矩阵 (lower semistrictly di- 
agonally dominant matrix) 对 角 占 优 和 矩阵 的 一 个 
重要 子 类 . 设 A= (Qi cc" (1D, OG AE 


t= 
la | > > (2 
k=] 


则 称 4 为 下 半 严 格 对 角 占 优 矩 阵 . 该 矩阵 由 纽曼 
(Neumann,M. ) F 1979 年 首先 引信. ABER: 4E 
EE 4 在 对 角 占 优 假设 下 ,为 广义 严格 对 角 占 优 阵 的 
充分 必要 条 件 是 存在 一 ? 阶 置换 阵 已, 使 PAP" 为 
下 半 严 格 对 角 占 优 阵 . 进而 ,4 为 具有 非 零 元 素 链 对 
角 占 优 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 一 Br BERE P vs 
PAP' 为 下 半 严 格 对 角 占 优 阵 . 4 为 不 可 约 对 角 占 
优 的 充分 必要 条 件 是 4 不 可 约 , 旦 对 某 一 n 阶 置 换 
155 


线性 与 多 重 线性 代数 


阵 己 ,使 P4P 为 下 半 严 格 对 角 占 优 阵 . 

广义 严格 对 角 鼎 优 和 矩阵 (generalized strongly 
diagonally dominant matrix) 见 “ 下 半 严 格 对 角 上 右 
优 和 矩阵 ”. 

dt He xt FH d 58 RE (conjugate diagonally domi- 
nant matrix) 对 角 占 优 和 矩阵 类 的 推广 . 这 一 矩阵 类 
的 引进 为 利用 对 角 占 优 来 估计 和 矩阵 特征 值 分布 提 供 
了 新 的 途径 . 设 A= (aj € C" i 


2 = Lis) asin 


ET ARA SHY We 4 ALMA CHE SE 
T 为 严格 对 角 占 优 阵 , 则 称 4 A 2E P^ fep f8 h DG 
BE. A 的 特征 值 之 实 部 介 于 埃 尔 米 特 和 矩阵 7 了 的 最 大 
与 最 小 特征 值 之 间 . 这 样 就 可 以 利用 了 的 对 角 占 优 
性 来 估计 A 的 特征 值 实 部 的 界 .类似 地 ,可 利用 S= 
CA— A* )/2i 的 特征 值 及 对 角 占 优 性 来 估计 A 的 特 
征 值 虚 部 的 界 . 

H fig R xj f8 rà DEB EE (conjugate strongly di- 
JL, “FE Oe Xt Aa A EB 


T = 


agonally dominant matrix) 
阵 ”. 

弱 不 可 约 对 角 占 优 和 矩阵 (weak irreducible diag- 
onally dominant matrix) 和 矩阵 对 角 占 优 性 的 新 的 
推广 . 设 A= lape", E 4 的 方向 图 GC(4) 之 每 
一 顶点 v, 都 属于 COCOR 

Y, vx, > 


(s 之 1)， 


= > U; d U 


则 称 A YRT 4 下 述 两 点 等 价 于 4EC 
A 88 AN n] 23 5B B : 

l. 存在 ” 阶 置换 阵 己 使 PAP' = (A;)mxms A; 
EC (l<i,j<m), H Aik n; 阶 不 可 约 阵 , 1 二 i 
«m BE. 

2. B= (I+ |A| = Gs x ft—lizisn 
V TELE 1e jen I bb, 40. B GB) 48 — TAR 
在 长 为 2 的 环 路 中 . 

弱 不 可 约 阵 为 不 可 约 的 充分 必要 条 件 是 在 等 价 
表征 上 述 1 中 和 矩阵 (4;);x 为 不 可 约 阵 . 又 设 A= 
Ca) ECU] 为 弱 不 可 约 , 若 4 满足 

[| la: | > IE (Y € SCA»), 


其 中 SC4) 表 GC4) 中 全 部 环 路 集合 , 则 称 A 为 弱 不 
可 约 弱 对 角 占 优 阵 , 记 为 ACWDsAEELA PHA 
等 式 皆 是 严格 的 , 则 称 4 为 弱 不 可 约 严格 对 角 占 优 
E, wA ACWD;zi ACWD, 为 不 可 约 , 且 上 式 中 
至 少 对 一 个 环 路 成 立 严 格 不 等 式 , 则 称 4 为 弱 不 可 
AXTA ih fb EE ACWI. 88 4n] A xt fa AK 
IE rh dpi 8 OK 38 CBrualdi, R. A. ) 1982 年 首先 引 
人 .利用 这 类 和 矩阵 给 出 的 新 的 谱 包 含 域 ,推进 了 经 典 
AY fp aS ^R CBrauer, A. ) , PR EE ZR XC NE AE COstrowski, 
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A. M. ) 等 人 的 著名 结果 ,成 为 一 个 重要 的 阶段 性 成 
果 , 具 有 十 分 重要 的 意义 与 广泛 的 应 用 价值 . Tn ERA 
HUE: AC WD(YWI,W 4 非 奇 异 .进而 对 弱 不 
FY £95B Ee 4 ,其 谱 的 包含 域 是 下 述 区 域 的 并 集 

D, = {z| [[ le — asl < [[4j € € SCA». 


对 任意 A= (G,0€ C ,其 谱 的 包含 域 是 


(U Iz= asl EA 
Ul U [Ilis-al 


< IIA); 
YE SCA) (EY ic Y 


式 中 N 表 G(C4) 中 不 在 任何 环 路 之 顶点 的 足 码 集 . 
88 As RI £9 7 f& x1 f8 c £5 EOE Cweakly irre- 
ducible strongly diagonally dominant matrix) Jl, 
"SARI HIE fü di LE PE". 
ik xd fA h f HH block diagonally dominant 
matrix) 对 角 占 优 和 矩阵 对 高 阶 分 块 矩阵 的 推广 . 设 
A-— (a4) € C" 4: ER y 


ASAD (Ae CULL nS m, un). 


大 每 一 A, ESSE BINE 


CASS, MEA] pe SPD, 


WR 4 为 块 对 角 占 优 阵 , 记 为 4EBD; 若 上 式 中 每 
个 不 等 式 都 是 严格 的 , 则 称 4 为 块 严格 对 角 占 优 
阵 , 记 为 AE BD:# AC BD, BH A=(Ai) nxm BRA 
可 约 阵 ,上 式 中 至 少 有 一 个 不 等 式 是 严格 的 , 则 称 4 
为 块 不 可 约 对 角 占 优 阵 , 记 为 4E BI. 又 , 石 

A= (Ajj) mxm E C" 


(AC OUS e d S e m 
则 ; 

1.4 AC BDU BI i| det AÆ0. 

2.4: o( AKA 的 谱 ( 即 特征 值 集合 )， 


G; = {z| inf | CA; — zL2x | x» | Asil) 


(ISi m), 
则 «lc 6- ÜG. 
3.8 H= UO, 1S; m 1 js. B. H ME 
HN GDJ, N HAE A D n, AREE. 
4. (ASYG, 
G- | |C inf || CA; 一 zL22 | 


m | a= 
| 


«(EVA natn] 


ASi x m, Fj). 
块 对 角 占 优 和 矩阵 是 由 费 恩 歌 尔 德 (Feingold,D.G.) 


z1,;)z ||) 


及 瓦尔 加 (Varga,R.S. ) F 1962 年 首先 引入 的 ,他 
们 由 此 给 出 了 相应 的 矩阵 谱 包 含 域 及 千 干 谱 分 布 定 
理 , 推 广 了 经 典 的 圆 盘 定理 ,成 为 重要 的 阶段 性 成 
果 , 具 有 重要 的 理论 意义 与 广泛 的 应 用 价值 . 

块 严 格 对 角 占 优 和 矩阵 (block strongly diagonal- 
ly dominant matrix) WX A SHE”. 

块 不 可 约 对 角 占 优 和 矩阵 (block irreducible di- 
agonally dominant matrix) 见 “ 块 对 角 占 优 和 矩阵 ” 

广义 对 角 占 优 和 矩阵 (generalized diagonally 
dominant matrix) 包含 对 角 占 优 和 矩阵 类 在 内 的 一 
个 更 广 的 矩阵 类 . 设 A— (a, € C" E YE— 1 IE 
XI fü ERE G IE B= AG AXA AEE. WR 4 为 
广义 对 角 占 优 和 矩阵 , 记 为 4AEGDo; 若 B 为 严格 对 角 
占 优 和 矩阵 , 则 称 4 为 广义 严格 对 角 占 优 和 矩阵 , 记 为 
4ECGCD. 由 定义 ,4ECDo(CCD) 当 且 仅 当 4 正 对 角 
相似 于 对 角 占 优 矩 阵 . 因 此 ,该 矩阵 类 保持 着 对 角 占 
优 和 矩阵 类 的 谱 性 质 . 
广义 对 角 占 优 矩 阵 大 部 分 是 与 对 角 占 优 相 关 的 
和 矩阵 ,例如 非 零 元 素 链 对 角 占 优 和 矩阵 , 弱 不 可 约 对 角 
占 优 矩阵 等 ,几乎 都 是 广义 (严格 ) 对 角 占 优 和 矩阵 . 由 
于 该 矩阵 类 保持 着 对 角 占 优 和 矩阵 类 的 重要 谱 性 质 ， 
同时 这 一 概念 又 与 M 矩阵 有 密切 关系 ,因此 , 它 的 
研究 具有 重要 的 理论 意义 及 实际 应 用 价值 ,近年 来 
出 现 许多 优秀 成 果 . 费德勒 (Fiedler,M. ) 5j ii 3^ v6 
(Ptak, V.) F 1962 年 给 出 了 M 和 矩阵 的 一 个 重要 等 
价 表征 :一 个 Z 和 矩阵 ( 非 对 角 元 均 非 负 的 实 和 矩阵 )4 
为 M 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 为 广义 严格 对 角 占 
优 阵 . 这 一 重要 的 结论 使 得 广义 严格 对 角 占 优 和 矩阵 
的 等 价 表征 就 成 为 其 比较 阵 为 M B EE BJ E Oh e E 
问题 ， 

稳定 矩阵 (stable matrix) ZRNERZE ME 3E VE Xf 
EEE. 在 诸多 方面 有 重要 应 用 价值 的 一 类 矩阵 . 设 
4EC…, 若 4 的 特征 值 实 部 皆 负 , 则 称 A 为 稳定 和 矩 
阵 . 相应 地 ,特征 值 实 部 皆 正 的 复方 阵 称 为 正 稳定 抵 
E. 关于 稳定 和 矩阵 的 研究 近 一 个 世纪 以 来 十 分 活跃 ， 
成 果 也 非常 广泛 ,其 中 等 价 表征 的 讨论 又 是 其 主要 
RA. E Aco”, H B=U—A)'U+A), WER 
各 点 等 价 于 4 为 稳定 矩阵 : | 

1.B 存 在,B 为 稳定 矩阵 , 且 oCB) «1. 

2. B 存在 , 且 对 任意 正定 阵 V ,和 矩阵 方程 


H —BHB' =V 
AEE H. 
3. BE, FOU EE ERE PIE V RK 
SBV y! 
收敛 ， 


4. 存在 正定 阵 H, fif AH+HA* AAEE. 
5. 对 任意 正定 阵 到, 矩阵 方程 


AH+HA‘*=—W 
SEE H. 
6. 存在 正定 阵 W, 使 得 WAW HW A'W 为 
负 定 阵 . 


7. 存在 非 奇 异 矩 阵 了 ,使 得 TAT BN SECHS fh 
定 阵 . 
8. 存在 正定 阵 P. Q 及 反 埃 尔 米 特 矩 阵 SIS 
WES 一 一 9) ,使 得 A=PCS—Q). 

李 亚 普 诺 夫 (JIanyHog,A. M. ) F 1892 年 的 博士 
论文 中 ,开创 性 地 提出 求解 非 线性 常 微分 方程 的 李 
Wee ta A PA BOK INR BEE ,建立 了 和 矩阵 稳定 性 的 
概念 及 等 价 表征 . 这 一 方法 在 自动 控制 .系统 问题 、 
微分 方程 .力学 .经济 学 等 科学 技术 的 许多 领域 中 得 
到 广泛 的 应 用 和 发 展 , 也 莫 定 了 常 微 分 方程 稳定 性 
理论 的 基础 . 

李 亚 普 诺 夫 稳定 矩阵 (Liapunov stable matrix) 
即 “稳定 矩阵 ” 

正 稳 定 和 矩阵 (positive stable matrix) “tad 
AB Ee". 

WW EIE X LEX HB EE (Liapunov psitive 
diagonally stable matrix) RÆK VL 稳定 阵 . 简称 
对 角 稳 定 阵 . 一 类 特殊 的 正 稳定 和 矩阵. 设 AER”, 
苦 存 在 一 个 正 对 角 阵 DD, 使 得 DA-- AD 为 正定 阵 ， 
WE 4 为 对 角 稳 定 的 .下 述 各 点 等 价 于 实 方 阵 4 为 
对 角 稳 定 阵 : 

1. 存在 一 正 对 角 阵 DD, 使 得 对 任意 0 了 关 TER” 总 
^ r ADx>0. 

2. 存在 一 正 对 角 阵 D. D AD 为 正定 阵 . 

3. A 为 对 角 稳定 阵 . 

4. 对 每 个 正 对 角 阵 玉 ,AE 5 EA WIARE. 

5. 对 每 个 非 零 半 正 定 阵 B,BA 有 一 个 正 对 角 
ZG. 在 数理 经 济 学 、 生 态 学 、 动 力 系统 以 及 数值 分 析 
中 有 着 重要 的 应 用 . 


VL 稳定 阵 (VL stable matrix) Jl“ VHF 
FR IE Mt FA fog FEE”. 

Xt AREE (diagonally stable matrix) 即 “ 李 
亚 普 诺 夫 正 对 角 稳定 矩阵 ”. 


om fa XE XB ME (strongly stable matrix) 一 种 特 
殊 的 正 稳定 和 矩阵 类 . CAE DUI ABER. GA 
CR'"" OS EE RAAF $08 A AR E DD, 总 有 4 十 DD 为 正定 
FERE, DU] ER A 为 强 稳定 和 矩阵 .者 4 为 强 稳定 和 矩阵, 则 
A 的 任意 主子 阵 均 为 强 稳定 和 矩阵. 若 4 ARE 
阵 , 则 4 的 各 阶 主子 式 皆 正 , 即 A X PIER. 

D 稳定 和 矩阵 (D-stable matrix) 一 种 特殊 的 正 
BERRA, AAS AN A fee ee. d; AC 
R"*" ott Br IE XT Fa AB PE D,AD 总 为 正 稳定 阵 , 则 
Wk A X DEERE. Zr ACR" A D 稳定 阵 , 则 : 

1. 对 每 一 OAcER", E— FP EXE A D. fie 
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线性 与 多 重 线性 代数 


得 x! D,Ax 0. 

2. A 的 任 一 主子 阵 均 为 D 稳定 阵 . 

3. A 的 任 一 主子 式 非 负 , 即 4 为 P, 和 矩阵 . 

和 矩阵 张 量 积 的 圆 盘 定理 (disk theorems of ten- 
sor product of matrices) 复方 阵 圆 盘 理论 在 矩阵 
张 量 积 上 的 推广 及 应 用 . 因为 是 由 张 量 积 的 低 阶 和 矩 
阵 的 相关 量 来 表示 张 量 积 的 特征 值 分 布 ,所 以 较 之 
直接 对 张 量 积 应 用 圆 盘 定理 更 方便 . 佟 文 廷 于 1980 
年 给 出 了 和 矩阵 张 量 积 圆 盘 定 理 之 主要 结果 : 设 

Ac uo. RA x aas 


RC(A) = max Ri(A), ACA) = >) lanl, 
bui 


D,(A) = {z| |z —a;| ACA)) A <i<n). 

1.4 ACC", BC C", hy 

cC(A 69) B) C DCA C9 B) 
= {z||z| < RCA)R(B)}. 

2. A;jCACO9 B) = | ai | A;CB) + |b] A; CA) + 
A;CADA;(B) , dE D; = {z | |z —ajb;jj| <A; CARB)? 
CESET NESES, , 则 | cC AGOB)C U D;. 

3. 4 O; = {z | |z—a;; | Iz—b5| << A;(A)A;(B)} 
(lSi<n1Sj<m) , DIJ c CACOB)C UO; 

kB EE He JE 8 B A RT 23 f Cirreducibility of ten- 
矩阵 张 量 积 谱 分 布 理 论 


sor product of matrices) 


的 基本 概念 . 通过 做 成 张 量 积 的 低 阶 矩 阵 之 不 可 约 


性 表征 张 量 积 的 不 可 约 性 是 和 矩阵 张 量 积 不 可 约 性 的 
EZAR. E A= la) EC, B= (bj) EC”, Fu 
各 条 均等 价 于 AOB 不 可 约 : 

LA, BRANA, AWE 4 的 一 个 长 为 x) 
的 非 零 元 素 闭 链 LU ML pB 的 一 个 长 为 T2 
的 非 零 元 素 闭 链 buath ,使 (ri ,rs) 二 1. 

2. A, B 和 皆 不 可 约 , 有 互 素 的 正 整数 nor 使 
141" 及 1B1" 之 对 角 元 不 全 为 零 ， 

[A| = (laj Daxa 1B|= (by | mxm. 

ERARE AHA PET 1987 年 得 到 的 . 

和 矩阵 张 量 积 的 特征 值 分 布 (eigenvalue distribu- 
tion of tensor product of matrices) 估计 和 矩阵 张 量 
积 特征 值 分 布 的 基本 方法 之 一 . 指 利 用 做 成 张 量 积 
的 矩阵 的 对 角 占 优 性 讨论 张 量 积 的 特征 值 分 布 . 下 
述 两 个 结果 是 基本 的 : 

1. Æ A= (aj) EC", b= (b) EC” MÆ: 

la4| = GACA a > 1,1<ign, 
ló5| = BACB), B; L1 jm, 
H a=min ai, B— min P; 使 得 eB a-- 84-1. HE aj 
中 有 Ki NER n—r 个 负数 ,在 bj;; 中 有 72 个 正 数 ， 
m —rs 个 负数 , 则 AWB 之 特征 值 中 恰 有 irs 十 (x 一 
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ri) 《Cm 一 7 ) 个 实 部 为 正 ;nim 一 7 ) 十 7 《mn 一 7 ee 
部 为 负 . 

2. 若 以 Rea, ft ER 1 PA ai. A Reb, hE 
上 述 1 中 的 6, 而 满足 上 述 1 的 全 部 假设 条 件 , 则 
F 1 的 结论 仍然 成 立 . 

非 齐 次 特征 值 (inhomogeneous eigenvalue) 
通常 特征 值 问 题 在 实 方 阵 集合 里 的 推广 . 实 方 阵 之 
非 齐 次 特征 值 问 题 在 约束 特征 值 问 题 、 微 分 方程 稳 
定性 问题 的 研究 中 有 着 广泛 的 应 用 . 设 A= (42 € 
R’*”,bER",s>0 为 给 定 的 实数 , 称 同 时 满足 Ax — 
Arto 及 xr 二 s 的 实数 4 及 xER" 为 4 的 非 齐 次 
特征 值 及 相应 的 非 齐 次 特征 向 量 . 于 是 ,实数 4 同时 
是 A 的 非 齐 次 特征 值 及 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 6 
正 交 于 A 的 任意 对 应 于 4 的 左 特征 向 量 . 关于 实 方 
阵 的 非 齐 次 特征 值 问 题 有 以 下 几 个 基本 结论 ; 

1]. 知 4 至 少 有 一 个 实 特征 值 4, 旦 6 不正 交 于 
A 对 应 于 4 的 左 特征 向 量 , 则 4 至 少 有 两 个 非 齐 次 
特征 值 . 

2. 非 对 称 实 方 阵 4, 耕 有 个 (包括 重 数 ) 非 齐 
次 特征 值 , 则 : 

1) k ABC Os En. 

2) # cCAYJCR, H k=2n, Wl] A 的 非 齐 次 特征 
值 以 4 的 最 大 及 最 小 特征 值 为 其 上 界 与 下 界 . 

3) Xi A 的 特征 值 全 为 虚数 , 则 & 可 能 为 0. 

3. UH lion, fh 


Lo 
2N 
b; >s ass 


则 4 Bb Ay BAT AE IFRAME AP b= Ch bos 
b.)  €R" 以 及 A= (a) ER", 

块 复合 矩阵 的 块 特 征 值 (block eigenvalues of 
block compound matrices) ”通常 特征 值 问题 的 重 
要 推广 ,具有 十 分 重要 的 理论 意义 及 广泛 的 应 用 价 
值 . 设 P,(C) 表 示 所 有 两 两 可 换 的 nn 阶 复方 阵 集合 ， 
Ms(P,) 表 示 所 有 分 为 pXg 块 ,日 每 一 子 块 都 属于 
P,(C) 的 块 复合 矩阵 集合 ,特别 地 , 当 p=qam 时 ， 
简 记 为 Mna Pp). 若 对 AEM, (P,), 存 在 A€ P,CO 
及 ( 列 ) 满 秩 和 矩阵 XE M,,,(P,), 使 得 AX = XA, N] 
称 4 为 4 的 块 特征 值 ,X 为 相应 于 A 的 块 特征 向 
量 .于 是 , 当 ”* 王 1 时 , 块 特征 值 问 题 即 是 通常 的 特征 
值 问 题 ,因此 ,研究 块 特征 值 问 题 具有 十 分 重要 的 意 
X. FERF A= (A) E Mna (Pa) CA; € PCC)， 
1 i , jim) B) S Rr E A) AY 286 T6 EE HEY : 

1. Æ 6CAD) Jg A REE EA. Det 4 RV 
A; ATOR BE INITIA WA 
Y SCA) s CD, Det AC P,CC) 


AE a( 


H det A=det (Det A). 
2.72 A TEA HAC 6CAO . X 为 相应 块 特 征 向 


E,W A EP, (OÆ AEM, (P) ZAM T H 
征 向 量 X 的 块 特征 值 . 
3. A 的 任 一 块 特征 值 4 位 于 下 述 区 域 
Gi:{Z € P,C)| >) I CZ — AD^"! As || 2 1} 
ky 


(lism) 
的 并 集中 . 
4. 4; 8 — 4j 非 奇异 (Ox jm n0 , 则 对 4 的 任 一 
块 特 征 值 A€ P,(C) 有 


] 一 - 2 | A'A; | 
A min I: et 
| I ee ll A5! | 


kB RE AY A fi (numerical range of a matrix) 
4B PESE BU CREE BUS. 对 于 和 矩阵 特征 值 之 估计 有 着 
尤为 突出 的 应 用 价值 . 设 A= (aij) € C RW CAD 
二 {zx*Arixr€E0",x’'x= 二 1) 为 A 的 数值 域 . 由 于 
ol(A)CW(C(A), 所 以 ,寻找 矩阵 数值 域 的 包含 域 , 特 
别 是 最 小 包含 域 ,就 具有 十 分 重要 的 意义 . REAR 
(Toeplitz, O. 2, 3 JE Bf (Marcus, M.). £5 %8 ifo 
(Johnson, C. R. ) 等 给 出 了 有 关 和 矩阵 数值 域 的 下 述 
基本 结论 

1. W CA) REID TRE I BA] PS «HL W CAD 3 6 CAD 
AS BY T6 ot A^ ER PE A 为 正规 阵 或 A 西 等 
Hf T AKQA,WCADCWCG.). 

2. WCA)YCR 的 充分 必要 条 件 是 4 为 埃 尔 米 特 


阵 . 
3.W (C4)C[a,bj]jXLc,aj,; 式 中 
a 一 min À;, b = max A, 
c = mnp, d = max pr, 
(ALA?) i m RA 
A — A 
j| oA) = Uh zem c£. 
4. di A— A,0-1A;,A,, A; C R^, Wi] Exe Aie 3 
中 的 矩形 包含 域 又 可 由 
a = min A, b = maxá, 
c — min Z, d = max fi, 
o((H(A)) = {A SA, Se BA}, 
o(K(A)) = (Ri cafe pisei) 
给 出 ; 式 中 
2LA,— A1 A +A 
A,+ A; A — A, 
天 (4) = | 7 a 
oe A, + A; 


i 

Z 

$.WGD-— fle 
iu 

o CH;) — (ACH) = d 


—_— 一 一 


a = ACH) 


? 


线 性 代 数 


H, = (e^A + (e" A5 * 5/2. 
TN 
i Gey Cpl”? = 
AE Cr = Cys y)=1, (759) = 0, 
W CA) = U . WA). 


lzi = I yil =1 
(r,y)— 
7. o CA, +AT)/2) = la Ia Ze 
oA +AT /2) = (PSR 2 B.) , 则 
W(A)CLa, 1b, 1X [ci sh 
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An 
— Az )/2), 
b, =2a,—a,+p((A,—A;)/2), 
c,—28,— B) —9(CA, —A1)/2), 
d, —2,— B,--eCCA, — AT)/2). 
和 矩阵 的 数值 半径 Cnumerical radius of a matr- 
ix) 与 矩阵 数值 域 紧密 相关 的 重要 概念 . EXIT fü 
计 和 矩阵 特征 值 分 布 有 十 分 重要 的 意义 . 设 A = (la) 
€ C EK 


PC CA; 


a&i = 2an — Q mm 


ica i 
为 4 的 数值 半径 , 式 中 W(4) 表 4 的 数值 域 . 约翰 
还 (Johnson,C. R. ) . 马 库 斯 (Marcus ,M. ) 等 给 出 了 
下 述 基 本 结论 
LÈ AI Kr 


<gmar{ 27la, + È lasi bs 
2. MASSES AIA) sedie ADS m A; 
表 任 一 & BPETH.Re|A|=C|A|4+|Al")/2. 
3. 当 A 为 正规 阵 时 ,>(4)=P(4)= || A ||. 
4. Xr A= (Ajj) mxms Ay € C^ (1, jm) VH: 


25% = s 
W r CAD szrC |] CA mxm |D). 

k 数值 域 (&-numerical range) 一 般 数 值 域 的 
推广 .包含 经 典 数 值 域 在 内 ,因此 具有 更 广泛 的 应 用 
价值 . 若 A= (4,2 € C7, A, K C" 中 有 个 规格 化 正 
交 的 向 量 组 集合 , 则 称 


k 
W,CA) = n 2 mA: Gn.) = A, 
j=l 


AAW) EE. 由 定义 ,Wi1(4)= 二 WC4). 相应 地 ， 
k 数值 半径 定义 为 
r,CA) = max |Z|. 


ZEW, CA) 


矩阵 的 & 数 值 域 及 & 数 值 半 径 同 经 典 的 数值 域 与 数 
值 半 径 有 下 述 基 本 关系 ( 记 tr4 表示 A 的 迹 ): 


PLZ | =W,(A)C… CW,CAO CW (A) 
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线性 与 多 重 线性 代数 


E IrA| or, CA) xr CA Er CA) 


—r(A). 

i 46 Be (spectral matrix) 同 矩 阵 的 数值 半径 
相关 的 重要 和 矩阵 类 . 设 A— (a, € C7, AWE 
rCA) — pCA) WR A WEEE, WA AES. WR 
谱 和 矩阵 的 等 价 表征 是 具有 重要 意义 的 工作 . 哥 尔 德 
贝 格 (Geldberg,M. ) 及 佟 文 廷 等 给 出 了 谱 和 矩阵 的 一 
些 重 要 等 价 表征 . 下 述 各 点 等 价 于 ACS,: 

1. A ACO "之 最 小 多 项 式 的 次 数 为 p, 则 对 
某 一 正 整 数 mp A r(A) =r) T. 

2. 各 娟 为 4 之 最 小 多 项 式 的 次 数 , 则 对 任意 具 
有 非 负 系 数 的 次 数 m m p 之 多 项 式 


P, (rx) = Se 
j=0 


总 有 PQGCA) —rIG, CAD). 

42 fo) $8 EE (radial matrix) 一 类 特殊 矩阵 . € 
是 起 源 于 带 初 始 值 的 有 界 差 分 稳定 性 问题 的 研究 
H. g ACC", AWE epCA)= || All WR AH 
径 向 矩阵 . 哥 尔 德 贝 格 (Geldberg,M. ) 、 余 文 廷 以 及 
iB XS be (Ptak, V. ) 对 径 向 矩阵 给 出 了 一 系列 重要 结 
AR. 下 述 各 点 等 价 于 4 为 径 回 和 矩阵: 

1l. || Al =|, All”. 

2. p CAM — A A 为 正 半 定 矩阵 ， 

3. D(A A) —- p! CA). | 


4. | A" || = | A] "mz p. p 为 最 小 多 项 式 次 
AY. 
5. 有 西 阵 乙 使 
E 
UAU* = : 
0 B 
A -—diagCA Ars 5*9. A, | = DAVE AR 
PCA), 


A 0 
B = E ， 
* À, 


pPlA)> |A |ala l A= Alin}. 

4E fa 4 (nonnegative matrix) — % Ẹ i 4p 
PE. 由 非 负 数 排 成 的 矩阵 . 设 AS (0 € R^ A 
KE aij 20,17, jen, WU fk 4 为 非 负 和 矩阵 . 特别 地 ， 
在 aij > 0,1 jin ME A A IE REM. 非 负 矩阵 可 
分 为 不 可 约 与 可 约 两 大 类 . 因为 每 个 非 负 可 约 阵 都 
可 表 为 非 负 不 可 约 抢 阵 序列 之 极限 ,所 以 只 须 重 点 
讨论 非 负 不 可 约 和 矩阵 的 谱 性 质 . f JE (Perron, O. ) 
于 1907 年 首先 发 现 了 正 抢 阵 的 谱 性 质 , 弗 罗 贝 尼 乌 
斯 (Frobenius,F.G. ) 于 1912 年 扩大 并 推广 佩 龙 结 
果 到 非 负 不 可 约 和 矩阵 上 ,建立 了 完善 的 理论 . 非 负 和 矩 
阵 的 理论 是 矩阵 理论 的 基础 之 一 , 它 在 数理 经 济 、 控 
制 理论 、 纯 性 系统 稳定 性 理论 以 及 随机 理论 等 许多 
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领域 有 着 广泛 的 应 用 . 
正和 矩阵 (positive matrix) 见 “ 非 负 和 矩阵 ” 

JE $4 AN RJ £3 38 FE RJ i (spectrum of a nonnega- 
tive irreducible matrix) JE B [E Bie rh B dE UT 
究 对 象 . 同时 , 它 的 许多 结果 也 被 应 用 于 矩阵 谱 理 论 
中 . EJERE 4 为 不 可 约 , 则 称 4 为 非 负 不 可 约 
B EE. 3E fA AN n] 23 4B Ee AI mE ETE A: B RUE (Perron, 
O. 0 & 38 Il Jg G Er (Frobenius, F. G. ) 创 立 的 ,经 
过 80 年 的 发 展现 在 已 经 比较 完善 . 下 述 结论 是 非 负 
不 可 约 和 矩阵 的 基本 谱 性 质 : 

1.2(4)>0 是 4 的 单 重 特征 值 , 随 4 的 元 素 之 
增加 而 严格 增加 , 且 存 在 对 应 于 2(4) 的 左 、 右 正 特 
AE [5] Et mh. p AREER NY, WER AF 
P(A) AE OA BA [A | P(A), BA 

lim[ecA) |^ A = (viw) Cou ) 一 天 (4)， 
shih vow 满足 Aw=p(A)w,v'A=p(A)v' ,w>0, 
v->0. 

2. Æ ACA) 4 WRK ER ME ACB LA] < 
|à CAD |< p(A),V AC (A) AF PCA)) Ow 满足 
Aw — p(A)w, Hid 

T(A) = max 


lz || <1 
T 


T w=0 


| x^ AI, 


则 
l 
r(A) > ACA) — lim[rCA*) ]* 
b—o0o 


inf[ cC AD] 
= eL AQ — ECA)] 
= e| A — p(A)E(A)], 
并 且 , 当 a ?w==p(4)) 时 ， 
à (A) = pCA — war), 
À;CA) < pCA — wa!) (Y a € R^). 

D a —minas, Pai CA) A 之 所 有 1 一 1 阶 
主子 阵 之 最 大 谱 半 径 , 则 对 任意 4€Eo(A4) 有 下 述 不 
等 式 

|A—a|<p(A)—a, 
|A—p,-(A) | 29 CA) — pn- CAD, 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 A= CA). 

iE fa 4B EE B3 i 3E 74 (spectral radius of a non- 
negative matrix) 非 负 和 矩阵 理论 中 的 重要 概念 . 天 
于 非 负 和 矩阵 谱 半 径 的 估计 是 一 个 十 分 活跃 的 研究 课 
题 ,其 成 果 及 方法 已 涉及 到 许多 方向 ,同时 在 实际 计 
算 中 也 已 得 到 了 广泛 的 应 用 .下 述 基 本 结论 是 由 佩 
龙 (Perron, O. ), #8 Ml fe & Hf (Frobenius, F. G. ) 
LA & m OR (Brauer, A.) A BWA. it A— 
(aij axaz20: 

1. 4 RCA) = max Day sr(A) = min Dai, 则 

r(A)<p(A)SR(A), 


并 且 , 当 4 不 可 约 时 ,或 同时 成 立 等 号 ,或 同时 成 立 
不 等 号 ,进而 

is ro ees ICE TE s CAE 

so pis 


Er 


ee = 
1 
M 7, {aut aj laia) AKA . 
MCA) —max Mi; m CA) —min Mj, 
ij (Ej 
A= > aa C1S-2,]8 9019125325 
ki 


Mj » CA) CoCA) MCA). 

os 若 A 分 块 为 A= (Ai mxms OKA ERY 
Si jS ms 2 n;—n; X. pi 及 qi 分 别 表 45 的 最 小 与 
最 大 行 和 ,日 P(A) = Chinxm ,QC(A)— (05s TUI 

peOP CAD) xCoCA)Coe(QQCAD), 

并 且 , 当 4 不 可 约 时 ,或 同时 成 立 等 号 ,或 同时 成 立 
不 等 号 

4. 设 A; » As, TRO 323 c a (A,);; 表 A, (zs JE 


( ^ AD; = min(A,);;. (V A); = max (A);, 
三 s 5 一 1] 5 


A A 分 块 为 A= (Ar Sakma 0x. A; ER” (b—n/m) 
为 正 整 数 , 则 


PCN RA Ep A LON Ri(A)), 


式 中 R,(A) = > Aa (Lim) ,并 且 , 当 4 不 可 约 
时 ,或 同时 成 立 等 号 ,或 同时 成 立 不 等 号 . 
5.4; B, 为 A 之 上 BENE ETE 


R= 327 Cle Ws 


j-k4a 
Ab CRs Rum I vC Gas ons sae 10 
A = | 24 (occ de d aee un) 
B UNES. US SR 
min oCA,) S pCA) Simax pCA,). 


6. 攀 培 给 出 了 利用 非 负 和 矩阵 谱 半 径 估 计 和 矩阵 谱 
的 包含 域 的 著名 公式 : 若 A= (aij) Co. Be 
Giu zm0 WE LA | B , Dt] 


sCAYC U Gel Iz—as | KPB) bi}. 


ACJ 4E BE (primitive matrix) — ZR ER 4B E. FE 
人 负 不 可 约 和 矩阵 的 重要 子 类 . 它 同 循环 阵 共 同 组 成 了 
3E fA A^ RT 24 XR EE. 5 — I n BAK HA BT A A 
的 模 为 c(4) 的 特征 值 个 数 为 1, 则 称 4 DS AS IL B 
阵 . 本 原 阵 最 重要 的 等 价 表 征 是 存在 一 个 正 整 数 
使 A'0. 罗马 诺 夫 斯 基 (Romanovsky,V. ) 于 1936 
年 给 出 了 一 个 用 图 论 方法 确定 本 原 阵 的 方便 方法 : 
E A= (0,4220 HAAS; 表示 方向 图 G(4) 中 过 
顶点 U; 之 环 路 长 m; 之 集合 TJ 表示 所 有 nm; 之 最 大 


Z 性 R 数 


公约 数 , 则 当 ki =k, =k, = 1 时 ,4 为 本 原 阵 ; 当 
ki=k; =" =k, =k>1 时 ,4 AVA. 


A 46 K (primitive matrix) Hl“ AIRE”. 
fí& Dh $6 BE (cyclic matrix) 非 负 不 可 约 和 矩阵 的 


另 一 个 重要 子 类 . AA n MIERA AERE A H 
模 为 C(4) 的 特征 值 个 数 k>, UK 4 为 循环 指数 
H k WEIER. Z n MAERA T AERE 4 的 特征 
和 多项式 为 JA) A +a A + ah" teeta aya, 
damde FH On > n, > c 29 ny Z2 0, M n—n,, 
ni—ng»*** nii — n; 的 最 大 公约 数 &>>1, 称 有 为 4 
的 循环 指数 , 循环 矩阵 4 的 主要 谱 性 质 是 : 

1. 4 的 模 为 C(4) 的 有 & 个 特征 值 是 

1 一 0(4)e ,6,=2nt/k (Ozctxck— 1). 
2. 复 平 面 绕 原点 旋转 角 2n/k WI o CAD ARE. 
3. 存在 置换 阵 P 使 


0 ap 
O as?3 
P4P — a e ， 
Ó age) 
Ql 0 
SUP XT AFR AE E. 


循环 指数 (cycle index) 见 “ 循 环 和 矩阵” 
本 原 指 标 (index of primitivity) ” 亦 称 本 原 指 
数 . 本 原 矩 阵 的 一 个 重要 属性 ,也 是 非 负 和 矩阵 理论 中 
的 重要 概念 . 设 AA n BY ARR E A" SO 之 
最 小 正 整 数 & 称 为 4 MAIR iid "7 CAD. 由 定 
X Y CA) Oi — 1n". ACT ASE AY AS I d b HY 
确定 与 估计 一 直 是 和 矩阵 理论 的 重要 研究 课题 ,许多 
数学 家 提供 了 各 种 方法 . 近年 来 在 这 一 课题 的 研究 
中 取得 了 较 大 的 突破 性 成 果 , 这 些 成 果 也 推动 了 图 
论 等 学 科 的 发 展 . 维 郎 特 (Wielandt,H. ) 于 1950 年 
HE BA 7% CA) xn! — 2n-- 2. 4 s Hn SAREA m Al 
GCA) P di fig P XI RH LU] Y CAD Znd- sn —2). 瓦尔 
Jill (Varga, R. S. ) 等 于 1958 年 证 明 : 对 ” 阶 本 原 阵 
A, HAER k MALTA H+ etA BDA ATE 
对 角 元 , 则 Y CAD) in —d - (a — 1D. 近年 来 郭 忠 、 柳 
伯 谦 等 给 出 了 R—1 时 等 号 成 立 的 矩阵 类 的 完全 刻 
m. 邵 嘉 裕 于 1986 年 给 出 了 阶 对 称 本 原 阵 的 完全 
刻画 ,指出 这 一 指标 集 为 {1,2,… ,2n 一 2}\S,S 表示 
[n,2n jj] 中 全 部 奇数 的 集合 ,揭示 了 本 原 指标 集 的 短 
缺 现 象 .已 有 如 下 确定 本 原 指 标的 简单 方法 : 记 
(B); 为 妃 的 人 G 力 元 , 取 
ce 1 (4579099, 
0 (a = 0) 
CB); =((sgn B,B,,),) (4 二 2,3,…), 于 是 使 序列 
Bi, Boy Bay M E Bi 这 0 之 最 小 足 码 即 为 7Y(A). 
本 原 指 数 (primitive index) Hl “A JRFR AP”. 
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线性 与 多 重 线性 代数 


(0,1) 和 矩阵 的 谱 半 径 《spectral radius of (0,1) 
matrices) ”对 (0,1) 和 矩阵 的 一 种 刻画 . (0,1) 和 矩阵 是 
重要 的 非 负 和 矩 阵 类 ,在 计算 机 科学 中 有 着 极 重要 的 
应 用 . 设 A-—(QG)..20.,2;a;—15Xa;20 (xij 
<n), MER A HO, DERE. 叉 设 Sn,e) 的 主 对 角 元 
为 0, 主 对 角 元 上 方 有 e 个 1 的 对 称 (0,1) 和 矩阵 集合 ， 
g.(n,e)=max {p(A)|ACS(n,e)). 美国 数学 家 布 
RIE (Brualdi,R. A.) 55 Æ X & (Hoffman, A.J.) 
证 明 ; 任 给 AC SO, pCAD Lg? (nse), HERR 
LR S5 4r XR (E IESU E P E PAPE 
S' (ln,e), 其 中 S*(n,e) 表 Sn,e) 中 满足 a;—-1G« 
DA au—1Gc B ki,! 志 站 的 子 集 ， 

gi (n,e) = max{p(A)|A € S* (n,e)). 

dix (permanent) 关于 和 矩阵 元 素 的 一 种 展 
A. A= (ai) mxn A P EW m íT na JER, m 
2, 则 称 和 式 

p (28220) °° noon) 


per(A) = 

为 4 的 积 和 式 ,也 称 为 4 的 固定 式 , 它 与 4 的 行列 
3X detA GÀ m —n 时 ) 的 展 式 的 差别 在 于 积 和 式 中 不 
必 考 虑 o 的 奇偶 性 ,每 项 都 省 去 形式 上 的 符号 s(a) 
=+1. Æ m>n 时 可 类 似 地 定义 积 和 式 . 但 最 常用 
的 情形 仍 是 m=n 的 情况 ,尤其 在 组 合 数 学 中 的 计 
数 问题 与 极 值 问题 中 是 非常 有 用 的 工具 . 

[]zEzk (permanent) 即 “ 积 和 式 ” 

随机 阵 (stochastic matrix) 一 个 重要 的 非 负 
矩阵 类 . 设 A= (aij) nx, 20 满足 


> aa =] Lina), 


称 4 为 ( 行 ) 随 机 阵 . 特别 地 , 当 4 与 4 都 是 随机 阵 
时 , 称 A 为 双 随 机 阵 . 由 定义 ,4 为 随机 阵 的 充分 必 
A RAFE e= (1,1,1) 为 4(4)==1 的 相应 特征 向 
量 . 

{4 3128 X CBirkhoff, G. D. ) F 1946 年 证 明 : 任 

一 个 双 随 机 阵 都 是 不 多 于 (2 一 1) 十 2 个 置换 阵 
马 库 斯 (Marcus ,M. ) 进 一 步 得 出 :人 全体? 
阶 双 随 机 阵 集 合 是 以 置换 阵 为 顶点 的 凸 多 面体 . 进 
而 ,A 为 双 随 机 阵 的 充分 必要 条 件 是 ,有 个 置换 阵 
Pis Paste Pi Rk NEŽ asa, sa, 使 


A= Sap, (3s - 1]. 

i=] i=] 
it Ae, Fa Gz HK (Egoristjev.G. P. ) 于 1980 年 证 明了 著 
名 的 范 . 德 .瓦尔 登 (Van der Waerden.B. L. ) 猜 
想 : 知 4 为 双 随 机 阵 , 则 per CAS Zen! /n" SEA, Vr. 

M BÓ 

Amps 
n 
式 中 per CA) X A 的 积 和 式 . 
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H 
n»xn 


关于 随机 阵 4 的 谱 有 下 述 基本 结论 ， 
1 
Qu) , 式 中 ai 及 aj j TAR A 之 最 小 与 次 小 对 角 
元 . 
2. 对 任意 1 隆 4Eol(A), 有 
|A] < min {1 = » min ds 2 max (a) = 1}. 


随机 阵 不 但 在 矩阵 理论 中 占有 重要 的 地 位 ,而 
且 在 概率 统计 、 经 济 数学 等 学 科 有 着 广泛 的 应 用 , 它 
还 是 马尔 科 夫 过 程 理论 的 基础 . 

双 随 机 阵 (bistochastic matrix)” 见 “随机 阵 ”. 

dE fA 5B BE BY f. k (dominance ratio of a non- 
negative matrix)” 非 负 和 矩阵 理论 的 重要 概念 之 一 . 
WW A= (aj;),x; 宇 0, 其 特征 值 集 合 为 oC(4)== (1x 
<n} ,并 满足 PCA) SHAS lA, |e àl Sa) 
= |A,|/|A |= [41/0 A A A 的 优势 比 .在 4= 
Cais axn->O AY , ESTATE EAE (Ostrowski, A. M. ) 证 
E d LT 


AP M —maxa;,m-mina;j. F A= (ai )nxn220 A 
可 约 , 则 有 
l m 
g` nj & 
1—n| & 1— —|-£. 
d(A) < mL) cL, 
1 Tn zd pss E 
nG 


式 中 G= max aij» g = nip ae G1 "El. 


1979 年 已 得 到 了 更 好 的 结 


a 7 w 


1 一 5255 1 一 一 和 一 
st < | ES) < RS. 
1 + ge 1 T ZRG 


式 中 R=min (max >a; max 272,,]. 

TER EE E; SE ER TEE P 808 fa VERB PER CA 
AEE (AS TAA E (TT Te GE I ERE 
矩阵 的 最 大 模特 征 值 等 问题 中 , 常 需 估计 该 矩阵 的 
优势 比 , 并 且 由 最 大 模特 征 值 与 优势 比 之 估计 也 可 
间接 地 估计 次 大 模特 征 值 ,从 而 解决 次 大 模特 征 值 
直接 估计 的 困难 . 优势 比 的 估计 是 矩阵 论 及 其 应 用 
中 的 一 个 重要 问题 . 

XI BR AE HH SE BE (symmetric nonnegative matrix) 
一 个 重要 的 非 负 和 矩阵 子 类 . EERE a LA 
着 很 重要 的 应 用 . 对 实数 集合 {1 sÀ tt sÀn? ,能 否 找 
到 一 个 对 称 非 负 和 矩阵 ,使 之 以 这 个 实数 为 特征 值 ， 
就 是 所 谓 对 称 非 负 和 矩阵 的 逆 特 征 值 问 题 . 设 

S7 = (GG s Agste s A) |[oCA) = (Ai À ttt sAn)» 
A, = pg(A),A = A > 0}. 


3*8 S (Fiedler; M. ) F 1974 年 证 明 : 若 A,2:0, AZ 
Agee A, "Ns 


MA .0 
Wi CA, 5 As 5° a y Àn VEST. 进而 ， a 
Skee = (CA Ass? ie SA ICCA) = CA, 45, *** A.) > 


A, = p(A),A= A’ 70), 
Mi) 35(A4,,À5, A, € S7 时 ,对 任意 60 
ESAE SACS, 3 
T iEREBUHÉ (spectrum of a power positive 
matrix) ”直接 应 用 非 负 和 矩阵 谱 性 质 估 计 谱 的 矩阵 
类 ,具有 重要 的 实际 意义 及 应 用 价值 . 设 A= (a;;)€ 
R EA ERS k EI A 70, IER 4 为 具有 指标 
k ANF IE BE. OEE FEE A 有 下 述 基本 谱 性 质 : 
1. 4 有 一 实 特征 值 AS ET [AL] =eCA), HA 


a ACA, + 


RAM à W4 1E We Ee = (Cr, 2208, > 0. 
又 ,看 

R= max > ay r= min > 
则 rÀ SR. 


2. 对 A ZCAE RET. A WIE AA ]A l> 
14| , 且 有 估计 式 


| A| <min{A, — 2, min * 


| 2, max ^^ B — A, n 

M $B FEE  M- — oer M 矩阵. 一 
类 重要 的 矩阵 . A 4= (a) CR” ,满足 a0 (1 
i jn ij), WE 4 为 Z 矩阵 . 所 有 nn BZ ew 

RWA Z”, A= (a;;)E2”" 称 为 M 矩阵 ,是 指 4 

I BUE SEE X IE. 所 有 nn 阶 M 和 矩阵 之 集合 记 为 
K.M 和 矩阵 除 等 价 表征 外 仍 有 许多 重要 的 性 质 , 主要 
有 下 述 几 点 : 

1. 若 4EK,m 是 任意 一 个 正 整 数 , 则 4 “与 

4- ”具有 相同 的 零 结 构 (2 阶 实 方 阵 A= la) 5 B 

一 (0)xs 称 为 具有 相同 的 零 结 构 , 指 ap 一 0 当 且 仅 
当 六 =0), 且 4” 与 |4| ”具有 相同 的 零 结构 . 

2 Æ AC K,AXBEZ™' W BEK HB” S 
d 

3.4; ACK , WIES IE SEA k ACK 的 充分 
必要 条 件 是 AME ZL", 

4.4 ACK, EE — IE Em FA" ACEH) 
下 三 角 阵 , 则 ADACE) FEAR. 

5. AECK,BEK.M A> BUCK. RHA 
o AEK, AFA. B ' 表 A 与 B 的 阿达 马 积 , 进 
而 有 peA. A) DEn. 

M 矩阵 是 由 奥 斯 乔 夫 斯 基 (COstrowski,A.M. ) 
于 1937 年 首先 提出 的 一 个 重要 和 矩阵 类 , 它 起 源 于 甜 


线 性 代 数 


阵 计 算 中 的 迭代 程序 之 收敛 性 的 研究 . 这 一 矩阵 类 
在 矩阵 之 谱 分 析 中 十 分 重要 ,近年 来 研究 者 颇 多 ,成 
果 也 十 分 丰富 , 仅 M 和 矩阵 的 等 价 表 征 就 有 几 十 种 . 

非 奇 异 M 和 矩阵 (nonsingular M-matrix) J 
"M AB EE". 

Z5BEEC(Z-matrix) JL“M 和 矩阵” 

M 5B EE AY X& fiE (characterizations of M-matrix) 
M 和 矩阵 理论 的 基本 内 容 , 也 一 直 是 研究 M 和 矩阵 的 
热门 课题 ,到 目前 为 止 ,比较 重要 的 等 价 表征 就 有 
50 余 种 之 多 . 这 些 重 要 的 等 价 表征 涉及 到 M IB EE 
在 自身 结构 、 谱 性 质 等 各 个 方面 的 重要 性 质 ,这 里 仅 
列 出 若干 具有 代表 性 的 等 价 表征 . 设 AEZ”, MWR 
述 各 点 等 价 于 AEK(n Bt M 矩阵 的 集合 ): 

I i BW: 

2. A 为 道 正 阵 , 即 4 ”之 0. 

3.a4220( in) BFF fg — ERARE D. fil 
AD 为 严格 对 角 占 优 阵 ( 即 4 为 广义 严格 对 角 占 优 
AB ED. 

4. A 为 正 稳定 阵 , 即 ReA20, V A€ o CA). 

5. 存在 一 个 正 向 量 x CR” 使 得 Ar>0. 

6. 有 上 三 角 阵 UEK 及 下 三 角 阵 LEK 使 得 

A-—LU. 
7. 4 HJ FER ILE EFS 
| 8. A-M—N,M^'20, a P" 

9. EAS 3E 5B E S( 即 对 角 元 皆 为 1 或 一 1 
RYT FA ME) IE P] C x Hh SAS xe 0. 

10. 存在 一 正 对 角 阵 品 使 AD=DA’* 为 正定 . 
Zi A= ap €R"",W AEK 4H A 的 每 个 一 

不 可 约 M 和 矩阵 (Cirreducible M-matrix) M 4% 
阵 的 一 个 重要 子 类 . 有 在 干 特 殊 的 重要 性 质 . 若 A= 
(a4) EZ AN n[ 29, Wl] AEK Br M 和 矩阵 的 集合 ) 
等 价 于 下 述 各 点 的 任意 一 个 : 

1.A 170. 

2. 存在 2250 使 得 Ax 0. 

X A=t1—-Bt>p(B). BZ ORRA, Hida 
—maxa; , M XH EXE AC oCAYR : 

1. là—alzxzp(al — A) —a-- peCB) —t. 

Deh OCG BI Lo CB st BS 
Pn, (BR B I BUR n—1 阶 主子 阵 的 最 大 谱 半 径 . 

3. utiYE o(A) 4A 4 


yes |7 |tan — >t — p(B). 


M 5B EE AY i$ (spectrum of an M-matrix) 是 
M 和 矩阵 理论 的 重要 内 容 之 一 .很 长 时 间 这 一 方面 的 
结论 只 停留 在 M 矩阵 是 正 稳定 的 结论 上 . 佟 文 廷 于 
1979 年 推进 了 这 一 工作 . 若 A — Cai), € K MA 
下 述 重 要 谱 性 质 : 
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线性 与 多 重 线性 代数 


1. o (A) PIERRE TR a 重 特征 值 算 z 个 ) 
满足 1<l=n—2k kk 为 某 一 非 负 整 数 . 

2.5(C4) 中 按 模 最 小 也 是 实 部 最 小 特征 值 o=t 
—p(B)>0, HR AE min 27a; ;osmax Yai ije 


3. 分 别 记 AW :的 最 大 与 最 小 行 和 为 RCA) R 
rCA7O, I CRCA7!))7'"<e<(r(A7!))7', H det (A 
—tl)>0 4t<o Hf. 

4. X a7:0 Si, jn), MAE ajj 之 代数 余 
Tu 


det A min |a; | det A max |a; | 


2 max a A. LÁ ase E, mina, A; ;—det.A' 


斯 蒂 尔 杰 斯 矩阵 (Stieltjes pis M 矩阵 的 
重要 子 类 . 这 一 矩阵 类 在 块 迭代 法 收敛 性 的 讨论 中 
以 及 线性 互 余 等 问题 中 有 着 重要 的 应 用 . 设 AEK 
为 对 称 和 矩阵 , 则 称 4 为 斯 带 尔 杰 斯 矩阵 . 由 定义 ,斯 
蒂 尔 杰 斯 矩阵 必 为 正定 阵 . Xr AE2” "为 斯 蒂 尔 杰 
斯 矩阵 , 且 有 正则 裂 分 A M—N.M '20,N20, 
则 必 有 


o(MIN)< 


AN 为 实 对 称 阵 . 

JÉ IE (inverse positive matrix) 包括 M # 
阵 在 内 的 更 广泛 的 矩阵 类 . ACR'^"ON SE IE Pe, Ae d 
A 非 奇 异 且 A 'zO. 下 述 各 点 等 价 于 ACR’ Aw 
正 阵 : 

1. FEWER B {E BDA H peG— B^ AD« 1. 

2. 4 为 单调 阵 , 即 4z 之 4y 意味 着 z 之 y. 

3. frc 3i iEREE B K CC K {ff B>A H A—BC. 

4. 存在 逆 正 阵 B,, B; 使 By «AL B,. 

5. A 有 收敛 的 正则 有 裂 分 , 即 A= M—N.M 过 
0, N20 H p(M'N)D<1. 

6. SE ELA S AF A— B—C,.BZz0,Czz0,. FE [n] 
Bvu>0 及 «E€[0,1 | 使 Cvu= 二 aBwv, 进 而 ,和 若 还 有 u>0 
使 Cu 二 BBu, 则 必 Ba. 

5B EE AY IE Jl] 24 4y (regular splitting of a matrix) 
矩阵 分 析 理 论 中 的 重要 概念 . 它 在 一 般 迭 代 法 收敛 
性 的 讨论 中 起 着 重要 的 作用 . 设 A= QD CR". 
AM,NER"*’,f# A=M—N,H M z0,NZO, Wil 
称 4 有 正则 有 裂 分 .由 定义 ,4E 天 充分 必要 条 件 是 ， 
A AR CC A) TE WU Be ap ak A 有 收敛 的 弱 正 则 裂 分 ( 即 
A—-M—N,M* 20.M^" NZz0HB (M'N) <1). F 
述 是 关于 正则 裂 分 的 常用 结论 : 

LE A 有 正则 裂 分 , 则 4 为 逆 正 的 充分 必要 条 
件 是 


PCN )p(A~") 


FaN Aa D ^L 


pCA !N) 
(1+ eCA! ND) 
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P(M !N) = <l. 


分 , 若 4 BIER M «Mi CN: SN) , 则 
PCM N) < e(M7'N,) <1. 

准 M $6 EE (quasi M-matrix) 亦 称 一 般 M Æ 
阵 或 奇异 M ABE. 是 M 和 矩阵 的 推广 . 设 A= (a) € 
Z A A 的 所 有 主子 式 丝 非 负 , 则 称 4 AYE M E 
阵 , 记 为 4E 天 ,由 定义 ,天 ,是 天 的 财 包 .在 4E 
2Z”", 则 下 述 各 点 等 价 于 AC Ko: 

1. A=tI—B, B0,t>p(B). 

2. 对 任意 £20, A- EI € K. 

3. XE 8E — fr RIM S, TE TE — T dE fA I8] RE x 
fi SAS x0. 

4. ReA 宇 0,Y AC aA). 

5. 对 每 一 非 零 实 向 量 zx, 存在 非 负 对 角 阵 D, 使 
a’ D,x>0 H z AD, x20. 

6. ££ 4E — n Vr &iR EE P 及 具有 非 负 对 角 元 的 
bk.FEÉBEEV.LÍTEPAPT'-—LV. 

7. f£ E — 3E fA BE BR ERR RTE BAT =A‘. 

A A= (a; € Ko HAF E T XXe X BEA n 
或 上 二 nn 为 一 奇数 , 则 A 有 一 正 特征 值 . 记 a= 
maxar, AE Ko V AC ol(A) 皆 满足 下 式 

a — p(al — A) «i |A| xta -- plal — A). 

准 M B [E fe Sc P FH. E 5 M 5B EEJL SP [n] S5 3C 

XE. [H pH TF 3x 2E 4p Ee EAT ERK. PP A RR TE fu] 

M 3B B SB iE JH EG D TR SB 55 3 BJ AJ LA AE 
也 都 是 近 二 三 十 年 研究 的 成 果 . 

一 般 M 矩阵 (Cusual M- matrix) 
We". 

AM 4 FE (singular M- matrix) 
AB BE". 

AN AY 29 AEM 5B FE Cirreducible quasi Mmatrix ) 
准 M AB BERI BPA, BUR VE a RRE. A AC 
Ko AANA, WR 4 为 不 可 约 准 M BE. AAC 
Z 不 可 约 , 则 下 述 各 点 等 价 于 AC Ko: 

l.a;zz0 (oti HOM E IE I] E e 有 

ALQ. 

2.au20(1Si<n) HA — EX AE D fi& AD 
为 对 角 占 优 阵 ( 即 4 为 广义 对 角 占 优 阵 ). 

3. EASE S.A x0 使 SASxZO. 

4. A EXHAR D f AD+ DA" 为 半 正 定 阵 . 

不 可 约 准 M FB ERA PF REARS TEES. 

1. rank A=n—1,H BAH C. 

2. Xy AxZ20 4 xr=0, Bl A 几乎 单调 (参见 “ 具 
有 性质 C 的 准 M mE. 

3. 有 下 三 角 M Fe L & E-—FBHEM PF V fi 

A= LV. 

具有 性 质 C 的 准 M 4 (quasi M-matrix with 

包含 M 抢 阵 及 不 可 约 准 M 和 矩阵 在 内 


即 “ 准 M #8 


RU T HE M 


property C) 


的 重要 准 M XB EET 2E EAT RAR BARK 
求解 等 方面 有 广泛 的 应 用 . 4E 天 。 称 为 具有 性 质 C， 
是 指 A=tI—B (B20,t>048 
lim (B/0* 

FE. BACK, MPRARSTT A 具有 性 质 C: 

1. index A«C1(HI A 非 奇异 或 

rank A’=rank A). 

2. 群 逆 A" FEE. 

3. A EEE W 使 AW 十 WA’ 为 半 正 定 阵 . 

AEZ "满足 下 述 条 件 之 一 时 ,具有 性 质 C: 

1. 4 为 对 称 的 M 矩阵. 

2. f£ x50 使 Aro. 

WM 和 矩阵 人 (inverse M-matrix) 非 负 和 矩阵 的 一 
个 重要 子 类 ,近年 来 研究 者 颇 多 .研究 结果 表明 ,该 
和 矩阵 类 有 许多 重要 性 质 . 者 A= (242,250 满足 
A'EK NRA AWM HHA ACK LGA 
EK ', 则 A 有 下 述 基 本 性 质 ， 

1. 有 正 对 角 阵 DD, 使 AD+ DA 为 正定 阵 . 

2. 对 任意 非 负 对 角 阵 D A 

A+DEK™. 

3.4 与 4” 有 相同 零 结构 ,m= 二 1,2,…. 

4.4K PRE PES VL ASL. 

5. SE IE SEA k AER BE B'—A HW E 
BB’ ys BEK !. 

若 AZO,W|ACK ': H4 34» 5 E X ffi PE 
DfCAT D) ”A 之 0; 当 且 仅 当 A 5 A 有 相同 零 结 
构 . 

H 和 矩阵 (H-matrix) 包含 M X E N HE 
阵 类 ,在 和 矩阵 谱 分 析 等 领域 有 着 重要 的 作用 . 设 A= 
(a) € C", fy 

|a; | G = j), 
HUP T LL lay GED 

为 4 的 比较 阵 . Æ uH CAD € Key AK HER, id 
为 AEH. jf il (& (Schneider, H. ) 等 给 出 了 下 述 基 
本 结论 : 

1.4 ACH H ajS0dSi<n), Ml A 为 对 角 稳 
定 的 充分 必要 条 件 是 detA #0. 

2.4 A4EH, 则 有 上 、 下 三 角 阵 V ,LL, 使 A—LV 
I SLM) JU Le) J 委 LAG4) ] 

3. A= (Ai) mxm € Hi A EO, ISi jm, 
Jill CdetA;; mm € H tif], Da = (| detA; D mxn EH A 
detl 4CD4) ]Z2detA. 

tk SEE (comparison matrix) W“H R”. 

P E (P-matrix) ”包含 M 矩阵 类 在 内 的 重 
要 和 矩阵 类 ,在 线性 互 余 及 其 他 许多 领域 都 有 广泛 的 
应 用 . 设 A=(a)€C™ 4 A 的 所 有 主子 式 皆 为 正 
GEH), WFK 4 PPOR, WA AC POI. & A 


线 性 RR 数 


ER”", 则 下 述 各 点 等 价 于 ACP: 
1. 对 每 一 Oz x €R'. A EXA D. 使 
z'D,Ax > 0. 

2. A I] RE— SE'REAE fH E IE. 

3. RTS EM S, A z 之 0 使 SASz0. 

4. 线性 互 余 问题 y= 二 Az 十 gq 有 惟一 解 L0, y 
>0 满足 x y= 二 0, 式 中 gE€R" 为 给 定 的 向 量 . 

WAR PEERI ERE: A 4 十 4 为 正定 
CEE), M] AEP(Po). 

P 4 EH iS (spectrum of a P-matrix) 和 矩阵 谱 
理论 的 一 个 重要 内 容 , 具 有 广泛 的 应 用 价值 . 凯 洛 格 
(Kellogg, R. B. ) 于 1972 年 首先 证 明 : 

1. AC P,A—re"C oC AY4BH (04 10— x | 77 n/n; 
ACP,,0zA—re" C oC A) 4 AI |8— x | |n. 

2.n 个 复数 Aya Ags tt s Àn 是 AEP(P。,) 的 谱 当 和 且 
仅 当 多 项 式 


IBI GP ES 
满足 5,705,220) , 0x jin. 

jk Xm E AE HR (Hershkowitz, D. ) 5E kb & (Ber- 
man, A. ) 于 1983 WEH :n TRR ALLAS A, ERA 
€ PCP.) BÉ 24 HAL 40, CA ,À 40220020) C 
=1,25° 52), On (Ay Az tt AD À Are ttt oA, 之 
k ZU XE ER ER C. 

完全 正和 矩阵 (totaljy positive matrix) 一 个 重 
XE) 4E fh B ME FE ,起 源 于 稳定 性 理论 的 研究 ,在 弹 
性 系统 之 微 振 动 理论 等 方面 有 广泛 的 应 用 . 4 A= 
Ci nxn 0 满足 所 有 子 式 和 缘 正 ( 非 负 ), 则 称 4 为 完 
iE CERO. iB A€ TPCTND. & A€ TP, 
述 基 本 结论 成 立 : 

1.4EP 且 每 一 特征 值 缘 为 非 负 实数 . 

2. H o( AJ — (A, CA) SA CA) Se SA, (AD), A, 
AARNE k íT RWS SBI n—1 阶 子 阵 , 则 A CA) 
DZA (Ay) 2A, (A) A, CAO ACA) , 1E bn. 

3. detA<det4 ,detA,_,, A F A, XR A ZS pH 
UF SERE LA, RAR A 之 后 n 一 p 阶 主子 阵 . 

完全 非 负 和 矩阵 (totally nonnegative matrix) 
见 “ 完 全 正和 矩阵 ”. 

N, 和 矩阵 (No-matrix) 是 Z 答 阵 的 一 个 重要 子 
类 ,也 是 N 和 矩阵 的 推广 ,具有 重要 的 理论 意义 与 应 
用 价值 . 设 A=tI— B, BÈO. # @-,(B) <<) 
to(B), WP 4 H N NDERE, IA 4ENoCN), 式 
中 p,_1(B) 表 B 之 所 有 nn 一 1 阶 主子 阵 之 最 大 谱 半 
径 . £38 3 (Johnson, G. A. ) 等 证 明了 下 述 基 本 结 


ie: 


1.M=| 4 ME 
es ID di 


当 且 仅 当 MEZ ,deM<0,M 的 所 有 真主 子 阵 是 
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准 M 阵 ; 当 且 仅 当 M ADAAM : 委 0; 当 且 仅 当 
M 的 所 有 主子 式 非 正 ， 
2. Æ detAzz0, Jl] D—CA ! BCN,. 
3. 4 A. BEN A&B ,nZz2 , Ill 
A ZB, det A<Xdet B. 
N, 4 BAY i% (spectrum of an N,-matrix) 对 
No 矩阵 的 重要 刻画 . 由 于 No 和 矩阵 的 特殊 结构 ,所 以 
它 具 有 特殊 的 谱 性 质 , 成 为 矩阵 谱 理论 的 一 个 重要 
内 A. 史密斯 (Smith,R.L. ) 等 证 明了 下 述 基 本 结 
ie: 
1. A 的 最 小 模特 征 值 为 一 
而 有 | 
g(A)CÍz| |z—a|xza—nCA), |z|2—n(A)}, 
式 中 a—maxa,, H. A= (aj),«, € No. 
2. € A,B€ N, B Ax B, lll e(I— A? B) <1, 
p(I— BA «1 H 2D ZznCA). 


负数 , 记 为 nCA), yt 


Ay 


3. a= € p| ENa, 
RP A EK, 则 有 nCD 一 CA5'B)<n(4). 

逆 N。 和 矩阵 人 (inverse No-matrix) H N, Æe 
生 的 一 个 重要 矩阵 类 . w ACR "JE are. A 4 GE 


No» WH A AWN, EE, iA A€ No. 285 LORS 


(Johnson,G. A. ) 等 给 出 下 述 基 本 结论 : 

1. 设 4 委 0 且 ?一 1 Br TX EIE. M AEN,’ 
AY FE ot ETE  detA<0,detAG | ) —0,74-;— 
ZR i Fj APAGO DRAE i ÍT 7 MIA n—1 阶 
TE. 

2.4; ASO 满足 A4EN。, 则 A 的 几乎 方 子 阵 皆 
非 正 ,几乎 方 子 阵 指 行 、 列 足 人 码 为 a, p, H a= (a.a, 
aps P5 Bio pte spe? o 1a s Bi «as, Bo < 
cB su H |e — p, |S1,1Sr<s 2 TE Ale pi. 


1 
lc peN 
H detAzE0,nz22,WJ AC N; '.- 


Fo 矩阵 (Fu-matrix) 由 No 和 矩阵 类 拓 广 出 的 新 
的 矩阵 类 ,具有 许多 与 Nu 矩阵 相似 的 重要 性 质 . 设 
A= (aix, t —B,BZEOÉ A 满足 o [OD 
PCB), WR AA F jg edi Oy ACK AP 

(B) o, s BAAR BMA n—1 阶 .n 一 2 阶 主 
eae oe 史密斯 (Smith,R.L. ) 等 证 明了 
下 述 基 本 结 

E perc AEF, HŽ detA «0, 
A ' 之 所 有 阶 数 宇 2 的 主子 式 非 正 , 且 4 至少 有 一 
EX JG. 

2. A A= Cai; axn€ Fo M ARA— 
WA nl A), X, E a= max a; Jil 

là —a| &a — nOD (V a(A)). 
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3.74 M= 


负 特 征 值 ， 


ke RE 2 I st ES E (matrix polynomial function) 
一 种 基本 而 重要 的 矩阵 函数 . 设 ACCU", A 的 最 小 
Be I C aO) = (AA, 1 CAA, dd Aa = {is 
a) |1<i<k} RETR (CA)ECL] 是 在 A, 上 给 
定 , 系 指 给 出 eO) Sd OD GO I CAD T LA, 
记 为 pg(A4) ,CLXAJ 表 复数 域 C 上 全 体 4 之 一 元 多 项 
式 集 合 . 对 任意 GA) ECA, Æ pa) = ga), M 
定义 9CA) — 9 CAO. 对 多 项 式 和 矩阵 pg(4) 有 如 下 结 
论 : 

1. Zr CAD) — (Aj | 1 EU) ,出 

a(QCA)) — (eK |1<i<n}. 

2. Æ A—diag[ Ai. A; ** 4 Am J], Dl] 

g( A) —diag[| (A1) ,pC As) , pC An) ]. 

3. P(A) € CLA TS E GCA) — 0 的 充分 必要 条 件 
是 «O0 | GOA). B a CASE oA). 

AB EE Oy ME (matrix power series) FH RE ZU 
XA HE EE PR X S — MU s 在 系统 微分 方程 
求解 时 经 常用 到 . ACC” ,给 定 一 个 用 寡 级 数 表 
iA FA) EAE EE RET ER XC 


f(x) = Ss 
FLU MAE A rg 则 称 相应 的 
f(A) = lim p 
AR BERE SOC SF A BE FE BO AE A 
p(A)<r, Il) fCA) BT WB 
yaa! 


AUR M ECA) >r 时 ， 矩阵 级 数 发 散 ， ^^ BE FH RE SE 
数 表示 . ln ss 


i£ fé 


k—| 2k—]£2k—] 
-5 P nAra = I aS 
cos At = > Sna (Sn A NT — A4) '= Stal 
2k! c3 
等 . 
J X tH 4 BK (generalized inverse matrix)  &E 
阵 理论 中 的 重要 概念 . 设 4EC" 一 , 若 XEC "满足 
下 述 茧 罗斯 方程 : 
]. AXA-—A; 
2.XAX—X; 
3. AX—CAX)'; 
4. XA—C(CXA)' ; 


UPX X AKED W-E, A 的 {1,2,3,4) 
w, wA At. X123, Bg —" dE TE ALK X 
EC" 4 的 一 个 4 北 是 指 Re 
斯 方程 ,Y i€ A. ii A 的 所 有 4 逆 的 集合 为 A{4 
AVIR 4 {A} 中 的 任 一 元 素 . 对 4 的 各 种 4 ppl 
述 基本 结论 


1. A B) A Rh AMETE, AR AHA (1.2.3, 
4) EE TE "EL RT 


>! 
wafi be, 


0 0 
式 中 的 U,V 使 


为 A 的 奇异 值 分 解 . 

2.35 A 具有 满 秩 分 解 A 二 FG,FECQ”*",GE 
C'"",rankA—rz,Wl| At =G"* (F* 4C F* —-G* F*. 

3.A* —(A' A)TA* 2A* (AA 

4. 对 任意 m 阶 西 阵 U n BrESPEV BA 

(UAV)* —V*'A*U*. 

T SC at Fe Re AE dE Ap SE BE HE 
但 它 的 讨论 范围 却 包 括 最 普通 的 长 方形 矩阵 . 矩阵 
的 广义 道理 论 自 1920 年 由 穆 尔 (Moore,E. H. ) 首 
次 提出 mx Xn 阶 长 方形 矩阵 的 广义 逆 之 概念 后 ,20 
世纪 50 年 代 中 期 由 彭 罗 斯 (Penrose,R. ) 更 加 完整 
地 建立 了 所 谓 彭 罗斯 方程 . 此 后 的 30 多 年 里 ,和 矩阵 
的 广义 逆 理 论 之 研究 得 到 迅速 的 发 展 . 现在 已 出 现 
了 多 种 形式 与 背景 的 矩阵 广义 逆 , 这 一 理论 不 仅 在 
理论 上 更 加 趋 于 完善 ,而 且 在 优化 计算 、 系 统 理论 等 
许多 领域 均 有 着 广泛 深入 的 应 用 . 广义 道理 论 大 致 
可 以 分 为 两 类 :一 类 是 基于 袁 罗 斯 方程 建立 起 来 并 
主要 用 于 建立 投影 算 子 的 广义 道 , 男 一 类 则 是 考虑 
到 和 矩阵 谱 性 质 而 确定 的 各 种 谱 广义 道 . 

kB REA {1} ak ({1}-inverse of a matrix) 一 种 
重要 的 广义 道 矩 阵 . 设 ACC", X CC i EF 
斯 方程 1, 则 称 了 为 4 之 (1) 道 , 记 为 XEA(1). 下 
述 是 关于 {1} 道 之 基本 结 

l.i rank A=r 有 日 有 奇异 值 分 解 
i: Jue , A = diag(o, 10291 40,) 
(gl 之 0; 之 … 之 o,) 为 A WARA, U ECO”, VEO” 
此 为 西 阵 , 则 


Ail} = |v| 


A-U| 


ae K 


U* L (UTI 
^ WEE 


K c CXm= M E 0 


2. (1)}) 首 惟一 的 充分 必要 条 件 是 
| detAzé0, X=A''. 

3. XEA{1), 当 上 且 仅 当 AX PS RESEPEH 
Im(AX)=Im 4; 当 且 仪 当 对 任意 5EImA4A4 有 AXb 
=b. 注意 ,由 定义 ,XE A{2}) 等 价 于 AEX{1). 

ke RE AY (1,2) 3E C( 1, 2)-inverse of a matrix) 
一 种 重要 的 广义 逆 和 矩阵 .是 4 的 满足 彭 罗 斯 方程 1， 
2 的 广义 逆 和 矩阵 .由 定义 ,4 人 1 站 4427C411 2) B. 
ASH{1,2}m X 8 X (1,2) ik XJ-F AC C" RH 


ni Snn, 


{1,2) 道 有 如 下 基本 结论 : 

1l. A 有 奇异 值 分 解 

5 0 
gu vl Mi ' 
2 2 

则 At1,2)=(V| > PEDI 

2. 下 述 结论 中 的 任意 两 个 蕴含 男 外 的 一 个 : 

XC€A(1), XC A(2) , rankA-rank X. 

3.X € AUI, 1) BY E 43 BRE SE AX AES 
RE, H C" RT € XJ ker A 及 ImX 之 直 和 ,充分 必要 条 
fri XCA(DRH rank X—rank A. 

iB PERY {1,3} iE CL, 3)-inverse of a matrix) 
HAERE NEEE. E AEO NE XS LI 
fe 1,3 WY) X E AB Ee. 对 4 B9 (1,3) 36 I (1,4) 3, 
有 如 下 基本 结论 : 

1. a A 有 奇异 值 分 解 


A-U|- en 


0 0 
2 eN | 
则 A(1.3i=(¥| " M Leg 


4a00= 人 | wll" KM te, 

2. 47 Pima IMA ERJIEAE ERE. XC AL, 
3} 的 充分 必要 条 件 是 AX — Pu X€ AG 4) HH 
分 必要 条 件 是 XA= Pima’. 

3. 对 任意 给 定 的 AU 6A(0,3) R AU € 
AXIO) A 4153) —1A- ^ USANA ZIV ZE 
OR AQ) A Y= AA yy 
CO) 

5B READ (1,4) 8 C(1, 4)-inverse of a matrix) 
JL" XR EE RJ (1, 3} pe”. 

S} tR 5B BE HJ. X. X5 generalized inverse of a 
partitioned matrix) —3ÉEg Xm Vie. 是 广 
AL E Ek TE OP ER AB Fk ERIE. 通常 与 解 并 行 方程 
组 .空间 直流 形 之 间 相 互 关系 等 问题 有 密切 联系 , 同 
时 在 相应 的 计算 问题 上 往往 会 带 来 许多 方便 之 处 . 
i 4EC" rank A=r A ERE PEC” URRE 
CP ,使 

ed ees 
式 中 Au A r BY 4E at HAM. T = Apr Ay, S = 
A, An’. FA BR) MBN RIAN: 
Aqu! 0 
i. x-Q| |PeAu.2. 
0 0 
2. x-o|^" |n-esssytzs- JP 
€ A(1,2,3). 
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L, 
3. X=Q| 0 ATT LAR 0]P 
EA{1,2,4}. 
T 
4. A* =|. | 本 Ag 


sius S| POST PS 

kB EE BY (8 Be RE E (Drazin-inverse of a matrix) 
亦 称 谱 广义 道 . 一 类 仅 适用 于 方 阵 的 广义 道 . 这 类 广 
义 逆 窍 阵 在 奇异 线性 常 微分 方程 组 及 奇异 差分 方程 
组 求解 问题 中 有 着 重要 的 应 用 . ROSS PAE 
外 ,还 考虑 如 下 两 个 方程 : 

l*. A4'XA-— A", 

5. AX — XA. 
w AEC |H ind A==k, 满 足 彭 罗斯 方程 2 及 上 述 
1 ,5 Bg X€ C" "ES AW Reid A”. Xf AT 
有 下 述 基本 结论 : 

1. Zim(O2) —cA (1 — a4 (4)),c 关 0 为 A 的 最 小 
多 项 式 , 则 A 有 惟一 的 德 雷 津 逆 4 = AAY, 

2.4Eo(4) 的 充分 必要 条 件 是 人 EC4 )， 
| [A (4 天 0)， 
10 (A=0). 

iE EE BO BEG (group inverse of a matrix) 一 类 
广义 逆 . RB WMA) Mt. d ACCUUSEX 
EC 六 "满足 彭 罗 斯 方程 1,2,5, 则 称 X 为 4 之 群 逆 ， 
wK A”. BEX X 为 4 的 群 逆 等 价 于 4 为 X 的 
PU AR we 4 的 指数 为 1 时 的 德 雷 津 逆 , 从 而 
是 惟一 的 .下 述 结论 是 关于 群 逆 的 基本 结果 : 

1.4 rank A=r>0, HAB WANE A=FG, W 
AH SEXE 25 HY index Ax 1; 24 HAX 4 Im A 与 
ker A 互补. 

2.A* —A* MH (X4 AAT — A* A. 

3. A” — ACAD) — FCGF) IG, A 的 最 小 多 项 
ThA m COO =ca*(1—Ag(A)). 

BR 孙 宗 明 张 宝 林 ER 
审 A 佟 文 廷 RAB 


+ 


多 重 线性 代数 


多 重 线 性 代数 (multilinear algebra) 代数 学 
的 一 个 重要 分 支 . 可 以 将 它 看 做 是 线性 代数 的 发 展 . 
它 是 伴随 着 微分 几何 .现代 分 析 、 群 表示 论 、 理 论 物 
理 、 量 子 力学 等 学 科 发 展 起 来 的 ,并 且 在 这 些 学 科 中 
已 得 到 重要 的 应 用 . 

多 重 线性 代数 形成 为 一 个 学 科 还 是 近 几 十 年 来 
的 事 , 值 得 提出 的 是 20 世纪 50 年代, 布尔 巴 基 
(Bourbaki, N. ) 论 述 多 重 线 性 代数 的 书 及 20 世纪 
60 年 代 , 葛 瑞 布 (Greub,W. ) 的 多 重 线 性 代数 专著 
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(第 一 版 ) ,特别 是 从 1973 年 ,由 马 库 斯 (Marcus， 
M. ) 和 汤普森 (Thompson,R.C. ) 创 办 了 国际 性 的 
《线性 和 多 重 线性 代数 》(Linear and Multilinear Al- 
gebra ) 杂 志 以 及 同年 马 库 斯 出 版 了 经 典 性 著作 《有 
限 维 多 重 线性 代数 》 以 来 ,多 重 线性 代数 的 发 展 进入 
了 一 个 活跃 的 新 阶段 ,这 当中 以 梅里 斯 (Merris， 
R. ) 等 人 研究 高 阶 特征 标的 张 量 对 称 类 所 获得 的 成 
果 最 为 突出 . 

多 重 线 性 代数 研究 的 内 容 包 括 : 多 重 线性 映射 、 
具有 一 定 对 称 性 质 的 多 重 线 性 映射 、 张 量 空间 、 张 量 
对 称 类 、 张 量 代数 、 对 称 张 量 代 数 、 格 拉 斯 曼 代 数 、 外 
代数 、 克 利 福 德 代 数 及 其 表示 理论 等 . 这 里 的 前 半 部 
分 只 就 常用 的 有 限 维 多 重 线性 代数 来 叙述 ,对 于 以 
泛 性 质 手段 处 理 的 无 限 维 情形 可 参看 万 瑞 布 
(Greub , W. H. ) 于 1978 年 著 的 《多 重 线性 代数 第 
二 版 ). 对 可 换 环 上 建立 在 环 模 上 的 多 重 线性 代数 则 
可 参看 诺 芯 考 特 (Northcott,D. G. ) 于 1984 年 著 的 
《多 重 线 性 代数 》. 

多 重 线性 代数 这 部 分 词 条 的 回 量 空间 一 般 是 指 
一 个 特征 为 零 的 域 玉 上 的 ( 回 量 ) 空 间 ,但 当 关 系 到 
内 积 和 群 的 任意 特征 标 时 ,为 了 叙述 简明 则 只 在 复 
数 域 C 上 讨论 . 域 上 的 多 重 线性 代数 的 主要 概念 与 
结果 都 可 用 模 论 (参见 《 模 论 》 有 关 部 分 ) 的 工具 推广 
到 交换 环 上 的 多 重 线性 代数 ,这 里 不 再 一 一 提 及 . 交 
换 环 上 的 多 重 线 性 代数 在 模 论 .同调 代数 .代数 开 
理论 .代数 几何 等 学 科 中 都 有 重要 应 用 . 

序列 集合 记号 (notation of sequence sets) 以 
正 整数 为 分 量 的 有 限 序 列 集合 的 记号 .下面 是 多 重 
线性 代数 中 常用 的 序列 集合 及 记号 : 

DC = Cni meon 

= {a= (a(1),a(2),**,a€m2)|1 
«a )sn.-—1l,.2..mj; 

lmn = {a= (a(1),2a(2) ,am)) |1xza CO 

xn.i—1,2,-.m]; 

Grin= (a|a€ D, aC Xa (2) x aOn)) ; 

Dn n= (a|a€ D,,,,?25 i255 Bb eG )Aalz)}; 

Qun = (a|a€ Tn aC) Kal) an). 
上 面 这 些 集合 的 序列 数目 分 别 为 : 


IDO snas sm) | 一 Il n (Daal =n"; 
r= | 


D 


MOS 


n 


* 


, 


IG] = 
Mn 


Dawl=" mis lawl =|" 
m m 
还 有 几 个 重要 的 序列 集合 为 AAA, OS LU" GR 
代表 集 ”). 

多 重 线 性 映射 (multilinear mapping) 多重 线 


性 代数 最 基本 的 研究 对 象 . 它 是 线性 映射 概念 的 推 


广 . 设 Vases VW 是 一 个 (特征 为 0 的 ) 域 KK 
上 的 m+ 1 个 向 量 空间 , 奢 映 射 pg: Va XVX XV, 
>W 对 每 个 用 作 变 元 的 向 量 v, € V; 都 是 线性 的 , 即 
QU ,***,v0; F avi » s Um) = OCU 9 tt. ttt Unm) + 
ADU ,*** vi ttv) (a€ K ,1Six<m), MR eA m 
重 线性 映射 (m 线性 映射 ). 当 m3 PRA EB 
线性 上 映射 ; 当 m — 2 时 , 称 为 双 线 性 映射 . 多 重 线性 
映射 eV XV. XK XV, >W 的 全 体 记 为 MCV, 
Voses Vm WR L"(V,,V;,-,V,;WO.'E RAÉ& n 


法 与 纯 量 乘法 运算 : 
1. CoH dO Cui vo 7 Um) = PCV Vs vn) F 
Cu, 72» *** v4). 
2. (ag) CV) v5 Um) —aQqQ0 972 S ** ) 
(a € K), 


从 而 也 构成 域 K 上 的 向 量 空间 . 多 重 线性 映射 VV, 


XVX" XVn >W 的 值 域 记 为 Im 9 ,一 般 它 不 是 
^" p] 5E ZH. B8 Ime ERA W 的 子 空间 记 为 
(Im Q9). 这 个 子 空 间 的 维 数 

dim (Img? < Į [dim V; 


当 上 述 的 WSK 时 ,m 重 线 性 映射 、 多 重 线性 映射 、 
双 线 性 映射 又 分 别称 为 m EER HERR E E kE R 


m 重 线 性 映射 (m:-linear mapping) 见 “ 多 重 线 
性 映射 ”. 

双 线 性 映射 (bilinear mapping) 见 “ 多 重 线性 
映射 ”. 

m 重 线 性 函数 (ym-linear function) 见 “ 多 重 线 
性 上 映射”. 

双 线 性 函数 (bilinear function) 见 “ 多 重 线性 
映射 ”. 


多 重 线 性 消 数 (multilinear function) 一 种 特 
殊 的 多 重 线性 映射 . 即 当 映射 空间 W 为 域 天 时 的 
多 重 线 性 映射 .有 些 作 者 把 一 般 多 重 线 性 映射 也 称 
多 重 线 性 开拓 (multilinear extension) 确定 多 


重 线性 映射 的 过 程 . 即 要 求 此 映射 在 空 间 x V, 的 某 
些 元 素 上 取 给 定 值 ,然后 将 它 多 重 线性 地 开拓 到 整 
个 空间 上 , 具体 如 下 : 关 (eis ent ,em} 是 向 量 空间 
V; 的 基 G— 1,2, 5m) WI TETETE— BJ m 重 线性 映 
射 
p: XV; ~ W, 
使 2 在 下 面 的 元 素 上 取 预 先 给 定 的 值 , 这 些 元 素 为 
(ey = (eiras Eros" sEm) € XV 


Y c DO, ,n,,.n,)) , 


多 重 线 性 代数 


其 个 数 为 Ln 一 般 地 , 它 比 空 B X V, DE X 9300 


多 得 多 ， 这 是 与 确定 线 性 映射 很 不 相同 的 地 方 
因子 化 江 性 质 (universal factorization proper- 
ty) 一 种 特殊 的 多 重 线 


性 映射 所 具有 的 重要 性 Toe 
质 . 这 个 性 质 能 把 一 般 的 E 
多 重 线性 映射 转换 为 线 4 we 
性 映射 来 研究 . 即 一 个 多 » 

重 线性 映射 B 


Q: Vi XV XXV,>P 
称 为 具有 因子 化 泛 性 质 , 是 指 对 于 任意 的 多 重 线性 
映射 
PV XV X = XV, >W 
(W ESO I ELE ERR T € LOP,WO, E g 
=Te 这 个 性 质 常 用 上 面 的 可 换 图 来 表示 . 多 重 线 
性 映射 
9: XV>P 


具有 因子 化 泛 性 质 ， 等 价 于 (对 于 有 限 维 空 
线性 映射 2 满足 | 
dim (Im p) = [Idim V.. 
张 映 射 (spread mapping) 多 重 线 性 代数 的 重 
要 概念 .具有 因子 化 泛 性 质 的 多 重 线性 映射 . ae 
Br de OST UB ER 2E 28 Ja] XE MA MO): V X V2 Xx 
XVn >P 是 多 重 线性 映射 CE 


Tn 
V, 的 张 映 射 . 张 映射 是 构 


lia] ) > 


dim (Im 695 = 


则 称 的 是 关于 77 
成 张 量 空间 的 基本 要 素 . 
张 量 空间 (tensor space) 多重 线性 代数 的 重 
要 概念 .定义 有 张 映 射 的 一 种 向 量 空间 . 具体 定义 有 
多 种 不 同 的 形式 .例如 ,可 定义 为 : 设 尸 是 一 个 向 量 
28 [a], FEIRO: V KV. Ke XV, P B8 
(Im CO SEP WB P V Vst Vn 的 带 有 张 映 
射 凶 的 张 量 空间 ;或 称 忆 为 Vi Vn 的 张 量 积 
空间 ;或 简称 已 H Vi Vast Vn 的 张 量 积 , 记 为 


P =V, QVQ QV, SQV: 
张 量 空间 对 于 多 重 线性 代数 的 重要 性 如 同 向 量 空间 


对 于 线性 代数 的 重要 性 . 张 量 空间 的 维 数 是 
dim( Gv.) = dim(Im ®) = [Tdimv,. 
ok & A = [B] (tensor space? 即 “ 张 量 空 x jj”. 


[a] && => ]B] AY SK BE $H (tensor product of vector 
spaces) 多 重 线性 代数 的 基本 运算 .有 各 种 意义 下 
的 张 量 积 , 例 如 向 量 的 张 量 积 ,矩阵 的 张 量 积 等 . 有 
些 文献 上 把 (P， Q) 称 为 张 量 积 ,其 中 也 是 定义 有 张 
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BR St OO AY SK Het 45 [8]. BU BRET O9 € MCV S Vs s Vani 
PP) 具有 因子 化 泛 性 质 且 (Im 69? — P. 

可 合 张 量 (decomposable tensor) 
素 . 一 类 特殊 的 张 量 . 张 量 空间 

Gv. = cm-o95 

的 元 素 称 为 张 量 ,其 中 属于 Im 的 的 元 素 ( 即 张 映 射 
oO 的 值 ) 称 为 可 合 张 量 , 又 称 为 可 分 解 张 量 或 可 分 解 
TGF iN] Qv, 500988 Um) v 69v, GO Ov, — v9. 
可 合 张 量 vi 69v C9 vn 也 称 为 visUs ttt vs 的 张 
量 积 .可 合 张 量 有 下 面 的 重要 性 质 : 

1. F wi 69v, O9 Cun = ui Qu; C9 Quin » Wo] FE 
BLE MO i Vost, Vni W) B PCU Ugs ts Un) = 
Dt yza os Js 

2. vi 69v; C9 vn = 0 的 充 要 条 件 是 有 某 一 个 
v= 0. 
3. vi 69v; 9 + Qn =u Bur C9 + 69u. FO 的 充 
分 必要 条 件 是 存在 6: © K fli vi— cu; 40 G=1,2, 
soon a= 


亦 称 可 合 元 


m 


lle =]. 
:二 1 
A] & 70H (decomposable element) 即 “ 可 合 张 
a”. 
张 量 (tensor) 见 “ 可 合 张 量 ”. 
可 分 解 元 素 (decomposable element) ” 即 “ 可 合 
张 量 ”. 
可 分 解 张 量 (decomposable tensor) 即 “ 可 合 
KE”. 


A BY & 5 lE (non-decomposable tensor) 亦 称 

不 可 合 元 素 . 一 类 特殊 的 张 量 . 张 量 空间 

OV,= (Im ®) 
中 不 属于 Im 多 的 元 素 称 为 不 可 合 张 量 , 也 称 为 不 
可 分 解 张 量 或 不 可 分 解 元 素 .例如 ,大 el,e, 是 V 中 
线性 无 关 的 向 量 , 则 张 量 空 间 V 69V. 中 的 元 素 e & 
€2 十 ezCgel 就 是 不 可 合 张 量 . 而 eYC9es 十 ezQ9es = (ei 
Fe) 69e; 则 是 可 合 张 量 . 

不 可 合 元 素 (non-decomposable element) BẸ 
“不 可 合 张 量 ”. 

不 可 分 解 元 素 (non-decomposable element) 
BU“ AN RIA KR. 

An BR SK HE non-decomposable tensor) BẸ 
“不 可 合 张 量 ” 

张 量 空间 的 基 (bases of a tensor space) WE 
空间 作为 线性 空间 的 基 . 张 量 空间 由 可 合 张 量 生成 ， 
ERA GOK EW A. A ien 9€i29 °°" ,en } 是 域 K 
上 向 量 空间 V; 的 基 = 1 2m) HH T YEr 
D(ny ng» sn) WA BIKE erao Oera C9: 69 
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eso e WE (P 1€ 站) 为 张 量 空 间 COV; 的 一 组 


X. 对 于 任 一 张 量 26 OOV, 可 表示 为 
z= Xo? (cy € K|Y € D). 


yer 
{vEK|YED RAKE z ATÆ YEN MKS 
A ip BK SK Et 5} HR 
ok Bt 4b ER (coordinates of a tensor) W"sk & 
空间 的 基 ”“. 
张 量 分 量 (components of a tensor) JL“ KE 


空间 的 基 ”. 

惟一 因子 化 性 质 (unique factorization prope- 
rty)” 亦 称 泛 性 质 , 刻画 特殊 映射 本 质 的 一 种 性 质 . 
称 多 重 线性 映射 

P: XV>P 
具有 惟一 因子 化 性 质 , 是 指 对 于 任意 的 9€ MO, 
Vaset Vm W) (W 任意 给 定 ), 都 存在 惟一 的 TE 
LP Wi 9— Te. 具有 因子 化 性 质 的 PE MOI, 
Voss Ving PO) HE — A bh E i a A Imo = 
忆 . 张 量 空间 的 张 映 射 凶 就 具有 惟一 因子 化 性 质 ,这 
是 张 量 空间 最 为 重要 的 性 质 . 于 是 对 于 任意 的 多 重 
线性 映射 OV XV Xe XV, WW 也 任意 ), 必 
存在 惟一 的 线性 映射 
T€ LG, W) 
JG $0) Vv) — T Gi GQv;G9-- 69v) =Tv®. 

i> MA Cuniversal property) 即 “ 惟 一 因子 化 
性 质 ”. 

诱导 内 积 (induced inner product) 多重 线性 
代数 的 重要 概念 . 张 量 空间 OV; 上 由 V, 的 内 积 
义 的 一 种 内 积 . 通常 只 考虑 域 kK 为 复数 域 C 的 情 
É. 若 设 复数 域 C 上 的 向 量 空间 V; 上 定义 了 内 积 
( , ); 01,2, m) , Wl 


Co Qv2W ++ Om suu)" Wun) = ll (vi ui); 
E 


确定 了 张 量 空间 OV; 上 的 一 个 内 积 , 称 为 诱导 内 
BR. FE len en ttes } 是 内 积 空间 V 的 标准 正 交 基 ， 
WI (eI VEDRA KES OV, 关于 诱导 内 积 的 标 
准 正 交 基 , 即 对 于 a BE 下 有 (ep oP) = ui dE IR 
准 正 交 基 之 下 ,对 于 wxE GOV, A 


= > ar u= >) bre? 


yer yer 


Wy (v,u)-— 六 abr 
矩阵 的 克 罗 内 克 积 (Kronecker product of ma- 


trices) JR AB [EE BJ SK d fH. 矩阵 (可 看 做 线性 映 
射 ) 的 一 种 张 量 积 . 通常 可 用 和 矩阵 的 元 素 定 义 如 下 : 
a A;= Cai) Tf k; 行 Ni J| p EE (11,2; e.m), lll 
Al,A,,… sAm 的 克 罗 VA ot Fe fH A169 A;C9*** 69A, 定 
义 为 一 个 LI& Flos 列 的 大 矩阵 ,其 (a, 有 8) 位 置 上 
的 元 素 为 
(QA. 一 Theta , 

EB aE PCR, hk. BEV (ny Nns sm) BP FE 
词典 次 序 排列 . B EE A1, A5, *** A, 83 ot BA oe He H 
QA, 具有 线性 映射 张 量 积 的 各 种 性 质 , 当 每 个 4 
都 为 方 阵 时 , 则 CA, 具有 线性 算 子 张 量 积 的 各 种 性 
质 . 例如 E 


2 aj Aig B= n bi; ,| , 
a21 d? ba bz bz 
则 
aoga a GD. 
(a4 B az B 
anbi abi? anubis aiz0 Qi0 aibi 
= Qil02  dyuÓg Qubzss agb azb izb 
Azbi) An Di,  dgÓi Qb dnb; anb 
dO; 450; dnÜÓ dnÓs dnb anb 


&E PE AY SK HE AR (tensor product of matrices). 
即 “ 短 阵 的 克 罗 内 克 积 ” 

诱导 线性 映射 (induced linear mapping) 张 量 
空间 之 则 的 一 种 线性 映射 . VW; 是 回 量 空间 ,了 
E V: BW, 的 线性 映射 , 即 T; € LOV WO ,i 二 1,2， 
veom. EE SCHR HT 

POU $72 »*** Um) — T vo COT v5 69 COT v, 

ES (G9 Tio 202 » ttt Tus), 


则 9 是 一 个 Xf 到 CW 的 mm 重 线性 映射 . 因而 存 
在 惟一 的 
que L(V,, QW) 
使 T=¢, BD 
T (vu, 69v, C9 --- 62v.) — T v T ,v,69-- COT v. 
PATER TRA TT. Tn 的 诱导 线性 映 
射 并 记 为 
了 -GT.. 

诱导 线性 映射 有 下 列 基本 性 质 : 

l. P: S; € LOW;,U,),T; € LOV,,W,) (214-2 5 
mn) lj 

(@S;) (QT) 2 QST. 
Z4 = T:E L(V: ,W;) t=] $23 es ym , l| fk 


多 重 线 性 代数 


rank (QT) = [icant T 
3. £ T, € LV. ,WO,V WwW; HAAS i] T? € 
LW; V4 T; BJ HE rg aot Br (1—1,2,*,m)?, X. 
Gv, SQM, 

上 都 定义 了 诱导 内 积 , 则 

(QT -GOT,. 

线性 映射 的 张 量 积 (tensor product of linear 

mappings) 线性 映射 的 一 种 运算 . 线性 映射 了， 
fir om 的 张 量 积 通常 是 指 诱导 线性 映射 TST, 
GOOT n 这 是 因为 在 有 限 维 的 情况 下 存在 张 映射 
使 

LY, C9W.) 
成 为 向 量 空 间 LV Wi), LO Wiss “LCV, 
W n) IK E 3H 25 [8] CE Zo ER. 2E BP] TR. P xx Je AA 
BD). FE fS Fr B S Sp ZR PERT TOTO OT, 成 
为 可 合 张 量 . 于 是 作为 线性 映射 张 量 积 的 诱导 线性 
映射 便 有 可 合 张 量 的 性 质 . Ln COT; = 0 的 充分 必 
要 条 件 是 某 T;==0; 又 如 

QT - 69s, 天 0 
的 充分 必要 条 件 是 存在 CE 天 使 v=ciu, 关 0 G=1, 
2,.,»m)BH 

Ile = |. 


i=] 
线性 算 子 的 张 量 积 (tensor product of linear 
operators) 线性 算 子 的 一 种 运算 . 当 7,€ L(V,， 
VOHBM T, BRAY ; 上 的 ) 线 性 算 子 (21,2,***,m), 


这 时 线性 映射 的 张 量 积 @97, 也 就 称 为 线性 算 子 的 
张 量 积 . 作为 线性 算 子 张 量 积 的 CO7,, 除 了 有 一 般 线 


性 映射 张 量 积 的 性 质 外 ,还 有 如 下 的 常用 性 质 ; 若 
T; C LOV,VOB EREE A Àj (7 一 1,2,… 971; 471; 


dim Visus eg aA < 
i=] 
l. & MA 的 全 部 特征 值 AY 


m 


| | Airc) , 


i=] 


Y c rn, ,127 gt? 0). 


2. QT) 一 Tcro. 

3. det (QT) = [p edet)", 

4. 若 每 个 是; (a) 正规 的 ,(b) 埃 尔 米 特 的 ， 
(c) 正定 的 ,Cd) 非 负 定 的 ,(e) AN MOT: 也 具有 


相应 性 质 . 
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注意 :n; 维 线性 空间 V 上 的 线性 算 子 可 看 做 
( 域 天 或 C 上 的 )mwX 关 矩阵 (在 取 定 的 基 下 ), 上述 
概念 与 结果 可 搬 到 和 矩阵 的 克 罗 内 殉 积 ( 张 量 积 ) 上 
(参见 “矩阵 的 克 罗 内 克 积 ”). 

混合 张 量 (mixed tensor) 一 类 张 量 . 向 量 空 
间 及 其 对 偶 空 间 张 量 积 的 元 素 . 张 量 空间 


EXE HENDENES eg EE 

VO- OV GOV* GO) «69 V* 
GLA VOPR ICRA p S BUE q 重 共 变 张 量 ;或 
RAD ORBRAKE. HPV EC 上 向 量 空间 ， 
V'—LG ,C) 是 V 的 对 侦 空 间 . 混合 张 量 也 指 


C CRANE NM 
MV ,mV Veee VC) 
中 的 多 重 线 性 函数 . 可 以 定义 张 映 射 凶 使 


rm iy ae 
V? = M(QV* ,o VV" Vg VC). 

Vi 中 的 元 素 称 为 反 变 张 量 . Vi 中 的 元 素 称 为 共 变 
ok d. 这 些 都 是 微分 几何 、 黎 曼 几 何 及 物理 上 用 得 较 
多 的 概念 . 

共 变 张 量 (covariant tensor) WARS IKE”. 

反 变 张 量 (contravariant tensor) WRS E 
H”. 

ok lA AH (contraction of tensors) “一 种 张 量 
运算 . 把 混合 张 量 空间 V? 中 的 张 量 按 一 定 的 规则 
收缩 为 Y 和 中 的 张 量 的 运算 . 这 个 过 程 如 下 :考虑 
由 的 TE yf oy e a Pe, = f, Cuv A 69 
v, 109v. 4 09 69v, 69 £169 69 f£, 69 £4 WB 09 f, 
定义 的 多 重 线 性 映射 


eos de Eee MEE 
Qu: VX XV XV" X KV Ve, 
其 中 fiev” (i 二 1,2,… ,9) 为 V 上 的 线性 函数 ， 由 
惟一 因子 化 性 质 ,存在 惟一 的 线性 映射 Cs CLOG, 
VIDIE ,二 Cw 的 .线性 映射 C, 称 为 关于 (Cs,t) 的 收 
缩 映 射 .注意 收缩 映射 可 以 继续 进行 . 例如 
C5 vi vv C9 f169 f; 
= fı (un Cx (v1 Cv fs) 
= fi (vz) fi (vivi. 
Ir 48 AR Bt (contraction mapping) 
收缩 ”. 
置换 算 子 (permutation operator) 张 量 空间 


QV 的 重要 线性 算 子 .对 于 o€5,(m 元 对 称 群 ), 若 
定义 m 重 线性 映射 9; XV 一 OOV， 

glu, Uga "ee soe) = Wo ta) CO 69 Us-lim) 9 
WEEE T € LOOV QV) TG)— e. RT H 


张 量 空间 COY 上 的 置换 算 子 , 记 为 工 二 P(c). MA 
人 vis 
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见 “ 张 量 的 


也 有 PG !)v8= 二 v3. 置换 算 子 的 常用 性 质 有 : 

1. Plox)=P(o)P (r). 

2. P(e) 二 18v, 这 里 e 是 S, 的 恒 等 置 换 ,7&y 是 
张 量 空间 COY 的 恒 等 算 子 . 

3. P(g D= P(e). 


4. P(o) 关 于 COV 的 诱导 内 积 是 西 算 子 , 即 
Plo) "PG". 

5. tr (P(a)) =n” ,n-—dimV ,clo) 是 oo 分解 为 
不 相交 的 循环 置换 乘积 中 因子 的 个 数 . 

对 称 多 重 线 性 映射 (symmetric multilinear 
mapping) 一 类 具有 对 称 性 质 的 多 重 线性 映射 . 设 
G 是 nn 元 对 称 群 Sn 的 子 群 ,xX ERE G 的 不 可 约 特征 
Dt SBA ERA 

d: XV—W 
(V AW 都 是 复数 域 C 上 的 向 量 空间 ) 满 足 


TT 2j Xa") Pec) 9Vo(2)9°"* Vatany) 
cc 


= d v.s), 
则 称 b ARF GC 和 XxX 对 称 的 多 重 线性 映射 . 当 X 为 
G 的 一 阶 特征 标 即 xCoO —1 时 ,多 重 线性 映射 
dixV—W 
为 关于 G 和 XX 称 , 当 且 仪 当 对 任意 o€G AMA v, 
EV 有 
Gs Va Uso) — XG00d Qvi U25 v4). 
不 涉及 上 述 的 G 与 ,者 对 任意 的 cES。 都 有 


Ylva) s Ugc2) °°? Osea) um d Gu, Us yer NUM , 


则 少 就 直接 地 称 为 XY 到 W 的 对 称 多 重 线性 映射 
有 时 也 称 y 为 完全 对 称 的 多 重 线 性 映射 ,或 简称 对 
称 映射 . 

Xt BRAK Bt (symmetric mapping) 
线性 映射 ” 

Bt PRS BS BR BY (skew-symmetric multi- 
linear mapping) 一 类 重要 的 多 重 线性 映射 . 关于 
G 和 X 对 称 的 多 重 线性 映射 

d: xV—W, 
4 G=S,,.X=e MS FEO ES, AK CS ER 
时 s(c) 王 1( 一 1)) 时 , 称 为 反对 称 多 重 线性 映射 , 简 
称 反 对 称 映 射 .或 等 价 地 定义 为 : 当 对 任意 0€ 5, 有 
QU.) Vora) s**t Uam) = ECO) PCY v t1 Um) 
时 , 称 y 为 反对 称 多重 线 性 映射 . 当 域 天 的 特征 为 0 
时 ,多 重 线性 映射 


见 “ 对 称 多 重 


dixV-—W 
H BUS RR IN 4 HAX AIHER G0 34 vi vC 
xu. mOB.BGav;.v,2—0. dE K 之 特征 
JE 0 时 ,这 二 者 未 必 等 价 . 


Bz XT BR RA BY (skew-symmetric mapping) JL 
“反对 称 多 重 线性 映射 ” 

交错 多 重 线性 映射 (alternating multilinear 
一 种 特殊 的 反对 称 多 重 线 性 映射 . 设 

TE x 

为 多 重 线性 映射 (其 中 V,W 都 是 域 K 上 的 线性 空 
[B ZPO TEE B] 25 jM vi — v; C1 ym BI op 
A dC v; t Un) 7 0, DUI ER Y 为 交错 多 重 线性 映 
射 . 由 于 偶 ( 奇 ) 置 换 必 可 分 解 为 偶 ( 奇 ) 数 个 对 换 之 
积 ,利用 y 的 多 重 线性 性 质 展开 Cn ,vi 十 vj;，*…,v， 
十 v;,"…), 即 知 交 错 多 重 线性 映射 一 定 是 反对 称 多 
重 线性 映射 , 反 过 来 未 必 成 立 , 但 在 天 的 特征 不 为 2 
(特别 是 天 的 特征 为 0, 例 如 天 王 C 时 ) 二 者 是 等 价 
的 概念 . 

完全 对 称 多 重 线 T (completely symmetric 
multilinear mapping) 一 类 重要 的 多 重 线性 映射 . 
KF CAM X 对 称 的 多 重 线性 映射 

d;XV-—W, 

M G=S,, X= 1 时 , 称 为 完全 对 称 多 重 线性 映射 . 或 
者 等 价 地 定义 为 : 当 对 任意 o€5, 有 


d oso) *Ug(2) s "** Usi) 7 $ Qui 9U5,*'* $0) 


时 , 称 y 为 完全 对 称 多 重 线性 映射 .有 时 也 简称 对 称 


mapping) 


多 重 线性 映射 . 
对 称 化 算 子 (symmetrizer) DARA. K 
ESHOV 上 的 一 种 投影 算 子 . 定义 为 
Tepen 


3 XCa)P Ca), 
IG | 2, 


其 中 为 群 G 的 不 可 约 特征 标 ,P(o) 为 QV EME 


换算 子 . 对 称 化 算 子 了 (G,X) 对 张 量 空 间 QV 的 分 
类 起 着 重要 的 作用 , 它 具 有 下 面 的 性 质 : 
1l. T (G. 3»)! =T (G, =T(G,X%)* (表明 T(G, 


X) 关 于 COV 的 诱导 内 积 是 正 交 投影 ). 
2 bos T(G.3)0 — Ig xx BIG) Ra BE G 的 
全 部 不 可 约 特征 标 集合 . 
3. 4 yÆu T(G, WTG, 4) =0. 
对 称 化 子 (symmetrizer) 即 “ 对 称 化 算 子 ” 
ok ME XT BRE (symmetry class of tensors)  5K 


空间 OV 的 一 种 子 空间 . CEM ILA TG, 
a 间 . 关于 G 和，X 的 张 量 对 称 类 记 为 
V4) —ImT (6G, 20. EX T Ws Sr Vj TA I KES [a] 


OV 等 于 所 有 张 量 对 称 类 的 正 交 直 和 , 即 
QV = 》 vG), 


XE TCG) 
且 当 X 关 4k 时 Vy(G) 与 V,(G) 中 的 张 量 是 正 交 的 . 张 
量 对 称 类 Vy(G) 的 维 数 是 


多 重 线 性 代数 


= ren 2 a 

H n=dimV ,cl(o) 是 oo 分解 为 不 相交 的 循环 置换 
乘积 中 因子 的 数目 .为 了 叙述 简明 ,有 关 张 量 对 称 类 
的 词 条 一 般 都 在 天 =C 上 讨论 ,但 在 X 三 1 5 xe 
的 情形 则 除外 . 

可 合 对 称 张 量 (decomposable symmetrized te- 
nsor)” 亦 称 可 合 对 称 元 素 .一 类 特殊 的 对 称 张 量 . 
张 量 对 称 类 V (G) PHB In T (G Yu 69: 09v, AY 76 
素 称 为 可 合 对 称 张 量 . 在 研究 一 个 固定 的 张 量 对 称 
类 Vx(G) 时 ,其 可 合 对 称 张 量 常 写 成 

T(G.x)v? =v, ¥ e 
张 量 对 称 类 Vx(G) 的 可 合 元 素 有 如 下 性 质 : 

1. i v' =u" , 则 对 关于 G 和 XxX 对 称 的 任意 多 

重 线性 映射 


dim V,(G) 


*U,=U'. 


d: XV>W 
Um) = dn sus us). 


* Um — 0, Jl Vis Uzas *** 9 Uy», 线 性 相 


都 有 v1 V2, 

2. Y; v * 
X. 

3. Fe v X crx vu, * s *uuz EO, MI) 
(U1 902 ** 9Um) = (up suo s Uhm). 

RJ & Xt RR 75 HB (decomposable symmetric ele- 
ment) 即 "“ 可 合 对 称 张 量 ”. 

对 称 ( 多 重 线性 映射 ) 因 子 化 性 质 (factorization 
property for symmetric multilinear mappings) y% 
量 对 称 类 的 一 种 重要 性 质 . 利用 张 量 对 称 类 Vy(G) 
可 把 关于 G 和 X 对称 的 多 重 线性 映射 转换 为 线性 
映射 来 研究 . BI ,大 

b:XV>W 
是 关于 G A X 对 称 的 多 重 线性 映射 , 则 存在 惟一 的 
Zk EMEA T ELV, (G), W ) 使 y= 二 Ty x .Bp 
d(vi,Us,*.04,)— L y0 

稳定 子 子 群 (stabilizer subgroup) m 元 对 称 
RF Sn 的 一 类 子 群 .大 G E S, ITER E Lnn MG 
的 子 群 Ga= (0E Glao=a EON G 对 a 的 稳定 子 子 
群 , 它 是 由 GPX} “置换 后 不 变 的 那些 置换 组 成 . 

轨道 代表 集 (system of distinct representatives 


of orbits) 序列 集合 LT... PRC 有 关 的 一 个 子 
E. 对 于 cE 也 ,集合 卫 .={aclcEG 称 为 卫 ， 中 


包含 a B) G 轨道 .把 每 个 轨道 中 按 字 典 次 序 排 在 第 
一 的 序列 排出 来 组 成 的 集合 称 为 轨道 代表 集 , 记 为 
A. add qi ca 
— E 
轨道 代表 集 A 是 研究 张 量 对 称 类 时 用 到 的 重要 集 
合 . 还 有 三 个 集合 A,2,A 也 是 重要 集合 ,定义 为 
A= («€ Al Xx) £0}, 
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N 一 (a € D. 


上 


A 的 定义 见 “ 轨 道子 空间 ”. 这 些 集 合 具有 关系 ， 
ASANO, Q= Y Ta» CEA OCA, 
注意 A,n, A 都 与 群 G HARARE YAK. 
HLE Corbi)  W"gul /& X4". 
轨道 子 空 间 (orbital subspace) 3% RX HA 
VG) B F x E. lese cte) AV 的 基 ,a EE 
DO VORT Z fal GL-—TO,;e8le€ QRH 
V KONF a 的 轨道 子 空间 . 35 E Wr CFreese  R. ) 
首先 证 明了 轨道 子 空间 的 维 数 为 


Se= dim (es, |o E G) = Xe) 2; XC». 


(Gal; 
张 量 对 称 美 VOTEN BUE T 间 的 直 和 .由 


ea 7045 B4 Nac A, 所 以 V,(G) 可 表示 为 
VG) = > (es lo € G). 


对 于 aE A 可 以 选取 Sa 个 序列 CIETE *** 
en votes } 组 成 执 道子 空间 (ev lo GO RISE. x A HK 
pe A 二 (a,B,7,…), 对 B. 等 也 类 似 
地 分 别 选 出 5 个 与 sy 个 序列 ,这 样 就 组 成 一 个 重要 
的 集合 记 为 A= {as azs s Bis Bot Bus Ys, 
Yes). FE, (ed oS 人) 就 构成 张 量 对 称 类 

Vx《G) 的 基 . 

JK Bt x1 BRE AY FB AR (index of a symmetry class 
of tensors) 刻画 对 称 张 量 类 的 非 负 整数 . 张 量 对 
称 类 Vi(G) 的 指标 记 为 IndVx(G), 是 使 得 只 要 
dim(vi,v;. Un) Sr 就 有 v * yx ，… 
的 最 大 非 负 整 数 (1 志 7r 志 m). 例如 ,IndVi(S,)==0. 
又 如 当 m<dimV Af .IndV.CS,) —m-— 1. 

张 量 对 称 类 上 的 诱导 算 子 (induced operator of 
a symmetry class of tensors) 张 量 对 称 类 Vy(G) 
上 的 一 种 线性 算 子 .大 TELCV,V), 则 

Qi V2 Un) Tv, * Tu, * e * Tv, 
定义 了 一 个 关于 G A X 对称 的 多 重 线性 映射 ,由 对 
称 因 子 化 性 质 , 存 在 惟一 的 线性 算 子 , 记 为 
K(T)EL(VY(G) ,Vy(G)), 

MEK (T)v* =Tv, * Tv, * 0 * Tv, BRE TOWN T E 
Vy(G) 上 的 诱导 算 子 .K(T) 有 如 下 的 性 质 : 


I. K IOS QT Ivo WAT 在 Vx(G) 上 的 限 
制 . 

ARS S NE 

3. KCST)— K CS K CT). 

4. rank K(T)=|ANT,,.,|, EF r=rankT. 

o. Æ T RRIEK Ars Ags cee An WK CT) BRE 
征 值 为 
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s * Up =O 


9 Q; o ted " 


TAS w €E A. 
i=] 


6. detK (T) = (detT)* ^ ,其 中 


xCe) 5 Lon”. 


À| = dimV,(G) = fo > 


7.K(T)*=K(T™). 

8. Æ T Ap Bil I LE ALY ZR RB EY, EE BY gE 
负 定 的 、 丁 的 , 则 K(T) 也 具有 相应 性 质 . 

反对 称 张 量 空间 (skew-symmetric tensor spa- 
ce) 亦 称 格拉 斯 曼 空间 . 是 一 个 最 常见 的 张 量 对 称 
类 , 即 当 G=5,,X 二 el 符号 特征 标 ) 时 的 张 量 对 称 
类 . 通常 写 为 

VCS = AVGRA"VO, 
可 合 元 素 则 写 为 
TG, ,6)vU9 =v" Nv A * /vs 


又 称 为 Ui» Ups” 9Um 的 外 s 反对 称 张 量 空 间 AT 


具有 许多 很 好 的 性 质 . 例如 ,wm Av; 和 人 A… 和 由 天 0 的 
充分 必要 条 件 是 Ui» U»5 5. *** SU, 线性 无 关 ; 又 如 


vAv,A** Avm=au, A … Au, EO 
的 充分 必要 条 件 是 《vw 9 ZI2 9 


Ups ads y hr ir» 


HÆRE m. 也 有 
l m in | 
dimC AV) — IQ, = 3 
m 


其 中 n—dimV. rieie °° ,em} 是 V E^] ik , 则 {es |w 


€Q,.) RAV 的 基 . 例如 AV 的 基 为 {ei Nes nn 
ev Nent sei N ejs sen Aen) H i<j). 

格拉 斯 曼 空 间 (Grassmann space) 
张 量 空间 ”. 

向 量 的 外 积 (exterior product of vectors) Jit, 
“反对 称 张 量 空间 ”. 

吕 克 坐标 (Pliicker coordinates) 格拉 斯 曼 

空间 AV 中 可 合 元 素 的 坐标 .车 {e1,e2,…,es) 是 V 


的 基 ， RW AV 的 可 合 元 素 Ava A c Avus 可 表示 为 


即 “ 反 对 称 


oS 2, ae 
«eq, 
A) & ZU v^) AS bg i dcbet os HUI "so 


素 为 可 合 元 素 的 充分 必要 条 件 , 通 常 就 是 判别 坐标 
(a, |o € Quin) AEF B E AB b S T6 Ay 4 E TR TIE. 例如 ， 


Tr 
[E > aes 
WE Qn 
X AV 的 任 一 元 素 , 则 xz 为 可 合 元 素 的 充分 必要 条 
件 是 存在 m Xn 的 矩阵 A= (ac 使 得 
a,—det A[1.2.**,mlo] (wE RQ,,,), 


HH A[L1,2,°-,m\|wl|#ma A 的 w(1),w(2),…， 
om IIT A E. 

复合 矩阵 (compound matrix) 亦 称 合成 矩阵 . 
一 种 特殊 的 矩阵 . 是 以 一 个 矩阵 的 子 行列 式 为 元 素 
构成 的 和 矩阵. A 4 是 nnXn 阶 复 矩 阵 , 对 a, BEms 
记 C, CA), —detA Lal] p], W 


n n 


m 


阶 的 矩阵 C, CA EROS AK mm 级 复合 和 矩阵 . 当 把 4 


看 做 线性 算 子 时 ,C,, (4A) 就 是 反对 称 张 量 空间 人 V 
的 诱导 算 子 KCA) HP V 视 作 由 x 个 分 量 构 成 的 
向 量 空间 . 于 是 C, (4) 具 有 诱导 算 子 的 各 种 性 质 . 
例如 对 复 和 矩阵 4,C, (A)* =C,, (A*), FABRE 
正规 的 、 埃 尔 米 特 的 .正定 的 、 非 负 定 的 、 西 的 , 则 
C.(4) 也 为 相应 的 矩阵 . 特别 地 ,有 
CICAB) SC, CAOG CB), 
此 即行 列 式 的 柯 西 - 比 内 定理 . 写 为 元 素 形 式 就 是 
CLAD = XC GA CD as 


m 


wE Qn 
此 即 为 
det (AB)[a|B] = >) detA[alwjdetB[Lw|B]. 
wE s 


& px 4a RE (compound matrix) Bl“ Ashe”. 

西 尔 维 斯 特 - 弗 兰 克 定理 (Sylvester-Franke 
theorem) & &3BIERITI JI X EE. A A de n Xn 
H7 XB PE C, CAA 4 的 m REGIE, MC, CAD 
的 行列 式 为 


SOR We 
这 就 是 西 尔 维 斯 特 - 弗 兰 克 定理 . 它 是 一 般 诱导 算 子 
KT) WW 
dK] Gap 
对 于 反对 称 张 量 空间 AV 时 的 特殊 情形 ,这 时 
[Aes EY 


复合 和 矩阵 的 导数 矩阵 (derivation of a com- 

pound matrix) 复合 矩阵 论 中 的 重要 概念 与 有 用 

工具 . 若 4 为 nXn 阶 复 矩 阵 ,C,,(4) 为 4 的 m 级 复 
合 和 矩阵 ,* 为 复数 域 C 上 的 不 定 元 ,展开 式 
C, GL, + tA) c + 2tDiP(A) + + 


m 


+ ¢ D(A) + oe + DPA), 
则 称 


X 


m m 


阶 的 矩阵 DIS? CASI C,, CA) BS e R E E. 4 4 
ES FEE (ELA À Are A, WW DP CA) KIIRE A 


xm £k UEM & 
p? IL Aso (a E Qun). 


wEQ, „ i=] 
TE H8, — Br F RUE EE D,”(4) 的 特征 值 为 
Àccp Tt Aeg T *** T Aso COE Qu). 
完全 对 称 张 量 空间 (completely symmetric ten- 
sor space) 一 种 常用 的 张 量 对 称 类 . M C— S, xc 
1 Ht, ABR V SD SV, E eerte) V 的 
Ak, M es [we Gun) d V Bg di. VO B E RE 
n +m 一 | 


m 


dim V^? = |G,,| = 


对 于 Y” 的 可 合 元 素 有 :mx vx o vu =0 的 充分 
DEC fee FES v—0.XXPv*vx*e 
U * c $ u,750, Ill Ze XE o € S, Rd; 40 使 得 u; = 
div, G—1,2,** sm), H 


ias 


另外 了 ”可 由 形 如 v69--- 69v. 的 张 量 生 成 , 即 
V o? = (v69-- 69v) lo € V». 
广义 矩阵 函数 Cgeneralized matrix function) 
行列 式 与 固定 式 的 统一 推广 . 设 G 是 5S 的 子 群 ,三 : 
G—C 是 任 一 函数 ,4= (a, Am Xm 的 复 矩阵 ,由 下 
A WE SC BA) FE pRB 


di(A) = Sj fX») | aso 
6€G f=] 


称 为 广义 矩阵 函数 . 特例 为 
d; (A) = det A, 


* Um TU] * 


di (A) = pera, 
其 中 


m 
perA = 25 | eso , 
oE s, ?一 1 


FROM 4 的 固定 式 , 也 称 为 4 的 积 和 式 . 对 广义 矩阵 
薄 数 的 研究 近 几 年 来 非常 活路 .下面 是 当 f= 二 Xx 为 
HE G 的 不 可 约 特 征 标 时 的 几 个 结论 : 
1. Id&CAB* ) |' zd; CAA* dé (BB"*), HP 
A* =A’. 
2. |\déECA) |< x(a) di CA A * ). 
3. 4 AA m WIERE N EHT, 
di CA) = XCe)det A. 
4.4 A, B JN m BAER EAR, 
d&CAÀ + B) 2 dé CA) + d&CB). 
5. detAxczdetA[1,2,--:,£|]1,2, 5. 
* detA[ 3-1, m |E-1, sm], 
其 中 4 为 m 阶 非 负 定 方 阵 . 
6. perAZ2perA[ 1,2, ,&|1,2, 58 | 
* perA[ £-1,*:*,m|k- 1, ,m], 
其 中 A 为 m 阶 非 负 定 方 阵 . 
EEk (permanent) JL“) X 4B EE PROC. 
积 和 式 (permanent) JL“) X 5B EEPR RL”. 
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$T 3 st d (determinant function) 一 种 特殊 
HJ Ze ee HE PRX. n ETSI E S BI EI BR n 2E ZX 
HERR. XP OK ARESA 2 ARV AK EB nE 
向 量 空间 ,用 常规 方法 定义 V 上 的 内 积 并 取 (ei,e;， 
6) xg oft f AM BE iC 
Q(G; Eost Ln) = (Sisti) Sost) Sns) 
Wta rade EM OS 
则 
1 (o E S, 为 单位 置换 )， 
Plesa) esp ttt? = 
0《〈 其 他 情况 ). 


ZG 
A= Xe (oP) ; 
oes 


e, —1Co 2548 RO e, — — 160 为 奇 置换 ), 则 A 为 V 
ER n EXTER R FE RR. RAV DEBITIS X, 
数 ， 由 于 ACe; CE29 °° sen) — 1, Br LJ V 上 的 非 零 行列 
式 函 数 一 定 存在 ,并 且 Y 上 的 任何 行列 式 函 数 都 只 
有 (CK 中 ) 常 数 因子 的 差别 . 用 行列 式 函 数 可 建立 与 
经 典 行列 式 理 论 等 价 的 理论 , 且 可 使 许多 经 典 的 行 
列 式 定理 得 到 简单 的 证 明 , 使 外 代数 在 行列 式 理论 
中 得 到 了 优美 的 应 用 . 

广义 矩阵 函数 的 柯 西 - 比 内 定理 (Cauchy-Binet 
theorem for generalized matrix function) 行列 式 
的 柯 西 - 比 内 定理 的 推广 . A AB 为 nXn BRE 
[E.G 是 S, 的 子 群 ,xX ERC 的 不 可 约 特 征 标 , 则 对 
F 

a,b E N= flw E Dr, DIXO O0) 


有 
dt CCAB»[a| 8.) 


_ rea S akCA[a | e Dax GB o | 85. 
ec N 


对 于 行列 式 与 固定 式 , 可 写 为 : 
det(AB)[a|@]=  »; detA[a|vw ]detB[o| 8]; 


WE Qn 


per(AB)|a|B|= p» RN La|w | 


WEC a 


: per[ |f J. 

向 量 空间 上 的 张 量 代数 (tensor algebra over a 
vector space) ”多重 线性 代数 中 最 基本 的 代数 系 . 
设立 是 域 玉 上 的 向 量 空间 , 记 之 个 Y 的 张 量 积 空 
HDA 


E. E 
T^(V)—-V69-- 69V, 
FH TO -K.T' (O2 =V. 做 直 和 和 
T(V) = TXV)O T(V»)OQ -- OTV) Os, 
并 在 T(V) 上 按 如 下 方式 定义 乘法 
Gr DE? QO ids G) Ln) e (y &) y; &) Vii Co y,) 
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=A 09 Om 69 x, 69 y1 69 y O Os 
再 用 分 配 律 定义 整个 了 T(V) 上 的 元 素 之 乘法 ,从 而 
T(VY) 成 为 域 天 上 的 代数 (结合 代数 ). 称 TODO I] 
EZE V 上 的 张 量 代数 . 

3k Bt (C AY B3 SS TE IR (universal property of ten- 
sor algebras) 张 量 代数 的 特征 性 质 . 它 更 能 揭示 
张 量 代数 的 本 质 . 也 可 用 来 定义 张 量 代数 . 设 V 为 
域 K 上 的 向 量 空间 .车 U 为 上 有 单位 元 1 的 结 
A BG e: VU 为 线性 映射 , 称 (e,U) 对 (或 U) 具 
AV 上 张 量 代数 的 泛 性 质 , 阁 它们 满足 如 下 条 件 : 

1. Ime 与 1 代数 地 生成 U. 

2. 对 任意 的 有 单位 元 e 的 玉 上 结合 代数 4 及 
任意 的 线性 映射 7:V 一 A, 都 有 代数 同 态 h:U 一 A 
fii h(1)=e H he 二 x. 

上 述 条 件 1 和 2 可 改 为 :对 任意 的 有 单位 元 e 
的 结合 代数 4 及 任意 的 线性 映射 7:V >A, BA TE 
一 的 代数 同 态 h:U 一 A, 使 h(1)=e H he 75. 24V 
取 定 后 ,满足 上 述 泛 性 质 的 代数 U 在 代数 同 构 意义 
下 是 惟一 的 ,因此 上 述 的 UU 必 同 构 于 用 向 量 空间 上 
的 张 量 代 数 中 的 办 法 具体 构 作出 的 张 量 代数 CV. 

外 代数 (exterior algebra) 亦 称 格拉 斯 曼 代 


数 . 设 7 是 特征 不 为 2 的 域 K 上 的 向 量 空间 , AV 
为 域 K 上 的 格拉 斯 曼 空 间 ,并 规定 AT 一天 ,人 
V. KOLA ECV) = AVOAVO-- AV. XE Aa 


A Az € AV y Ay Ac Aye Av SE UR: 

Qi Aus ues Wade CIA Nc UA E) 

eu UA SAGA AN dM 

再 用 分 配 律 定 义 整个 E(V) 上 元 素 的 乘法 ,从 而 
ElV) 成 为 上 的 代数 (结合 代数 ), 称 为 向量 空间 
V 上 的 外 代数 . 当 dimV =n BY dim ECV) =2”. 外 代 
数 的 运算 满足 如 下 规律 : 

1l. 4 Av— C—- D"vAu,N u€ A*V,vE AVA 
IE, 2| pq B] u Av—vAu.2tpq B] uAv— —vAu. 

2.uNhu=0,V uwEV. 但 是 , 当 w&V 时 ,未 必 有 
uAu=0. 

3. ic K 的 特征 为 0, 记 


es o Aes GA er 
mp 


你 v" X vB m KIKRE. M 


m 


v" Av" = 
BS 2\pq 时 ， 
(u -- v)" = X u A v (Vu € A'*V,v € A*V). 


外 代数 在 几何 学 .分 析 学 及 物理 中 都 有 重要 应 用 . 
格拉 斯 田代 数 (Grassmann algebra) — B[ “4h 


代数 ” 

外 代数 的 活性 质 (Cuniversal property of exteri- 
or algebras) 外 代数 的 特征 性 质 . 它 更 能 揭示 外 代 
数 的 本 质 , 也 可 用 来 定义 外 代数 . 设 天 为 特征 不 为 2 
的 域 ,V 为 KK 上 的 一 个 向 量 空间 ,U 为 上 有 单位 
元 1 的 结合 代数 ,并 且 e:V 一 U 为 使 (e(x))*= 二 0 
ZE 和 了) 的 线性 映射 . 奋 对 任意 的 天 上 有 单位 元 e 

的 结合 代数 4 以 任意 的 使 (p(x))* 二 0(Y X € VOR 
线性 映射 p:V 一 4, 都 有 惟一 的 代数 同 态 h:U 一 4， 
使 h(1)==e H he 二 9, 则 称 (U,e) 对 (或 U) 具 有 V 上 
外 代数 的 泛 性 质 . 04 V 取 定 后 ,具有 上 述 泛 性 质 的 
U 是 惟一 的 (在 同 构 意义 下 ). 因此 ,上 述 的 U 必 同 
构 于 用 “外 代数 ” 词 条 中 办 法 具体 构 作 的 外 代数 
EW). 

克利 福 德 代数 (Clifford algebra) 外 代数 的 推 
广 . 设 V 是 特征 不 为 2 的 域 K 上 的 向 量 空间 ,Q 是 
V 上 的 一 个 二 次 型 ,了 T(V) 是 V 上 的 张 量 代 数 .者 J 
是 7T(V) 中 下 列 形 式 的 元 素 生 成 的 理想 

xza®r—-Qtr) ev), 
WW RR CV, OSTU 称 为 关于 二 次 型 Q 的 
一 个 克利 福 德 代数 . 34 dim V =n 时 ,dimC(V,Q)= 
2". 当 Q=0 时 ,CGI ,Q) 即 为 了 上 的 外 代数 . 因此 ， 
克利 福 德 代数 是 外 代数 的 推广 . 实数 域 上 的 复数 全 
体 , 四 元 数 全 体 都 构成 克利 福 德 代数 . 

克利 福 德 代数 的 活性 质 (universal property of 
Clifford algebras) 克利 福 德 代数 的 特征 性 质 , 它 
揭示 了 克利 福 德 代数 的 本 质 , 也 可 用 来 定义 克利 福 
德 代 数 . 设 V 为 特征 不 为 2 KR K 上 的 向 量 空间 ， 
Q 为 了 上 的 一 个 二 次 型 ,过 为 天 上 一 个 有 单位 元 1 

的 结合 代数 ,e:V 一 U 为 满足 (el(7x)) SAC) e 
1(Y XEV) 的 线性 映射 . 知 (U,e) 满 足 如 下 条 件 , 则 
称 (U,e) 对 (或 U) 具 有 V 上 (关于 Q) 的 克利 福特 代 
数 的 泛 性 质 : 

1. Im e 与 1 代数 地 生成 U. 

2. 对 天 上 任意 的 有 单位 元 e 的 结合 代数 及 使 
(g(x)-—QGOe(V TETV) 的 线性 映射 p: V— A, 
有 代数 同 态 h:U 一 A 使 fe= 

克利 福 德 代数 中 具体 构 作 的 C(V ,Q) 即 具有 如 
上 的 泛 性 质 . 上 述 两 个 条 件 可 以 等 价 地 用 下 述 一 个 
条 件 代 替 : 对 天 上 任意 的 有 单位 元 e 的 结合 代数 及 
使 (PCz) 关 一 QCz)eCY XETV) 的 线性 映射 :7 一 4， 
必 有 惟一 的 代数 同 态 h:U 一 4 使 fe— 对 给 定 的 V 
与 QQ, 满足 上 述 泛 性 质 的 U 在 代数 同 构 意义 下 是 惟 
一 的 ,因此 必 同 构 于 CCV,Q). 当 Q=0 时 上 述 的 U 
即 为 V 上 的 外 代数 AT. 

张 量 积 的 泛 性 质 (universal property of tensor 
products) 向 量 空 间 张 量 积 的 特征 性 质 . 是 用 来 确 
定向 量 空 间 张 量 积 到 一 个 向 量 空间 的 线性 映射 存在 


多 重 线 性 代数 


性 的 常用 方法 之 一 . 设 U,V 与 
W ERK 上 的 向 量 空间 ,多 是 
U XV 到 W 的 一 个 双 线 性 映 gu — 
射 . 若 @ 满 足下 列 条 件 , 则 称 @ Pis 

1. 691: Im W=W, Bl (16y 
Irc U,yc€V)/km, W. 

2. C9; Æ 9 J& UV 到 KK 上 的 任意 向 量 空 间 
H 的 一 个 任意 的 双 线 性 映射 , 则 存在 一 个 线性 映射 
f:W-H thie o f ©. 

ERAS 2, 可 用 图 的 形式 陈述 如 图 所 示 . A 
U,V,W 与 五 是 域 K 上 的 向 量 空间 ,多 是 U XV 到 
W 的 双 线 性 映射 , 则 的 具 有 泛 性 质 的 充分 必要 条 件 
LOWE gL UXV 到 H 的 双 线性 映射 , 则 存 
在 惟一 的 线性 映射 了 :太一 已 ,使 得 e— f > C9. 

直 和 的 张 量 积 (tensor product of direct sums) 
一 种 特殊 的 张 量 积 . 向 量 空间 直 和 的 张 量 之 分 配 律 . 
4 E.F 为 域 天 上 的 向 量 空间 ， 

E=QE,, F= OF a» 
其 中 EL Fs alle E.F 的 子 空 Hl. 则 

EQF = QE. COE;. 
ERU E Gas ]a€ I), (bl BEJ) 4r GE ELF 的 基 , 则 
(abs |a€ I, 8€ J) Æ ECF HH. AEF ZAR 
维 的 , 则 dim (E®F)=dim E * dim F. 

le auper ipia spaces (on 
bilinear function?)  £& EC rp dg s |B Gi HT 
偶 空间 ) 概 念 的 推广 . 设 p EX F o 
射 , 其 中 五 ,下 与 C 都 是 域 玉 上 的 向 量 空间 . A 

Ng(g)— (r€Elg(x,F)—0), 
NrQ= {yE F\g(E,y)=0}, 
则 Nelo), Nr: OQNI E E, FATS 间 ， 称 为 eB 
空间 .者 N: —0, H Nr —0, Wl $k o ASE IB fb 
的 . 设 EE EX K END Bl. . oJ 
E* XEW WA BR. XO . DAEB, MPR E>, 
EXTO, ) 是 (一 对 ) 对 偶 空 间 ,( ， ) 称 为 纯 
量 积 . A LEE E BHIE le] BI E 上 的 线性 函数 
空间 , 则 存在 线性 单 射 o: E^ LODS eror 
(rsx). Æ E ARREK, M ?是 映 上 的 ,因此 
E* —LCE). 

xe SB) (null space) — D, “XB zs 
TE PRI)”. 

JF GR 1L XX ££ ME R& Bj (nondegenerate bilinear 
mapping) JL“ XB zs [8] CE TX Pk PRO ". 

XJ [8 dE FN tE BH) (dual bases (on a bi- 
linear function)) 欧 氏 空间 标准 正 交 基 的 推广 . 设 

"E ÆR K FAXES lA] dimE =n, {e*’}, (er) 
ae. 5 EfmfNEO--A1.2,7,.n Fle = 
177 


S fa] (关于 双 线 


线性 与 多 重 线性 代数 


97 JUR (e°) s {ev} 为 对 侦 基 . BEC) (ey) EXHI 
HE'E BWIA, ICE CE Ë 


n n 
x y Y 
q^ em SET E = y ues 
zy 一 1 Y=1 


则 dvo Pr oo a > ry. 


y=] 


若 E*,E SEX A, fe} Ude DE E (EE) 的 基 (7 
二 1,2,…,n), 则 惟一 地 存在 {ex} CCo D tE {e}, 
(ey) FE AHE d. 

XÍ RAE (dual mapping) — Z ECC P Eg ae 
RAE. A E E S F',F AXA. EJ 
F 的 线性 映射 ,yp* 是 "到 * 的 线性 映射 .者 对 任 
意 

TEBE CF y (y apri =y ,r), 
则 称 o-Ej 六 是 一 对 对 偶 映 射 . 设 8 是 五 到 下 的 线性 
映射 , 石 2 的 对 偶 映 射 存在 , 则 是 惟一 的 .大 五 是 有 
限 维 的 , 则 2 的 对 偶 映 射 是 存在 的 ,因而 是 惟一 的 . 
KE SEF? 与 F(i 二 1,2) 是 对 偶 的 向 量 空间 ,9 
是 EE 是 Fi > F, DAHER. G& p` 5 p FF 
在 , 则 
(e 6990 * =e" WY". 

内 积 空 间 (inner product space) 欧 几 里 得 空 
HRH. ie EJdÉXÉQK pEBmg«cH.CO.OREE 
HI A E PR. EC THE P E AR VE SU] E 称 为 内 
职 空 间 ,( ，) 称 为 内 积 : 

1. 对 称 性 . 

2. 非 退化 性 . 

AEF 是 域 K 上 的 内 积 空间 , 则 EF eK 
上 的 内 积 空间 . 4 dim E— n, dim F=m, {ay) 与 {6b,) 
SAE ESF ETE CE, N (ay Wb} 是 EOF 的 法 
正 交 基 . 

反 线 性 变换 (skew linear transformation) X 
BUS E Bou BEC 4= 一 47 的 矩阵 ?对 应 的 线 
性 变换 的 推广 . 设 天 为 特征 不 为 2 的 域 ,五 为 天 上 
的 2 维 内 积 空间 , 知 线 性 变换 (lE E 满足 (x， 
PY))= 二 一 (p(X),y)(( ，) 表 五 上 的 内 积 ), 则 称 % 
为 上 的 反 线 性 变换 ,有 时 也 称 为 反 变 换 . 在 法 正 
交 基 下 , 它 对 应 的 和 矩阵 为 反对 称 和 矩阵 .上 反 线 性 变 
换 的 全 体 构 成 互 上 线性 变换 空间 LC(E,E) 的 一 个 子 
空间 , 记 为 SK(E), 

dim SK(E) = : 
因此 与 人 ?E 同 构 , 此 同 构 可 取 De: ATE— SKCOD, 
H P rla Ab)Cr)=(la,r)b—(b,xr)a, N a,bxrC€ E. 
E n=2ms ps Pss Pa E SK(E), Wil) Ge H% [8] 343 
Wie {E Pelo) E AEH 
Perlo) AWVe @ A AFl) E AE, 
178 


, 


取 a HAEC HE [nl E as 8] 10 a EB 


Ph QBs m) = Veg) Ave AVG, a) 
为 站, 2 的 普法 夫 多 项 式 ( 其 中 ( ，) 表 五 的 


内 积 在 人 "五 上 的 诱导 内 积 ), 由 于 立 sCPD)E 和 人 A: 五 , 它 
X ASKE) Ef m 5m xj BEE POR. A € 
SKE), Kh 9 —9—::—9,—9o, W p EBS p hE 
法 夫 多 项 式 的 定义 (其 中 限定 天 的 特征 为 0): 


Bn UP COR TO 
a m! EMEN NEED. 


取 上 述 a€ A"E f&£fa,a)—1,nffg 

P; (9) =det p. 
因此 ,在 五 的 法 正 交 基 之 下 ,此 式 可 翻译 为 :对 天 E 
2m 阶 反对 称 和 矩阵 A, 

P, CAY—det A, 
称 为 4 的 普法 夫 多 项 式 . 注 意 对 奇数 阶 反 对 称 和 矩阵 
4, 由 于 det4 二 0, 其 普法 夫 多 项 式 只 能 为 0, 这 是 一 
种 平庸 的 情况 ,所 以 反对 称 和 矩阵 的 普法 夫 多 项 式 不 


对 奇数 阶 定 义 . 

反 变 换 (skew transformation) 见 “ 反 线性 变 
A. 

普法 夫 多 项 式 (Pfaff polynomial) W" RAH 
变换 ”. 

合成 代数 (composition algebra) 一 类 特殊 的 


代数 . 它 是 一 对 对 偶 空 间 的 张 量 积 所 成 的 代数 . 硅 
五 " ,五 是 域 开 上 的 对 偶 空 间 , 对 任意 的 rz,yE 五 ， 
r',y'CE',H 
Gr* 6922 » Cy* Oy =a" sy) Cy 6922 

定义 空间 E' COE 的 乘法 , 则 E* 69 E 是 一 个 非 交 换 
的 结合 代数 RA E^ 5 E 的 合成 代数 . 

单位 张 量 (Cunit tensor) ”合成 代数 的 单位 元 . 
设 EE 是 域 K 上 的 一 对 对 偶 空间 ,Ek"WE 是 EE* 
与 五 的 合成 代数 . w" CE’ ,bEEk, 对 任意 的 XEE， 
HT (a* 5b)zx== (a* ,x 站 确定 的 线性 映射 

T: E'COE-*LCCE,E) 

是 一 个 代数 同 态 , 且 是 单 射 . 若 dim E=n, M T 是 线 
HERH. E Æ E ERAMA, W t=T EA 
成 代数 E OE 的 单位 元 , 称 为 E 的 单位 张 量 . 若 
{e”}),{e } 是 五 "与 五 的 一 对 对 偶 基 , 则 


t= 21686. 


且 与 对 偶 基 的 选取 无 关 . 

结构 映射 (structural mapping) 一 类 特殊 的 
映射 . 刻画 代数 中 乘法 或 赋予 向 量 空间 一 个 乘法 的 
映射 . 若 4 是 一 个 代数 ,乘法 AX A 一 4 确定 一 个 线 
性 映射 Ha: ACQA— A , fl La Cx OQ y) —9 xy s ta 则 称 之 
为 结构 映射 . 奋 4 是 一 个 回 量 空间 ,mp:4 凶 4 一 4 
是 一 个 线性 映射 ,定义 xy — na GeO930 ME 4 中 诱 


导 一 个 乘法 ,使 4 成 为 一 个 代数 . 这 表明 在 4 的 乘 
法 与 结构 映射 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 . 

4y iX [8] E S fe) (graded linear space) RA 
Al By— 26 fe] à zu d E ARX OK 上 的 向 量 空间 ， 
(G, 十 ) 是 交换 群 ， 

E— OE.. 
dp j:1>G EAH NRE A GC 分 次 回 量 空间 ,G 称 
为 的 分 次 群 ,E。 的 元 素 称 为 j(a) 次 齐 次 的 . EJ 
是 一 一 映射 , 则 记 

E—- QE; 
E C 为 整数 加 群 Z, 则 E 简称 分 次 向 量 空间 ;车 

E-GE,, 
j 是 非 负 整 数 , 规 定 i 二 一 1 时,E; 二 0, 则 称 E 是 正 
分 次 向 量 空间 . 例如 , 域 玉 上 的 2” 元 多 项 式 全 体 组 
成 的 同 量 空间 就 是 一 个 正 分 次 向 量 空间 ( 取 E y a 
次 齐 次 多 项 式 组 成 的 向 量 空 间 ). 设 玖 ,下 是 C 级 向 
mue E> F RR ERR, a FETE RkEG, IE GE, 
CE; Yi EG, MP oA k KEF KK, IW degg 
=k, HP 

E—€£BE, F—&£JQrF. 

分 次 群 (graded group) 见 “ 分 次 向 量 空 间 ” 

正 分 次 向 量 空 间 (positively graded vector 
space) JL" 4: 1X [8] Bt [B] ". 

Be on Se WA (Poincaré series) 一 种 特殊 的 级 
数 . MAK ls BU XE HEIC B UC. WE E RK 
上 的 向 量 空间 ， 

AX — UJ k€ Z.dim E, =n, BARN WR EAM 
有 限 的 分 次 向 量 空间 . E E AEA BR BY EE dK Pe 
空间 , 则 称 

P) dum. 


为 庞 加 菜 级 数 . 若 五 是 有 限 维 的 , 则 POEZIE], Fr 

为 庞 加 菜 多 项 式 , 且 PODdimE € E.F MEH 

有 限 正 分 次 向 量 空间 , 则 EOF 的 庞 加 莱 级 数 为 
Pror O= >) dim (EQF w = Pre PRO 


其 中 
(EQF) = >) (E QE). 
itj=k 


而 EQF 的 庞 加 莱 级 数 为 Prar()=Pe@)t+Pr(t). 
MT EA BRIE ^r IX I5] et 23 [8] EF RA: Pet) =P rt) 
的 充分 必要 条 件 是 有 次 数 为 0 的 线性 同 构 2 使 
ESF. 
准 有 限 分 次 向 量 空间 (almost finite graded vec- 
tor space) JL“ FEANSERR”. 


E on SE g st (Poincaré polynomial) Ji“ JE 


SEALER 


Jl FE ZR BL”. 

代数 上 的 导数 (derivation over an algebra) 
一 种 特殊 的 代数 同 态 . 微分 学 中 导数 的 推广 . 设 4 
ER K 上 的 代数 ,2 是 4 上 的 代数 同 态 . 若 对 任意 

r,y€ A,0xy)7— 0x * y x Ay, 
则 称 2 为 4 上 的 导数 . 设 0 是 4 上 的 导数 . 若 e 是 4 
的 单位 元 , 则 Ge — 0 XE RE z,yE 4, 莱 布 尼 兹 公式 
Ü (ry) = dbx + oy 


成 立 . 在 0, 8, JE A 上 的 导数 ,00。 一 般 不 是 A 上 的 
导数 ,但 换 位 子 L0. ,2 ) — 06,0; — 0,6, 仍 是 A EB 
数 . 检查 代数 4 上 的 线性 自 同 态 是 否 为 导数 ,只 要 
看 定义 式 中 x,y RA 4 的 基 元 素 是 否 成 立即 可 . 

代数 上 的 反 导 数 (antiderivation over an alge- 
bra) 导数 的 推广 . 设 4 ERK 上 的 代数 , 若 w 是 
A ELA RSA. B o =d, 表示 A 上 的 恒 等 映 
射 ), 则 w 称 为 4 上 的 对 合 . 若 0 是 4 上 的 代数 同 
态 ,对 任意 z,yE 4， 

Oxry)=0xr* y=uwrs Oy, 
WE 0 为 关于 ww WRF. ER o= la 为 4 的 单 
位 映射 , 则 反 导 数 即 为 导数 . 设 A.B ERK ERR 
数 ,92:4 一 已 是 代数 同 态 ,ws 是 4 中 的 对 合 . 若 2:4 
>B 是 线性 映射 , 且 对 任意 zx,yE4， 
QD ry)=Ox + gy= gwar * Dy, 

则 称 OW ob 5.3; A=B, H g= M RAR 
导数 . 

MEA Cnvolution) MARR E 89s 5e C". 

微分 空间 (differential space) 一 种 特殊 的 向 
量 空间 . 带 微 分 算 子 的 向 量 空间 . 设 E 是 域 K 上 的 
癌 量 空间 ,9 是 上 的 线性 映射 . 夺 0 = 二 0, 则 称 9 为 
微分 算 子 ,(E,9) 为 微分 空间 .车 Z(E)=ker9,B(E) 
=]m 3, M] BCE)CZCED. Fk HCE)—-ZCED)/ BCED 2g 
E 的 同调 空间 . ACE. d), CF. dr) BREADS fü] w 
dé E 中 的 一 个 对 合 , 且 满足 gwt woe=0, E X 

GEOF PT 3g CO Ir ze aXX) oF , 

其 中 Ir Æ F ER ABR WW thor = 0. AEK 
Foseor) 是 一 个 微分 空间 . 

微分 算 子 (differential operator) 
[B] ". 

同调 空间 (homology space) J MA E E)”. 

诱导 同 态 (induced homomorphism) 线性 映 
射 在 张 量 代数 上 的 开拓 . 若 歼 ,下 是 域 开 上 的 向 量 
Sl] WE, OF E E,F EN KERR. EF 是 
线性 映射 , 则 o up AE — HFA 69 E— C9 F. 的 代 
数 同 态 , 记 为 qe. E lorlo EE, OF 的 单位 元 ， 
则 qa len = leor. TR G8 为 8 的 诱导 同 态 . 石 名 是 9 
的 诱导 同 态 , 则 gp 是 单 ( 满 映射 的 充分 必要 条 件 是 
NAOR. E GEER K 上 的 向 量 空间 ,y: 
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见 “ 微 分 空 


线性 与 多 重 线性 代数 


F>G ARERR N Coe 4995; HU2e-—Ieor: 

其 中 工 表单 位 映射 ( 恒 等 映 射 )， 
iR & KB (3 mixed tensor algebra) 
HED. EE ERK LA XMAS B, A 
Q? (E" ,E)= C^ E' RRE), 


张 量 代 


约定 
PCE EY SRE"; 
Q E, E) =Q'E P21 l), 
MW z€6950E* EXER CE" ,EE) 上 的 混合 张 量 ,p 十 gq 
FR x 的 全 次 数 .x CAE EW p 阶 反 变 ,gq 阶 
HEKE, RAE EK p 阶 共 变 ,g 阶 反 变 张 量 . 
E p 二 0, 则 称 xz AE EW gq 阶 共 变 张 量 或 上 的 
q Br ECHESK EE IE q—0.x WA EEK p 阶 反 变 
张 量 RE LA p PEEKS. A 
QE, E) — (QE (QE), 

对 任意 u; € QE" ,ujE COE, EX 
| Gi Qui Gay Qu) = a as Dae: 
则 © CE* ,EE) 是 有 单位 元 les Bee AYE HT 1 86) Zi 
BRE , 称 为 (五 * ,五 ) 对 上 的 混合 张 量 代数 . 

混合 张 量 (mixed tensor) 见 “ 混 合 张 量 代 
HU. 

反 变 张 量 Ccontravariant tensor) 
EET. 

+ db a ME (covariant tensor) 
NU. 

ok MERE St (tensorial mapping) 混合 张 量 代数 
hi — Re FEBRE BI. I EE ERK EO 
间 ,dim E—n,a 是 E 的 A fra] $4. 对 每 对 (p,q) 都 确定 
SE" 五) 的 线性 自 同 构 了., 它 由 

T Cu" Cu)= a) iu’ Kagu 


见 “ 混 合 张 


见 “ 混 合 张 量 代 


给 出 ,其 中 a”,a@ 分 别 为 a 在 QE" ,WE 上 的 诱导 
Au CGO^E* Su C GE. i 
p: OP CE" , E) — Q CE" ,E) 


eK PER. at EWR AY aT. ° p=. 
Tos WERK GA sk BR ST. 例如 ,收缩 映射 C (也 记 为 
COLE TK BR AT. 
E Ek metric tensor) 处 理 度 量 问 题 的 一 
类 重要 张 量 . 基 四 量 张 量 积 的 一 种 和 . 若 五 是 域 天 
En n Hs E* ER XMAS. (eo) de EW 
法 正 交 基 ,{e”} 是 其 对 偶 基 (7 二 1,2,…,n), 则 
& 一 X56. g = = De *®e*’ 
与 基 的 选取 无 关 . ZENE 的 反 变 度量 张 量 ,8 称 
为 五 的 共 变 度量 张 量 ,统称 度量 张 量 . 对 任意 x,y € 
E,x'.y'CE',H 
(r,y)—(g',.x69y), 
交错 子 (alternator) WẸ% 
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ae ay SSK OO0V gs 
间 上 的 一 种 线性 


变换 . 设 五 是 特征 为 0 的 域 K 上 的 向 量 空 间 ,C*E 
EE 的 p 次 张 量 曙 ,p 宇 2, 若 5S。 是 p 阶 对 称 群 ,对 
任意 的 co€5,, 记 

Ee (3 (o 是 偶 置 换 )， 

一 1 (o 是 奇 置换 )， 
定义 


T. a 


Jl] z4: QP E> E ". "m ra PRCO^E 上 的 
交错 子 . 若 ra EOE 的 交错 子 ,对 任意 的 TE€5,， 
T° 4—74* T= E4404 — Tas X] TE RE EJ uc WE, 
Tau 是 反对 称 张 量 , 称 为 u WEIR. A NCE) 
H (u—&ru|lu € GQ^,c€ S, ERKO E 之 子 空间 ， 
X^ (五 ) 为 多 和 五 中 反对 称 张 量 组 成 的 子 空间 , 则 
kerz,— N’ (E), Imri =X’ (E) EH 
CE = N’ (E) CD X* CE). 

反对 称 部 分 (skew symmetric part) 
a 

完全 对 称 化 子 (completely symmetrizer) 53K 
量 空间 上 的 一 种 投影 算 子 . 有 时 也 称 为 对 称 化 子 . 设 
E 是 特征 为 0 的 域 K 上 的 向 量 空间 ,CO?E 为 E 的 p 
KK EUR L22 A uE E, S, Æ p 阶 对称 群 ,对 
任意 0€ S,, cuu. J| u 称 为 对 称 张 量 . G 


l 
一 
则 x, EWE > WE 的 线性 映射 , 称 为 C*E 上 的 对 


PREF. mu 称 为 u 的 对 称 部 分 . AOE 中 对 称 张 量 
所 成 的 子 空间 为 Y^ CE), M(E) H (u— ru |u € PE, 


见 “ 交 错 


TEs D ÆRE 之子 空 间 , 则 

m=n7,, kerz,—M*(E), Im z,—cY*(CE), 
FFA, 

GO E = M(E) O Y’ (E). 

Xt ERIK (symmetric tensor) 见 “ 完 全 对 称 化 
f". 

RLF (symmetrizer) 即 “ 完 全 对 称 化 子 ” 

Xt PRBS (symmetric part) 见 “ 完 全 对 称 化 
f" 


反对 称 算 子 (anti-symmetric operator) 一 种 
特殊 的 映射 .p 重 线性 映射 到 反对 称 映 射 之 间 的 映 
Bj. WEF 是 特征 为 0 RRK EENES H, g: 
X'E—F 是 上 的 p BAER E 


l 
Ay = - 24909 
P! oes, 


其 中 S, 是 p 阶 置换 群 , 对 x;EE (i 二 1,2,…),pP 有 
aktist ED =A Zoo » * Lop) s 
* (c 是 偶 置换 )， 
” -1 CEREK). 


则 Ag 是 反对 称 映射 . EEL A pA MPR 4 AR 
对 称 算 子 . FARR MARRS NM: 

1. 4 一 4. 

2. Y a€ Sp o A,— E, A,. 

3. Æ 9 为 反对 称 的 , 则 A — o. 

反对 称 算 子 的 一 个 重要 例子 是 aG” ,其 中 TA 
为 交错 子 . 

XI FARR AT (diagonal mapping) 标准 内 射 的 和 . 
H E,F o 2 adio knees 

E— EQF, : F> EQF 

是 标 准 内 射 T E-F RU Acids E>EQE 是 
Xf fü BA 8j. 记 4 在 外 代数 上 的 诱导 同 态 为 A^. 
A (EOE) > AE' , Rp E^ 5 E BE f HI. 


ACE" CDE Je E" QAE” (四 表示 代数 的 反 可 换 
KER) AMA u* Av* —A^Q 69v V u^ v^ 
CAE’. Amb A, EAE Waa eae. 

(p> q) BBY B Xt RRR St (Cp. g)-antisymmetric 
mapping) 反对 称 映 射 的 推广 . 设 天 是 特征 不 为 2 
的 域 ,E' ,E eK 上 的 一 对 对 偶 空间 .大 豆 是 天 上 
的 问 量 空间 ， 

六 


XE'XEX--xE-—H 


是 (p 十 q) 重 线性 映射 , 且 对 任何 置换 ES, TES, 
满足 
a er) sD 
= &&d x. 
WWE y 为 (p,q) 型 反对 称 映射 ,其 中 xi C E* ya € 
E. 每 一 个 (p,qg) 型 的 反对 称 映 射 y 都 确定 一 个 惟一 
的 线性 映射 
f: CME 9C A*E)H, 


sat) 3 Trays Treast" Tup) 


* 
D, 3X1 9To9°** 23 , 


使 
了 CC 
= jn zx ye 
线性 变换 的 框 积 (box product of linear trans- 
formations) ”特殊 的 线性 变换 . APE 上 的 线性 变 
Rh 设 是 特征 为 零 的 域 K 上 的 向 量 空间 ,9 (j= 
1,2,"…,p) 是 上 上 的 线性 变换 ,人 ?EE 是 的 p 次 外 
He RE. 对 任意 c € E. 
GAL pL lL lpg) Cx A x; A cA x2 


一 = de ay A Braz Ao A PrX op) 


p AE 上 的 线性 映射 al lel] lp RA e. 
9, WHER. Æ p=2, D 
“Gung. Ax —g4uxyAq$r—9xAOx. 
ERLIEFT Arpt 是 对 称 的 , 即 
gol dL leo -e9LleLi-L]e: 
当 g-g-e-e-eH 


A aD) 


yd Tis Tz," yd. 


V sess. 


Z E RERA 


dI Dle- L- Are. 
= p! 


代数 的 标准 张 量 积 (canonical tensor product 
of algebras) 亦 称 代数 的 张 量 积 . 一 种 重要 的 张 量 
TH. 设 A,B 是 域 K 上 的 代数 ,pa ,pa 分 别 是 A,B 的 
RN AOB 是 4,B 作为 向 量 空 间 的 张 量 积 . 
对 任意 x;€ A,y;EB,i= 二 1,2, 由 

SCX yO ry) ) = Gr 692069 OQ yr) 

定义 

s: CAC9BOC9 CACOB) — ABA (BRB), 
称 :为 中 翻 算 子 . 若 HAQB T Cua) ua) ° S, Mj paes 是 
AWB 的 结构 映射 . DRE IG AOB 成 为 一 个 代数 , 称 为 
代数 4 与 B 的 标准 张 量 积 . 由 paes 确 定 的 乘法 满足 

Gr; 的 yi Ca G9 yi) = XX &) 211925 

代数 的 张 量 积 (tensor product of algebras) 

即 “代数 的 标准 张 量 积 ”. 
”中 翻 算 子 (flip operator) 

gi. 

混合 外 代数 (mixed exterior algebra) — 
的 推广 . R EE 是 特征 为 零 的 域 K 上 的 对 偶 空 
E, AE”, AE Ë E',E 的 外 代数 ,车 人 (E*,E)= 
AEQAE KAE SAE 的 标准 张 量 积 ,对 任意 
u' v E ANE oE NE; EA 

(u Qu) w Gv) = Qu" Av^ Ou Nv), 
则 ACE E)E — T8 9E 575169189 £8 ARA, RO 
E',.E EBR A VK. TX BE 1691. 691,1 
GOrG € E* , x € E BU ZGAE BA [ORC 

£ Rf (composition product) 一 种 运算 . 混 
合 外 代数 A CE" ,E) 的 第 二 种 乘法 . 设 E, E 是 特征 
为 零 的 域 K 上 的 对 偶 空 间 , A (E* EXE E' E 的 
混合 外 代数 .对 任意 zw E NE’ ,u,v€ 人 五 ,由 

(u* Qu). wt Qv) = lu*, vyv Qu 

确定 的 乘法 , 称 为 人 (E* ,E) 的 合成 积 . 在 合成 积 下 ， 
E E 是 无 限 维 向 量 空间 , 则 人 CE" , 巨 ) 无 单位 元 ; 若 
E 是 有 限 维 癌 量 空间 , 则 A(E* ,五 ) 有 单位 元 . 由 上 
述 定 义 : 


见 “ 代 数 的 标准 张 量 


APCE*,E)* MAME’*,E)=0, V pss, 

ASCO Oui Op NE" EE NEGE): 
特别 地 ， 

6 
因此 , 子 空间 ALE— ASCE* EY ACE" EXE S 
成 积 的 子 代 数 . 

算 子 ;(a) (operator i(a)) 一 种 算 子 . AE PH 


法 算 子 pkp(a) 在 人 五 "中 的 对 偶 算 子 . 设 五 * ,EE 是 特征 
不 为 2 的 域 K 上 的 对 偶 空 间 , AE’, AE EEE 
上 的 外 代数 且 是 对 偶 的 .对 acE AE, AEPA aH 
左 乘 所 确定 的 线性 变换 ula), BI w(e)x 一 wa 入 zx, 称 
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为 人 五 上 的 乘法 算 子 . jy(a) 的 对 偶 映 射 

pla)”: AE*-ME*', 
Bl B nGD'u*v)—(u'.aAv)fisem Tiu 
ila), pu € E' ,wuE€. 它 有 如 下 的 运算 法 则 . 


i(a)u' 


au (ac I), 
+ (aC A"E,u'C A'E'BHr«?, 
u.a) (ac ACE, CANE"); 
ila Ab) —i(Di(Ca), V a,b AE; 

i(a Ab) C—1)" (56 Aa) CV a€ A*E,b€ A*E). 
对 角子 代数 (diagonal subalgebra) A CE" , E) 
的 一 类 了 于 代数 . 设 五 * ,E 是 特征 不 为 2 的 域 K 上 的 
一 对 对 偶 空 间 , A CEEE E, E 上 的 混合 外 代 

数 . 若 AQE— ASCE* ,E) . Bü] 

AE— Q AE 
p20 


是 人 (五 ”五 ) 的 于 代数 , 称 为 它 的 对 角子 代数 . 对 角 
子 代 数 A(E) 是 交换 的 , 且 对 任意 xE€ AE,i(z) AES 
AE. 同时 ,和 A(E* EO BI ALTRE AE 上 的 限制 是 非 退 
化 的 . | 

Be mA Et (Poincaré isomorphism) — fh ££ 
性 同 构 . 对 偶 空 间 的 外 代数 之 间 的 线性 同 构 . 设 
E* ,EF 是 特征 为 零 的 域 玉 上 的 有 限 维 对 偶 空 间 . 若 
dim E —n,e X VWE 的 基 向 量 ,e* 为 人 "E* 中 的 使 
(e' ,e) 二 1 HÆRE, XER uE AE CAE’, 
4E X. D, Cu) —i(G0e"' , D (u* )=ilu* De, Mi] 

D,;AE—AE', D.AE'—AE 
是 线性 同 构 , 称 为 庞 加 莱 同 构 . 由 定义 ,D.(1) 一 e"， 
D. (e) 21; D' (1) —e,D'Ce* )=1; XE R A250,A€ 
r, D= D., D* —AD'. 此 外 ,还 有 : 
Dlu A v) — i(v)D,(Qu) (V u,v € A E). 
Du ow) eco Du) (Yu,v € AGE 
An iv). iw ) 的 意义 参见 “ 算 子 i(a)” 条 目 . 特别 
值得 注意 的 是 以 下 公式 
(Du ,D'u* =u" u) Yue AE,u'€ AE"). 

X fH(ntersection product) 一 种 运算 . AE 的 
"B LTRGEIA.WUE'.EGEBEABIXEK 上 的 有 限 
HE XT E 25 [a], D 是 人 天 "一 人 五 的 庞 加 莱 同 构 . 对 任 
A u€AE;.u(lv-—LD'([GOX) tu A (DO) w] A u 
与 v Wh 26. di dimE =n, X} ff X$uC€ ME, vE 
NE, WuNvE APE, al, E p+gq>2n K p 
+Hga<n, Mju Nv=0; F uE AE vE A” "EW uy 
€ Kidre€ A*E AE MEMS D 的 基 元 素 ， 
MjuNe=eNu=u, Y uE AE. 因 此 , 交 积 也 使 人 EE 
成 为 一 个 有 单位 元 的 代数 , 称 为 上 的 交代 数 , D. 
为 交代 数 到 外 代数 的 同 构 . 

交代 数 (intersection algebra)” 见 “ 交 积 ”. 

外 积 (external product) 向量 义 积 的 推广 . 设 
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E',.E EREA RRR K 上 的 对 偶 空间 . dmE 
二 n,XjEE (j—1,2,:**,n— D) .E X. 

[Fr t,-11=D a, Aree Nani)» 
其 中 D, 23 BE TM SEF MU KR Lear x2 tna A Tis 
Ls tts nS a BU PER CE He BF AE [8] EE e 的 选取 ). 设 
r'"CE',X 
|i pte neo ptr-l]ms ppt U A N eee A rU), 
ee ee ac A quel. cod. eee E 
积 . 对 于 ”一 1 个 向 量 的 外 积 , 拉 格 关 日 恒等式 

I RE aa a 

=det((x"',z;)) 
成 立 ,其 中 Oi, j Knl. WA: 

[615655 *** €i 0€;419 7*6, = C 1)" e*! 

(1—1,2,:*,22, 

其 中 {ei},(e"') 为 对 侦 基 . 例如 ,在 n—3 时 ， 

[eise ] e", Lez. ex ] —e'! , [esse] e". 

E KE f (skew tensor product) 一 种 运算 . 
A 人 (五 " ,五 ) 的 第 三 种 代数 运算 . 设 五 ” ,五 是 特征 不 为 
2 BJ K 上 的 对 偶 空 间 ,4 歼 "OA 人 瓦 是 人 五 "与 人 已 
的 向 量 空 间 的 张 量 积 . 奋 对 任意 xz” € A 人 E*,uE€ 
ANE, wv E A'E,v€ AE, $E X. 
(4 * 69u) A( 9v) — C— 1)" Cu" Avt) lu Nv), 
WAE 69 A E 成 为 一 个 代数 , 称 为 人 E* 与 人 EE 的 


反 张 量 积 , 记 为 人 E* 的 AE. 它 是 具有 单位 元 1691, 
A 1691,E"* 691 5j 169E 生成 的 非 交 换 的 结合 代 
B. 由 x X. VW, € A'"E'C9A*E, W, € 
A'E'GO)A'E', 
W,AW,—(—1)9*9**?w, AW,, 

因此 ,p 十 g 或 > 十 * ABSA .W,AW,.=W.AW,. 

XJ HAF symmetry operator) 一 种 上 映射. p 
E Zk PE BR SY El XT PK BREST IR] BR. i EP 是 特征 
为 零 的 域 K 上 的 向 量 空间 ,8p 是 上 的 p ERER 
DEE zi 


WER so 是 92 的 对 称 部 分 , 称 * AX MA T. A oH E 
上 的 p 重 线 性 映射 , 则 8 是 对 称 上 映射 的 充分 必要 条 
件 为 39 一 儿 

伴随 映射 (adjoint mapping) 一 种 映射 . AR 
空间 中 的 共 蜀 映射 . 设 £,F 是 域 K 上 的 内 积 空间 ， 
9:E 一 ,pp: F—E 是 线性 映射 . 若 V xC E,yCF, 

(Qr. y) Gr,9y), 

W e Xk2g o Bj TEES BEST. dy 9— o. WI 2 称 为 目 伴 算 
TÉ po oS Sx BIST. 

A (E S F (self-adjoint operator) 
sp. 

I B C SE (Ganti-adjoint operator) 


见 “ 伴 随 映 


见 “ 伴 随 


映射 ” 

E fj Dg Gisomorphism Dg) 一 种 特殊 同 构 . 
ACE' ,E) EBS HL RH. Ax E" E 是 特征 为 零 的 域 KK 
上 的 一 对 对 偶 空间 ,dimE==n. 由 Tela" ®b)u= 
(a ,U6 AHMA EDORA LCE, AE) KARTE 
同 构 . ER sq) Te 限制 出 同 构 

AICE*,E)—L(CA*E, A*E), 
而 fe=Te dos F ,—Tg agir n] m 
数 与 子 代数 A,(E) 的 单位 元 . 7, KA p 次 单位 张 
量 , 记 了 ==Ta1i(Ig), 若 e' 与 e 为 人 "E’ 与 人 "E 的 对 
偶 基 , 则 7, — e x Ce. 大 DeW —i (QW 7 对 任意 
WE ACE*,E), WPK De J€ ACE' ,E) ERB RTE B 
AM, AB A"E 的 基 向 量 选取 无 关 . 

伴随 张 量 (adjoint tensor) 伴随 变换 的 推广 . 
设 五 ,五 是 特征 为 零 的 域 玉 上 的 对 偶 空 间 , 且 dim 
=n. 对 任意 z, C E' COE, A Ad (Cz 520583 2-1) = 
Drp(Cziyzy2 1) 9 LK — PT AK AY Gn 1) 38 Zi E 
映射 

Ad; CE' OE) X XCE' QQE)— E" QE. 


m 


ad (2) = c Ad :2)5 


则 ad Cz) = De(2""'), fr adz A z 的 伴随 张 量 .除了 
n=1 的 情况 外 ,adz 非 线 性 地 依赖 于 z. 因为 Ds 是 
对 角子 代数 AE 中 的 对 合 , 所 以 Dzead (z) =e", 对 
ad(z), 雅 可 比 (Jacobi) 恒 等 式 成 立 : 

Dg(adz)?— (det T'g(z))? tz? (lpn). 

£& Bh CE Bf WHR (classical adjoint transforma- 
tion) ”向 量 空间 中 的 一 种 线性 变换 . VE OE 是 特征 为 
FERK ER) n 维 向 量 空间 ,pp EL(E,E) (j=1， 
2,**,5—1),A ft E rn — P 3EE 917 71] R XC. 
对 任意 h€E 与 任 一 个 元 向 量 

(0,(21 525 ,***z,)h 


xS Ages 
oes 


€, 1Zo(i—1) Zan) 


给 出 E 上 的 一 个 线性 变换 《OZz1yZ2， ees Z) H £24 
对 z; 是 反对 称 的 ,而 映射 
(XI ITE 9 Zn IPD g Cz To Zn) 


给 出 了 一 个 反对 称 的 ” 重 线性 映射 
EX X E—L(C,E). 
pu ee 


因此 有 惟一 的 L(E,E) 中 的 一 个 元 素 , 记 为 Ad ge, 


Pott Pa) ,使 
TNE T T, 
= A(2z;,2;,**,2,) Ad C9 91,9, 4). 
由 定义 ， 
Ad(g q.s Dh * AC zy zi Zn) 


多 重 线 性 代数 


22a p» &, A qz, 9°°* 0, 1 2o(n—1) sh Z ote) 
ges, 
F leerte, SN EWE, ALF AQ Ll S1, 
则 
Ad CP Poort? Pa h 


一 NE Alpen 9° 
os, 
H Ad 是 对 称 的 . Zr ott E ERATE RIC 
adg— —— 15; Ad Ge O), 


则 称 adp 为 8 的 经 典 伴随 变换 . 
HRE (symmetric power) 一 种 特殊 的 多 重 
对 称 线性 映射 . bu Me EE 
VZ E eX E—S 


9 G,—1€6(n—1) ean) , 


EE IRK EB) WS 上 的 ACRE ASR 
5]. E VORA ARTE:ImV^"EI Sidi p:EX… 
XE>H 为 任意 一 个 互 到 域 玉 上 的 向 量 空 A 
重 对 称 线性 映射 , 则 存在 一 

AS BR PEBR f SH, (i ELE AT RR H 
可 换 的 , 则 称 V? 关于 对 称 A 
映射 具有 泛 性 质 .的 p 次 V Ag 

对 称 寡 是 一 个 (CS,，V2?) 对 ， Pd 

其 中 i 

“XESS 


为 具有 记性 质 的 p 重 线 性 映射 ,向 量 空间 S 也 称 为 
的 pp 次 对 称 窒 , 记 为 V*E. 具 有 泛 性 质 的 p EX 
称 线性 映射 V“ 是 存在 的 , 且 在 同 构 的 意义 是 惟一 
Ry. 

RRB (symmetric algebra) ”概括 多 元 多 项 
式 代 数 的 一 种 代数 . 设 瓦 是 特征 为 0 的 域 天 上 的 向 
ETH, VP Æ EW p HRR, EV ESK, 
V 五 一 五 , 记 


VE=@V’E 
p=0 
是 V?*E WBA, VE 对 乘法 
(x V LUN V m) V (oid V vis V Tas) 
= oM e Ve 


构成 一 个 天 EV RHAARM RA E EXE 
代数 . 1REVERBIÉINJILBVERBUL,IVEX. itu 
EVE, Æ 


jid V ， 


' Vu (kÈ Gu = 1) 


则 
(u + v) = a u’ Mars 
对 任意 uve VEE 上 的 对 称 代数 在 同 构 的 意义 下 
是 惟一 的 . 若 dim E — n, M) V E B5 Be m 3e ZR X P CO 
二 (1 一 1) ". K EB n EE m AB X Kx, 
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线性 与 多 重 线性 代数 


… ,Xj 就 是 一 种 对 称 代 数 . 

对 称 代 数 的 泛 性 质 (the universal property of 
symmetric algebras) 对称 代数 的 特征 性 质 . E 
示 了 对 称 代数 的 本 质 , 也 可 以 用 来 定义 对 称 代 数 . 设 
U 为 一 个 特征 为 0 WRK 上 的 结合 代数 ,其 单位 元 
为 1,E 为 上 的 向 量 空间 ,e:E>U 为 使 el(x)el(y) 
=e(y)elxz)(V ry E LEHRER. AM K EE 
意 的 有 单位 元 e 的 结合 代数 及 任意 的 使 ox) oly) 
=y Kr) V zyyE 五 ) 的 线性 映射 , 必 有 惟一 的 代 
数 同 态 AiU— A fi AO =e H he= g, B gk CU e) X 
(X UO AUR E 上 对 称 代 数 的 泛 性 质 . 于 是 ,用 对 称 
代数 中 办 法 直接 定义 的 对 称 代 数 VE 正好 具备 这 个 
泛 性 质 . 具有 上 述 泛 性 质 的 U 在 代数 同 构 意 义 下 是 
惟一 的 ,因此 US V E. 

XT BR ES BY RE AW (symmetric functional algebra) 
对 称 代 数 的 一 个 重要 例子 . KE 是 特征 为 0 的 域 天 
上 的 向 量 空 间 ,p 是 上 的 p TERRACE EX 
o€E5,,09 一 9; 则 称 2 为 对 称 之 重 线性 函数 , WS? CE) 
表示 p HX Bee PE RAE IB], A PE SE), gE 
S'CE),XE X. 


eV gH TP ee, 


Pp! q! 
S®°(E)= QS’ (E) 
p=0 


是 一 个 可 换 的 结合 代数 , 称 为 E 的 对 称 函 数 代 数 . 
IA Se (involution Sz) 一 个 特殊 的 代数 同 
态 . 它 是 上 克利 福 德 代数 到 其 反 向 代数 的 代数 同 
态 . 设 4 是 一 个 代数 ，。 "表示 乘法 . 者 在 4 中 定义 
另 一 种 乘法 ″。 ?为 :a。2 一， a, 则 (4,。) 是 一 个 
代数 , 称 为 A BIB a A". i ERK E 
Hj [6] & ^x JR] CP? 是 五 的 克利 福 德 代 数 Cs AY Be [ay AR 
数 . 包含 映射 7: E> Ce? 在 Ce 一 C8? 的 代数 开拓 是 
R E) t (opposite algebra)” 见 “对 合 Sg”. 
克利 福 德 代数 的 标准 元 素 (canonical element 
of a clifford algebra) ”克利 福 德 代数 中 的 元 素 , 是 
正 交 基 之 积 的 推广 . 设 五 是 特征 为 0 的 域 开 上 的 7 
维 回 量 空间 ,Cz BE EW oe ABR. AE RE 
上 的 外 代数 . AER 2c CEM 
本 


= pi D tetra , 
则 £ Æ A E— Cz 的 线性 同 构 . HABE EdEE 


列 式 函数 , 则 由 

Sula A Ae Aa m AUr sys ** dU. 
决定 的 Jae Ce H Lys Tzs?” 9 Xn HJ EU JG A sa FR 
Cz 的 标准 元 素 . Xr holat osl, H E 的 正 交 基 , 且 A 
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(1 ,1,,*** ,,,) = 1, Wl] 244105. 

正 交 表示 (orthogonal representation) — 1E 
变换 的 推广 . 设 4 是 有 单位 元 e 的 结合 代数 ,V 是 域 
K 上 的 向 量 空间 ,L(V ) 是 V 的 线性 变换 的 代数 ,者 
R:A>LV ) 是 代数 同 态 , 且 RGO — Iv B I) RV 
的 恒 等 变 换 , 则 称 RR 是 4 在 V 中 的 表示 . 设 E 是 域 
K 上 的 向 量 空间 ,Ce Æ E 的 克利 福 德 代数 ,R 是 Cg 
在 欧 几 里 得 空间 V 的 表示 , 若 满 足 

RC r)u R(x)v) = elx,x)lu,v) 
(V x € Euv € V), 

其 中 e== 土 1, 则 称 RNIERRM. A 6 1 UH RA 
正 正 交 表示 ; 若 e 二 一 1, 称 R 为 负 正 交 表 示 . 
表示 (representation)” 见 “ 正 交 表示 ”. 
正 正 交 表 示 (positive orthogonal representa- 

见 “ 正 交 表 示 ”. 
负 正 交 表 示 (negative orthogonal representa- 

见 “ 正 交 表 示 ”. 
MAW: (involution We) 克利 福 德 代数 的 一 
种 自 同 构 . 设 EE 是 特征 为 零 的 域 K 上 的 向 量 空间 ， 
Cz 是 EE 上 的 克利 福 德 代数 . 若 对 任意 EE, EX 
WoD =r M W 是 等 距 线 性 同 构 . DAL UG, fe TE TE 
一 的 代数 自 同 构 We:Cs 一 Cs, 且 Wi==1, 了 7 是 恒 等 映 
BI. 


tion) 


tion) 


gz=ker(Wg—I), Cr=ker(W,.4+]), 
则 克利 福 德 代数 有 如 下 的 直 和 分 解 :Ci 二 C&DCE. 
BE CE We 3 zx (twisted adjoint representation) 
克利 福 德 代 数 乘 法 群 的 一 种 表示 . 设 五 是 特征 为 零 
的 域 K 上 的 维 向 量 空间 ,( . OÆ E EJER 
化 双 线 性 对 称 函 数 ,CE 是 Cs 中 可 逆 元 的 乘法 群 ， 
由 ad(a)u—Wzg(a)ua :定义 的 ad RACE 的 挠 伴 
ERR HP ae Ce uC Ce,We ÆA wlr)=— ar 
在 Cs 上 开拓 的 对 合 自 同 构 . 由 定义 ， 
adWe(a)=We ° ad(a) » We'. 
克利 福 德 群 (Clifford group) 克利 福 德 代 数 
RERU- MERTE. E E ERES FKR K 上 
的 向 量 空 间 ,C 是 Ci 的 可 逆 元 的 乘法 群 , 则 
Dl&g—(a€C£glad(a) ECCE) 
是 Ci 的 子 群 , 称 为 上 的 克利 福 德 群 . 
B RS AEM 李 时 吉 吴 (€ [ERE O 张 福 振 
T A XE AFM 


a 及 其 推广 


群 论 (group theory) 代数 学 的 一 个 分 文 . 群 ”学 家 以 及 不 少数 学 领域 和 其 他 科学 领域 ,而 作为 代 
是 数学 中 广泛 存在 的 一 个 重要 概念 . 它 的 出 现 始 于  ” 数 分 支 的 群 论 , 主 要 指 那 些 以 群 或 其 推广 为 主要 研 
18 HER. 19 Wt, ILK Cayley, ADB EE 。 究 对 象 ,以 代数 方法 为 主要 研究 方法 的 各 种 理论 . 
出 了 群 的 公理 化 定义 ,后 来 在 物理 化 学 等 学 科 中 找 当今 群 论 包括 基础 理论 .置换 群 论 、 群 表示 论 、 
到 了 重要 的 应 用 . 例如 ,一 个 集合 的 所 有 置换 构成 一 抽象 有 限 群 论 、 无 限 群 的 有 限 群 结构 及 分 类 理论 .无 
个 群 ,又 如 ,数学 的 某 些 系统 或 其 他 系统 的 自 同 构 群 ” 限 群 有 限 群 的 专门 方向 、 线 性 代数 群 ( 含 典型 群 )、 半 
等 . 因而 ,作为 独立 数学 分 支 的 群 论 是 在 其 他 研究 工 和 群 、 群 的 各 种 推广 等 十 多 个 下 属 分 支 学 科 . 
作 中 逐渐 形成 的 . 群 的 定义 常见 的 有 如 下 两 种 : 群 论 是 以 公理 化 的 形式 出 现 的 . 随 着 发 展 ,其 人 研 
1. 群 C 是 一 个 非 空 的 元 素 集 合 ,上 共有 一 个 称 为 ” 究 谍 题 . 思 想 与 方法 愈 来 剑 丰 富 多 彩 , 在 具体 方法 上 
“乘法 "的 二 元 运算 ( 即 对 任意 的 as,oEG, 存 在 惟一 常常 以 作用 的 形式 出 现 , 如 在 集合 上 的 置换 作用 、 在 


的 cEC 使 得 ab=c), HE: 空间 上 施加 一 个 旋转 作用 等 . 所 以 群 论 与 其 他 数学 

1) 结 合 律 , 即 (ab)c==a(bc) ,VY asbscEG. 学 科 、 自 然 科 学 学 科 的 相互 渗透 及 群 的 应 用 都 相当 

2) 存 在 单位 元 e, 即 存在 元 素 eEG,YV aE€G, 有 广泛 . 群 论 复杂 的 历史 与 复杂 的 现状 足以 说 明 这 一 

ea=ae=a. 点 ,这 也 正 是 群 论 的 生命 力 之 所 在 . 例如 , 群 论 特别 

3) 存 在 逆 元 , 即 对 任意 的 a€G, 存 在 元 素 4a € 是 群 表 示 论 对 量子 物理 与 量子 化 学 的 应 用 形成 了 一 
CG, 使 得 4 a-aa '—e. 个 单独 的 边缘 分 文学 科 ， 

2. 群 C 是 一 个 具有 "乘法 ”的 二 元 运算 的 非 空 
THREE AWE, 群 论 基础 

1) 结 合 律 . | 

2) 对 任意 的 ac,pEC, 都 存在 惟一 的 G 中 元 素 乘法 (multiplication) 代数 结构 的 二 元 运算 . 
Zyy 满足 ax=b,ya=b. 群 中 的 二 元 运算 常用 此 名 称 . 

上 述 第 一 个 定义 作为 公理 系统 并 不 独立 ,可 以 乘 ( 法 ) 群 (multiplicative group) 和 群 的 一 种 名 
去 掉 2) 和 3) 中 相应 的 各 一 半 . 第 二 个 定义 是 由 苏联 。 称 . 为 了 方便 和 强调 群 中 的 运算 是 乘法 ,有 了 时 称 群 为 
TUE UE IR TT Cy poii, A. LU. ) 最 先 提 出 的 . 乘法 群 或 乘 群 . P 

由 于 群 的 抽象 性 ,尽管 群 广泛 存在 ,并 且 早 在 欧 结合 律 (associative law) 一 种 运算 律 . 代数 结 


几 里 得 (Euclid) 时 代 , 群 的 思想 在 (4 几何 原本 》 中 已 构 中 二 元 运算 所 满足 的 一 条 规律 , 群 的 运算 也 满足 
经 出 现 , 但 却 迟 至 18 世纪 末期 才 真 正 萌 生 群 的 概 此 条 规律 . 

念 , 此 后 ,直到 19 世纪 中 叶 是 群 论 的 孕育 时 期 , 拉 格 群 的 单位 元 (identity element (unit element) 
Bj A (Lagrange.J.-L.O. fi] FR (Cauchy, A.-L.) fil ^ ofa group) 群 的 特殊 元 素 . 对 于 乘法 群 的 单位 元 
罗 瓦 (Galois,E. )、 西 洛 (Sylow,L. ) 等 人 的 工作 中 通常 用 e 或 1 表示, 它 是 惟一 确定 的 . 

已 包含 了 丰富 的 群 论 思想 与 基本 结果 . Fela , E A i% Jo (inverse element) 与 某 元 素 相 关 的 特殊 
罗 瓦 关于 代数 方程 的 杰出 研究 中 运用 现代 群 论 的 这 元 素 . 在 乘法 群 中 ,元 素 a 的 逆 元 用 a RM. ECE 
些 基 本 思想 与 结论 ,显示 了 巨大 威力 ,这 是 数学 史上 由 a 惟一 确定 的 . 

的 重要 一 页 . 1854 年 , 凯 莱 第 一 次 给 出 了 和 群 的 公理 阿 贝 尔 群 (Abelian group) 亦 称 交 换 群 . 一 种 
化 定义 后 ,1870 年 出 版 了 由 若 尔 当 (Jordan M. E. 重要 的 群 类 . 对 于 群 C 中 任意 二 元 a5, — RE HE Lab 
C. ) 撰 写 的 第 一 本 有 影响 的 群 论 著作 , 群 论 才 真 正 Fba. GH G 的 运算 满足 交换 律 , 即 对 任意 的 a,bE€ 
成 为 一 个 独立 学 科 . Ea o. A Klein, C.F.) G 都 有 ab==ba, 则 称 G 为 阿 贝 尔 群 .由 于 阿 贝尔 (A- 
JL AR SIR. RRS BZ WW HR BAR bel, N. H. ) 首 先 研究 了 交换 群 , 所 以 通常 称 这 类 和 群 
(Erlangen) £4 il, (Lie, M. S. ) 由 微分 方程 的 研究 为 阿 贝 尔 群 . 交换 群 的 运算 常用 加 法 来 表示 ,此 时 群 
引入 了 李 群 (现在 , 李 群 已 独立 成 为 男 一 分 支 学 科 ). 的 单位 元 用 0( 零 元 ) 表 示 ，,a Ww cid Aa KA a 
群 已 被 广泛 地 应 用 ,并 独立 地 发 展 成 为 一 个 庞大 的 的 负 元 ). 用 加 法 表示 的 交换 群 称 为 加 法 群 或 加 群 . 


多 方 何 的 代数 分 文 ,至今 仍 长 盛 不 衰 . 交换 群 (commutative group)” 即 “ 阿 贝 尔 群 ”. 
群 论 发 展 的 历史 错综复杂 , 它 涉 及 众多 著名 数 加 法 群 人 (additive group) Ji“ pa Wl AR Re”. 
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a 及 其 fe J 


IN ## (additive group) JL “Bal Dl ZR BE". 

整数 加 法 群 (additive group of integers) JP 
整数 加 群 . 一 种 具体 的 群 . 指 全 体 整数 在 通常 的 加 法 
运算 下 所 成 的 群 . 常用 Z 表示 整数 加 法 群 . 同样 地 ， 
所 有 有 理 数 Q, 实 数 R 以 及 复数 OC 对 于 通常 的 加 法 
运算 所 成 的 群 , 分 别称 为 有 理 数 加 法 群 、. 实 数 加 法 群 
和 复数 加 法 群 . 

整数 加 群 (additive group of integers) 
数 加 法 群 ”. 

有 理 数 加 法 群 (additive group of rational num- 
bers)” 见 “整数 加 法 群 ”. 

实数 加 法 群 (additive group of real numbers) 
见 “ 整 数 加 法 群 ”. 

复数 加 法 群 (additive group of complex num- 
bers) 见 “ 整 数 加 法 群 ” 

Ban WIH Fe SE Jn (residue class additive group 
modulo n) 一 种 重要 的 群 . 指 整 数 全 体 模 ”后 的 
类 ,在 类 的 加 法 运算 下 所 成 的 群 . it n 是 一 个 正 整 
数 , 记 Z, 二 {0,1,2,…,n 一 1). Æ Z, 上 定义 加 法 如 
下 :车 i 二 j 二 (modn) ,其 中 0O<k<n, ME X. i+] 
=k. 在 此 定义 之 下 ,Z, RAH n 个 元 素 组 成 的 加 法 
群 , 称 为 模 ”的 剩余 类 加 和 群 . 

域 的 乘法 群 (multiplicative group of a field) - 
一 类 重要 的 群 . 指 域 中 非 零 元 对 定义 的 乘法 运算 所 
成 的 群 . 任意 域 的 非 零 元 素 集 合 F SFOR F 
定义 在 上 的 乘法 所 成 的 群 ,常用 "表示 域 的 
乘法 群 . 在 Ff* 中 ,单位 元 是 域 下 的 单位 元 . 

线性 变换 群 (group of linear transformations) 
一 种 重要 的 非 交 换 群 . 设 V ER F EK n EEE 
间 , 用 GLCOVO Xon V. 的 所 有 一 一 线性 变换 的 集合 . 
大 在 GL(V) 中 把 映射 的 合成 作为 运算 , 则 GL(V) 对 
于 该 运算 成 为 一 个 群 , 称 为 线性 变换 群 . 

二 面体 群 (dihedral group) 一 种 具体 的 群 . 保 
持平 面 上 正 n(n 之 2) 边 形 R, 不 变 的 线性 变换 所 成 
WH. CARER, 不 变 的 个 旋转 和 个 反射 所 组 
成 .通常 记 为 D». Dz 是 2n 阶 的 非 交 换 群 . 从 生成 的 
角度 来 定义 ,二 面体 群 是 由 两 个 不 同 的 特殊 元 所 生 
成 的 群 , 即 它 有 如 下 的 定义 关系 

D edam mmo pex 

PERO Bt Corder of a group) 对 群 的 一 种 刻画 . 
a C 中 所 含 元 素 的 个 数 . 记 为 |G|. 若 |G| 为 有 限 , 则 
称 G 为 有 限 群 ;否则 , 称 G ATR. AS ARGC 的 
子 集 , 即 SCG, 则 称 S 中 所 含 元 素 的 个 数 为 S 的 
Br in sl. 

有 限 群 (finite group) T," BEBJ ET". 

TR (infinite group) D," SEBS wT”. 

FF (subgroup) 和 群 的 特殊 的 非 空子 集 . 群 C 
的 非 空子 集 OH GEXIG 的 乘法 也 成 为 群 , 则 称 H 为 
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G 的 子 群 , 记 为 HSC. ATH AAC. HAG 
WETE, WSH $ GRMA H<. 任何 一 个 
非 单位 元 群 C BDA AS T C 自身 以 及 由 单位 
元 e 作成 的 单位 元 群 fe} (或 用 {1}) 或 1 表示 ), 称 它 
们 为 G 的 平凡 子 群 .不 是 平凡 子 群 的 子 群 称 为 非 平 
凡 子 群 . 群 G 的 非 空 子 集 H H GC 的 子 群 的 充分 必 
BRE. ERA a, bEH, A ab € H.E 
(HiIliE7T7) 是 G 的 子 群 的 集合 ,T 是 一 个 指标 集 , 则 
所 有 H; NH: E G 的 一 个 子 群 . 

真子 群 (proper subgroup)” 见 “ 子 群 ”. 

平凡 子 群 (trivial subgroup) MLP”. 

非 平 凡 子 群 (nontrivial subgroup) WTE”. 

生成 子 群 (generated subgroup) 一 类 重要 的 
子 群 .由 元 素 通 过 “乘法 ”"“ 取 逆 ? 等 运算 所 得 到 的 子 
BE. 它 是 构造 子 群 的 最 基本 的 方法 . 奇 S 是 群 G 的 
一 个 非 空子 集 , 则 包含 5S 的 G 的 所 有 子 群 的 交 仍 是 
G 的 一 个 子 群 , 称 它 为 由 S 生成 的 子 群 , 记 为 (9》. 
(3 > 是 C 中 含 S 的 最 小 子 群 , 它 由 G 中 形 如 

ajag:*"ays (ES, a= c 1,n 为 任意 正 整数 ) 
的 元 的 全 体 构 成 . 特别 地 , 当 

S=UH, H<G GED 

I CS) RATA OA 所 生成 的 子 群 , 记 为 
《Hi|iE7T); 当 只 有 子 群 如 ,KK 时 , 记 为 (如 ,KK). 若 U 
=(S), WER S AU 的 生成 元 集 ,S 中 元 为 U 的 生成 
元 . 特别 地 , 当 G 二 《5S) 时 ,S 中 元 称 为 G 的 生成 元 . 
&S 是 有 限 集 时 , 则 称 G 为 有 限 生 成 的 .有 限 群 是 
有 限 生 成 的 群 . 


生成 元 (generator) LERTE”. 


5 BR ÆR BE (finitely generated group) UL" ^E 
成 子 群 ”. 
极 大 子 群 (maximal subgroup) 一 种 重要 的 子 


群 . 即 在 包含 的 意义 下 极 大 的 真子 群 . 它 是 群 G 的 
RT8EH.HGS5H ziHcImMEqQ RT. H 
是 群 C 的 真子 群 ,并 且 , 对 于 GCHBIETSEK.BHx 
K fih K=H WU H Æ G 的 极 大 子 群 . 

极 小 子 群 (minimal subgroup) — fh E B 
群 . 极 大 子 群 的 对 偶 概 念 . 指 在 包含 的 意义 下 , 群 的 
最 小 的 非 平 凡 真 子 群 . 它 是 群 C 的 真子 群 天, 且 天 
除了 单位 元 群 4e} 为 真子 群 以 外 无 其 他 真子 群 .奉天 
是 群 G 的 真子 群 , 开 关 {(e} ,并 且 , 对 于 C 的 真子 群 
H, H HKK #4 H= ie R HSK, NE KEG 
的 极 小 子 群 . 

弗 拉 梯 尼 子 群 (Frattini subgroup) 一 类 重要 
的 特征 子 群 . 设 G 是 群 , 若 CG 有 极 大 子 群 , 则 C 的 所 
有 极 大 子 群 的 交 称 为 G 的 弗 拉 梯 尼子 群 . 若 C 无 极 
大 子 群 , 则 CARE C 的 弗 拉 梯 尼 子 群 .C 的 弗 拉 
BÉ JE T SE 1B OGR Frat G. 有 限 群 的 弗 拉 梯 


JE T BEA FES RE. 

JU X BJ Er (order of an element) 刻画 元 素 自 
乘 与 单位 元 关系 的 一 个 数量 . 对 群 C 的 元 素 < ,能 使 
FA a" =1 成 立 的 最 小 正 整 数 称 为 元 素 a 的 阶 . id 
H la| =m oCa) 9 m). EX FE m HF, DUI ER 
a EXCRETA wA la| — 0o. Br m 的 元 称 为 mr 阶 
元 , 当 元 素 a 的 阶 为 素数 p 的 方才 时 , 称 a A p ro 
AGETUR g 的 阶 与 p 互 素 , 则 称 g 为 p' 元 素 . 特别 
地 ,二 阶 元 在 群 论 研究 尤其 是 在 有 限 单 群 分 类 中 起 
重要 作用 . 二 阶 元 亦 称 对 合 . 

无 限 阶 (infinite order) 

m 阶 元 (element of order m) 

pK (p-element) MIR KK”. 

p' 元 素 (p'-element)” 见 “元 素 的 阶 ”. 

有 限 群 的 方 次 数 (exponent of a finite group) 
对 有 限 群 的 一 种 刻画 . 有 限 群 中 元 素 阶 的 最 小 公 倍 
数 . 设 CC 是 一 个 有 限 群 ,对 任意 a€ GC Bb a —1 
HS AE iE dE XX n A CHA KR. Rid A 
exp(G). 

循环 群 (cyclic group) 一 种 重要 的 群 . 即 由 一 
个 元 素 生成 的 群 . 循环 群 分 为 两 类 ;一 类 是 有 限 循环 
HE on 个 元 的 有 限 循环 群 与 模 的 剩余 类 加 群 同 构 ，; 
另 一 类 是 无 限 循环 群 , 它 与 整数 加 法 群 同 构 . 循环 群 
是 特殊 的 阿 贝尔 群 . 循环 群 的 子 群 和 商 群 仍 是 循环 
群 . 


见 “ 元 素 的 阶 ”. 
W TRK”. 


43 R (f X^ Bf (finite cyclic group) WW, “1A Xf 
AE”. 

FC PR WG X^ FE (infinite cyclic group) 见 “ 循 环 
群 ”. 


dEfge(conjugacy) ”和 群 中 一 种 重要 的 等 价 关系 . 
WS,T 是 群 G 的 两 个 非 空 子 集 , 五 是 G 的 子 群 , 若 
存在 H 中 元 素 g E T—g 'Sg=S* WHS AT 
关于 AHR EH T=g Sg 二 lg 'sg |s€5) 称 为 
S 按 g 的 变形 . 若 S 为 G 的 子 群 ,T EROS S RFH 
Bj 3E Se T- HELP S==《s) 为 一 个 元 的 集合 , 则 称 :一 
g sg Hs XT HART. 4 H —G 时 ,通常 就 不 
加 “关于 G” 这 个 修饰 词 了 . 共 轿 关系 是 一 种 等 价 关 
系 . 设 S 是 群 G 的 一 个 子 集 ,五 是 G 的 一 个 子 群 ,与 
S XT H 3t B5 BUS T SE SRL SE GROS S 关于 
H WHR. 4 S— (s*)} 为 一 个 元 素 的 集合 ,* 关 于 CG 
的 共生 类 是 元 素 的 集合 ,就 简称 G( 的 元 素 ) 的 一 个 
共 罗 类 . 


tt Hp FZ (conjugate subgroups) M“ 4g”. 
+M (conjugate elements) — UJ" 35g ". 
te HK (conjugate class) W dt gg ". 
正规 化 子 Cnormalizer) 刻画 群 的 子 集 与 群 的 


元 素 可 换 程度 大 小 的 一 种 概念 . 设 S 是 群 C 的 一 个 
F,H 是 G 的 一 个 子 群 ,使 得 e $7 = (x isr|x 


€S5j—S 的 一 切 x€ H Br USERS S HH 
中 的 正规 化 子 , 记 为 NazGS), 即 NrGS) 一 (zE Hi 
x 'Srx=S}. 对 所 有 的 sES ,使 得 zlsz=sy 的 一 切 x 
CH 所 构成 的 集合 , 称 为 S HH PAPE. i 
为 CnC(S),BI Cx QS) = {rE H|xe7'sx=s,V sES). 
4 OH =G 时 ,习惯 上 简称 S 的 正规 化 子 和 中 心 化 
子 .C 在 C 中 的 中 心 化 子 称 为 C 的 中 心 , 记 为 ZI» 
或 C(G). 阿 贝尔 群 的 中 心 为 其 自身 ,反之 亦 对 , 即 
zr Z(G)=G, Wl] G 为 阿 贝 尔 群 . 

中 心 化 子 (centralizer)” 见 “正规 化 子 ””. 

中 心 (center)” 见 “正规 化 子 ”. 

类 方程 (class equation) Æ PR SE BJ jp 5; HIE 
类 的 长 度 之 间 的 一 个 等 式 . 设 G 是 有 限 群 ,4€G,a 
在 G PINE Ve s I] e AWM G 的 一 个 共 固 类 .G 可 
表 为 若干 个 互 不 相交 的 (元 素 的 ) 共 思 e 类 的 和 集 ( 并 
R) B G=c,0c.U::UC,,H PIC |= |G: 
CcGO |,x; € C; G@=1,25° 5m). 于 是 


[G| = > [GCA]: 
上 和 式 称 为 有 限 群 G 的 类 方程 . 


PE (coset) 亦 称 傍 系 . 群 中 元 素 依赖 于 子 群 


的 一 种 等 价 类 . 设 C 是 一 个 群 ,HH 是 G 的 子 群 ,对 固 
定 的 元 zEG, 一 切 形 如 xA Ch € H) BB 76 RYE 
合 , 记 为 cH RA HE G 中) 的 左 陪 集 . 同样 地 ， 
Hx-—ihx|h€ HIRAK H HAR. ER F, 
左 陪 集 不 一 定 等 于 右 障 集 , 由 于 子 群 H 的 任意 两 个 
左 ( 右 ) 陪 集 或 者 不 相交 ,或 者 相等 ,从 而 群 G 可 以 
4 EON H 的 所 有 左 陪 集 (或 右 陪 集 ) 的 无 交 并 . 

傍 系 Ccoset)” 即 “ 陪 集 ”. 

左 ( 右 ) 陪 集 (left(right) coset) WL“ BER”. 

重 陪 集 (double coset) JPR. 群 中 元 素 
依赖 于 两 个 子 群 的 一 种 等 价 类 . 设 C 是 一 个 群 ,有 H， 
KK 是 它 的 两 个 子 群 (不 必 相 异 ),x 为 G 中 国定 元 . 
W HzK-—íhxk|h € H.R€ K), FR H 5S K 的 一 
个 重 陪 集 . 两 个 重 陪 集 HrK 与 HyK 或 者 不 相交 ， 
或 者 相等 . ERAT H 的 右 陪 集 之 并 ,也 是 若干 
YK 的 左 陪 集 之 并 .而 G 可 以 分 解 为 这 些 重 陪 集 的 
无 交 并 . 重 陪 集 的 男 一 译名 为 双 陪 集 . 

双 陪 集 (double coset) ” 即 “ 重 陪 集 ”. 

子 群 的 指数 (index of a subgroup) 简称 指数 . 
THEE BE POY Se a SE A). A H ROW 
群 , 则 C aA AREN H 的 左 ( 右 ) 陪 集 的 无 交 并 .五 
在 G 中 的 诸 左 陪 集 所 成 之 集合 和 诸 右 陪 集 所 成 之 
集合 有 相同 的 基数 ( 势 )r, 称 + AH EG 中 的 指数 ， 
ii iG: H|=r. 

fy #8 BA AHE (Lagrange theorem) 有 限 群 论 
的 一 个 基本 定理 . 即 揭示 群 的 阶 与 其 子 群 的 阶 之 间 
NKAN XE JH. Xp GC 是 群 ,H 是 G 的 子 群 ,; 则 1G|= 
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IG: H|| H|. "4G AARRE I, |G: H|= 
IG1/IH1. 于 是 ,有 限 群 的 子 群 的 阶 恒 为 群 的 阶 的 
BT. 

正规 子 群 (normal subgoup) 亦 称 不 变 子 群 . 
一 类 重要 的 子 群 .在 共 恩 作用 下 不 变 的 子 群 . 设 H 
是 群 C 的 一 个 子 群 , 奉 对 任意 的 TEG 有 Hzx= 
cH WF ARGH IEMSTR IA AG. F 
HE AEC 的 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 
的 APE 瓦 ,zEC, 有 Zz hxr€H.(eV$lG 是 G 的 两 个 
正规 子 群 , 称 为 G 的 平凡 正规 子 群 . 

不 变 子 群 (invariant subgroup) 
群 

平凡 正规 子 群 (trivial normal subgroup) 见 
“ETE”. 

拟 正 规 子 群 (quasinormal subgroup) 一 类 特 
殊 子 群 . 即 与 群 的 任 一 子 群 可 换 的 子 群 . 正规 子 群 必 
为 拟 正 规 子 群 ,但 反之 不 成 立 ， 

单 群 (simple group) ”一 类 重要 的 群 . 即 不 含 
非 平 几 正规 子 群 的 群 . AE GH (6) ARR ie) K G 本 
身 外 不 再 含 其 他 的 正规 子 群 , 则 称 G 为 单 群 . Ait 
时 G 还 是 有 限 群 , 则 称 G 为 有 限 单 群 . 有限 单 群 的 
例子 有 :素数 阶 群 ,交错 群 A,,n 宇 5. 有 限 单 群 的 研 
究 是 有 限 群 论 中 一 个 十 分 活跃 的 领域 . 

极 大 正规 子 群 (maximal normal subgroup) 
一 种 特殊 的 正规 子 群 . 指 群 的 非 平 几 正规 子 群 中 的 
RMAF. 群 G 的 一 个 正规 子 群 如 称 为 GC 的 极 大 正 
NUT HESSE H 满足 条 件 : 

1. HÆG. 

2.6K 是 G BJ — 1 IESU E H CK CCG MA 
天 一 CC 或 者 天 一 万. 

类 似 地 , 群 G 的 一 个 正规 子 群 M 称 为 G 的 极 

1. MÆ tei. 

2.3: N dE G 的 一 个 正规 子 群 ,{e}CNCM, 则 
有 N= 二 {e} 或 N= 一 M. 

最 大 的 正规 p TEHA O, G. 最 大 的 由 p^ 
元 素 组 成 的 正规 子 群 常 记 为 On (G). 它们 分 别称 为 
极 大 正规 p 子 群 和 极 大 正规 p' 子 群 . 

极 小 正规 子 群 (minimal normal subgroup) J 
“ 极 大 正规 子 群 ”. 

A Ep FE maximal normal p-sub- 
group) JL“ KIER FH”. 

R A IE Rp! F BEC maximal normal p’-sub- 
见 “ 极 大 正规 子 群 ”. 

商 群 (quotient group) ” 亦 称 因子 群 ,又 称 模 H 
的 剩余 类 群 . 由 正规 子 群 的 陪 集 组 成 的 一 种 群 . 设 
H 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 ,G 关于 五 的 所 有 左 陪 
集 所 成 的 集合 G/H-—irH|x€G)f H8 ün P HR 
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group) 


YE: (cH) (yvH)= (ry) H 成 为 一 个 群 , 称 为 G 关于 
H 的 商 群 . AS A SIEM SH. cH = Hz, PU 
G/HEE H 的 右 陪 集 所 成 的 集合 ,因此 ,无 论 用 左 
陪 集 还 是 右 陪 集 来 定义 商 群 ,结果 是 一 致 的 . 4G 
是 加 法 群 时 ,G/ 五 he IR G— H MABE. 
因子 群 (factor group) 即 “ 商 群 ” 

Æ #f (difference group) Ji,“ Pg SE". 

EAH & (normal closure) 一 种 特殊 的 正规 
T ER. 群 中 包含 某 个 子 集 的 最 小 正规 子 群 . 设 C 是 
群 ,M 是 G FEB FR. M^ =g 'mg|me Mog 
EG) 为 M 在 G 中 的 正规 闭 包 ,M" 是 C 的 包含 M 
的 最 小 的 正规 子 群 . 

群 的 子 集 的 核 (core of subset of a group) f&j 
称 核 . 一 种 特殊 的 正规 子 群 . 含 于 子 集中 群 的 最 大 的 
正规 子 群 . 设 X 是 群 的 子 集 ,G 的 含 于 X 中 的 诸 正 
规 子 群生 成 的 子 群 称 为 X BIER GO Xe. p X AA 
G 的 正规 子 群 , 则 规定 Xc;—1,. 154 X Jy G 的 子 
群 时 ， 

X ANB Ag: 

核 (core) 见 “ 群 的 子 集 的 核 ” 

AH E A (homomorphism of group) 一 类 重 
要 的 映射 . 群 之 间 的 保持 运算 的 一 类 映射 . 设 了 是 
群 G 到 群 G' (不 必 异 于 G@G) 的 映射 , 若 了 保持 运算 ， 
即 对 所 有 的 zyEG, 总 用 (zy) 一 大 Cz) 大 CCy)( 或 
(ay — x! * y^), WK f£ EE G 到 群 G' 的 同 态 映 
射 ,简称 同 态 . FAAS BRT fF 还 是 一 个 双 射 , 则 称 f 
为 C 到 CC" 的 同 构 映 射 , 记 为 GSC. 这 时 称 群 G 和 
G' 同 构 , 记 为 GSC. EIE, Æ G= G 时 , 则 分 别称 
了 为 群 G 的 自 同 态 和 自 同 构 . 

同 构 映射 (isomorphic map) 见 “ 群 的 同 态 ” 

群 的 自 同 态 (endomorphism of a group) JW, 
“ 群 的 同 态 ”. 

群 的 自 同 构 (automorphism of a group) J 
“ 群 的 同 态 ”. 

群 的 阶 方程 (order equation of a group) 对 有 
BR A a) — Fp E EE ZH. x C dE n 阶 群 , 则 有 的 正 
2 BK ] 7ni735. 7n, 及 相应 的 正 整数 1 一 RARz，…， 
&, ,使 得 GPRS kion) A ni RER. AMA EA 


n= Y kipi). (D 
i=] 


CDRA n 阶 群 G 的 阶 方程 . 为 方便 , 称 Rig nO AK 
于 nn 的 项 ,有 了 时 也 称 项 pO), E k: HR p) WA 
XX. BE G 的 阶 方程 (1) 有 下 列 性 质 : 

1l.nm,=1,k,=1. 

Zm nat =I; Ares as 

3. dr m TET {nonton} W) m BE IE C 
IET umo tng. 


4. ERO pin W p BF nonem. 

对 于 交换 群 , 有 定理 : 若 Gi 5G, A n 阶 交 换 
群 , 则 OG OO 与 G» 有 相同 的 阶 方程 . n 为 正 整 
数 , 称 满足 性 质 1 一 4 的 等 式 


n= 3 k(n, ) 


EERS n 的 拟 阶 方程 .n ACHE G 的 阶 方程 (1) 
具有 性质: 

5. 若 ny no <n, M nono teon, 是 nn, 的 全 
部 正 约 数 , 且 s— TO. 

6. 21 UU st? Wu JT Um omes tttm] , 则 它们 
HI RAE RUE E F m man). 

设 2 NRRL p” Ins p" ms WI n 阶 交 换 群 G 
的 阶 方程 (1) 有 性 质 : 

7. 存 在 p^ p, p ,0-a Rae xa, , Tii 
阶 方程 1) 中 关于 p TE lkp) j=l, 


RN 
1+ 3007 SUR. (2) 
JE BH «= 0,01 je DU 
k — p" Se f (3) 
其 中 i 
ee (4) 
fi a Dobe sb 为 互 异 素数 , 则 n 阶 
交换 群 C 的 阶 方 程 (1) 有 性 质 : 


8. 有 项 en 8 gpi) GC pe) s Gp) YR 
Ji FFA On) B RUN pn oC pe) 0, op iF 
项 系数 的 积 . 
ORR NBT Bon 的 拟 阶 方程 满足 性 质 7,8. 进 
而 ,有 和 定理 : 正 整数 7 的 等 式 


n = x b,q(n,) 


ERA n 阶 交 换 群 的 阶 方程 今 该 等 式 满足 性 质 1， 
7,8. 这 样 ,就 得 到 了 2” 阶 交换 群 的 阶 方 程 的 特征 性 
质 , 从 元 素 的 阶 的 角度 深刻 地 认识 了 7 阶 交 换 群 的 
构造 . 利用 阶 方程 (1), 得 到 阶 群 G 成 为 循环 群 的 
几 个 较 弱 的 充分 条 件 ( 当 然 也 是 必要 条 件 ): 

1. AMF n 的 任意 正 约 数 m,G 中 的 m 阶 元 素 
TZ EmA, Ml n 阶 群 G 为 循环 群 . 

2. XT Fn WAEREA m, G 中 的 m 阶 子 群 
不 多 于 一 个 , 则 nn BH C 为 循环 群 . 

3. EX F n BRE ZA m, h 8 x" —e 在 G 中 的 
解 不 多 于 m 个 ,其 中 e 是 G 的 单位 元 , 则 nn NEG 
是 循环 群 . 

n 阶 交 换 群 的 阶 方程 (order equation of a com- 


et de Æ a 


mutative group with order n) JL“RER BTR”. 

IE SE Bn B3 3 A f£ (quasi-order equation of a 
positive interger n) JL“ FEA WT AAR”. 

Ef AY & [s] A (injective homomorphism of 
group) 亦 称 单 射 同 态 或 称 单一 同 态 . 群 之 间 的 一 
种 同 态 . 设 f 是 群 G 到 群 G' 的 同 态 映射 , 若 f 作为 
映射 还 是 单 射 , 即 由 Xx 关 y,X，yE€G, 必 得 SOF 
fly), 则 称 此 同 态 为 单 同 态 . 

群 的 单 射 同 态 (injective homomorphism of 
group)” 即 “ 群 的 单 同 态 ”. 

8f A)  — [mE A Cinjective homomorphism of 
group) ” 即 “ 群 的 单 同 态 ”. 

Ef BJ m$ [S zx (surjective homomorphism of 
group) 亦 称 满 射 同 态 或 称 映 上 同 态 . 群 之 间 的 一 
种 同 态 . 设 f 是 群 G 到 群 G' 的 同 态 映射 . A f 作为 
映射 还 是 满 射 , 即 对 G' 中 任 一 元 x 总 有 XEG, 使 得 
f(x) 二 x WW SA a TA AS. 既 单 且 满 的 同 态 即 为 
同 构 . 

Ef By St [S A (surjective homomorphism of 
group) BP“ HERI WIAA”. 

8f AY PR _E [s AS (surjective homomorphism of 
即 “ 群 的 满 同 态 ”. 

群 的 同 态 像 (homomorphic image of a group) 
群 在 同 态 映射 下 的 像 集 . 设 f 是 群 G 到 群 G' 的 同 
态 , 同 态 像 记 为 Imf 或 f(G).Imf=={f(g)lgE€ 
G), CRON TR. & Im f= 二 G', 则 了 为 满 同 态 . 

群 的 同 态 核 Chomomorphic kernel) 在 同 态 映 
射 下 ,单位 元 的 原 像 集 , 设 f 是 群 G 到 GG' 的 同 态 ,G 
的 子 集 K= 二 {glg€G,f(g)==e A OC 中 单位 元 ) 是 GG 
的 一 个 正规 子 群 , 称 为 f 的 同 态 核 , 记 为 ker f, Bp 
ker / =K. Æ ker f =e, BIERE G 的 单位 元 ; 则 了 


group) 


为 单 同 态 . 
同 态 基本 定理 (fundamental homomorphism 
theorem) 群 论 的 基本 定理 


之 一 . 有 关 同 态 映 射 的 定理 . 
E f 是 群 G 到 群 G' 的 一 个 满 
同 态 , 则 f£ 的 同 态 核 Kker AEG 
的 正规 子 群 .并且 从 G/kerf 
到 G 有 惟一 的 同 构 映 射 v, 使 
得 f= 二 ,其 中 9 是 从 G 到 
G/kerf 上 的 自然 同 态 . 即 右 图 为 交换 图 . 
BB natural homomorphism of a group) 
亦 称 标 准 同 态 或 典范 同 态 . 群 到 其 商 群 上 的 一 种 
RAAS E N 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 , 则 存在 G 
到 商 群 C/N 上 的 一 个 映射 fig te Ng. 这 个 映射 是 
G 到 G/N 的 满 同 态 , 称 为 自然 同 态 ,其 中 
Imf=G/N, ker f=N. 
tk 7€ [8] AS (canonical homomorphism) 


了 
Cec= e 
^ / 


G/ ker f 


BD éé Él 
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F 及 其 推 D 


ER |r] AS”. 

H 3G fal A (canonical homomorphism) 
SR [al AS”. 

第 一 同 构 定理 (first isomorphism theorem) 
群 论 的 基本 定理 之 一 . 应 用 同 态 基本 定理 得 到 的 一 
个 重要 的 同 构 定 理 . 设 f 是 群 G 到 群 G' 的 一 个 满 同 
aN’ f GR — PIER FR. A N=S UN) =e 
EGIf(g)EN'}(N' 在 G 中 的 原 像 ), 则 N<G, 且 
G/N=G'/N'. 此 即 群 的 第 一 同 构 定理 . 

第 二 同 构 定理 (second isomorphism theorem? 
群 论 的 基本 定理 之 一 . 应 用 第 一 同 构 定理 得 到 的 一 
个 用 途 更 广 的 同 构 定理 .车 五 是 群 G 的 正规 子 群 ， 
K 是 G 的 子 群 , 则 HK== (hk |hCH, REK/S ERG 
Ne 五 KTE HAKE K 的 正规 子 群 , 且 在 映射 
Hk>(HAK)kkREK)F, 

HK/H = K/H f) K. 

此 即 群 的 第 二 同 构 定理 . 

第 三 同 构 定理 (third isomorphism theorem?) 
群 论 的 基本 定理 之 一 . AMN 是 群 G 的 正规 子 群 ， 
NSM, W| M/N G/N, H(G/N)/(M/N)=G/M. 
此 即 群 的 第 三 同 构 定理 . 

自 同 构 群 (group of automorphism) 一 种 特殊 
的 群 . 指 群 自身 的 映射 所 构成 的 群 . 群 G 的 所 有 自 
同 构 在 映射 的 合成 运算 下 构成 的 一 个 群 , 称 为 群 C 
的 目 同 构 群 , 常 记 为 Aut(G). 

内 自 同 构 (inner automorphism) 
A RH. Æ g 是 群 G 中 一 个 元 , 则 映射 

0,: G—G, x—g ixg—za* (W x€G) 

给 出 群 G 的 一 个 目 同 构 , 称 这 样 的 自 同 构 为 群 C 的 
内 自 同 构 . 群 G 的 所 有 内 自 同 构 在 映射 的 合成 运算 
下 构成 一 个 群 , 称 为 C 的 内 自 同 构 群 , 常 记 为 
Inn (G). Zr G 为 交换 群 , 则 Inn(CC) 王 (1). 群 G 的 内 
自 同 构 群 是 它 的 自 同 构 群 的 正规 子 群 . 群 G 的 内 自 
同 构 群 同 构 于 商 群 G/Z(G), 其 中 Z(G) 为 G 的 中 
心 , 即 Inn (G2 ZG/Z(CGO. 3E G 的 不 是 内 自 构 的 自 同 
构 称 为 外 自 同 构 . 商 群 Out (G) = Aut(G) /Inn (GO ff 
为 G 的 外 自 同 构 群 .外 自 同 构 群 的 元 素 一 般 不 是 自 
同 构 . 

内 自 同 构 群 (group of inner automorphism) 
见 “ 内 自 同 构 ”. 
外 自 同 构 (outer automorphism) Sa E In] 


Rp“ z 


一 类 特殊 的 


fy”. 
Sh & [8] 4 BÉ (group of outer automorphism) 
见 “内 自 同 构 ” | 
45 1E F # (characteristic subgroup) 一 类 特殊 
的 正规 子 群 . 指 在 群 的 自 同 构 作用 下 不 变 的 子 群 . 设 
H ER GHATE E 石 在 群 G 的 任意 一 个 自 
同 构 作用 下 不 变 , 即 对 任意 的 o€ Aut (CO 0 CHO 
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AW H Æ G 的 特征 子 群 , 常 记 为 H char G; 又 
E H E G 的 任 一 自 同 态 下 的 像 仍 属于 五 , 则 称 五 
为 G 的 全 不 变 子 群 . 全 不 变 子 群 是 特征 子 群 ,特征 
子 群 是 正规 子 群 ;但 反之 不 一 定 对 . 例如 , 群 G 的 中 
CE G 的 特征 子 群 ,但 通常 不 是 G 的 全 不 变 子 群 . 


全 不 变 子 群 (fully invariant subgroup) 见 “ 特 
EFR”. 
E [B % (anti-homomorphism) 一 类 特殊 映 


射 . 使 运算 反 序 的 映射 . 设 C 5 C' 是 两 个 群 , 了 是 C 
到 C 的 映射 , 若 对 任意 的 a,2EC, fb) fla) = 
fab) Wit f ER G BHC 的 一 个 反 同 态 . GR 
f 还 是 一 一 映射 , 则 称 f 为 G 8] G' 的 反 同 构 . 特别 
3b, 34 G' =G 时 ,上 述 的 反 同 态 称 为 反 自 同 态 , 反 同 
构 称 为 反 自 同 构 ， 

反 同 构 (anti-isomorphism) 见 “ 反 同 态 ” 

反 自 同 态 (anti-endomorphism) 见 “ 反 同 态 ”. 

反 自 同 构 (anti-automorphism) 见 “ 反 同 态 ”. 

完全 群 (complete group) 一 类 特殊 的 群 . 指 
无 中 心 、 无 外 自 同 构 的 群 . 设 G 是 一 个 群 , 若 Z(G) 
二 {41}, 且 G 的 任 一 上 自 同 构 都 是 内 自 同 构 , 即 Aut(C ) 
— [nn (G), Bl] Fx G 为 完全 群 . 对 称 群 S, 34 n252,6 
时 都 是 完全 和 群 . 

完满 群 (perfect group) 一 类 特殊 的 群 . 即 与 
导 群 相等 的 群 . 设 G TOA C 等 于 它 的 导 群 ， 
则 称 C 为 完满 群 . 此 时 G 没有 非 平 凡 的 交换 商 群 . 

凯 莱 定理 (Cayley theorem) 联系 抽象 群 与 置 
换 群 的 一 个 重要 的 定理 . 者 G 是 一 个 群 , 则 存在 集 
X,f1818 C 同 构 于 XX 上 的 一 个 置换 群 .此 即 凯 莱 定 
PH. 凯 莱 定理 把 对 抽象 群 的 研究 归结 为 对 置换 群 的 
研究 . 当 G Æ n 阶 有 限 群 时 ,由 凯 莱 定理 知 不 同 构 
BB n 阶 群 只 能 有 有 限 多 个 . 如 何 估 计 其 个 数 ? 这 是 有 
限 群 研究 中 历史 悠久 的 一 个 问题 ， 

F(word) ”若干 符号 的 一 个 排列 , 它 是 构造 自 
由 群 的 基本 元 素 . 给 定 集合 XS (Xi1, mecs mca tu 
的 势 T 不 一 定 有 限 或 可 数 . Æ X = un idi y res 
xr, #i XNXX C —0.,S5—XUX ', 则 称 有 限 序 
J| w-—aia;a, NX EWF APR a CS. FFM 
定 空 集 也 为 字 , 称 为 空 字 . 称 两 个 字 w 和 ws( 以 及 
w: 和 wi) 是 邻接 的 , 意 指 它们 的 形状 为 :wi 二 wv, 而 
一 zi u X w= ux xu, HP usv Æ X EW 
字 , 而 zc; € X. 对 两 个 字 wi ws AARIA IR E 
个 字 w= fis fz” sJa-19 fa =w, [EB Í: 和 fi 是 
邻接 的 ,i 二 1,2,…,n 一 1, 则 称 字 wi 和 w 等 价 . 这 
是 一 个 等 价 关 系 . 以 Lwj 记 字 w 所 在 的 等 价 类 ,并 规 
定 等 价 类 的 乘法 为 [wi ][w;j]==L 上 wirwsj. 于 是 所 有 等 
价 类 组 成 的 集合 对 此 乘法 成 为 一 个 群 , 称 为 X 上 
的 自由 群 .集合 X 称 为 自由 群 F 的 自由 生成 系 , 它 


G 


的 势 称 为 自由 群 F BIER. RAr B9 B B EO UJ F, 
空 字 (empty word) Wh“ y=”. 
自由 群 的 秩 (rank of a free group) WF”. 
SHAY (equivalent words) Jl“ FF”. 
自由 群 (free group) 在 一 定 意义 下 能 概括 所 
有 群 的 一 种 群 . 自由 和 群 的 男 一 种 等 价 的 定义 如 下 : 设 
F ERX 是 非 空 集合 ,o:X 一 是 一 个 函数 . AT 
X 到 任意 群 G 的 每 一 图 数 ,都 对 应 着 惟一 的 同 态 
Pp:F>G, 使 得 a 二 Bo, 即 右 下 的 关于 集合 和 肾 数 的 
AL FG E AC RAY. MW PR FOREX F 
上 的 目 由 群 , 更 确切 地 , 称 
(F.o) Æ X EN AHH. A o V 
F, E X, 上 自由 ,Ps 在 X, 上 J 
自由 ,上 且 Xm X, wwe, * 
则 Fi =F. 所 以 ,X EA BEEF ORE LAX m 
势 . 目 由 群 的 重要 性 在 于 :每 一 个 群 都 同 构 于 某 一 个 
自由 群 的 商 群 ,因此 从 同 构 意 义 上 说 ,自由 群 的 商 群 
概括 了 所 有 的 群 .但 是 ,自由 群 的 子 群 却 有 很 强 的 条 
件 限制 ,事实 上 ,自由 群 的 任何 子 群 都 是 自由 的 .这 
一 重要 事实 及 其 证 明 方 法 常 被 用 来 研究 自由 群 子 群 
的 其 他 性 质 . 
定义 关系 (defining relation) 和 群 的 生成 元 之 间 
的 一 组 重要 关系 ,其 他 关系 皆 可 由 它 导 出 . 奉 C 为 
Hf, G= (ai,as，*… ,a,) ,做 自由 群 F, = tiat, 
x) MGA F. 的 同 态 像 , 即 GZEF./K , rn pn 
K Æ F, BETE. BRF 
Fl) Lat? tp) = XX, 
ROB 1,455**,,€11525**57)i6,—-E1 G1, 25225 
DE K 中 任意 元 .于 是 在 G PASH 
TG wag.) 55 aparar = 1 
与 之 对 应 ,这 个 等 式 称 为 GC N-SKA.AV EK 
中 某 些 元 所 成 的 集合 , 它 使 得 天 是 F, 的 包含 Y 的 
最 小 的 正规 子 群 , 则 集 V 中 元 在 G 中 所 对 应 的 关系 
所 组 成 的 集合 称 为 G 的 生成 元 集 的 一 个 定义 关系 . 
给 定 了 一 个 群 的 生成 元 系 及 定义 关系 ,这 个 群 就 被 
惟一 地 确定 了 . 例如 ,二 面体 群 
D4-—(x|r-—y-—l.y uxy—zx 5. 
R. 4 C 的 生成 元 系 为 和 ,定义 关系 的 集合 为 
7, 则 可 用 记号 C 一 (和 7 或 CG= 一 (XiY) 这 个 记 法 
BRA BF AY Se 
克 莱 因 四 元 群 (Klein 4-group) 一 个 特殊 的 
BE. 指 两 个 二 阶 元 生成 的 一 种 交换 群 . ET 
K = (ry|r = y = 1,279 = yz), 
则 天 是 一 个 四 阶 的 交换 群 , 称 为 克 莱 因 四 元 群 . 
哈密 顿 群 (Hamilton group) 一 类 非 交 换 群 . 
E H PÆN RH 的 每 个 子 群 都 是 正规 子 群 ， 
则 称 五 为 哈密 顿 群 . 哈密 顿 群 是 四 元 数 群 .每 个 元 


素 的 阶 都 是 奇数 的 阿 贝 尔 群 以 及 方 次 数 为 2 BS RT 
尔 群 这 三 个 群 的 直 积 .其 中 四 元 数 群 
Q= lary r Sly Sx say yar"). 

— ARH. —^ REG 的 任何 子 群 都 是 正规 子 群 , 称 C 
为 戴 德 金 群 . 

四 元 数 群 (quaternion group) 见 “ 哈 密 顿 群 ” 

戴 德 金 群 (Dedekind group) JW “MW Sx dp BE". 

广义 四 元 数 群 (generalized quaternion group) 
一 类 重要 的 有 限 2 群 . 即 由 下 面 等 式 所 定义 的 群 
Q»—(. yl! =1, y =r” "ay yr) (7 之 3)， 
称 为 广义 四 元 数 群 . 

正则 轨道 Cregular orbit). ”和 群 对 向 量 空间 的 一 
种 特殊 作用 .V 是 域 尺 上 的 向 量 空间 , 群 G 作用 在 
7 上 ,对 zEV, 设 zc=(zelgEG) 及 CoGz) 一 (EC 
| x*— x). A Co r2 — 1. Wü] fk z^ 是 G 在 V 上 的 正则 
轨道 . 正则 轨 思 的 存在 性 是 有 限 群 论 中 的 一 个 重要 
问题 . 

ta Æ F FF (stabilizer) 处 称 稳定 化 子 . 一 种 特 
殊 的 子 群 . 设 群 C 作用 在 集合 和 上,zEX,C 中 作 
用 在 x 上 使 x 不 变 的 元 素 的 全 体 , 即 {g€EG|zx*= 
7}, 它 是 G 的 一 个 子 群 , 称 为 xz 的 稳定 子 群 , 记 为 
Sc Cz) ,或 Stc Cx). 

EWF stabilizer) BI“ ETHE”. 

H FÆ (operator group) 亦 称 带 算 群 或 称 OQ 
群 . 比 群 更 广 且 有 重要 运用 价值 的 群 类 . 群 C 到 C 和 
的 一 个 映射 a: goog" 称 为 G 的 一 个 算 子 ,车 对 于 任 
意 的 z,yEC, 均 有 (zy) 一 zy.G 的 一 个 算 子 就 是 
G 的 一 个 自 同 态 .G 的 某 些 算 子 做 成 的 集合 , 称 为 C 
的 一 个 算 子 集 . 算 子 集 常 用 OI. EUR SET SERE 
称 为 带 算 群 , 或 算 子 群 , 或 2 群 . 设 已 是 群 C 的 子 
群 ,2 是 G 的 一 个 算 子 集 , 知 对 任意 的 CC O,ACH, 
Ip k EH, WEH sé G 的 2 容许 子 群 人 2 不 变 子 
群 ). 当 0Q 是 G 的 全 体内 自 同 构 所 成 之 集 时 ,G 的 0 
容许 子 群 就 是 G 的 正规 子 群 ; 当 OQ 是 GG 的 全 体 自 同 
构 所 成 之 集 时 ,G 的 0 容许 子 群 就 是 G 的 特征 子 
RE. 算 子 群 的 理论 与 一 般 群 的 理论 是 平行 的 , 群 的 一 
般 理 论 都 可 以 推广 到 算 子 群 上 去 , 且 取 定 适 当 的 算 
子 集 ,有 时 还 可 以 提高 对 群 本 身 的 研究 效果 . 而 一 般 
的 群 可 以 看 成 算 子 集 为 空 集 的 群 . 

带 算 群 (operator group) BATRE”. 

N 群 (2-group) BIA TEP”. 

HF (operator set) WAR”. 

A f F # (admissible subgroup) 
HL 

AFEA (operator homomorphism) 一般 群 
的 同 态 、 同 构 在 算 子 群 上 的 推广 . 设 G1,G; 为 两 个 算 
TE QO 分 别 为 G 的 算 子 集 G=1,2).4G6, 与 C， 
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见 “ 算 子 


F 及 其 推广 


同 态 5.2, 与 82 ZAFE a a Cla E Ni = 
1,2) ,使 得 在 C, SGC, 的 同 态 下 , 即 当 gE€G G=1, 
2) gi >g: MBA gi gz. WRG, 与 Gs 关于 M, 
N, 是 算 子 同 态 的 . 当 上 述 C, 与 G; 间 的 同 态 为 同 构 
映射 时 , 称 G 与 G; 为 算 子 同 构 , 记 为 
ee 

算 子 同 态 ( 同 构 ) 又 称 为 2 同 态 ( 同 构 ), 或 容许 同 态 
( 同 构 ). 


算 子 同 构 (operator isomorphism) 
A^ 


FU 


见 “ 算 子 同 


N 同 态 C2-homomorphism) 见 “ 算 子 同 态 ” 
容许 同 态 (admissible homomorphism) 见 “ 算 
THS”. 

人 2 同 构 (f2-isomorphism) JL“A FAA”. 

容许 同 构 (admissible isomorphism) 见 “ 算 子 
同 态 ” 

查 森 浩 斯 引 理 (Zassenhaus lemma) 群 论 中 运 
HRT HERH. Æ G ÆRU U? Vi 均 
AGH 0 TFR, HUSU V: <V. N 

I ON LAA 

VaV NUD IVV NU). 
2. 对 应 的 商 群 为 2 同 构 , 即 
U;Q,[)Vo/U;U,[|)V) 
E Vs TOELOZV ES OD: 
此 即 查 森 浩 斯 引 理 . 

左 ( 右 ) 正 则 表示 (left (right) regular represen- 
tation) 在 同 构 意 义 下 ,把 一 般 群 表示 为 置换 群 的 
一 种 方法 . 设 G 是 群 ,geEC, 置 换 也 Cg):z 一 gz 对 
任意 的 zxEC, 称 为 C 的 左 正则 表示 . 类 似 地 ,置换 
R(g):7 阅 xg, 对 任意 的 TEG, 称 为 G 的 右 正则 表 
A. 上 述 两 个 映射 的 像 eg > L(g) Al g>R(g) A G 
上 的 对 称 群 Se 的 子 群 , 且 R(G) 实 G,L(G) 与 G 反 
同 构 . 进而 , 群 G 的 左 ( 右 ) 正 则 表示 是 右 ( 左 ) 正 则 
表示 在 群 Sc 中 的 中 心 化 子 . 

£ Æ (holomorph) 与 群 的 左 、 右 正则 表示 有 
关 的 一 种 置换 群 . 设 C 是 一 个 群 ,Se AG 上 的 对 称 
群 ,RC(G) 为 G 的 右 正则 表示 , 则 称 ROGO TE Sc 内 的 
正规 化 子 为 群 G 的 全 形 , 记 为 Hol C, 即 Hol G= 
Ns CRCc)). 群 C 的 全 形 也 可 用 C 的 左 正则 表示 与 
G 的 自 同 构 群 的 半 直 积 表 出 , 即 Hol G— CAutGO K 
L(G). Æ G 是 完全 群 , 则 Hol G=R(G) X L(G). 

子 群 积 (product of subgroups) 和 群 的 子 群 ( 子 
集 ) 的 一 种 运算 . 设 U,V 是 群 G 的 两 个 子 群 ( 子 
集 ),UV 二 {uv|luEU,vEV), 它 由 元 素 wEU Al ve 
V 的 乘积 组 成 , 称 其 为 U 和 VV 的 子 群 ( 子 集 ) 积 . 注 
意 ,两 个 子 群 的 乘积 不 一 定 是 G 的 子 群 , 子 群 U,V 
的 乘积 是 C 的 子 群 的 充分 必要 条 件 是 UV —WVU. 
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子 集 积 (product of subsets) JL“ AERA”. 

群 的 直 积 (direct product of groups) 和 群 分 解 
的 重要 概念 ,也 是 构造 新 群 的 一 种 方法 . 设 4,B 为 
#.G AXB-—((a,D|aC€ A,6EB), 规 定 A4XB 的 
元 素 相 等 及 乘法 如 下 :(ai,61) 二 (a;,b;) 当 且 仅 当 Ul 
—4a5,b,—05; 

(2:1301)(05407) = Caqaos DIDA 

WAXB 成 群 . AXB 的 单位 元 是 (1,1),(a,5) 的 道 
Jt (a,b) 1 二 (a 1,6 '). 群 AXB 称 为 群 A 与 群 B 
的 (外 ) 直 积 . 同样 地 ,可 以 定义 个 群 G1 ,Gs,…,G， 
的 (外 ) 直 积 Gi XG, Xs" XG. x G deff, A,B 是 G 
ETR, GC=AB, FF ARR Ca, b)—>ab Æ AXB fj 
G 的 同 构 上 映射, 则 称 G 是 子 群 A,B 的 (内 ) 直 积 ,也 
记 为 G= 二 4XB. 同 样 地 ,可 以 定义 G 是 个 子 群 的 
MEER. 车 一 个 群 可 分 解 成 者 干 个 子 群 的 (内 ) 直 
积 , 则 称 这 个 分 解 为 群 的 直 积 分 解 , 其 中 每 个 子 群 称 
为 这 个 直 积 的 直 因 子 . 当 群 为 加 法 群 , 直 积 通常 称 为 
BA, iiy ADB. 名 一 个 群 不 能 表示 为 两 个 非 平 
凡 的 子 群 的 直 积 ( 直 和 ), 则 此 群 称 为 不 可 分 解 群 . E 
群 C 可 表 为 若干 个 单 群 的 直 积 (和 ), 则 称 C 为 完全 
可 约 群 . 

群 的 外 直 积 (outer direct product of groups) 
见 “ 群 的 直 积 ”. 

群 的 内 直 积 (inner direct product of groups) 
见 “ 群 的 直 积 ”. 

群 的 直 和 (direct sum of groups) 
Fa”, 


见 “ 群 的 直 


群 的 直 因 子 (direct factor of groups)” 见 “和 群 的 
EU. 

不 可 分 解 群 (indecomposable group) T, E BJ 
BU. 

完全 可 约 群 (completely reducible group) J) 
“ 群 的 直 积 ”. 

AEB (invariant) ” 亦 称 不 变型 . 在 同 构 意义 


下 ,决定 有 限 阿 贝尔 群 的 一 组 数 . 若 阿 贝尔 群 4 可 
分 解 成 素数 寡 阶 循环 群 4 = (ai Al G 一 1,2，…， 
n) 的 直 和 , 则 ay ,42 5a, BRAY A EA) — ^ XE ak SE ER. 
有 限 阿 贝尔 p REA 可 以 分 解 成 循环 群 的 直 和 ,这 些 
45 Y EE B) BY Pr jS ETC AH. C p^ p^ 0 (不妨 设 a 
a, = >a.) A 4 惟一 决定 , 称 为 4 的 不 变量 或 
型 .具有 相同 不 变量 的 有 限 阿 贝尔 群 是 同 构 的 .不 变 
量 为 (p,p,…,p) 的 阿 贝 尔 群 , 称 为 初等 阿 贝 尔 群 . 

不 变型 (invariant) B AAE”. 

阿 贝 尔 群 的 基 (base of an Abelian group) Ji) 
“不 变量 ” 

初等 阿 贝尔 群 人 elementary Abelian group) 
见 “ 不 变量 ”. 

克 鲁 尔 - 施 密 特 定理 (Krull-Schmidt’s theo- 


rem) ” 群 分 解 理论 中 的 一 个 基本 定理 . 若 G HA IR 
N FEM) G 可 分 解 为 有 限 个 不 可 分 解 的 2 子 群 的 直 
fA G=G, XG, X XG,. X, GSH, XH, XX 
H.E G 的 不 可 分 解 O 子 群 的 直 积 分 解 式 , 则 二 
s, EX. A 适当 编 序 后 有 2 HT: 
G cad. quedes 

+ A $ (semidirect product) 亦 称 正 规 积 . 一 
类 特殊 的 子 群 积 . 设 o 是 群 H BRE K WA T R 
的 一 个 同 态 ,hE 五 ,于 是 o(4) 是 KK 的 一 个 自 同 构 ， 
olh):k>k', 对 任意 上 EE 因为 o 是 同 态 ,所 以 
(pk) 一 kV?. 若 G=={(h,k)|hEH,kREK), 并 规定 
G WREX Ch ski) (hs,k;) 二 (hihs,ki2ks), 则 G 在 规 
定 的 乘法 下 成 群 , 称 为 K RH 的 半 直 积 ,或 正规 
Bi. HIYK.uxGikASU.HIKiGHBMT8 A 
K<G=HK,H(\K=(1},.0& GJ& K IK H fj 
(内 ) 半 直 积 . 此 时 ,映射 (4,&8) 一 hk 是 HKK 到 G 
的 同 构 映射 . 

正规 积 (normal product) Bl “24 AAR”. 

内 半 直 积 (inner semidirect product) “#4 
TH". 

Fat) Central product) 直 积 的 一 种 推广 . 设 
H Fi K ER GUTE A HIK TRIA, H 
G=HK NK G 为 五 ,天 的 中 心 积 . 24 HAK={1) 
时 ,中 心 积 即 为 直 积 . 

群 的 2 列 (Q2-series of a group) ” 群 的 一 种 重 
要 结构 . 设 G 是 带 算 子 集 2 的 算 子 群 ,首先 考虑 有 
限 长 的 2 序列 ,GC 的 如 下 的 子 群 列 : 

= G, IG,- €I «1G: GG, «1G, =G 

称 为 G 的 一 个 次 正规 2 列 ,r 称 为 群 列 的 长 . — 
群 , 若 它 是 某 个 有 限 长 Q 列 中 的 一 项 ,就 称 为 次 正 
MO THE. 其 次 考虑 一 般 序 型 的 列 , 它 是 有 限 长 序 
列 概念 的 推广 ,是 研究 群 的 正规 结构 及 定义 广义 可 
解 群 和 广义 窒 零 群 的 重要 手段 . 群 G 的 具有 一 般 序 
型 的 列 是 指 按 包 含 关系 成 线性 序 的 子 群 集合 S.A 
满足 : 

LE 17 5x € G, MS 中 不 包含 x 的 子 群 的 联 VV， 
fr S "n. 

2.256 125 x € G, MS 中 包含 xz 的 子 群 的 交 A, TE 
S rp. 

3 V «AA 

4. S BJ RE— FHM Ve MA Ke RG 
的 某 一 非 平 凡 元 素 . 

V: AA, BRAS HJ. A/V: ERAS 的 因子 .S 
的 因子 集合 按 下 列 规定 可 以 成 为 线性 序 :A./V,<< 
A,/V, 当 且 仅 当 ASV, S 的 序 型 号 定义 为 在 此 偏 
序 下 因子 集合 的 序 型 . 当 这 序 型 为 有 限时 ,这 恰 是 有 
限 长 的 列 . 这 时 最 小 的 AL 为 1, 最 大 的 V; 是 G. 设 G 


是 Q 算 子 群 ,只 要 要 求 所 有 S 的 项 是 OTR, Mal 
以 得 到 G 的 OQ XI SES. A 0 二 Inn(G), 则 0 Fi] HK 
为 正规 列 ; 者 列 的 所 有 项 为 次 正规 的 , 则 列 称 为 次 正 
规 列 . Zr AJ S 的 序 型 或 其 逆序 型 为 一 序数 , 则 '$ 为 
升 列 或 降 列 . BH E—IBSIB-a) , 则 序 型 为 三 的 列 成 
一 升 列 ， 

] = Vo dV, < AV AV …<VY = G, 
其 中 当 4 为 极限 序数 时 Vim UV EFR S BUF 
型 二 {8,8 过 a}), 则 序 型 为 2 的 列 成 一 降 列 ， 

] = AI GA GA, Ie GA A S G, 
其 中 当 3 为 极限 序数 时 A= N Ap 

群 列 的 长 (length of group series) 
Jj". 

正规 2 Fl (normal Q-series) | A," ER Q Fi”. 

正规 列 (normal series) JUL“FEAY Q yy". 

次 正规 列 (subnormal series) D," BÉRS Q XJ". 

F 3) F # (serial subgroup of a group) 利用 
群 列 的 概念 定义 的 一 类 子 群 . 若 群 G 的 子 群 五 为 出 
现在 群 的 一 个 列 中 的 子 群 , 则 称 石 为 G 的 序列 的 序 
列子 群 . 特别 地 ,车 子 群 H 分 别 为 出 现在 群 的 一 个 
升 列 或 降 列 中 的 子 群 , 则 分 别称 五 为 C 的 升序 或 降 
序 子 群 . 

升序 子 群 (ascendant subgroup of a group) 
见 “ 序 列子 群 ” 

降序 子 群 (descendant subgroup of a group) 
见 “ 序 列子 群 ”. 

合成 列 (composition series) 一 种 特殊 类 型 的 
子 群 列 . 设 S 和 S* 是 群 G WN 025. 4S 的 每 一 项 是 
S* 的 项 , 则 称 S AES 的 一 个 加 细 .G 的 一 个 Q 合成 
列 是 指 G 的 没有 真 加 细 的 无 重复 的 2 7. ER AK 
空 集 , 则 合成 列 恰 为 绝对 单 的 列 , 即 其 因子 没有 非 平 
几 的 序列 真子 群 .G 的 Inn(G) 合 成 列 称 为 G 的 主 
列 . 主 列 中 的 因子 称 为 主因 子 .主因 子 同 构 于 单 群 的 
直 积 . 利用 佐 思 引 理 ,每 一 OQ 列 均 可 以 加 细 成 为 0 
合成 列 , 所 以 在 Q 群 内 总 存在 Q 合成 列 . 合成 列 中 
的 因子 称 为 合成 因子 ,合成 因子 是 N2 单 群 . 在 有 限 
长 的 2 列 的 情形 , 施 赖 埃 尔 (Schreier,O 〇 . ) 证 明了 如 
下 的 加 细 定 理 :Q 群 G 的 两 个 次 正规 2 群 列 都 可 加 
细 成 为 两 个 等 价 的 群 列 : 即 它们 的 长 度 相 等 , 且 对 应 
的 商 群 为 2 同 构 . 

#4) (principal series) 见 “ 合 成 列 ” 

主因 子 (pricipal factor) 见 “ 合 成 列 ” 

£ AEF (composition factor) 见 “ 合 成 列 . 

若 尔 当 - 霍 尔 德 定 理 (Jordan-Holder theorem) 
群 结构 的 一 个 著名 定理 . 2 E C 的 任何 两 个 有 限 长 
的 合成 2 群 列 必 为 等 价 群 列 . 此 结论 称 为 奉 尔 当 - 霍 
尔 德 定理 . 对 一 般 序 型 的 合成 列 没 有 类 似 于 奋 尔 当 - 
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霍 尔 德 定 理 的 结果 ，. 

换 位 子 Ccommutator) 群 的 一 类 特殊 元 . 它 可 
VAX roy lacy HP coy 是 G 的 两 个 元 . 设 z,y 
是 群 C 的 两 个 元 , 形 如 zy cy 的 元 称 为 元 素 x 
Aly 的 换 位 子 , 记 为 Lx,yj]= 二 x y ley 由 GG 的 一 切 
换 位 子 所 生成 的 子 群 称 为 换 位 子 群 ,或 导 群 , 记 为 
C , 即 C 一 (zylzyEG).G 的 换 位 子 群 G' 是 GG 
的 全 不 变 子 群 .G 为 阿 贝 尔 群 的 充分 必要 条 件 是 GG 
二 1, 因此 ,可 用 换 位 子 群 G' 的 大 小 来 表达 一 个 群 与 
交换 群 的 差距 .一 般 地 ,者 A B 是 G 的 非 空 子 集 ， 
W|£k&[A.B]-—([a.5]la€ A,b5EB) 为 A.B 的 换 位 
子 群 .于 是 C = 二 LG,GJj. 一 般 地 , 设 XX XN 
群 G 的 子 集 , 可 记 

[AX | Wi Cr cr ce comb» NP 
其 中 n22,LX,J=(X)). 


换 位 子 群 (commutator subgroup) JL "3& 4i 
a eur 

GBH (derived group) 见 “ 换 位 子 ” 

导出 列 (derived series) 一 类 重要 的 正规 列 . 


WG=C° H,G? =C = 二 [G,Gj 为 G 的 导 群 ,定义 
Oe 151259) 

GU" 935, GO 的 导 群 , 群 列 G—-G?RGURG? zm. 
BAG 的 导出 列 . 若 群 G 的 导出 列 有 限 步 后 终止 于 
{1}, 即 G 有 导出 列 G=G% >G > —G?-—(1), 
则 称 这 个 导出 列 的 长 度 n ARC 的 导出 长 . 此 时 GG 
为 可 解 群 . 

导出 长 (derived length) — UL" S i s". 

JE Bg N RÆ (metAbelian group) 一 种 可 解 
BÉ. 指导 出 列 长 度 至 多 为 2 的 群 . 设 G 是 群 , 若 G 有 
导出 列 GSCVSC’=1, ME G 为 亚 阿 贝尔 群 . 设 
G 是 群 , 夺 G 有 循环 的 正规 子 群 N ,使 得 G/N 为 循 
KH UR G 为 亚 循环 群 . 亚 循环 群 是 特殊 的 超 可 
解 群 . 

亚 循 环 群 (metacyclic group) 
群 ”. 

三 子 群 引 理 (three subgroups lemma) 关于 换 
位 子 群 的 一 个 引 理 . 设 A,B,C 是 群 G 的 三 个 子 群 ， 
NG. £L B,C,AIxN,.[C, A, B]« N, W [ A.B, 
Cj 志和 N. 此 即 三 子 群 引 理 , 它 首先 由 霍 尔 (Hall,P.) 
给 出 . 

转移 (transfer) 一 种 特殊 的 同 态 . 它 是 研究 群 
的 构造 的 一 种 有 力 工具 . 设 矿 是 群 G 的 子 群 ， 
IG? H|—n.G 的 陪 集 分 解 为 

G-—Hz-4Hz,4:-:-:-4Hz, 
于 是 可 定义 C 上 的 函数 g) c KP gC Ha. 又 
i KH IMNIEHLT EH H/K 为 可 换 , 定 义 G 到 
H/K 内 的 映射 V 如 下 
194 
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Vig) = [| meelaig) Kk, 
i=] 


称 此 映射 为 G S H/K 内 的 转移 .V 是 G 到 H/K 
内 的 同 态 映射 . 

群 的 扩张 (extension of group) ”研究 群 构 造 的 
一 种 工具 (方法 ). EN RG 的 正规 子 群 , 记 f= 
G/N , 则 称 群 G 为 群 N 借助 于 群 下 的 扩张 . 群 的 扩 
张 理论 是 群 论 的 一 个 重要 内 容 . 

群 扩 张 的 因子 集 (factor set of a group exten- 
sion) 和 群 扩张 理论 中 的 基本 概念 . RHC EN IB 
助 于 F 的 一 个 扩张 ,o 为 F 到 G/N 上 的 一 个 同 构 映 
射 . 对 r€ F.zdéoGOTENN 的 左 陪 集中 的 任 一 指 
定 代表 元 ,规定 1 为 G 的 单位 元 1. FH G=N+ZN 
TNT-eeGBEN,.ax.y.zC€FOAONTr:y€oQy) 
—zxyN,BIU zx * y=zyf Gay) BHP fry EN. 
这 就 确定 一 个 二 元 映射 /:FXF>NN. 这 个 二 元 映 
射 的 像 集 称 为 因子 集 . 又 ,N<G, 对 任意 的 XEF， 
映射 alr) aT 'ar.a€ N 是 NN 的 自 同 构 .这 又 确 
定 了 一 个 单 值 映射 a: F>Aut N). 这 两 个 映射 和 
a 称 为 由 扩张 G 及 陪 集 代 表 系 (1, 区 ,y》,…,z} 得 到 的 
扩张 映射 ,它们 满足 下 列 关 系 :对 任意 的 x,y,zE 
FA 

Jf GE»420J (Xy) SJ Cy 

om —], 

a(r)a(y) = a(xy) f Gro, y). 
反之 , 设 给 定 满 足 上 式 的 映射 SFX FON 及 a: F 
一 Aut(CN). 考虑 下 列 符号 所 组 成 的 集合 C= (xa |x 
EF,aEN} 并 规定 相应 的 乘法 ,使 G 对 此 乘法 成 
BE. 且 可 将 N 看 成 G HIER ST HE G/ NF. 这 样 得 
到 的 群 G RAH NF 以 及 映射 foo 所 得 的 扩张 ， 
WA GSExt(N,F; f.a). N 借助 于 了 的 两 个 扩张 : 
G-—Ext(ON,F;f .aMHI G,— Ext N,F;f a RWS 
价 的 ,是 指 存在 函数 9: FN 使 得 GQ) 1. H fa; 
fia 满足 : 

万 (zy) 王 PCzy) Fae yp Hr)" ply), 

Q(X)=a(r) P(r). 
此 时 也 称 这 样 的 两 对 扩张 映射 f,a 和 fis 为 等 价 


的 扩张 映射 . 

等 价 扩 张 (equivalent extension) 见 “ 群 扩张 
的 因子 集 ”. 

A) WH He (split extension) 群 的 一 种 特殊 扩 


ck. 实际 上 是 一 个 半 直 积 . 设 和 N,F 为 两 个 群 ,N 借 
助 于 F 的 一 个 扩张 G 称 为 可 裂 扩 张 , 是 指 存在 G 的 
TE K 使 得 NK 二 G,N 门 KK 二 (1). 满足 上 述 条 件 的 
THE K BAN 在 G 中 的 补 ( 子 ) 群 .实际 上 ,一 个 可 
APKC 就 是 一 个 N 借助 于 天 的 半 直 积 . 由 同 构 
定理 , 补 群 K 同 构 于 .一 个 扩张 是 否 为 可 裂 扩 张 ， 


4 uw FASES: NZG.HONI.IG: ND=1, 
则 N 在 C 内 有 补 群 , 即 N 借助 于 GG 的 扩张 为 可 和 裂 
扩张 . 

补 子 群 (complementary subgroup) 
扩张 

群 的 中 心 扩张 人 central extension of group) 
群 扩张 的 类 型 之 一 . ER N 借助 于 群 F 的 扩张 中 ， 
者 所 有 的 因子 f(x,y) 均 属于 NN 的 中 心 ZCN), 则 称 
扩张 Ext CN,F;f,Q) 是 N 借助 于 Ff 的 中 心 扩 张 ,其 
中 a 为 一 个 同 态 映射 . 

有 限 群 的 A (wreath product of finite 
groups) JE ER BAZAAR. 用 一 种 特殊 扩张 来 构 
造 新 的 群 的 方法 . 设 G ER, H ESRA EK 
置换 群 ， 

N = (1,2,*5,), N—GXGXx-*--XG. 


ni 


HLS Hy Be 


对 任意 的 hE 如 ,规定 映射 

hoa Cr eal seh ueiygt Y. 
其 中 gjEG ü-1.2.7.0.91 (AY N 的 一 个 自 
Aly. fk NAA KP eo DERN XH RON K 
HAGA A RRA .ICA G LA. 

8 BR BF AY £R TR (wreath product of finite group) 
即 “ 有 限 群 的 圈 积 ” 

有 限 群 论 (finite group theory) 和 群 论 的 一 个 
HEM. 它 是 由 解 代 数 方程 的 需要 wee Amy 
瓦 理论 的 需要 而 产生 的 . 最 先 产生 的 是 置换 群 的 概 
念 . 抽象 群 论 的 很 多 基本 思想 ,至 少 可 以 追溯 到 
1800 年 , 隐 含 在 高 斯 (Gauss ,C. 下 . 2. by Jl KR (Abel, 
N. H. ) WE Ta (Galois, E. )、 柯 西 (Cauchy,A.-L.) 
等 人 的 著作 中 . 而 作为 抽象 群 概念 的 形成 并 加 以 研 
WH 3B WN Jg & Er CFrobenius, F. G. ) 等 人 开始 
的 . 正 是 这 种 发 展 , 才 使 得 群 的 一 般 理 论 得 以 建立 在 
公理 基础 上 而 变 得 严谨 .清晰 ,并 有 利于 它 的 发 展 ， 

在 群 论 的 众多 分 文中 ,有 限 群 论 无 论 从 理论 本 
身 还 是 从 实际 应 用 来 说 都 占据 着 突出 的 地 位 . E E 
数学 本 身 以 及 理论 物理 .量子 力学 .量子 化 学 、 结 唱 
学 等 方面 都 有 广泛 的 应 用 . 因此 , 它 是 近 几 十 年 来 研 
究 得 最 多 、 最 活跃 的 一 个 分 支 . 特别 是 最 近 30 多 年 ， 
经 过 很 多 数学 家 的 努力 ,已 经 使 有 限 群 论 这 个 分 支 
获得 了 一 个 全 新 的 面貌 . 这 期 间 有 很 多 重大 的 发 展 . 
例如 , 费 特 (Feit,W.) 和 汤普森 (Thompson,J.G.) 
于 1962 年 证 明了 奇数 阶 群 的 可 解 性 , 杨 科 (Janko， 
Z. ) 于 1965 年 找到 了 除 马 幕 厄 群 外 的 第 一 散在 单 
群 ,以 及 随后 出 现 的 在 单 群 分 类 问题 上 的 飞速 发 展 ， 
并 终于 在 1981 年 前 后 基本 上 解决 了 著名 的 有 限 单 
群 分 类 问题 , 分 类 定理 证 明 完 成 以 后 ,对 有 限 群 的 有 
关 问 题 带 来 了 深远 的 影响 ,一 些 长 时 间 没 有 得 到 解 
决 的 猜想 , 随 着 分 类 定理 证 明 的 完成 而 解决 .然而 ， 
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有 限 群 理论 并 不 以 分 类 问题 的 解决 而 终止 . 分 类 定 
理 的 简化 , 单 群 的 构造 ,可 解 群 理论 以 及 扩张 问题 等 
都 存在 一 些 深 刻 而 没有 解决 的 问题 ,这 些 问 题 的 解 
决 将 促使 有 限 群 论 的 进一步 发 展 . 目前, 有限 群 论 仍 
然 是 现代 数学 中 一 个 比较 活跃 的 分 支 . 

西 洛 定 理 (Sylow theorem) 有 限 群 论 中 的 一 
个 重要 定理 .者 CG 是 有 限 群 ,1G|==p"m,p ARR, 
(p,m) 二 1, 则 称 G PNRA P 的 子 群 为 G 的 西 洛 
p THER. id Syl,CGO H G 的 西 洛 p FRZR. AGHA 
有 限 群 , 户 为 整除 1G| 的 一 个 素数 , 则 ; 

1. SyL,CCO3E Z: ,G 的 任意 一 个 p 子 群 包 含 在 G 
的 某 一 个 西 洛 p 子 群 中 . 

2. 任意 两 个 西 洛 p TEE G PSEA. 

3. |Syl, (G)|= |G : Ne CP) | =1(modp), 
P € Syl, CG). 

西 洛 定理 是 西 洛 (Sylow,L. ) 于 1872 年 首先 给 
出 证 明 的 . 

西 洛 p FR (Sylow p-subgroup) 
理 ”. 

霍 尔 x 子 群 (Hall z-subgroup) Pays p THW 
一 种 推广 . 设 x 为 素数 集 . 正 整 数 的 x 部 分 是 

nx = ll»: 
其 中 Ilp? =n E n 的 素数 分 解 式 . 给 定 有 限 群 C, 用 
Xx(G) 记 1G | 的 素 因 子 集 .G 的 一 个 霍 尔 x FRE 
Br IGI. OTR. H dé G 的 霍 尔 x 子 群 CA BL ICH 
H EEG 的 一 个 x 子 群 ( 即 x(H)Sx), 且 |G : H|.— 
1. 在 不 强调 和 霍 尔 子 群 的 阶 所 含 的 素 因 子 时 , 常 称 为 
ERTE. 其 名 称 为 纪念 霍 尔 (Hall,P. ) 而 得 . 

霍 尔 子 群 (Hall subgroup) J“ r FR”. 

p % SH (p-nilpotent group) ÆR p' 子 群 为 
正规 的 有 限 群 . 设 G 是 有 限 群 ,P 为 G 的 一 个 西 洛 
p TE. E GAETE N, WE NOP=1,NP= 
C, 则 称 CA p HEH. MR N 为 C 的 正规 户 补 . 正 
NUT ERN 是 G 的 正规 p 补 的 充分 必要 条 件 为 |N | 
二 1G1/1P|, 其 中 P 了 为 G 的 一 个 西 洛 p TEF. GW 
正规 p 补 是 G 的 特征 子 群 . 

正规 p *h (normal p-complement) 
群 ” 

伯 恩 赛 德 正 规 p Fb EH CBurnside's normal p- 
complement theorem) 有 限 群 论 的 一 个 重要 判定 
定理 . 设 C 是 有 限 群 ,已 为 C 的 一 个 西 洛 p FR. A 
已 在 C 中 的 正规 化 子 就 等 于 PP 在 G 的 中 心 化 子 , 即 
No(P)=Cc(P) WG 有 正规 p 补 .这 个 定理 称 为 伯 
恩 赛 德 正规 p 补 定 理 . 

弗 拉 梯 尼 推理 (Frattini argument) 有 限 群 分 
解 为 子 群 积 的 一 个 重要 结果 . 它 是 由 弗 拉 梯 尼 
(Frattini) Bi 3649 SU B9. E H ER G 的 有 限 正 规 子 
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R$, P C Syl,CH) Ul] G— HNcCGP2. ERA Fk 2g 3b 
拉 梯 尼 推 理 . 

有 限 单 群 (finite simple group) 一 类 阶 有 限 
的 单 群 . 指 不 含 非 平 几 正 规 子 群 ,本 身 异 于 单位 元 群 
的 有 限 群 .通过 有 限 群 的 合成 列 ,研究 有 限 群 的 问题 
将 导致 为 对 有 限 单 群 的 研究 ,因此 ,有 限 单 群 在 有 限 
群 论 中 占有 突出 的 地 位 . 从 1832 EA T (Galois, 
E. ) 证 明 交 错 群 A; 是 单 群 算 起 ,到 1981 年 基本 解 
决 著名 的 有 限 单 群 分 类 问题 ,整整 经 历 150 年 . 同 
期 ,参加 这 项 工作 的 数学 家 前 后 共 几 百人 . 为 了 证 明 
单 群 分 类 定理 ,人 们 使 用 了 抽象 群 论 .表示 论 . 几何 
以 及 组 合 论 和 图 论 的 方法 ,在 杂志 上 发 表 了 数 千 页 
以 至 上 万 页 的 论文 . 这些 论文 的 总 体 就 构成 有 限 单 
群 分 类 定理 的 证 明 . 

有 限 单 群 分 类 定理 可 表述 如 下 :每 一 个 有 限 单 
群 必 同 构 于 下 列 单 群 中 的 一 个 : 

1. 素 数 阶 群 . 

2. AC FRE A, n= 5. 

3. 有 限 李 型 单 群 . 

4. 26 个 散在 单 群 . 

对 于 26 个 散在 单 群 、 一 些 无 限 系 列 以 及 阶 较 小 
的 单 群 , 现 已 有 了 它们 群 特征 标 表 、 子 群 结构 、 自 同 
构 群 等 . 

拟 单 群 (quasisimple group) ” 较 单 群 更 广 的 一 
类 群 . 设 G 是 有 限 群 , 若 G 等 于 它 的 导出 群 ,并 且 
G/Z(G) 为 单 群 , 则 称 G AWB. AC 为 拟 单 群 ， 
H EPG 为 G/Z(G) 的 覆盖 群 .有 限 群 G 的 次 正规 
拟 单 子 群 H 称 为 G 的 分 支 或 分 量 . 
覆盖 群 (covering group) W“ WREEF”. 

# B3 4r Xx (component of group) J “fi % 
BE". | 

3E SÉ BÉ(semisimple group) 一 类 特殊 的 群 . 没 
AR Se 1 的 交换 正规 子 群 的 有 限 群 . 设 G 是 有 限 
群 , 若 C 是 拟 单 群 的 中 心 积 或 G==1, 则 称 G 为 半 单 
BE. 例如 ,有 限 非 交 换 单 群 的 直 积 为 半 单 群 . 有限 群 
G 具有 一 个 惟一 的 极 大 正规 半 单 子 群 , 称 为 G 的 
层 , 记 为 L(G). 

HAE (dayer of group)” 见 “ 半 单 群 ”. 

群 的 基 座 (socle of group) 回 量 空间 基 座 概念 
在 群 论 中 的 引申 .有 限 群 G 的 ( 壮 1) 的 所 有 极 小 正 
规 子 群 的 积 称 为 C 的 基 座 , 记 为 8(CC). 行 CG 王 1, 则 
规定 S(G)=1. AES CRemak, R. ) 定 理 ,S(G) 是 
G 的 某 些 极 小 正规 子 群 的 直 积 . 

局 部 子 群 (local subgroup) p 局 部 子 群 的 统 
Fr. X 是 有 限 群 G 的 非 平 凡 p 子 群 , 则 XX 在 G 中 
正规 化 子 Nc(X) 称 为 G 的 p 局 部 子 群 . 24 p 变动 经 
过 |G| 的 诸 素 因子 时 ,就 把 相应 的 各 个 p 局 部 子 群 
统一 称 为 群 G 的 局 部 子 群 . 有 限 群 的 局 部 理论 就 是 
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从 局 部 子 群 的 角度 来 研究 有 限 群 , 它 是 有 限 群 论 的 
一 个 十 分 重要 的 部 分 . 局 部 理论 的 第 一 个 定理 就 是 
西 洛 定理 . 


p 局 部 子 群 (p-local subgroup) 见 “ 局 部 子 
RE”. 
#f R HF (Schur multiplier) 一 类 特殊 的 映 


射 , 是 群 的 二 次 同调 群 . 设 G 为 有 限 群 ,4 为 任 一 阿 
贝尔 群 ,用 符号 C*(G;4) 表 示 GXG 到 4 中 的 所 有 
映射 之 集 ,在 C*(G;A4) 中 定义 加 法 如 下 :对 任意 的 
(x,y)EGXG,f,hEC(G; AD) 规定 (f +h) Cr y) 
二 f(z,y) 十 h(z,y) ,在 此 加 法 下 C*(G;A4) 成 为 一 个 
交换 群 . 设 B*(G;4) 是 由 形 为 
f(r,y)=g(r)—g(ry)+g(y) 

的 了 EC*(G;A4A) 所 生成 的 子 群 ,其 中 g 为 CG 到 4 的 
某 一 映射 . 再 设 Z*(G;A) 是 对 任意 Xx,y,zEG WE: 
Iaa) Ry yxy 
Hy f € C* CG; AD Br ^E RBS T EA B 6G; AD 
Z°(G;A). ix H’ (G; A) =Z? (G; AJ/B* (G:A), $R 
H'(G; A) KRKE A 中 的 G 的 二 次 同调 群 . 8E 
H’*(G;K "BRA G 的 舒 尔 乘 子 ,其 中 天 "是 特征 为 
零 的 代数 闭 域 中 非 零 元 素 所 成 的 乘法 群 . 当 C 为 单 
群 时 , 舒 尔 (Schur,I. ) 证 明了 GRAS "i£" 
群 C, 使 得 G 的 每 一 覆盖 群 是 G 的 同 态 像 . 而 Z(G) 

恰 为 G 的 舒 尔 乘 子 . 

二 次 同调 群 (second cohomology group) Ji 
"AGE. 

A) ff Bf (solvable group,soluble group) 一 种 
重要 的 群 类 . BY BT p AC HR RE ZH BR 2b Be TO 3 E] A. 
若 群 G AE BRK AE LE GG, SG, SS 
G,=1, fii 4 BET AF AB AE CRE MU PK C 是 一 个 
可 解 群 ,或 称 C 是 可 解 的 .可 解 群 的 概念 源 目 伽 罗 
Fù (Galois , E. ) 对 解 代 数 方程 的 研究 ,他 发 现 由 一 个 
代数 方程 的 所 有 解 可 产生 一 个 置换 群 ( 也 就 是 扩 域 
的 自 同 构 群 , 称 之 为 一 个 伽 罗 瓦 群 ), 这 个 代数 方程 
能 用 根 式 解 出 当 且 仅 当 该 群 具有 正规 列 . 可 解 群 的 
名 称 由 此 而 来 . 霍 尔 (Hall,P. ) 于 20 世纪 30—40 年 
代 对 有 限 可 解 群 理论 做 了 黄 基 性 贡献 . 费 特 -汤普森 
奇 阶 定 理 成 为 男 一 个 里 程 碑 . 近 几 十 年 ,有 限 可 解 群 
研究 仍 属 活跃 领域 . 例如 群 系 等 群 类 理论 就 始 于 有 
限 可 解 群 研究 并 以 可 解 群 为 重点 . 对 无 限 可 解 群 的 
研究 也 有 了 长 足 的 进步 .尽管 有 限 可 解 群 的 研究 方 
法 与 成 果 不 能 完全 推 到 无 限 可 解 群 , 但 带 交 换 商 因 
了 的 正规 列 这 一 定义 条 件 使 很 多 思想 与 工具 ,如 模 
论 .表示 论 等 , 均 可 发 挥 出 色 的 作用 . 

BE An YA BE (n-th power group of a group) fif 
的 一 种 特殊 子 群 . 设 C 是 群 ,n 是 某 一 正 整 数 ,G" R 
示 G 的 每 一 元 素 n 次 方 后 所 得 的 集合 . OC" 所 生 
BL A PREG") BRA BE G BY n IX JT EE. BER n 1X 2j BE 


有 如 下 性 质 : 

1. Go dé G 的 正规 子 群 . 

2. G/ GO 的 元 素 的 阶 均 整 除 n. 

3. ((G/ (G0) = {e} G/ G^»? A Bs] Dl ZR AEG 的 
ih fi FH CGG). 

4.4 H dE G 的 正规 子 群 , 则 G/H 中 任 一 元 素 
的 阶 均 整除 ne7»cH. 

5# H dé G 的 正规 子 群 , 且 H € (G") , Nj 
((G/H)") = (G")/H. 

6. Æ G 是 群 , |G| 表 示 群 的 阶 , 则 G—G" (a, 
IGI» — 1. 

7.5 G 是 群 , 则 G 中 所 有 阶 数 与 互 素 的 元 素 
HEF C p, AmE TGP. 

8. i min, Mj (G7) G”). 

E C= (C), WRG 为 2 次 方 闭 群 .下 面 列 出 
G 为 n 次 方 闭 群 的 条 件 : 

1. BG Jg n IX Jr BI RSEOSG" 对 G 的 乘法 封闭 , 即 
对 任意 a.5€ G.TETE CEG, WE a" b" —c". 

2. 任意 阿 贝 尔 群 是 n 次 方 闭 群 . 

3. 对 于 有 限 群 G, 当 (1G|1,n)= 二 1 时 ,G 是 nn 次 
方 闭 群 , 且 G= G) =G. 

4. 可 除 群 是 ”次 方 财 群 , 且 G= G =G. 

5. n KAAR G 的 同 态 像 是 次 方 闭 群 . 

6.5 H dé G 的 正规 子 群 , 且 HG"CG", MG 为 
n 次 方 闭 群 仿 G/ 厂 为 n 次 方 闭 群 . 

7. BE G An 次 方 闭 群 祝 G/Z(G)” 为 n RAA 
群 , 其 中 ZG) 为 G 的 中 心 . 

8. 若 Z(G) 是 6G 的 中 心 ,a€EG" 门 Z(G)"”, 则 GG 为 
n 次 方 闭 群 令 G/ (a) 为 n 次 方 闭 群 . 

若 G 是 次 方 闭 群 , 且 C =G, NE GH n 
次 方 闭 群 . 例如 ,车 有 限 群 G 的 阶 1G | -Ej n AR, Ml 
G 是 强 n 次 方 闭 群 ;可 除 群 是 强 n 次 方 闭 群 . 利用 
(G") ,讨论 有 限 群 的 可 解 性 . 为 此 ,规定 符号 如 下 : 
(GORR GOH n KAR GORR G OB n x 
方 群 . 从 而 有 正规 群 列 

G9 CO OT Co ODE S9 ilg 
TE ARH G n] fat STE ERR p (GI 可 解 . 若 C 
EARR TEE EIU m EG = (e) p X — 
数 , 则 G 可 解 . 

n 次 方 闭 群 (n-th power closed grop) 
HJ n KARE”. 

QR n A A B (strongly n-th power closed 
group) DL“ n KTR”. 

舒 尔 - 查 森 浩 斯 定理 (CSchur-Zassenhaus theo- 
rem) 有 限 群 论 的 一 个 重要 定理 . 它 是 有 关 补 子 群 
Hy ff TE TE 5 dc Se PE B AE RE. 这 个 定理 始 自 舒 尔 
(Schur I. ) ,完成 于 查 森 浩 斯 (Zassenhaus , H. ). ix 


见 “ 群 


G HAREN 是 G 的 正规 子 群 ,该 定理 断言 : 若 N 
的 阶 与 G/N 的 阶 互 素 , 则 六 在 C 中 的 补 子 群 存在 
而 且 N 的 任意 两 个 补 子 群 在 G PALE. 考虑 群 阶 的 
整数 特征 是 有 限 群 论 的 重要 研究 途径 之 一 ,因而 , 舒 
尔 - 查 条 浩 斯 定理 在 很 多 场合 起 重要 作用 ,成 为 有 限 
群 论 中 继 西 洛 定理 之 后 的 男 一 重要 定理 . 

费 特 -汤普森 奇 阶 定理 (Feit-Thompson odd or- 
der theorem) 一 个 断言 奇 阶 群 必 为 可 解 群 的 著名 
定理 . 20 世纪 初 , 伯 恩 赛 德 (Burnside,W. ) 提 出 了 如 
下 猜想 : 奇 阶 的 有 限 群 必 为 可 解 群 . 直到 1963 年 才 
由 费 特 (Feit,W. 2455 15 3$ a (Thompson ,J. G. ) 合 作 
完成 证 明 ,从 而 使 它 由 猜想 成 为 定理 . 整个 证 明 占 了 
《太平 洋 数学 杂志 》1963 年 的 整整 一 期 , 共 254 页 ， 
其 困难 与 复杂 可 想 而 知 , 后 虽 经 多 人 努力 仍 未 获得 
大 幅度 简化 . 这 个 定理 的 极其 简单 明了 的 表述 与 它 
的 极其 复杂 精彩 的 证 明成 为 群 论 史 上 ,特别 是 有 限 
单 群 分 类 研究 的 一 个 里 程 碑 . 

{8 Bl p’q’ 定理 (Burnside p’q’-theorem) 
关于 一 类 群 可 解 的 著名 定理 . 即 断 言 阶 为 p'o 的 有 
限 群 是 可 解 群 的 定理 . 其 中 pg 是 素数 ,a,b 是 非 负 
整数 . 该 定理 也 是 20 ty h AR t Burnside, 
W. ) 提 出 并 由 他 用 特征 标 理 论证 明 的 . 20 世纪 50 
Æ fÈ, H = fè (Wielant, H. ) 5 BL 4& ZR (Kegel, O. 
H. ) X uEH] f ALRE AD HA PA TREE T EZERA BR 
群 为 可 解 群 , 这 是 们 恩 赛 德 pg 定理 的 一 个 出 色 推 
广 . 20 世纪 70 年 代 , 本 德 (Bender,H. A. ) 完 全 不 用 
特征 标 仅 用 抽象 群 论 的 方法 给 出 了 伯 恩 赛 德 pg 
定理 的 男 一 证 明 . 

霍 尔 可 解 性 准则 《Hall’s criterion for solvabili- 
ty) 有 限 群 可 解 的 一 个 重要 条 件 . 指 霍 尔 (Hall， 
P. OXCT UH IR n] fet st 38 16 B5 — 0 3€ AE PE TL JE. 这 个 
准则 有 几 种 彼此 等 价 的 表述 , 现 列 出 一 种 ,其 余 两 种 
可 参见 “ 西 洛 系 ” 和 “ 西 洛 基底 ”. 霍 尔 准则 断言 :有 限 
HG 为 可 解 群 , 当 且 仅 当 对 群 阶 |G | 的 任何 因数 m, 
只 要 mm 与 1G|/m ERCA m 阶 子 群 ;而 且 G 为 可 
解 群 时 ,任意 两 个 这 样 的 mx 阶 子 群 在 G PSEA. 

西 洛 系 (Sylow system) 有 限 可 解 群 特 有 的 由 
ER p' 子 群 构 成 的 子 群 组 . 设 pis beers b JAR 
群 G 的 阶 的 全 部 互 异 素 因 数 . E G 是 可 解 群 ,由 和 霍 
尔 准则 知 , 霍 尔 pi 子 群 恒 存 在 ;对 每 个 p 选 定 一 个 
BK p', 子 群 Gy WEK (Gr ,Gu o ,Gn) 为 有 限 可 解 
群 G 的 一 个 西 洛 系 ;而 且 , 若 (Gyo Guo Gul B 
(Gy ,Gp，"… ,Gp} 都 是 G 的 西 洛 系 , 则 存在 一 个 元 素 
g€G fE Gy —(G,0* 对 所 有 i 二 1,2,…,r 成 立 , 简 
称 此 情况 为 可 解 群 G 的 任意 两 个 西 洛 系 在 G PH 
Bi. xx FE— 2H EAR. p' 子 群 的 存在 也 是 有 限 群 G 为 可 
解 群 的 充分 条 件 . 所 以 , 霍 尔 准则 也 可 表述 为 :有 限 
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HG 为 可 解 群 , 当 且 仅 当 C 有 西 洛 系 .有 的 文献 中 
将 西 洛 系 称 为 西 洛 补 系 (因为 霍 尔 p' 子 群 也 称 为 西 
洛 p 补 子 群 ) ,而 “ 西 洛 系 ”这 一 词 则 用 于 表示 西 洛 
基底 . 

Fo 8 Hh JR (Sylow basis) ”有限 可 解 群 特 有 的 
由 西 洛 子 群 构成 的 子 群 组 . WE pi. poo pb, 是 有 限 
群 G 的 阶 的 全 部 互 异 素 因数 . 若 子 群 组 1G，,G，， 
G p’ RAP G Æ GAER p, T HEROS TES. 
G,G, —G, G, XE BER 1i, jr WEE G 的 一 
个 西 洛 基底 . 西 洛 基底 的 存在 是 有 限 可 解 群 的 特征 
性 质 , 即 :有 限 群 G 为 可 解 群 , 当 且 仅 当 G 有 西 洛 基 
ik. 而 且 C 可 解 时 ,G 的 任意 两 个 西 洛 基底 在 G 中 
Aj. 这 是 霍 尔 准则 的 又 一 种 表述 方式 . 

上 中 心 列 Cupper central series) 群 的 一 个 重 
要 的 子 群 列 . 它 是 按 逐 级 计算 中 心 而 构造 出 来 的 由 
单位 元 群 1 出 发 的 群 G 的 特征 列 . B 

1=2, (OSZ (G) SZ, (GS, 
FBZ (G)=Z(G)(G 的 中 心 ), 递 推 地 
EC = Z(G/Z;_,(G)). 

下 中 心 列 (lower central series) 和 群 的 一 个 重 
要 的 子 群 列 . 它 是 按 逐 级 计算 换 位 子 群 而 构造 出 来 
的 从 群 GC 出 发 的 G 的 特征 列 . BD 

G=% (C); (G); (G), 
APY, (G)=[G6,G |, 26 HEH, 
Ve GY = [7;(G),G]. 

超 中 心 (hypercenter) 和 群 的 一 个 重要 特征 子 
群 . 指 上 中 心 列 中 诸 子 群 的 并 . EE G 的 上 中 心 列 IS 
Z (GO Z (Go SZ, (GS mue RFE 

UZO) — 
称 为 G 的 超 中心 ,G 的 超 中 心 是 G 的 特征 子 群 . 

W $ Ef (nilpotent group) 一 种 重要 的 群 类 . 
指 下 中 心 列 经 有 限 步 到 达 单 位 元 群 1 的 群 . 一 个 等 
价 定义 是 : 群 G MR ARS BECA G 的 上 中 心 列 经 有 
限 步 到 达 GC. 当 CG ARASH. PF PDS G 到达 1 
的 步 数 与 上 中 心 列 从 1 BGA G 的 步 数 相等 , 称 这 个 
步 数 为 G Kae SK. 例如 , 需 零 类 为 1 MDRCEGSEGN 
是 交换 群 . 有限 客 零 群 的 一 个 重要 结构 定理 是 :有 限 
群 G ARASH, SAMS G 的 任何 西 洛 子 群 都 是 正 
规 子 群 ,从 而 

eto Og eX Gps 
这 里 pipi p, LRH IG | 的 所 有 互 异 素 因 数 ， 
GÆ G 的 西 洛 2 FRE. ATLA. ABR ES EY) OE AT 
归结 为 有 限 p 群 的 研究 . BSR WO] RE. 

A PX (nilpotent class) — Di ^ REZE BE". 

$E SS Hl] F (nilpotent residual) 对 下 中 心 列 的 
一 种 刻画 . 指 下 中 心 列 能 经 有 限 步 终止 时 的 最 后 一 

198 


项 (终止 系 指 此 后 成 为 等 式 链 而 非 真 降 链 ,此 条 件 对 
有 限 群 肯定 成 立 ). 群 C ESRI IA YG). 
这 个 名 称 是 由 下 面 性 质 而 来 的 :对 任意 入 <G,G/N 
NRE AMS N2Y..(G). 

p 群 (p-group) 一 种 特殊 的 有 限 群 . 指 每 元 之 
RHA p 之 寡 的 群 , 这 里 户 表 示 一 个 固定 素数 . 有 
限 群 G 为 p 群 , 当 且 仅 当 |G|=p". 有 限 p 群 的 研究 
是 有 限 群 论 中 的 重大 课题 . 西 洛 定理 已 显示 有 限 p 
子 群 的 结构 对 整个 群 的 性 质 有 重大 影响 . A RRE 
群 的 研究 可 归结 为 有 限 p 群 的 研究 . EAR CHall ,P. ) 
从 20 世纪 30 年 代 到 50 年 代 在 之 群 上 的 一 系列 工 
TF OM p 群 研究 有 深远 影响 . 按 同 构 将 有 限 p 群 分 
KEAR p 群 研究 的 基本 任务 ,然而 这 是 一 项 极其 
困难 的 任务 ,至 今 仍 远 未 解决 . 

有 限 p 群 的 深度 (depth of a finite p-group) 
按 交 换 子 群 的 秩 确 定 的 有 限 p 群 的 一 种 数量 性 质 . 
GARR p HP WPA HRT HW Rd MAA 
换 子 群 的 秩 ==4, 则 称 P 的 深度 为 d. 厂 将 交换 子 群 
换 为 正规 交换 子 群 或 特征 交换 子 群 等 , 则 可 定义 正 
规 深度 、 特 征 深度 等 . 

正规 深度 (normal depth) 
m 

特征 深度 (characteristic depth) 
HU ZR BE”. 

1A I 3€ $8 dE EH (Burnside basis theorem) p 
群 的 类 似 于 有 限 维 向 量 空间 基底 的 一 个 定理 . 该 定 
HWE GAR p 群 P 模 去 其 弗 拉 梯 尼 子 群 BCP) 
85 Hj SERI BT | P/OCPO | = p. | P. 的 任何 极 小 生成 
组 含有 7 个 元 . 

特殊 pp 群 (special p-group) p 群 的 特殊 类 型 ， 
满足 下 列 条 件 的 有 限 pdt Pim DP 是 初等 交换 
的 ;或 者 PP 的 宕 零 类 为 2 且 PZP) =P 
等 交换 的 . 其 中 B(p) 为 弗 拉 梯 尼 子 群 . 

超 特 殊 p 群 (extra-special p-group) 特殊 p 
群 的 子 类 . 满足 下 列 条 件 的 有 限 p 群 P:P ESR 
H2 A P'=Z(P)=O(P)A p 阶 群 ,就 称 其 为 超 特 
Tk p HE. 

正规 化 子 条 件 (normalizer condition) — Zi igi E 
零 群 的 一 个 重要 条 件 . AR G 的 任何 真子 群 都 真 小 
于 其 正规 化 子 , 则 称 G 满足 正规 化 子 条 件 . 有 限 群 
满足 正规 化 子 条 件 , 当 且 仅 当 它 是 才 零 群 . 这 个 断言 
对 无 限 群 不 成 立 , 此 时 正规 化 子 条 件 比 寡 零 性 条 件 
Zi 8g. 

Rp 群 的 李 环 (Lie ring of a finite p-group) 
一 种 特殊 李 环 . 指 利用 有 限 o 群 的 下 中 心 列 构造 出 
来 的 李 环 . 这 种 构造 李 环 的 方法 对 任意 群 都 可 用 ,但 
对 有 限 p HF ak RES RES HI. 

正则 p 群 (regular p-group) 


见 有 限 p 群 的 次 


WARR p BF 


一 类 重要 的 有 限 


p iE. CEER Hall, P. ) 引 入 的 . 有限 p HE P DE 
P 的 任何 二 元 x,y 恒 可 找到 由 x,y 生成 的 子 群 4z， 
VERAT. y PRA Fo €15€25 *** 5€,» f 
Czy) — x^ yet? MEK p ATEN p BÉ. 1x25 p HF 
一 般 p 群 有 更 强 的 性 质 . 

A RREA (Burnside problem) 群 论 发 展 
史上 的 一 个 著名 问题 . 16 ASE (Burnside, W. ) F 
1902 年 提出 的 问题 :有 限 生 成 的 具有 有 限 方 指数 的 
群 是 有 限 群 吗 ? 这 个 问题 意 想不到 的 困难 , 它 在 群 论 
发 展 史 以 及 代数 发 展 史 上 都 起 过 重要 作用 . 后 来 有 
所 谓 广 义 伯 恩 赛 德 问 题 : 有 限 生 成 的 挠 群 ( 即 每 元 的 
阶 有 限 但 方 指数 不 上 必 有 限 的 群 ) 是 有 限 群 吗 ? 对 广义 
伯 恩 赛 德 问题 , 哥 洛 德 (Golod,E.S. ) 于 1964 年 给 
出 了 否定 回答 . 他 的 反例 是 一 个 有 限 生 成 的 无 限 p 
群 . 对 们 恩 赛 德 问题 , 阿 江 (Adjan,S. LSA F 
1968 年 给 出 了 否定 回答 , 当 方 指数 是 充分 大 的 奇数 
和 生成 元 多 于 1 个 时 , 伯 恩 赛 德 讲 的 群 不 一 定 是 有 
限 群 . 后 来 阿 江 进一步 做 了 更 细致 的 工作 . 

WE T R (Fitting subgroup) 和 群 的 一 个 重要 子 
BE. 指 群 的 所 有 舌 零 正规 子 群 之 积 .有限 群 的 费 廷 子 
TE eee SM El d CHI FES IE ULT HE. 无 限 群 的 
JURE T REA DES. 群 G 的 费 廷 子 群 常 记 为 Fit(G). 

5 R RI S£ AY 3E J€ (nilpotent length of a fi- 
nite solvable group) ”对 有 限 可 解 群 的 一 种 重要 刻 
E. 指 有 限 可 解 群 按 逐 级 构造 费 廷 子 群 给 出 的 特征 
群 列 的 长 度 ; 直 观 地 讲 , 也 就 是 用 和 零 群 逐步 至 加 而 
构 作 一 个 有 限 可 解 群 所 需 的 步 数 . 设 C 是 有 限 可 解 
群 ,1 =U) (G) <U, (G) <i <U, (G) =G, H 
Uis.(G)/U(G) Æ G/U (G) WS RIE FB. 此 群 列 称 
AGWEESI, EM KE n A CHHFK. 

4 BR BF AY Ep Jil (upper p-series of a finite 
group) 有 限 群 的 一 个 重要 的 群 列 . 即 有 限 群 G 的 
如 下 特征 群 列 

1 = P IKN PN SIP SN: S+, 
RB N//P,—-0, (G/PD, P/N; —0,(G/ Ni 0. 
A REE GBE p WAAR A Ja SIS G, WM GA p 
可 解 群 ,其 中 到 达 G 的 步 数 (P 一 NN 为 一 步 ) 称 为 C 
的 pp 长 .所 以 p 可 解 群 的 p 长 就 是 其 上 zp 列 中 非 平 
FURY p 商 因 子 的 个 数 ， 

p 可 解 群 (p-solvable group) 
p. 

p RD BBA p 长 (p-length of a p-solvalbe 
group) ” 见 “ 有 限 群 的 上 zp J)”. 

p 费 廷 子 群 (p-Fitting subgroup) ”和 群 的 一 个 
重要 子 群 . 指 群 的 所 有 p SIEM THC. 它 是 
将 费 廷 子 群 概念 推广 到 p 局 部 情形 时 所 得 的 特征 
TE. 

z HZ (Gr-closed group?) 


见 “ 有 限 群 的 上 


p 闭 群 的 推广 .任意 


群 


两 个 元 之 积 仍 为 + 元 的 有 限 群 , 称 为 x 闭 群 ,其 中 
x 是 某 些 素数 的 一 个 集合 .在 + 闭 群 中 所 有 7 元 构 
成 一 个 特征 子 群 , 其 商 群 为 7' 群 ,这 里 x 是 x 在 全 
体 素数 集合 中 的 补 集 . 这 也 可 作为 + 闭 群 的 另 一 定 
X. 当 z 二 {8}) 为 一 个 素数 p 时 ,x 闭 群 就 是 p AR. 
X r=p' ART p 的 所 有 素数 之 集 时 ,7 闭 群 就 是 
P ARE. p' 闭 群 就 是 p FES HR. 

x 齐 性 群 (x-homogeneous group) 一 种 特殊 
的 群 ARH G AME WM «7 FH HH dO 
NcCH)/C; CHO Æ r MER G A r jr ERE. AF n 
子 群 的 存在 性 一 般 没 有 保证 ,所 以 较 有 意义 的 是 x 
— {z} 为 一 个 素数 的 情形 , 即 所 谓 之 齐 性 . 

ST fe S BAW (Frobenius criterion) 有 
AX p FHS — TAR Fl SE I. 该 准则 断言 :一 
个 有 限 群 为 p FES AE CEI 之 闭 群 ), 当 且 仅 当 它 是 p 
Jr HERE. 

2A IE WF (system normalizer) Æ BR Al fs HF 
的 西 洛 系 的 正规 化 子 . 即 该 群 中 这 样 一 些 元 素 的 集 
* ,它们 能 正规 化 一 个 西 洛 系 的 每 个 成 员 ,这 个 集合 
肯定 是 个 子 群 .一 个 西 洛 系 的 正规 化 子 重合 于 由 这 
个 西 洛 系 构造 出 来 的 西 洛 基 底 的 正规 化 子 . 所 以 也 
可 以 用 西 洛 基底 来 定义 系 正 规 化 子 . 

卡特 子 群 (Carter subgroup) 一 种 特殊 的 戎 有 零 
CT RE. AEN FES B3 BIER CAE ALE FBG TA 
己 ) 的 子 群 , 称 为 卡特 子 群 . 在 有 限 可 解 群 中 卡特 子 
群 必 存 在 ,而 且 任 两 个 卡特 子 群 彼此 共 罗 .卡特 子 群 
的 研究 对 群 系 理论 的 发 展 有 重要 影响 . 

& BR OR) f BE AY f£ (rank of a finite solvable 
group) 决定 有 限 可 解 群 特征 的 一 个 参数 .有限 可 
解 群 的 所 有 主因 子 的 最 大 秩 , 称 为 有 限 可 解 群 的 秩 . 
这 个 概念 是 因 推 广 有 限 超 可 解 群 概念 产生 的 ,而 有 
限 可 解 群 的 所 有 主因 子 的 秩 的 最 小 公 倍 数 , 称 为 它 
的 算术 秩 . 

有 限 可 解 群 的 算术 秩 (arithmetic rank of a fi- 
nite solvable group) 见 “ 有 限 可 解 群 的 秩 ” 

起 可 解 群 (supersolvable group) 一 种 重要 的 
群 类 . 指 能 用 循环 群 有 限 公 加 起 来 的 群 . 若 一 个 群 有 
一 个 有 限 长 的 正规 列 且 其 商 因 子 均 为 循环 群 , 则 称 
之 为 超 可 解 群 .有 限 超 可 解 群 也 就 是 秩 为 1 的 有 限 
可 解 群 .对 超 可 解 群 的 研究 已 经 形成 了 相当 丰富 的 
理论 . 对 有 限 超 可 解 群 的 研究 已 很 透彻 ,贝尔 (Baer， 
R. )、 胡 佩 特 (Huppert,B. ) 等 人 有 重要 贡献 . 对 无 限 
超 可 解 群 也 有 丰富 的 研究 成 果 . 

内 三 群 (inner X-group) 一 种 重要 的 群 类 . 指 
所 有 真子 群 都 具有 性 质 三 而 自己 不 具有 性 质 > 的 
群 ,这 里 > 是 任 一 给 定 的 群 论 性 质 ( 即 在 同 构 之 下 
被 保持 着 的 性 质 ), 如 交换 性 、 超 可 解 性 等 .内 > 群 
的 研究 由 来 已 入 ,这 方面 的 第 一 个 结果 是 米 勒 尔 
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(Miller,G. A. ) 的 工作 , 它 给 出 了 有 限 内 交换 群 的 
构造 . 第 一 个 影响 深远 的 结果 当 推 施 密 特 - 岩 泽 定 
理 , 它 描述 了 有 限 内 老 零 群 的 结构 . 此 后 对 各 种 群 论 
性 质 2(p 寡 零 性 . 超 可 解 性 等 ) 的 一 系列 结果 陆续 
产生 : 

外 三 群 (outer X-group) 一 种 重要 的 群 类 . 指 
所 有 真 商 群 具 有 性 质 而 自己 不 具有 性 质 x BE, 
这 里 三 是 群 论 性 质 . 

极 小 非 三 群 (minimal non-X-group) 一 种 重 
要 的 群 类 . 有 两 种 涵义 ,一 种 是 指 既 为 内 三 群 又 为 
外 三 群 的 群 ; 另 一 种 涵义 即 指 内 £X 群 . 由 于 在 有 限 
群 论 中 归纳 法 是 重要 的 论证 方法 ( 它 常常 以 讨论 极 
小 反例 的 形式 出 现 ), 内 三 群 .外 三 群 与 极 小 非 三 群 
的 研究 不 仅 对 性 质 三 的 认识 有 重要 意义 ,也 为 有 关 
EE 的 探索 与 论证 提供 有 效 工具 . 对 这 一 点 的 认 
识 因 陈 重 穆 的 工作 而 明确 起 来 . 

戴 德 金 律 (Dedekind law) 关于 子 群 的 一 个 等 
A. 群 论 中 的 一 条 类 似 于 格 论 中 模 律 的 公式 . AH, 
K,L ARG 的 子 群 , HK ,KL 一 LK( 即 KL XG 
的 子 群 ), 则 HO) CKIO— KCOHf|) Do. 这 个 公式 在 很 
多 群 论 论证 中 起 重要 作用 . 

西 洛 塔 (Sylow tower) 在 有 限 群 中 按 一 定 顺 
序 将 西 洛 子 群 到 加 起 来 构成 的 特征 群 列 . 例如 FEB 
然 顺 序 的 西 洛 塔 的 严格 定义 如 下 : 设 G 为 有 限 群 ， 
pi pip 是 群 阶 1G | 的 全 部 互 异 素 因 数 , 若 
对 每 p;, 群 G 有 西 洛 p; T HE GC, SS 

Gp, <G,G Gp, IG; ,Gp Gp, Gp, IG, 
则 子 群 链 

1«G, «G, G < <G,,G,, "Gp, =G 

就 称 为 G 的 (自然 顺序 的 ) 西 洛 塔 .通常 , 西 洛 塔 是 
指 自然 顺序 的 西 洛 塔 . 并 非 任 意 有 限 群 都 有 西 洛 塔 ， 
但 超 可 解 群 必 有 西 洛 塔 ; 反 之 ,有 西 洛 塔 的 有 限 群 不 
一 定 为 超 可 解 群 , 但 必 为 可 解 群 . 

群 系 (formation of groups) 对 取 同 态 像 与 取 
有 限 次 直 积 封闭 的 群 类 . GHB 多 满足 以 下 两 个 
封闭 条 件 , 则 称 此 群 类 为 群 系 : 

1. ERE GEZ 中 , 则 G BEL IR AS RES 
"m. 

2.4% M<IG,N<(G,G/ME & ,G/N € & , fit 
G/M) NEF. 

A 1963 4E 4% 4T 2% (Gaschütz, W. 2 8| AREA HE 
念 并 作出 一 些 令 人 感 兴趣 的 结果 以 后 , 群 系 理论 发 
展 很 快 ,各 种 群 类 的 概念 也 应 运 而 生 . 群 系 理论 最 初 
的 成 功 在 于 它 概 括 并 发 展 了 有 限 可 解 群 的 一 些 重要 
理论 ,提炼 出 了 许多 好 概念 . 群 系 理论 现 已 不 仅仅 限 
于 有 限 可 解 群 ,也 不 仅仅 用 来 研究 群 的 群 论 性 质 与 
构造 , 群 系 本 身 的 性 质 与 构造 也 成 为 吸引 人 的 课题 . 
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群 的 性 质 与 群 系 作为 一 个 整体 的 性 质 , 二 者 交互 作 
用 ,相互 影响 ,使 群 系 理论 充满 活力 . 

f& #0 8f X* (saturated formation of groups) Wł 
加 条 件 的 群 系 . 即 满足 以 下 条 件 的 群 系 Z G/B) 
CF M GEF, XCEBOQOECHHHRETE., 
就 称 为 饱和 群 系 . 这 个 概念 的 来 源 与 价值 是 ,很 多 被 
充分 研究 过 的 有 限 群 类 ,如 和 帘 零 群 群 类 、 超 可 解 群 群 
类 ,具有 这 种 饱和 性 . 而 且 这 个 概念 与 男 一 个 从 主因 
子 的 角度 产生 的 概念 奇妙 地 统一 起 来 了 . 

局 部 群 系 (local formation of groups) 借助 于 
主因 子 由 一 组 群 系 来 定义 的 群 系 . 右 对 每 个 素数 p 
给 定 了 一 个 群 系 (pp), 则 可 按 下 述 方式 规定 一 个 
有 限 群 的 群 系 > SB IRE GC 多, 当 且 仅 当 对 GG 的 
每 个 主因 子 H/K RIH/KIBIST 3X p, 

G/Ce(H/K) € F(p). 
这 里 Co (A/K)# G 的 所 有 这 样 的 元 构成 的 子 群 ， 
它们 在 H/K ENEMA EEA. BU 
G/Co(H/K) itt G FE H/K EF SPE PHEW A 
同 构 群 . PRR ETERS ORAS Ch 1 Re 
义 的 群 系 ,简称 F ABA CA (pA Z 的 定 
MA. 从 群 对 它 的 各 个 主因 子 的 作用 情况 来 研究 群 ， 
是 有 限 可 解 群 论 的 常用 研究 手法 之 一 ,这 是 局 部 群 
系 概 念 的 来 源 . 而 这 个 概念 也 正好 高 度 概括 了 这 种 

局 部 化 定理 人 《localization theorem) 和 群 系 理论 
的 基本 定理 之 一 .该 定理 断言 :一 个 有 限 群 的 群 系 为 
局 部 群 系 , 当 且 仅 当 它 是 饱和 群 系 . 有 限 群 的 局 部 群 
系 必 为 饱和 群 系 , 这 是 格 舒 兹 (Gaschitz, W. ) F 
1963 年 提出 群 系 概念 时 即 已 证 明了 的 结论 . 紧 接 着 
伯 恩 赛 德 (Burnside,W. ) X EH: 24 Brie HER REA 
有 限 可 解 群 时 ,饱和 系 必 为 局 部 系 . 直到 1978 年 ,可 
解 性 条 件 才 被 施 米 德 (Schmid,P. ) 去 掉 , 他 的 证 明 
使 用 了 模 表示 理论 . 因此 ,这 个 完整 优美 的 定理 一 般 
称 为 格 舒 兹 - 伯 恩 赛 德 - 施 米 德 定理 . 值得 注意 的 是 ， 
不 仅 在 施 米 德 的 证 明 中 ,即使 在 伯 恩 赛 德 的 证 明 中 
也 使 用 了 表示 论 方法 ,这 表明 了 表示 论 在 群 论 中 的 
力量 . 对 这 个 定理 究竟 能 和 否 找到 一 个 抽象 群 论 的 证 
明 , 目 前 尚未 解决 . 

费 廷 类 (Fitting class) ” 群 系 的 对 侦 概 念 . 满足 
下 列 封闭 性 条 件 的 群 类 A7 称 为 费 廷 类 : 

1. EGEF, NGG, M NEF. 

2.4 MIG, NIG: MEF NEF, W MNE 
F, 

( 注 :“ 类 ”是 比 “ 和 集合” 更 广 的 概念 ,而 且 “ 群 类 ” 
按 群 论 界 的 通常 理解 ,都 是 对 同 构 封闭 的 , 即 奇 群 G 
在 多 中 , 则 与 G 同 构 的 群 都 在 多 中 . ) 在 群 系 概念 
出 现 后 不 久 , 菲 含 尔 (Fischer,B. ) 指 出 群 系 及 有 关 
概念 都 可 对 偶 化 ,并 且 是 有 意义 的 研究 对 象 . 但 直到 


1967 Æ ft 55 t ST 24 (Gaschütz, W. ) E RSE (Hart- 
ley B ) 的 一 篇 合作 论文 中 才 论 及 . 费 廷 类 的 初期 理 
论 大 致 是 与 群 系 理论 对 偶 展 开 的 .但 是 , 费 廷 类 理论 
很 快 就 有 了 自己 的 特色 和 课题 . 

A AFCA -injector) 和 群 G 的 由 群 类 FY # 
义 的 一 种 子 群 . 知 G 的 子 群 7 满 足 条 件 : 对 G 的 任 
{TEAL EE NICUN 总 是 入 的 极 大 Z TEF, MER 
1 为 G 的 一 个 .多 ANT. REN 多 群 是 指 在 多 
中 的 群 , 当 > 是 有 限 群 的 费 廷 类 时 ,这 个 概念 显示 
出 其 意义 ,因为 这 时 任何 有 限 可 解 群 恒 有 多 内 射 
子 , 而 且 任 两 个 Z AAT HHE. 

A RFC projector) 和 群 G 的 由 群 类 宛 
定义 的 另 一 种 子 群 .大 G 的 子 群 P HEALER GC 
的 任何 正规 子 群 N,PN/N 总 是 G/N 的 极 大 A F 
群 , 则 称 已 是 G 的 一 个 F 投射 子 . 这 里 的 多 RE 
指 在 . 中 的 群 . 这 个 概念 的 意义 在 于 : 当 : 罗 是 有 
限 群 的 饱和 群 系 时 ,任意 有 限 可 解 群 有 交 投射 子 ， 
而 且 任 两 个 NF RU. 当 AA BR 
震 零 群 的 群 类 时 ,多 投射 子 就 是 卡特 子 群 . 

A REC -radical) 有 限 群 的 由 费 廷 群 类 
F 决定 的 特征 子 群 . 若 O^ 是 有 限 群 的 一 个 费 廷 
类 ,G 为 有 限 群 , 则 按 费 廷 类 的 定义 ,G 中 所 有 属于 
F 的 正规 子 群 的 积 仍 在 Z 中 , 记 这 个 积 为 Gs , 称 
为 G 的 多 根基 , 它 是 G 的 最 大 的 正规 C 子 群 . 当 
F 是 所 有 有 限 窜 和 零 群 的 群 类 时 ,. 根基 就 是 费 廷 
CT HE. 当 FY 是 所 有 有 限 可 解 群 的 群 类 时 ,. 根基 
就 是 所 谓 的 半 单 根基 . 

F HRF -residual) ARAM HRS 决定 
的 特征 子 群 . a 多 是 有 限 群 的 一 个 群 系 ,G 是 有 限 
群 , 则 按 群 系 的 定义 ,G 中 所 有 使 商 群 在 有 中 的 正 
规 子 群 之 交 仍 使 商 群 在 多 中 , 记 这 个 交 为 G”, 称 
AGH + 剩余 ,或 称 为 WERE. 当 . 为 所 有 
8 BR eS EE EY ESR EY, 7 Fl a a A ES OR 
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置 换 群 


置换 群 (permutation group) 一 类 具体 的 有 限 
”和 群 . 有限 集合 到 自身 的 一 一 映射 称 为 一 个 置换 .有 限 
集合 Q 上 的 一 些 置换 组 成 的 集合 ,在 置换 的 乘法 下 
所 组 成 的 群 , 称 为 置换 群 . 此 群 的 阶 是 有 限 的 .研究 
置换 群 的 性 质 和 构造 的 理论 称 为 置换 群 论 . BLE 
(Cayley, A. ) 证 明 : 任 何 一 个 有 限 群 都 同 构 于 一 个 
置换 群 . 因此 ,可 以 把 一 切 有 限 群 都 看 成 置换 群 . 由 
于 置换 群 比 抽象 群 更 为 直观 ,而 一 些 数 学 对 象 的 自 
同 构 群 是 以 置换 群 的 面貌 出 现 的 ,所 以 ,在 历史 上 对 


a 换 群 


置换 群 的 研究 先 于 对 抽象 群 的 研究 . A B DR PL 
理论 就 是 把 高 次 方程 的 根 式 可 解 性 的 研究 转化 成 为 
对 置换 群 的 研究 的 ,事实 上 , 伽 罗 瓦 (Galois ,下 上. ) 本 
人 就 曾 得 到 有 关 置 换 群 的 一 些 深 刻 定 理 . 

置换 群 论 (the theory of permutation groups) 
U RRR”. 

置换 (permutation) 一 种 特殊 的 一 一 映射 . 给 
定 一 个 有 限 集 合 2, 将 2 中 的 元 素 称 为 点 或 文字 ， 
设 a 为 0 中 的 一 点 ,g 为 0 上 的 一 个 置换 ,a 在 g 下 
的 像 记 为 a. 若 = 人 ,2,…,n), 则 人 2 上 的 置换 g 
可 以 表 作 

1 2 com 

的 形状 . 这 里 af 写 在 下 面 一 行 中 a 所 对 应 的 位 置 
上 ,例如 


QE 


g=]. 2 4 | 
2.3 15-4 
表示 1,2,3,4,5 在 5 下 的 像 分 别 为 2,3,1,5,4. 通 
常 把 2 中 一 个 子 集合 A 中 元 素 的 个 数 称 为 A 的 长 
度 , 记 为 14|. 奉 12 一 2 则 2 上 的 置换 共有 n1 个 . 
把 2 中 每 个 点 都 映 到 自身 的 置换 称 为 恒 等 置换 . 

恒 等 置 换 (identical permutation) WRI”. 

置换 的 轮换 分 解 (cycle decomposition of a per- 
mutation) ”置换 的 一 种 表示 方法 . 设 QQ2=={1,2,…， 
ng 为 2 上 的 一 个 置换 . g 除了 可 以 表示 成 
T. @ xe 4 
12 25 eee nE 
这 种 形状 外 ,还 有 另外 一 种 更 为 直观 的 表示 方法 , 例 
pi Gf 


a 


g- |. 2 3 4 a 
2 3 1 5 4 
WW g 将 1 映 成 2, 将 2 映 成 3, 又 将 3 映 成 1, 同 时 g 
将 4,5 两 个 点 互相 交换 . 此 时 又 可 表示 成 g — (1,2, 
3)(4,5). 一 般 地 ,2 二 {1,2,…,n) 上 的 任何 置换 g 
都 可 以 表 成 
g = CQ) 9 Qy ,***,0) (Q1, B, B, OM Y, VY.) 
PER ix Ha; NEN MH 2 中 的 每 个 点 在 
右 端 恰好 出 现 一 次 . 这 表示 置换 g 把 w PRM a,, 把 
a, BR, a;,… ,把 a, PRM a LHE a 映 成 1; 同 理 ,g 
把 £i 映 成 Bos FE B. 映 成 Bs, dE B. 映 成 £i RIE 
类 推 . X P Ca sasta) o (Bi 0 CN) 92889 M1 Ys 
…,7,) 等 都 称 为 轮换 . 轮换 中 出 现 的 点 数 称 为 该 轮 
换 的 长 度 , 这 种 表示 称 为 g 的 轮换 分 解 . 在 这 一 分 
解 中 各 轮换 的 长 度 之 和 为 101. 按照 上 面 的 规定 : 
C1233) CA5) (2,34 12645595. (45591,5249) 
都 表示 {1,2,3,4,5} 上 的 同一 个 置换 . 所 以 ,可 把 
(2,,05,***,0,), (a,,05,***,0,,0)) (ay al 0, 4) 
都 看 成 同一 个 轮换 , 这样 g 的 轮换 分 解除 去 各 轮换 
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的 次 序 以 外 是 被 g 惟一 确定 的 . 为 简便 计 , 通 常 把 
长 度 为 1 的 轮换 省 略 ,因此 
I 220 总- 过 à 
2-1». 35 
AULA eM A — (1,2.3. 40. 特别 把 恒 等 置 换 写 作 (1). 
轮换 (cycle) ” 见 “ 置 换 的 轮换 分 解 ”. 
轮换 的 长 度 (length of cycle) 见 “ 置 换 的 轮换 
置换 的 乘积 (product of permutations) 置换 
作为 映射 的 乘积 . 置换 g 与 h 的 乘积 是 一 个 映射 , 记 
为 gh Ke h XHEMI aE N, Ca)” = Caf ^. 两 个 置换 
的 乘积 仍 为 置换 .例如 :0={1,2,3,4,5)},g 二 (1,2， 
32(4,50),A — (1,2,3, 0H gh — (01,3,2,4,50. 8E a 
在 置换 g 下 的 像 记 为 g (a). 与 之 相应 地 ,用 等 式 
gh(a) 二 gl(h(a)) 来 定义 乘积 ch WH. AHR g= 
(1,2,32 (4,5), 2 (1,2,3, 40, 0 gh 表示 (1,3,5， 
4,2), 这 意味 着 为 求 出 乘积 gh, 先 在 Q 上 做 置换 ， 
然后 再 做 g. 这 和 上 面 规定 的 乘法 次 序 正 好 相反 . 但 
不 管 采用 哪 种 方法 ,都 需 注意 表示 方法 的 前 后 一 贯 . 
偶 置 换 (even permutation) 置换 的 一 个 子 类 . 
长 度 为 2 的 轮换 称 为 对 换 . 每 个 置换 都 可 以 表示 成 
对 换 的 乘积 .这 因为 任何 长 度 大 于 2 的 轮换 可 以 写 
成 对 换 的 乘积 . 实际 上 , 当 5223, 
CQ) ,Qs 0) = (2,,a,)(a,,a,)*** (a, ,,2,). 
当 把 置换 g 写成 对 换 的 乘积 时 ,不 要 求 ( 也 不 能 要 
求 ) 这 些 对 换 没 有 公共 的 点 . 也 不 能 保证 表示 法 的 惟 


-| 


一 性 ,甚至 不 能 保证 乘积 中 对 换 的 个 数 的 惟一 性 ,但 


是 可 以 证 明 表 达 式 中 对 换个 数 的 奇偶 性 是 被 置换 g 
完全 确定 的 . 春 一 个 置换 可 以 表 成 为 偶数 个 对 换 的 
乘积 , 则 称 之 为 偶 置 换 ; 和 否则 , 称 为 奇 置换 . 两 个 偶 置 
换 或 两 个 奇 置 换 的 乘积 都 是 偶 置 换 , 一 个 奇 置 换 和 
一 个 偶 置 换 的 乘积 是 奇 置 换 . 若 |2 =n MEN 上 
的 全 部 ”! 个 置换 中 偶 置 换 与 奇 置 换 各 有 2”! /24. 

对 换 (transposition) WBEM”. 


奇 置换 (odd permutation ) 见 “ 偶 置换 ”. 
对 称 群 (symmetric group) 含 置换 群 为 子 类 


的 一 类 具体 的 有 限 群 . 有限 集合 Q 上 全 体 置 换 组 成 
的 群 , 称 为 2 上 对 称 群 , 记 为 Sg 或 Sym (02). 由 于 当 
1Q| = |P | =n 时 ,对 称 群 So 和 So 是 置换 同 构 的 ， 
所 以 也 把 So id S... S, 的 阶 为 n!. 一 切 次 数 为 n 的 
置换 群 都 可 以 看 成 S, 的 子 群 .2 上 全 体 偶 置换 组 成 
的 群 称 为 2 上 的 交错 群 , 记 为 Aa R Alt), È A,n, 
Gn=|0|, WA, 的 阶 为 a1/2, 它 是 S. 的 指数 为 2 
的 正规 子 群 . S, A, 这 两 个 群 在 置换 群 理论 和 抽象 
群 论 中 占有 特殊 的 地 位 . 这 一 方面 由 于 对 一 切 ns, 
E n EEEE, M n> A,A, 是 ”一 2 重 传 递 群 ; 
为 一 方面 也 由 于 当 n255 时 ,A 为 单 群 ,它们 是 一 类 
重要 的 有 限 单 群 . 
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交错 群 (alternating group) ” 见 “ 对 称 群 ”. 

轨道 Corbit) 集合 2 在 置换 群 C 下 保持 不 变 
的 某 些 子 集 . 设 G 是 集合 2 上 的 置换 群 ,A 是 0 的 
一 个 子 集合 ,各 4 满足 下 列 两 个 条 件 , 则 称 4 为 CG 
的 一 个 轨道 ; 

1. 4 中 任何 点 在 G 中 任何 元 素 下 的 像 都 在 4 
内 . 

2. 对 A 中 任何 两 个 点 a,B8, 总 有 G 中 一 个 元 素 
gE ==p. 

fil: Q={1,2,3,4,5},4 C 是 由 元 素 g=(1, 
2)(3,4,5) 生 成 的 置换 群 , 则 A= (1,2); — (3,4, 
5} 是 GG 的 轨道 .而 人 2 本身 由 于 不 满足 条 件 2, 所 以 不 
是 轨道 .集合 (3,4}) 不 满足 条 件 1, 从 而 也 不 是 轨道 . 
轨道 还 可 以 用 另外 的 方法 定义 :把 8 的 满足 上 述 条 
件 1 的 子 集合 A4 称 为 G 在 人 上 的 不 变 区 , 阁 A 是 G 
的 不 变 区 ,而 4 的 任何 真子 集 都 不 是 G 的 不 变 区 ， 
则 称 A 为 轨道 . 这 两 个 定义 是 等 价 的 . EEN, MS 
合 o= 二 (oe|g€G} 就 是 6G 在 人 上 包含 点 a 的 轨道 .G 
在 人 2 上 的 任何 两 个 不 同 的 轨道 的 交 为 空 集 , 所 以 OQ 
是 G 的 轨道 的 无 交 并 .大 G 是 人 上 的 置换 群 ,而 2 
本 身 是 一 个 轨道 , 则 称 G 是 2 上 的 传递 群 . 置换 群 
论 研 究 的 主要 内 容 是 传递 群 . 

传递 群 (transitive group) D," LiB". 

不 变 区 (fixed block) Ua". 

置换 群 的 不 动 点 (fixed point of a permutation 
group) ”集合 OQ 中 在 置换 群 C 下 保持 不 变 的 点 . 设 
8 是 人 上 的 一 个 置换 ,a 为 2 中 一 个 点 . 蔡 ata, Nl 
称 a 为 置换 g 的 不 动 点 . 设 G 是 人 上 的 一 个 置换 
Bf ac 82 是 G 中 一 切 元 素 的 不 动 点 , 则 称 a 为 G 
的 不 动 点 . 

置换 的 不 动 点 (fixed point of a permutation) 
见 “ 置 换 群 的 不 动 点 ”. 

置换 的 次 数 (degree of a permutation) #42 
中 被 置换 实际 变动 的 点 的 个 数 . 蔡 g 为 2 上 的 一 个 
置换 ,AA 为 & 的 全 部 不 动 点 组 成 的 集合 , 则 QNA 的 
长 度 ( 即 所 含 点 的 个 数 ) 称 为 g 的 次 数 ,g 的 次 数 是 
TE e 所 变动 的 点 的 个 数 . 若 CC 为 如 上 的 一 个 置换 
群 ,以 A 表 示 G 的 全 部 不 动 点 组 成 的 集合 , 则 QNA 
的 长 度 称 为 C 的 次 数 . 一 般 来 说 G 中 元 素 g 的 次 数 
不 大 于 G 的 次 数 ,G 中 非 单位 元 素 的 次 数 的 最 小 者 
称 为 群 G 的 最 小 次 数 . 

置换 群 的 次 数 (degree of a permutation group) 
DLS ET PRR IK RL”. 

最 小 次 数 (minimal degree) WW“ ARN KR”. 

稳定 子 群 (stabilizer) ”置换 群 内 的 一 种 特殊 子 
群 . 置换 群 G 中 把 某 点 a 保持 不 动 的 全 体 元 素 组 成 
的 子 群 . 它 记 为 G.. FROM a TE G AN Re TH. GZ PB 
是 G 中 男 外 一 个 点 ,而 G 中 有 元 素 g fii a =P, Nl 
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Gs—g 'G.g. Bir VA [8] — SBA ee es HH ES 
稳定 子 群 . X A= (a,,05 ,***.0,] JJ G 的 轨道 , 取 rE 
G GG=1,2, sr), [Ë ai =a; , MER Gz 就 是 G 中 
把 w 变 成 o; 的 全 部 元 素 所 成 的 子 集 .于 是 ,A 中 的 
TEMG 在 G 内 的 各 陪 集 之 间 可 以 建立 一 一 对 
应 . 因此 A AY KBE r 就 是 G. 在 G 内 的 指数 . 

稳定 子 群 的 概念 还 可 以 推广 . 设 4 是 2 的 一 个 
子 集合 ,可 自然 地 得 到 两 个 子 群 . 第 一 个 子 群 由 GG 
中 那些 把 A 中 每 个 元 素 都 不 变 的 元 素 组 成 ,这 个 子 
ERATE A 的 点 不 变 稳 定子 群 . BOP THA G 
中 那些 把 A 作为 整体 还 变 成 4 的 元 素 组 成 ,这 个 子 
HRA A 的 集 不 变 稳定 子 群 ,分 别 记 为 Gs 和 Ga. 
还 有 其 他 形式 的 稳定 子 群 , 给 定 一 个 置换 群 后 ,就 可 
以 自然 地 得 到 一 系列 子 群 .通过 这 些 子 群 的 研究 常 
常 使 人 们 可 以 了 解 所 给 置换 群 的 构造 ,这 是 研究 置 
换 群 的 一 个 方便 之 处 . 

点 不 变 稳定 子 群 (point-wise stabilizer) Jit, 
“稳定 子 群 ”. 

集 不 变 稳 定子 群 (set-wise stabilizer) i“ 
ETH”. 

3E JE MJ # (semiregular group) 一 类 特殊 的 置 
RH. EGK LEBJ—^ BRB. XM TERI CEG, 
稳定 子 群 C. 仅 由 恒 等 置 换 组 成 , 则 称 C OQ ER 
FEMRE EEN GER 上 是 传递 的 , 则 称 G 
为 2 上 的 正则 群 . 在 半 正 则 群 内 ,任何 非 单位 元 素 
的 次 数 等 于 群 G BIKE. E GER 上 的 半 正 则 群 ， 
M QA G 的 一 些 等 长 的 轨道 的 并 集 , 而且 每 个 轨道 
的 长 度 都 等 于 G 的 阶 1G|. 因此 , 半 正 则 群 G 的 阶 是 
19| 的 因子 . 知 CG 是 2 上 的 正则 群 , 则 121=1C | 

正则 群 人 Gregular group) 见 “ 半 正则 和 群 ” 

置换 同 构 (isomorphism as permutation gro - 
ups) 一 种 特殊 的 群 同 构 . 两 个 置换 群 间 的 一 一 对 
应 , 它 是 群 同 构 且 相应 的 置换 在 本 质 上 是 相同 的 . 设 
C 是 2 上 的 置换 群 , 妃 是 一 上 的 置换 群 , 2 是 C 到 
瑟 上 的 一 一 对 应 E 2 满足 下 列 条 件 , 则 称 8 是 C 
5| H 的 置换 同 构 ; 

1. e dé IF) ÀJ. 

2. FE N 到 本 的 一 一 对 应 6p, 使 得 对 a€ Q.g € 
G, Æ (ak)? = (an, 

条 件 2 说 明 sEC 在 2 上 的 点 上 置换 作用 时 ,sg 
的 对 应 元 素 p(g)E 瑟 在 0 的 点 的 像 元 素 a 上 相应 
地 进行 置换 作用 . 因此 ,g 与 pg(g) 是 本 质 上 相同 的 
置换 .或 者 说 ,除去 点 和 群 元素 的 记号 有 所 不 同 外 ， 
这 两 个 置换 群 是 一 样 的 .置换 同 构 的 置换 群 视 为 等 
[n]. 

置换 表示 (permutation representation) 一 种 


特殊 的 群 同 态 . 即 群 到 对 称 群 内 的 同 态 . 奉 C 为 任 


置 换 B 


意 有 限 群 ,2 为 一 有 限 集 合 , 则 称 G 到 对 称 群 Sa 内 
的 任意 同 态 2 为 G 的 一 个 置换 表示 . 此 时 12 1 称 为 
表示 9 的 次 数 ;p 作 为 同 态 的 核 称 为 表示 2 的 核 . 若 
表示 9 是 一 个 同 构 , 则 称 2 是 忠实 的 表示 . 置换 表示 
2 也 常 称 为 群 CG 在 2 上 的 一 个 作用 . 研究 置换 表示 
的 目的 是 将 难以 处 理 的 抽象 有 限 群 代 之 以 较为 具体 
的 置换 群 ,通过 后 者 来 了 解 所 给 的 抽象 有 限 群 的 性 
质 .在 置换 表示 中 ,人 们 最 感 兴趣 的 是 所 谓 传 递 置换 
表示 ,这 是 指 群 C 在 表示 下 的 像 是 2 上 的 传递 群 . 
给 定 一 个 有 限 群 G 以 及 G 的 子 群 五 ,可 构造 G 的 一 
个 传递 置换 表示 . 设 G==HzriUHzsU…UHz, 为 G 
KT FH A 的 陪 集 分 解 . 设 O= {Hzi|i 二 1,2,"…， 
n), MERRE He 看 成 2 中 的 点 . 取 g€EG, 对 任意 
的 1€ (1,2,…,n}) Hang 仍 为 一 个 陪 集 , 记 Hxig = 
Hr, XE kE (1,2, n) ,此 时 Hz,HzjéQt 


的 一 个 置换 ,这 个 置换 被 g 惟一 确定 , 记 之 为 &. 此 
时 映射 e:g— 2 是 G 到 So AWA. BI oe CM 
个 置换 表示 . 因为 Hx: la'r) = Hz, M nR 
Xi Xj 在 表示 2 下 的 像 把 Hr 映 到 Hzxj, 于 是 这 个 
表示 是 传递 置换 表示 . RAN RAE H EG 内 的 指 
数 |G : H| RKR ETA K={g Hrg= Hz ,i 
=1,2, sn), K © H WIEM a.u iG 
包含 在 五 内 的 最 大 的 正规 子 群 . 反 过 来 , 群 G 的 任 
何 一 个 传递 置换 表示 都 可 以 如 此 得 到 . 

表示 的 次 数 (degree of a representation) J 
ERA. 

表示 的 核 (kernel of a representation) V," E 
换 表 示 ”. 

忠实 表示 (faithful representation) ” 见 “ 置 换 
A. 

H pN EBH g (Frobenius group) 一 类 重 
要 的 传递 置换 群 .2 LN BIRR GC. C ARIE 
则 群 , 但 G 中 除去 恒 等 置换 外 的 各 元 素 至 多 有 一 个 
不 动 点 , 则 称 G 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 . O0 | 一 4 时 ， 
在 交错 群 A, 内 只 有 恒 等 置换 、 二 阶 元 素 和 三 阶 元 
X ,其 中 二 阶 元 素 都 没有 不 动 点 ,而 三 阶 元 素 都 恰 有 
一 个 不 动 点 ,从 而 A. 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 .关于 这 一 
类 群 有 一 个 著名 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 :大 CC 是 Q2 上 
NPS DI Jg S ERE] CPE BE R 上 没有 不 
动 点 的 元 素 , 连 同 C 的 单位 元 素 组 成 G 的 一 个 正则 
的 正规 子 群 . 这 个 定理 早 在 1902 ^E E pH eS 
斯 (Frobenius,F.G. ) 证 明了 ,但 不 论 是 弗 罗 贝 尼 乌 
斯 的 原始 证 明 , 还 是 以 后 改进 了 的 证 明 , 都 需要 使 用 
群 特征 标 理论 ,人 们 寻求 纯粹 群 论证 明 的 努力 一 直 
未 获 成 功 . 上 面 所 说 的 正则 正规 子 群 称 为 G HJ SR 
贝 尼 马 斯 核 . 而 2 中 任何 一 点 在 G 内 的 稳定 子 群 称 
为 G 的 一 个 弗 罗 贝 尼 马 斯 补 .关于 弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 
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群 及 其 推广 


有 一 个 著名 猜想 : 弗 罗 贝 尼 乌 斯 核 是 宕 和 零 群 . 这 个 猜 
想 于 20 世纪 60 ERY RI EH (Thompson, J. 
G. ) 证 实 . 

STR G BERR FH HEI G 
的 任何 不 包含 在 H 内 的 元 素 g FA HV) H* —1 成 
Z, MEP G 是 (关于 五 的 ) 一 个 弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 . 
从 这 个 定义 可 以 看 出 ,抽象 群 G 是 (关于 五 的 ) 一 个 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 是 反映 G 同 构 于 一 个 传递 置换 群 ， 
后 者 作为 置换 群 是 弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 , 并 且 在 上 述 同 
PH RHE BET. 

FO fg S Hrt (Frobenius kernel) 
Ug SS SEU. 

3B 2 NE SHH robenius complement) f£ 
递 置换 群 的 特殊 子 群 (参见 “ 弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 >). A 
H EARE G 的 一 个 弗 罗 贝 尼 乌 斯 补 , 则 GHN, 
H(1N—I.H NIG, XB N 为 G 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 
E. 

EX (block) RA N 由 于 置换 群 G 的 作用 而 产 
生 的 一 些 子 集 . 设 G 是 人 2 上 的 传递 置换 群 .者 人 2 可 
以 表示 成 一 些 子 集 Al, At. A., 的 无 交 并 ,使 得 对 
任何 一 个 AE (1,2,…,s} 和 任何 gE€G,Af 都 是 某 
T Aj, jE (1,2,*,5; DER Ai, A,,*", A. E G 的 一 
个 完全 区 系 , 而 其 中 任何 一 个 A 都 称 为 G 的 一 个 
区 ,此 时 这 些 itt. À, 的 长 度 都 相同 ,而且 1| 
二 s |4; ls 一 个 完全 区 系 Ais Att A, BROAN AE PL 
Wea S.I BIAII GENERA JLB.—/^T 
传递 群 C 总 有 平凡 的 完全 区 系 . 例如 , 取 s==1 m A, 
二 人 ,就 得 到 一 个 完全 区 系 . 又 如 ,各 A 由 单独 一 个 
点 组 成 而 := | 如 | ,也 得 到 一 个 完全 区 系 . 

完全 区 系 (complete block system) 见 “ 区 ?”. 

非 平 凡 完 全 区 了 系 (Cnontrivial complete block 
system) 见 “ 区 ”. 

平凡 完全 区 系 (trivial complete block system) 
W^ pen. 

本 原 群 (primitive group) 传递 置换 群 的 一 个 
子 类 .集合 2 EKRAR G ERA IEEE 
全 区 系 , 则 称 G 为 2 E BS AS BE. 否则, 即 G 具有 非 
平凡 完全 区 系 , 就 称 G 为 非 本 原 群 . 例如 ,人 2= (1.2, 
3,4,5,6} 而 G BWR g EMH c=(1.2,3,4,5, 
60,952, (1,41, (2,55, (3,6) E G 的 一 个 非 平凡 的 
完全 区 系 ,同样 {1,3,5},{2,4,6} 也 是 G 的 非 平凡 
的 完全 区 系 . 因此 G 是 非 本 原 群 . 由 这 个 例子 还 可 
以 看 出 ,在 G 为 非 本 原 群 时 ,G 可 能 有 不 止 一 个 非 
平凡 的 完全 区 系 :G 在 2 上 是 本 原 的 当 且 仅 当 对 2 
中 的 任何 两 个 不 同 的 点 a. 8 和 0 的 任 一 非 空 真子 
集 人 ,都 有 C 中 一 个 元 素 g. CCAM 8& A.G TE 
人 上 是 本 原 群 的 男 一 个 充分 必要 条 件 是 ,对 任何 a 
€ Q.G, 是 G 的 极 大 子 群 .关于 本 原 群 的 研究 是 置 
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见 “ 弗 罗 


换 群 论 的 最 重要 的 内 容 . 其 中 值得 一 提 的 工作 是 人 
们 已 经 给 出 了 次 数 委 50 的 全 部 本 原 群 的 一 览 表 ,又 
借助 于 有 限 单 群 分 类 定理 ,决定 了 全 部 素数 p 次 置 
换 群 、 双 传递 群 . 秩 3 本 原 群 ,以 及 某 种 类 型 的 奇数 
次 本 原 群 . 

非 本 原 群 (nonprimitive group) ” 见 “ 本 原 群 ”. 

多 重 传 递 群 (multiply transitive group) HE f£ 
递 群 有 更 强 的 传递 性 质 的 置换 群 . 设 & 是 一 个 目 然 
数 , 而 G 是 人 上 的 一 个 置换 群 , 且 |02| 宇 k. 奉 对 人 2 
的 任意 两 个 有 序 k FOS S (a0 a) AL By» Bo 
… ,Bi) ,都 可 找到 一 个 元 素 g CG, HE ef =f, af = 
Boy, = pa WR G E N ETE k SIEGE) SE 
地 称 ,G 在 人 2 上 是 传递 的 . 由 这 个 定义 ,1 重 传 递 
群 就 是 通常 所 称 的 传递 群 ,2 重 传递 群 称 为 双 传 递 
群 . — At, Æ & 之 1, 一 切 & 十 1 重 传 递 群 都 是 E 
传递 群 . S, JE E— H n XX n 重 传 递 群 ,而 A, E n K 
的 ”一 2 重 传递 群 . xe n T dE di i24 822 A.C HOE 
是 & 重 传递 的 当 且 仅 当 G 在 人 2 上 是 传递 的 并 且 对 
IER aE 人 2, 稳 定子 群 G。 在 人 2\{a} 上 是 一 1 重 传递 
的 . 由 此 可 知 , 若 G ER ER k EIRAN) =n, 
M) G BYE nQ— 1: k++ D B9 f Ep R2, 
则 一 切 & 重 传递 群 都 是 本 原 群 . 人 们 常 把 传递 置换 
群 分 作 三 类 加 以 研究 : 即 二 重 和 二 重 以 上 的 传递 群 ; 
非 二 重 传递 的 本 原 群 ; 非 本 原 群 .其 中 二 重 以 上 传递 
《 即 多 重 传递 ) 群 的 研究 一 直 是 置换 群 理论 的 引 人 注 
意 的 课题 . 其 背景 是 ,虽然 有 大 量 的 2 重 传递 群 和 3 
重 传递 群 ,但 除去 S.I A, 外 ,人 们 从 未 发 现任 何 一 
个 6 重 传递 群 ,而 4 重 传递 群 只 知道 有 4 个 , 马 带 万 
FF Ms M;, Ma, Mza HEP Mi; Mid 9 重 传递 的 . 
利用 有 限 单 群 分 类 定理 ,已 经 决定 出 全 部 的 2 重 传 
xb BE. 由 此 也 证 实 了 上 述 四 个 马 带 厄 群 是 A,,S， 以 
外 的 全 部 4 重 传递 群 . 

XX fi 3B BF (double transitive group? 
传递 群 ”. 

多 重 本 原 群 (multiply primitive group) 一 种 
本 原 群 . 指 群 G 及 它 的 某 些 稳定 子 群 都 具有 本 原 性 
的 置换 群 . 为 更 精细 地 把 & 重 传递 群 加 以 分 类 ,而 引 
k EARRAS. EC ÆN EK k EIRE, 
任 取 OQ PR &—1 DA aaa WE FH 
G ,在 集合 Qa) 2,2 上 是 传递 的 . 


若 对 任意 的 @ ,Qs，,… ,Qs-1, 稳 定子 群 人 
(Na, ,a, ,* ,0_1 上 还 是 本 原 的 , 则 称 G 在 人 上 是 & 
EARE. 一切 & 十 1 重 传递 群 都 是 & 重 本 原 群 ,而 
一 切 & 重 本 原 群 都 是 & 重 传递 群 . 因 此 , 重 本 原 性 
是 弱 于 十 1 重 传递 性 ,而 强 于 & 重 传递 性 的 一 个 有 
关 传 递 性 的 条 件 . 

精确 & 重 传递 群 人 sharply &-fold transitive 


SL" Be 


group) 一 类 特殊 的 & 重 传递 群 . 设 C 是 2 上 的 
重 传递 群 , 知 对 2) 的 任何 两 个 有 序 k Ju f € {a s25 
eea 5 U B5 BS A BDUS—TI7UX gc€G, 
使 得 of 二 Bi af — B, of = B,, WI ER GE Q EET 
ma k 重 传 递 的 .一 个 等 价 的 说 法 是 :G 是 精确 & 重 传 
递 的 , 当 且 仅 当 CG 是 & 重 传递 的 并 且 O 的 任何 元 
TREG 内 的 点 稳定 子 群 是 一 阶 群 . REA n 的 精 
m b 重 传递 群 的 阶 为 2(2 一 1)…(2 一 有 十 1)， 
D # Je Æ (Mathieu group) ”特殊 的 多 重 传递 
BE. E eee ZU 35 I] (Mathieu, É. L. ) 发 现 的 5 个 
多 重 传递 群 . 它们 的 次 数 分 别 为 11,12,22,23,24. 
后 人 把 这 5 个 群 称 为 马 蒂 厄 群 ,并 且 用 MiMi, 
Mx» Mos, Ma RRM. 马 带 厄 群 的 最 直接 的 定义 方 
法 是 举 出 集合 OM So 内 的 才干 特别 的 元 素 而 规定 
马 带 尼 群 是 这 些 元 素 生 成 的 群 . 例如, 取 OQ — (1.2, 
…,12), 记 
0 
0 一 (5,6,4,10)(11,8,3,7)， 
c=(1,12)(2,11)(3,6)(4,8)(5,9)(7,10). 
并 规定 Mi 二 (a,6),Mi, 二 (a,b,yc). LMR O=(1,2, 
… ,24), 记 
d9132:8,1555097 890910911912» 135 
14,15,16,17,18,19,20,21,22,23)， 
e=(3,17,10,7,9)(5,4,13,14,19) 
C11 De 0 ey oy eA 
F124) (2523) 35 12) 4s 1625,18) 
e (6,10)¢(7,20) (8,14) (9,21) 
CFG 17 C13 22901951595 
并 规定 Ma G.M = lde, f». Mic 
p550152:95455 005798295 105115 
«412513 141515,16:17.,18519,20,21522)5 
h-1945,5,9:39(2; 85 105756) 
(TO TD 109205 142961391932 D41831725 
j=(11,22)(1,21)(2,10,8,6)(12,14,16,20) 
e (4,17,3,13)(5,19,9,18). 
规定 Mi-—G.h. D. By SE JUL BERTA 31 2J 
|M,,{|=7920, |M,,|=95040, 
IMa: | =443520, |Ma|-10200960, 
|M | — 244823040, 
其 中 Mu] tl 2j ah 的 一 个 点 的 稳定 子 群 ;AM Ma 
可 分 别 视 为 Ma 的 两 个 点 的 和 一 个 点 的 稳定 子 群 . 
马 蒂 厄 群 的 特别 重要 的 性 质 是 :1. 它们 都 是 单 
群 ,是 最 早 发 现 的 散在 单 群 . 2. 除 M;; 外 ,其 余 4 个 
马 蒂 厄 群 都 是 4 重 传递 群 , 其 中 Mi 和 Mys 还 是 5 重 
传递 的 ,而且 Mu ,ah 分 别 为 精确 4 重 传递 和 精确 5 
重 传递 群 . 马 蒂 厄 群 与 组 合 设计 有 密切 的 关系 ,存在 
施 泰 纳 3 元 系 SC(4,5,11),S(5,6,12),S(4,7,23)， 


SC(5,8,24), 使 Mu Mu Mi Ms 为 它们 的 自 同 构 
群 . 同时 存在 一 个 施 泰 纳 3 元 系 S(3,6,22), 使 My, 
是 它 的 自 同 构 群 的 指数 为 2 的 正规 子 群 . 

传递 群 的 秩 (rank of a transitive group) XJ f£ 
递 群 的 一 种 重要 刻画 . 指 传递 群 中 一 点 的 稳定 子 群 
的 轨道 数目 .为 了 研究 非 2 重 传递 的 传递 群 特别 是 
本 原 群 ,人 们 引进 秩 和 次 轨道 的 概念 . 设 G 是 0 上 
的 传递 群 ,而 a 为 0 中 的 点 .G。 是 0 上 的 置换 群 , 它 
A LIB {a} = Ao s Azs ttt AL fi BED,gEG 而 
a= p, N) Ge EO E 89 9,38 REP} — ABLATA, 
US AF RE AF (IY€ Ah). 这 说 明 一 个 点 的 稳 
定子 群 在 Q 上 的 轨道 个 数 以 及 这 些 轨 道 的 长 度 与 
点 的 选取 无 关 ,它们 反映 了 和 群 G 的 性 质 . 人 们 把 任 
意 一 点 a 的 稳定 子 群 G 的 轨道 个 数 ”~ ERG 的 秩 ， 
而 把 C。 的 轨道 Ay Att A, RA G 的 次 轨道 ， 传 
递 群 的 秩 总 是 大 于 1 的 整数 , 秩 2 的 传递 群 就 是 2 
重 传递 群 . 对 于 非 2 重 传递 的 传递 群 ,可 以 按 秩 将 其 
分 类 加 以 研究 ,利用 有 限 单 群 分 类 定理 ,目前 已 经 决 
定 了 所 有 秩 3 的 本 原 群 .次 轨道 的 长 度 是 特别 值得 
注意 的 参数 . 这 些 参数 的 构成 反映 了 群 的 内 在 性 质 . 
例如 , 记 7 一 | A; | ,并 将 各 A, 编号 ,使 1 =n 
<n, HUS — j.j<r—-1. E nj nn; Dil G 
为 非 本 原 群 .另外 ,和 若 有 一 个 jd 1sLjer—1.mi n, 
和 n. 5 3X V | G 也 是 非 本 原 群 . 把 这 些 条 件 与 其 他 
定理 结合 起 来 ,在 次 数 比 较 小 的 情况 下 ,有 可 能 决定 
一 个 本 原 群 的 构造 . 

次 轨道 (suborbit) ” 见 “ 传 递 群 的 秩 ”. 

传递 扩张 (transitive extension?) ”以 给 定 的 置 
换 群 为 其 点 稳定 子 群 的 传递 群 . RH 是 集合 OL 
的 置换 群 ,在 Q 上 添加 一 个 新 的 点 x* ,并 设 = 
{x}UQ, 告 G 是 3 上 的 一 个 传递 置换 群 ,并 且 * 在 
G 内 的 稳定 子 群 G, 恰 好 是 五 , 则 称 G 是 五 的 一 个 
传递 扩张 . 然而 , 仅 当 五 满足 十 分 严格 的 条 件 时 ,五 
A fe A aD ok. & HO 上 有 > 一 1 轨道, 并且 
H 有 传递 扩张 G, 则 G 的 秩 为 r, 并 称 之 为 秩 7 扩 
张 . 在 历史 上 ,通过 研究 菜 些 极为 特殊 的 置换 群 ( 秩 
3) 的 扩张 ,人 们 发 现 了 一 些 新 的 单 群 . 

pom FAR 
*" BH] FSH 石生 明 


Bm 型 RB 


Hh ZU gf (classical group) 一 类 重要 的 群 .一 般 
线性 群 , 西 群 . 辛 群 . 正 交 群 ,以 及 它们 的 换 位 子 群 、 
对 中 心 的 商 群 等 统称 为 典型 群 .实数 域 和 复数 域 上 
的 典型 群 是 李 群 的 重要 例子 ,它们 的 构造 及 表示 在 
李 群 理论 ,几何 学 、 多 复 变 函数 论 以 至 物理 学 中 都 起 
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# OR 其 推广 


着 重要 作用 . ili A (Dickson, L. E. ) 通 过 对 有 限 域 
上 典型 群 的 构造 的 研究 得 到 了 一 大 批 有 限 单 群 . 这 
是 继 交 错 群 之 后 人 们 发 现 的 又 一 批 重 要 的 有 限 单 群 


系列 . 经 过 谢 瓦 菜 (Chevalley,C. ) 的 工作 进一步 扩 . 


展 为 有 限 李 型 单 群 的 系列 后 ,为 有 限 单 群 分 类 的 最 
后 完成 商定 了 一 个 重要 基础 . 38 JU 4 A Dieudonné, 
J. ) 将 迪克 和 森 的 工作 加 以 推广 ,通过 研究 任意 体 上 的 
典型 群 的 构造 也 得 到 了 大 量 的 单 群 . 迪 厄 多 内 、 施 赖 
埃 尔 (Schreier;O 〇 .)、 范 ， 德 。 瓦 尔 登 (Van der 
Waerden, B. L. ) 华罗庚 .万 哲 先 等 对 研究 典型 群 
的 构造 、 自 同 构 及 同 构 作出 了 重要 贡献 . 

一 般 线性 群 (general linear group) I RREZ 
性 群 . 一 类 重要 的 典型 群 . 若 V 是 体 天 En 维 右 线 
性 空间 , 则 YY 上 全 体 可 逆 线 性 变换 在 映射 的 乘法 下 
构成 一 个 群 , 称 为 VY 上 的 一 般 线 性 群 或 全 线性 群 ， 
记 为 GL(V). 体 K 上 全 体 nXxn 可 逆 方 阵 在 矩阵 乘 
法 下 构成 一 个 群 , 称 为 上 次 一 般 线性 群 , 记 为 
GL, CKOz GL Gi, K). Kg V 在 大 上 任 一 组 基 后 可 
将 每 个 gE€GLCV) 对 应 一 个 矩阵 A€ GL,(K), 从 而 
$8 8| GLO) 8I GL, (K) 上 的 一 个 同 构 . 在 这 个 意义 
下 ,可 以 将 GL(V) 与 GL,(K) 等 同 起 来 . 
全 线性 群 (full linear group)” 即 “一 般 线 性 
BE". | 

at Æ — Ag £k TE BE (projective general linear 
group) 一 类 上 典型 群 . 即 一 般 线 性 群 对 中 心 的 商 群 . 
一 般 线 性 群 GL,(K) 对 它 的 中 心 的 商 群 称 为 KR En 
次 射影 一 般 线 性 群 , 记 为 PGL,(K). GL, KE PÒ 
由 所 有 的 形 如 人 的 纯 量 阵 组 成 ,其 中 4 跑 遍 天 中 所 
有 的 非 零 的 中 心 元 素 . 若 到 是 天 上 半 维 右 向 量 空 
间 ,P(V) 是 V 的 全 体 一 维 子 空间 的 集合 ( 即 射 影 空 
间 ), 则 由 GL(V) 在 PC(V) 上 的 作用 所 得 到 的 群 
PGL (V ) 就 是 射影 一 般 线 性 群 PGL, CK. 

特殊 线性 群 (special linear group) ZR ff A fA 
群 .一般 线性 群 的 一 个 重要 的 子 群 .对 A€ GL,(K)， 
FERE A 一 了 的 秩 是 1 并且 (4A 一 1)"==0, 则 称 4 为 
HE. GL,(K) 中 所 有 的 平 延 生成 一 个 正规 子 群 , 称 
为 上 次 特殊 线性 群 , 记 为 SL,(K). SL, CKO di nT 
Hi SRI OO HAE GAJ AECK” ) 的 初等 矩阵 生成 ， 
这 里 E;; 表 示 第 (i,j)) 元 素 为 1 ,其 余 元 素 为 0 的 nXn 
AB PE. 24 交换 时 ,SL,(K) 就 是 GL (K) 中 行列 式 
为 1 的 全 体 和 矩阵 组 成 的 子 群 . 除 SL. CE 外 ， 
SL,(K) 是 GL,(K) 的 换 位 子 群 . 

么 模 群 人 unimodular group?) 
Pp”. 

平 延 (transvection)” 见 “特殊 线性 群 ”. 

射影 特殊 线性 群 (projective special linear 
一 类 典型 群 . 即 特殊 线性 群 对 中 心 的 商 群 . 


BI "fp EK £x HE 


group) 
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特殊 线性 群 SL, CK) RYE B9 Poo AS BBP RT PP 
殊 线性 群 , 记 为 PSL,(K), 又 称 为 线性 分 式 群 并 记 为 
LF (n, K). É&PSL; (^) ,PSL;(F;) 外 ,PSL,(K) 是 单 
BE. 


线性 分 式 群 (linear fractional group) BI" S1 
特殊 线性 群 ” 
Æ f (symplectic group) 一 类 重要 的 典型 群 . 


E VÆRK 上 2m 维 列 向 量 空间 ,f 是 V 的 非 退 化 
的 交错 双 线 性 型 , 则 使 (Ax,Ay) 二 f(x,y) 对 所 有 
的 r.y€V 成 立 的 线性 变换 AC GL(V) 称 为 关于 S 
的 辛 变换 . 关于 f 的 全 体 六 变换 在 映射 弱 法 下 构成 
AY a Pn OA AE BET Spr (KAD. BATA SRE 
3C BE Spo, Cf, KOHE E. [R]TÀ. 因此 ,不 妨 取 


f(x,y) = p» (aiya — Xayu-i) 
i-1 
并 将 相应 的 辛 群 记 为 Spam CO 3x HE 


Tı Ji 
T? Y2 
T= V ipn 
Lom 2m 
0 I9? 
Spo, CK) 二 一 (a € GL,,, CK) ral Io 0 la 


0 pe 
Hu |. EGY D Jl 

辛 变换 的 行列 式 都 是 1, 辛 群 的 中 心 为 { 土 7}. 

Æ $Æ fk (symplectic transformation ) 
Er 

Bt BG Æ BE (projective symplectic group) 一 类 
重要 的 典型 群 . BYE ET H AY EE. SERE Sp, CK) 
XY E BS AA D> BAY TBD RE in A Te > R Ly PSpo CK). 
 PSp.(F,),PSp.(F;),PSp, CF.) 9}. PSp,, CK ) df 
是 单 群 . 

TE 38 # (orthogonal group) 一 类 重要 的 典型 
HE. 在 实数 域 的 特殊 情形 ,全 体 nXn 正 交 方 阵 在 矩 
阵 乘 法 下 构成 的 群 称 为 n KEX, WAN O(n). 一 
般 地 , 设 V 是 域 E n 维 列 向 量 空间 ,Q(x)=='xAx 
RV 上 的 非 退 化 二 次 型 (4 BK ERD Xn iE 
阵 ), 若 gc GLO «fii Qler) —Q GOXTIE AAW XEV 
成 立 , 则 称 g 是 关于 Q 的 正 交 变换 . 关于 Q 的 全 体 
正 交 变换 在 映射 乘法 下 构成 一 个 群 , 称 为 关于 Q 的 
正 交 群 , 记 为 O.(K,Q). 当 开 的 特征 了 关 2 时 ,V 上 每 
个 非 退 化 对 称 双 线 性 型 f 也 决定 一 个 正 交 群 

OK, H ={g E GLY) |f gr, gy) = flasy), 
V z,y EV} =0,(K,Q), 

其 中 Q(z) 王 /zxz,z)/2. 当 开 是 实数 域 ,Q 是 单位 二 
XE QGO-—'r* a WW IER 0,(K,Q) 就 是 


见 “ 辛 


O(n). 

IE 38 SE 4K (orthogonal transformation) 
AE HE”. 

A (6 eB (Lorentz group) 一 类 重要 的 典型 
RE. 实数 域 上 使 二 次 型 Q(zi,z2，*… sz) = ritarit 

十 一 Ti 一 一 ZX 不 变 的 所 有 nXn SA EH 
M PURSE ROS AER OR Gan —r 0 的 洲 伦 关 兴 符 
号 差 为 (3,1) 的 洛 伦 欧 群 在 狭义 相对 论 中 起 着 重要 
的 作用 . 

B # Cunitary group) 一 类 重要 的 典型 群 .在 
复数 域 的 特殊 情形 ,全 体 nXn 西方 阵 在 矩阵 乘法 下 
构成 的 群 称 为 n 次 西 群 , 记 为 Uln). 一 般 地 , 设 K 
是 带 有 对 合 J:a >a 的 体 ,V 是 KK 上 维 列 向 量 空 
[B], f(x,y) 二 THy Æ V 上 非 退 化 厄 米 特 型 或 反 厄 
米 特 型 ,这 里 OW EGL,(K) B‘'H=cH,e= +1. FA 
E GL(V {E fF (Ax, AW =f lr, Ww Xt BUS BN cz yEV 
成 立 , 则 称 4 是 关于 f 的 西 变 换 . 关于 f 的 全 体 西 
变换 组 成 GL(V) 的 一 个 子 群 , 称 为 关于 f 的 西 群 ， 
记 为 U,(K, 放 .从 和 窍 阵 的 观点 看 ,U,(K,f)= 二 {AE 
GL,(K) l'AHA =H). 当 f 是 交错 双 线 性 型 时 
UK, DREFF Sp, CK ,了 ); 当 天 BREA A f£ 
是 对 称 双 线性 型 时 U,K, PREEK OK, A); 
当天 是 复数 域 ,J jÉERSCS.H =I ht, AR U,K, 
A WE BH UC). 

本 变换 人 Cunitary transformation) Ji “PR”. 

射影 本 群 (projective unitary group) 一 类 典 
型 群 . 指 本 群 的 自然 同 态 像 . RAMA J 的 体 K 上 
关于 厄 米 特 型 或 反 厄 米 特 型 f 的 西 群 U,(K PEA 
然 同 态 GL, (K) > PGL, (K) F EB. 记 为 
PU,CK ,内 ). 丁 群 U(n) 对 应 的 射影 丁 群 记 为 PU GD. 

迹 形式 (trace form) 空间 上 定义 的 重要 的 型 . 
WV EWK En 维 线 性 空间 ,了 是 了 Y 上 关于 天 的 

MA J 的 厄 米 特 型 或 反 厄 米 特 型 ,e= 二 土 1 使 f(z， 
y)-—tfCy,x) (V xX,yEVTV) 成 立 . 若 对 每 个 xTEV 都 
可 找到 aC K fF f(z,7)=atea’ WR f£ 是 迹 形 
XX. 4K REA? BT. BE B3 OK A c JK 
特 型 都 是 迹 形 式 . 符 天 交换 , 则 仅 当 天 的 特征 二 2， 
J=1 E f AERA SAAD. 

维特 指数 (Witt index) 全 迷 向 或 全 奇异 子 空 
间 的 最 大 维 数 . 设 Y 是 体 K DOR ATE. f 是 定 
义 于 V 上 的 非 退 化 厄 米 特 型 或 反 厄 米 特 型 .对 V 的 
子 空间 W, 若 对 任意 zx,y€EW 都 有 f(z,y) 二 0, 则 称 
W 是 全 迷 向 子 空间 . 所 有 的 极 大 全 迷 向 子 空间 具有 
相同 的 维 数 ,这 个 维 数 称 为 革 的 维特 指数 ,简称 了 
的 指数 . 设 V ERK 上 线性 空间 ,Q RV 上 的 二 次 
型 . XP V APS WG QGD-—0 对 所 有 的 XEV 
成 立 , 则 称 W 是 全 奇异 子 空间 . 全 奇异 子 空间 一 定 


见 “ 正 


典 型 B 


是 关于 对 称 型 f(x,y) 二 Q(z 十 y) 一 Q(z) 一 Q(y) 的 


PETEN. V 的 所 有 的 极 大 全 奇异 子 空间 具有 
相同 的 维 数 ,这 个 维 数 称 为 Q 的 维特 指数 ,简称 Q 
的 指数 . 


yk FS IB) (totally isotopic subspace) Jil, 
“维特 指数 ”. 

全 育 异 子 空间 (totally singular subspace) Jil, 
“维特 指数 ”. 

二 次 型 的 维特 指数 (Witt index of quadratic 
form) ” 见 “ 维 特 指数 ”. 

特殊 酉 群 (special unitary group) 西 群 的 一 个 
重要 子 群 . BRUCK. ON FH U,K, NASL, CK) 
称 为 特殊 西 群 , 记 为 SU,(K, 放 ).U(n) 的 特殊 西 群 记 
为 SU (n). 硅 U,(K, 有 不 是 正 交 群 ,f 是 迹 形式 且 指 
数 宇 1, 则 U,(K, 有 含有 平 延 , 称 为 西平 延 . 此 时 
U,(K,f) 中 全 体 西 平 延生 成 一 个 正规 子 群 
TK sf) > PRA BP REE. pK ACHR, MI RU, KP 
=U; (F P BE b>. T.K, f) =SU,(K,f). 4 
U.(K,f) 是 辛 群 时 西平 延 改 称 辛 平 延 ,此 时 7,(K， 
f£) —Sp,CK ,J0. SU,CK PAT, CK DE BREA 
GL, KO-PGL,GO F lift PSU,GKC DA PT,CK, 
力 分 别称 为 射影 特殊 西 群 和 射影 西平 延 群 . 除 少数 
例外 情形 外 ,PT (K,f) 是 单 群 ,例外 情形 是 : 
Sp;CF; Sps (F3) Sp (Fs,)RU,(K,f)ASp,.K, P) 
时 是 

PU Ra F PU S JOS PUES f; 

西平 延 Cunitary transvection) Ji " 4g SX Vu 
m". 

3E SE RE (symplectic transvection) 
BE. 

ES ^E XE BÉ (unitary transvection group) 
FREU BEC. 

射影 特殊 丁 群 (projective special unitary gro- 
up) 见 “ 特 殊 西 群 ” 

射影 西平 延 群 (projective unitary transvection 
group) ” 见 “ 特 殊 西 群 ”. 

二 次 型 的 亏 数 (defect of a quadratic form) 二 
次 型 的 一 种 性 质 . 设 Y 是 域 玉 上 线性 空间 ,Q 是 V 
上 的 二 次 型 ,f(x,y)= 一 Q(z 十 y) 一 Q(z) 一 Q(y) 是 
5 Q 相伴 的 对 称 双 线性 型 ,V-=={r€EV|f(zx,y)= 
0,V y€ Vj. it Q 3E;B 45. B] Q(2) 40 对 所 有 OAx 
EVR. 4 K BREA 时 必 有 TV 一 0; 当 天 的 
特征 天 2 时 ,V- 的 维 数 称 为 Q 的 亏 数 , 且 当 V-==0 
时 称 Q 是 无 亏 数 的 二 次 型 . 

无 亏 数 的 二 次 型 (quadratic form without de- 
fect) | WW" XE Bg X. 

对 称 (symmetry) 一 类 特殊 的 正 交 变换 . 设 A 
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DL “F YR 


见 “ 特 


群 及 R 推广 


EOK. QOX) EREZTE V 上 关于 Q 的 正 
交 变 换 . EAR A 固定 不 动 的 全 体 向 量 组 成 V 的 一 个 
EF | W, 则 A 具有 形式 


xz —> År =T 


u Jah), 

Qh)” 
其 中 f 是 与 Q 相伴 的 双 线 性 型 ,h 是 与 W 关于 了 正 
SC HY IS) E A Q(h) 隆 0. 当天 的 特征 隆 2 时 ,A 称 为 关 
于 超 平面 W 的 对 称 , 它 将 h 映 到 一 h. 当天 的 特征 
—2 时 ,A 是 平 延 , 称 为 正 交 平 延 ; 当 KK 的 特征 天 2 
时 ,O,(K,Q) 中 每 个 正 交 变换 可 以 表 成 不 超过 ”个 
Xt PR AR GE SHES A EHD; 4 OK 的 特征 =2 
时 ,OK,Q) 中 的 正 交 变换 可 以 写成 正 交 平 延 之 
只, 但 n=4,K=F, H Q 的 指数 二 2 的 情形 除外 . 

正 交 平 延 (Corthogonal transvection) Wl “ Xf 
BR”. 

+5 Bk IE 38 BE (special orthogonal group) 一 类 
元 素 行 列 式 为 1 的 重要 的 典型 群 . 正 交 群 0,( 天 ,Q) 
的 元 素 的 行列 式 都 是 1 或 一 1, 其 中 行列 式 为 1 的 全 
体 正 交 变 换 组 成 一 个 子 群 , 称 为 特殊 正 交 群 , 记 为 
SO, CK ,QD. 34 K 的 特征 隆 2 时 ， 

[O,(K,Q) : SO,(K,Q)] = 2, 
Jt ITSO, CK ,Q) th PRA ie EFF id A Ox (K.Q). 
它 也 就 是 由 偶数 个 对 称 的 乘积 的 全 体 组 成 的 群 . 实 
TE 20 FFO GO B e f iS SO GO BK OF. 24 K 的 特 
fF — 2 时 SO, CK ,Q)=0,(K ,QD. it Q 25 KM, BI 
fx,y) = QGc-»-—QG)—QCG) 

是 QQ 所 定义 的 空间 VV 上 的 非 退 化 交错 型 ,n= 二 2m 为 
偶数 ,DO CK ,QO Sp, CK A). RV 的 基 eest, 
Conf f Ce; e) 104 jo—idbmoE OG jai dom). 对 
(PAC SpA Kafe 


n m 
Ae; = aie: 十 > Diems 
j=l j=l 


Aes; = DO 十 pec (1 < 1 m) $ 
J=1 


则 
D(A) = >) (O(a 


+ Qe, bydy + bici) 

PRA 4 With FEFEA © B. 当 ACO,,, (K.Q) AT DCA) 
—0 gk 1, 满足 条 件 DCAD —0 的 全 体 正 交 变 换 A 组 
成 OK,Q) 的 一 个 指数 为 2 的 子 群 , 称 为 旋转 群 ， 
in Orn (K.Q). 除 n=4,K=F, HQ 的 指数 为 2 
的 情形 外 ,旋转 群 OF CK ,QQ) 就 是 0,(K,Q) 中 偶数 
个 正 交 平 延 的 乘积 的 全 体 组 成 的 子 群 . 

旋转 群 (rotation group) Ji  EEERIEAZ BE". 

迪克 森 不 变量 (Dickson invariant) — UL, FESKIE 
ACHE”. 

IE 35 B Bj 16. fir FEHB (commutator groups of an 
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orthogonal groups) 一 类 重要 的 典型 群 . 正 交 群 
O, CK ,Q) BY d [zr T REG A Q, K,Q),2, CK, QO Xf 
(EDO, CK Qo Bg iin A PO, (K.Q). 4 Q RS 
指数 v 之 1, 则 除 下 述 例外 情形 外 ,PO,( 天 ,Q) 是 单 
BE. PS) TIE dE in —2;n— 3. K =F y3n=4,0=23n= 
4,U—1.H K=F,. 

李 型 单 群 (simple group of Lie type) 一 类 重 
要 的 特殊 单 群 . 谢 瓦 菜单 群 和 单 扭 群 统称 为 李 型 单 
HE. 任意 域 上 的 李 型 单 群 是 按 复数 域 上 的 单 李 群 仿 
造 出 来 的 . 复 单 李 群 对 应 于 复 单 李 代数 . 由 于 存在 谢 
瓦 莱 基 , 复 单 李 代数 可 以 改造 成 为 任意 域 上 的 李 代 
数 , 谢 瓦 芋 群 就 被 定义 为 这 个 李 代 数 的 自 同 构 群 的 
某 个 子 群 . 由 李 代 数 的 邓 金 图 的 非 平 几 对 称 可 以 得 
到 相应 的 谢 瓦 莱 群 的 自 同 构 , 扭 群 就 是 在 这 个 自 同 
构 下 不 变 的 某 些 元 素 所 生成 的 群 . 有 限 域 上 的 李 型 
单 群 组 成 了 最 主要 的 有 限 单 群 系列 . 

谢 瓦 莱 群 (Chevalley group) 与 一 类 特殊 李 代 
数 密切 相关 的 群 . 设 艺 是 复数 域 上 单 李 代数 ,了 是 世 
的 基础 根系 ,@ 是 工 的 根系 ， 


L= HO@ SL 
reo 


Æ L B 3& 34 OPE. 根据 谢 瓦 莱 基 定理 ,可 以 取 嘉 当 
TRR (^. |a € ID BEA TR FAL 的 基 e,, 
使 也 关 于 基 {hser|cET,rEG)} 的 乘法 常数 全 是 有 
理 整 数 . 这 组 基 的 整 系数 线性 组 合 的 全 体 Lz fk L 
的 李 乘 法 构成 有 理 整 数 环 Z 上 一 个 李 代 数 . 对 任意 
域 天 ,可 将 加 群 Lx= KLz 定义 成 一 个 李 代 数 ,使 
[ 1kC9 x, 1kC9y ]— 1k CO x, y ]. WHER rco Fre 
K ,ad(te,) ix—ltC2e,,x | 是 Lx 的 寡 零 微分 ， 


2 
x,(t) =exp(ad(te,)) = 1 + ad (te) + S 
d 3 
4 GERECHT rm 


是 Lx 的 自 同 构 . 所 有 的 x,(t)(rE@B,tEK) 生 成 的 
R L(K) E Lx 的 自 同 构 群 的 一 个 子 群 , 称 为 K 上 
的 谢 瓦 菜 群 . 每 个 r OOED, EK) RALE) 
的 根 元 素 ,而 X, = (GO) 11EK}) 称 为 LC(K) 的 根子 
BÉ. 04 L ARE ALUZDSB;GZ2),C 023). D 
224) E,(6<1<8),.F.,G, 型 李 代 数 时 ,分 别 得 到 谢 
瓦 莱 群 A,(K), B; OK OC CR 5. Dı(K), E(K),F, 
CK),G,CKO. 其 中 A,CK),B,CK),C,(K),D;CK 4} 
Sal) fal T4 -F S gE PSL CK), PQ (K5Q5) (Qs 的 
j8 S — D ,PSp; GO ,PQ,CK Qo) (Qn f 8 M =). 
当天 是 gz 元 有 限 域 时 ,也 将 地 (天 ) 简 记 为 工 (9). BR 
41(2),4(3),B:(2),G (2) 外 , 谢 瓦 菜 群 都 是 单 群 . 
H (twisted group) 谢 瓦 莱 群 的 重要 子 群 . 
设 单 李 代 数 工 二 A1,Di,E,,B;,G; KF, ER REA 
有 非 乎 凡 的 对 称 o. o 的 阶 n= 二 2 或 3. 设 KK 是 域 , 且 


当 工 二 Bs 或 可 时 KK 是 特征 2 WES: 4 L=G, 
时 天 是 特征 3 的 完全 域 . 奇 G 一 L(K) 是 K 上 工 型 
谢 瓦 莱 群 , 则 存在 G By B ITI g, 称 为 图 自 同 构 ,将 
每 个 基础 根 aeE 对 应 的 根子 群 X. 变 为 基础 根 
olQ) 对 应 的 根子 群 Xow BK 的 每 个 自 同 构 r+ 也 决 
定 G 的 一 个 自 同 构 , 称 为 域 自 同 构 并 仍 记 为 +, 将 每 
个 根 元 素 ce OBA rE). 图 自 同 构 g 与 每 个 域 自 
IH EJ c 相交 换 , 它 们 的 乘积 o==gr 仍 是 G 的 自 同 构 . 
选取 非 平凡 的 域 自 同 构 使 vc 二 gz 与 2 具有 相同 的 
BY n, BD o"—1. PUB BIER r € D XI AY A RE X, 
生成 G 的 子 群 U, 所 有 的 负 根 rE 对 应 的 根子 群 
X, 生成 子 群 V. Xo 
={rE€EUlIao(r)=7x}, 
={rE€V|e(x)=2z}, 
WU 55; V! ARAN ERICA’ LOKO RAGE. 当 n 
—2 时 ,"L(K) 称 为 K EL AR, HANK), 
人 DK), ECK),* B; CK) ,*G,CKO ,?F, “a M n=3 
时 ,"L(K) 为 *D,(K), 称 为 K ED 型 三 次 扭 群 . 群 
"BOR X ION SS IE SEG; KO P FLCKO X EROS E 
BE. RE A, CK ) IR] TJ F VETE PSU (K, A), S 的 指数 
H 02-10/2 08 1330 9X 1/2 O45 1480. RE! D; CK) FR] AJ 
于 正 交 群 PO4CK,,00 RB K, ERA LNA 
变 子 域 ,Q 的 指数 为 /一 1. 当 是 g 元 域 时 可 将 
"L(K) 简 记 为 'L(q). RA: (22),?B, (2),?G,(3)， 
°F C2) 9b FL BE AB FE R E. 
图 自 同 构 (graph automorphism) 
tk Bl [8] 14 (isomorphism of fields) 
铃木 群 (Suzuki group) WW," HE". 
雷 群 (Ree group) DL" BE". 
E 阅 EMA 石生 明 


T, FARE if 
Th “FH BE ae 


群 表示 论 


群 表示 论 (representation theory of groups) 
用 具体 的 群 来 描述 抽象 群 的 理论 . 它 是 群 论 研 究 的 
有 力 工 具 . 一 个 群 C BATH H NADA G 
的 一 个 表示 .通过 群 表示 ,将 一 个 需要 加 以 研究 的 群 
G 与 一 个 已 经 了 解 得 比较 多 的 具体 的 群 H KAR 
来 ,并 由 的 性 质 来 探究 G 的 性 质 ,这 种 理论 就 是 
群 表示 论 . 线性 表示 与 置换 表示 是 最 重要 的 两 种 表 


m. 群 G 的 线性 表示 就 是 G 到 一 个 向 量 空 间 V 上 的 
完全 线性 群 GL(V ) 的 同 态 .V 称 为 表示 空间 ,Y 的 


维 数 也 称 为 表示 的 维 数 . HE G 的 置换 表示 是 指 G 到 
一 个 对 称 群 S, 内 的 同 态 . 群 表示 论 是 群 论 的 重要 组 
成 部 分 . 19 thc, 3B 9 W JE & (Frobenius, F. 
G.) 5 4B 8. 3€ (Burnside, W. ) 首 先 对 有 限 群 表示 


论 做 了 系统 的 研究 工作 ,这 些 结 果 出 现在 伯 恩 赛 德 
1911 年 的 重要 著作 《有限 群 理论 一 书 中 . 后 来 ,有 
限 群 表示 论 又 发 展 到 无 限 群 表示 论 , 且 对 各 类 不 同 
的 群 建 立 了 相应 表示 理论 ,如 拓扑 群 、 李 和 群 、 紧 李 和 群 、 
李 型 群 等 的 表示 论 . 群 表示 论 在 现代 数学 的 许多 分 
文 以 及 理论 物理 .量子 化 学 .通讯 理论 等 方面 具有 广 
泛 的 应 用 . 

表示 空间 (representation space) 
Ves 

群 的 线性 表示 (linear representations of gro- 
ups) 见 “ 群 表示 论 ” 

表示 的 维 数 (degree of a representation) Ji) 
“ 群 表示 论 ” 

和 矩阵 表示 (Matrix representation). 和 群 到 矩阵 
群 的 同 态 . 设 o:G— GLOO ER G 的 一 个 线性 表 
示 , 其 中 V FER En 维 向 量 空 间 . 这 时 o 也 称 为 
G 的 F RI. 取 定 V 的 一 ^ 3k { Diis LES 对 于 
G 的 每 个 元 g, 设 pl(g) 在 这 一 基 下 的 矩阵 为 7 (g)， 
TW PRIA AS T:G>GL, FHE g— T (g) A p 对 应 的 矩 
阵 表示 ,其 中 GL, (PRA F E A n By ur 3B E 
所 组 成 的 乘法 群 . 


F 表示 (F-representation) 


见 “ 群 表示 


JL BEER. 
SE 4r X& zx (equivalent representations) 数学 
结构 相同 的 线性 表示 . 设 oio 是 群 G 的 两 个 线性 
表示 ,表示 空 间 分 别 为 Vi,V;. AFE V. 到 VV; 的 同 
构 n 使 得 对 每 个 SEC 有 ps(g)y 二 yo01(8), 则 称 o, 
Ps 是 等 价 表 示 , 或 简称 pi 与 p; 等 价 . BRE VV, 
的 一 个 基 ,p; 在 取 定 基 之 下 的 矩阵 表示 为 DiiG— 
GL,CGF) G=1,2), Wa 5j o; 等 价 当 且 仅 当 存在 下 
上 的 可 逆 和 矩阵 M 使 得 对 每 个 gEG 有 
MT. (gM = Te. 

舒 尔 引 理 (CSchur lemma) 描述 不 可 约 模 之 间 
同 态 的 重要 定理 . 该 引 理 断 言 : 设 ol,2, 是 群 G 的 两 
个 不 可 约 下 表示 ,表示 空间 分 别 为 Vi,V,,o EV, 
到 V. 的 非 零 线性 映射 ,大 VY gEG 有 pi(g)o= 
ap; Cg), Wo Æ V, 8| V. 的 同 构 且 o 与 o: 是 等 价 表 
m. 实际 上 舒 尔 引 理 具有 下 面 更 一 般 的 形式 :大 R 
是 一 个 环 , M,N BATA R LM MBN 的 任何 
韭 零 模 同 态 均 为 同 构 . 特别 地 , 模 自 同 态 环 
Endr (MO ERR. 

&& XR (integral representation) 一 类 特殊 的 
线性 表示 . OR EP BH, AWN F. ER G 
在 域 尺 上 的 一 个 矩阵 表示 T:G—GL, CF) f $8 4£ 
CEG FET ONT RHE R 中 , 则 称 这 种 表 
示 为 整 表 示 . GR 是 一 个 主 理想 整 环 ,其 分 式 域 为 
下 , 则 每 个 表示 均等 价 于 一 个 R 表示 . 

A #7 (unitary representation) f£ l| BRN 
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a 及 其 推广 


AA. a V 是 一 个 n 维 西 空间 ,V 上 全 体 丁 变换 成 
线性 群 GL,(V ) 的 一 个 子 群 . 群 G BU, 的 一 个 同 态 
p:G-*-U, 称 为 G 的 本 表示 .本 表示 与 通常 的 表示 有 
如 下 关系 :有 限 群 G 在 一 个 本 空间 上 的 每 个 线性 表 
示 均 等 价 于 一 个 西 表示 . 

群 的 忠实 表示 (faithful representation of 
group) 和 群 到 线性 群 的 子 群 的 同 构 . 若 2 是 C W F 
表示 ,V 是 表示 空间 , 则 使 pl(g) 为 V 上 恒 等 变 换 的 
全 体 元 素 g 组 成 G 的 一 个 正规 子 群 N,N 称 为 表示 
0 的 核 . GRA 2 的 核 为 单位 元 群 , 则 o 称 为 忠实 表 
示 ,P 提供 的 特征 标 称 为 忠实 特征 标 . 

忠实 特征 标 (faithful character) 
表示 ”. 

群 的 不 可 约 表 示 (irreducible representation of 
a group) 和 群 G 的 一 类 线性 表示 . 设 0:G—GL(O) 
是 G 的 一 个 表示 ,车 V 关 140} 且 除 V 本 身 以 外 不 存 
在 任何 其 他 p(G) 不 变 子 空间 , 则 称 。 是 G 的 一 个 不 
可 约 表示 ;否则 , 称 为 可 约 表 示 . 不 可 约 表示 所 对 应 
的 特征 标 称 为 不 可 约 特征 标 . XP VOV. 都 是 V 的 
CCC) 不 变 子 空间 且 VEV: N o EEF BV, KA 
空间 YY 上 得 出 G 的 表示 ,分 别称 为 子 表 示 和 商 
表示 . p 的 某 个 子 表 示 或 商 表示 不 可 约 时 , 称 它 为 o 
的 一 个 不 可 约 成 分 . 

群 的 可 约 表 示 (reducible representation of 
group) ” 见 “ 群 的 不 可 约 表示 ”. 

不 可 约 特 征 标 (irreducible character) 
的 不 可 约 表示 ”. 

子 表 示 (subrepresentation) 
AR. 

商 表 示 (factor representation) 
HRR”. 

不 可 约 成 分 Cirreducible constituent ) 
的 不 可 约 表示 ” 

绝对 不 可 约 表 示 (absolutely irreducible repre- 
sentation) 域 扩 张 之 下 保持 不 可 约 性 的 线性 表示 . 
各 2 是 群 G 的 一 个 已 表示 ,天 是 下 的 扩 域 , 则 o 也 
可 以 看 成 一 个 天 RN. AMF 的 任 一 个 扩 域 Kip 
均 为 不 可 约 天 表示 , 则 o 称 为 绝对 不 可 约 表示 . 

完全 可 约 表 示 (completely reducible represen- 
tation) 可 完全 分 解 为 不 可 约 表 示 的 一 种 表示 . X 
0:G-*GLO/JE G fj — fios V —VIQ OV, 
BTV A CCC) 不 变 子 空间 且 V; 对 应 G 的 不 
可 约 表示 , 则 称 2 为 完全 可 约 表示 . 

特征 标 (character) 一 种 特殊 冰 数 . 即 群 G 的 
与 它 的 某 个 线性 表示 有 密切 关系 的 函数 . 设 0: G> 
GL(V) 是 群 G 的 一 个 下 线性 表示 . 取 定 V 的 一 个 
基 , 并 假定 在 这 一 基 下 2 对 应 的 矩阵 表示 为 了:G 
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见 “ 群 的 忠实 


见 “ 群 


见 “ 群 的 不 可 约 


见 “ 群 的 不 可 


见 “ 群 


GL,《F). 对 gE€G, 记 tr(T(g)) 为 矩阵 TC(g) 的 迹 ， 
Bl T CGgO RS SEXE £8 £X 26 3X ZA. EM GC EW F fB PR 
数 Xx(g) 二 tr(T(g)),g€G, 其 取 值 与 V 的 基 选 择 无 
X. 称 这 一 函数 为 p 所 提供 的 F 特征 标 . 通常 把 复 
数 域 上 表示 对 应 的 特征 标 称 为 复 特征 标 . 特征 标 是 
群 G 上 的 类 函数 , 即 其 取 值 在 C B9 8] — 1 359828 E 
相同 . 

复 特 征 标 (complex character)” 见 “特征 标 ”. 

主 特征 标 Cprincipal character) 单位 表示 的 特 
ER. 者 是 一 个 域 ,G 是 一 个 群 ,Pp 是 G 的 1 维 F 
表示 使 Y EC 有 plg) 二 1, 则 此 表示 o 称 为 G 的 单 
位 表示 或 恒 等 表 示 . 单位 表示 所 提供 的 特征 标 称 为 
主 特征 标 . 对 于 主 特征 标 0, 则 对 每 gE€G 有 OQ) = 

单位 表示 Cunit representation) J ^ 3: e fiE 
标 ”. 


恒 等 表示 (identity representation) 即 “ 单 位 
表示 ” 
特征 标 表 (character table) ”特征 标的 数值 表 . 


MC HJ—^r 358528 (CX AU gn E21] En). 复数 
矩阵 A= OG Gr KA G 的 特征 标 表 . C 的 许多 
群 论 性 质 可 以 通过 特征 标 表 反映 出 来 . 例如 ,通过 特 
征 标 表 可 以 查 出 C 的 所 有 正规 子 群 ,因此 G ERR 
可 以 由 特征 标 表 直接 决定 . 但 是 不 同 构 的 群 可 能 有 
相同 的 特征 标 表 . 

正 交 关系 (orthogonality relation) ”特征 标 满 
足 的 一 类 恒等式 . 设 Inr (60 = 26x) E G W 
全 体 不 可 约 复 寺 征 标 ， {Zi 823°" TP G iy tt ups 
代表 系 . 下 面 的 等 式 称 为 特征 标的 正 交 关系 : 


第 一 正 交 关 系 :TET OROL =b; 
gEG 


= 1 
NE E AR : i j | n 


其 中 Cc) X Ei TE G 内 的 中 心 化 子 . 设 nxn 矩阵 
A 二 {Xi(gj)) ,i 为 A 的 行 指 标 ,j 为 A 的 列 指标 ,A 
为 群 G 的 特征 标 表 ,第 一 正 交 关系 表达 了 特征 标 表 
的 行 正 交 性 ,第 二 正 交 关系 表达 了 特征 标 表 的 列 正 
交 性 . 对 G 上 复 值 类 函数 ( 即 取 值 于 复数 域 且 在 群 C 
的 相同 共 恩 类 上 函数 值 相同 的 函数 ), 可 以 定义 一 个 
内 积 . Ut p,y 是 两 个 类 函数 , 石 


1 = 
(p,p) = TET 24 9609 23 
IG 1 d 


则 它 是 一 个 内 积 , 称 为 类 函数 的 内 积 .第 一 正 交 关系 
说 明 C 的 两 个 不 同 的 不 可 约 复 特 征 标 是 正 交 的 . 

类 函数 的 内 积 (inner product of class func- 
tions)” 见 “ 正 交 关系 ”. 

群 表 示 的 马 施 克 定 理 (Maschke theorem for 


representation of group) 群 表示 的 一 个 重要 的 征 
H. 是 关于 群 表示 的 完全 可 约 性 的 定理 . 该 定理 断 
言 : 设 C 是 一 个 群 ,Ff 是 一 个 域 , 则 C 的 每 个 下 表示 
EEA, HAK F 的 特征 chF 不 能 整除 G 的 
阶 . 

中 心 特征 标 (central character) F 代数 A 到 
F 的 非 零 代数 同 态 . OF 是 复数 域 ,4 是 群 代 数 
FG {XoXo kh EG 的 全 体 不 可 纹 复 特征 标 , 则 
FG RA n AF "Pob FEAETR 6 mtm ARTF G 
HEDI C, 记 C=- 允 x, 则 定义 中 心 特征 标 o 
是 w(C)=|C|X(g)/xX(1) (EC). 

群 的 正则 表示 (regular representation of gro- 
up) 一 种 重要 的 群 表示 . 由 群 代数 FG 作为 表示 空 
间 而 得 到 的 表示 . 代数 4 本 身 通过 A 的 元 素 右 ( 左 ) 
乘 作 用 做 成 一 个 右 ( 左 )4 模 , 将 这 种 模 称 为 4 的 右 
( 左 ) 正 则 模 . 群 代 数 FG 的 正则 模 对 应 于 G 的 一 个 
线性 表示 称 为 G 的 正则 表示 ,其 对 应 的 特征 标 称 为 
正则 特征 标 . 正则 表示 具有 下 面 的 重要 性 质 : 任 何不 
可 约 表示 都 是 正则 表示 的 一 个 不 可 约 成 分 . 

左 ( 右 ) 正 则 模 (left (right) regular module) 
见 “ 群 的 正则 表示 ”. 


正则 特征 标 (regular character) WL“ Ji] z& 


AN 

群 的 诱导 表示 (induced representation of gro- 
up) ”由 子 群 表示 导出 大 群 表 示 的 一 种 方法 . 设 p:G 
GLV ÆRE G 的 一 个 表示 ,定义 G 对 V 的 作用 : 
vg-—p(g 00) GC€V;g€G),3ET G 的 作用 线性 
开拓 为 群 代数 FG 的 作用 , 即 对 


224.8 C FG (wEV), 


BEG 
记 
"| 24,8) = 2 ja pr Dv 
这 样 Y 成 为 一 个 右 fG 模 , 称 之 为 o 的 表示 模 . 反 过 
来 ,车 V 是 一 个 右 fG 模 , 对 于 每 个 gE€G,vEV, 定 
X plg)v= 二 vg !, 则 w 是 G Bj—^ Xon. H EG 
的 一 个 子 群 ,bp 是 H 的 一 个 表示 ,9 是 6 对 应 的 特 
征 标 ,W 是 2 对 应 的 表示 模 , 则 张 量 积 Wren FG 是 
一 个 右 FG 模 , 称 为 W 的 诱导 模 , 记 为 W”,W" 所 对 
应 的 G 的 表示 称 为 o 的 诱导 表示 , 记 为 ,Vr 对 应 
的 特征 标 称 为 0 的 诱导 特征 标 , 记 为 FY. 
And (representation module) ” 见 “ 群 的 诱导 
AR". 


诱导 模 (induced module) ” 见 “ 群 的 诱导 表 


示 ”. 

诱导 特征 标 Gnduced character) 
KIR”. 

J X 43 GER (generalized character) 


见 “ 群 的 诱导 


由 给 定 特 


征 标 经 运算 而 得 的 新 的 特征 标 . 群 C 的 者 干 个 复 特 
征 标的 整 系数 线性 组 合 , 称 为 G 的 广义 特征 标 . 由 
F G 的 特征 标 之 和 与 积 仍 是 C 的 一 个 特征 标 , 所 以 
G 的 全 体 广 义 特 征 标 组 成 一 个 环 ,通常 将 这 个 环 记 
为 ch(G), 并 称 之 为 广义 特征 标 环 . 

广义 特征 标 环 (generalized character ring) J) 
“广义 特征 标 ” 

特征 标 刻 画 定 理 ( characterization theorem of 
characters) 群 G 的 类 函数 成 为 特征 标的 判别 条 
件 . 设 G 是 一 个 有 限 群 ,大 G 的 子 群 H 为 一 个 素数 
SMHS 5 — ^ (8 Y^ E HARON H RANNET 
BÉ. fg 35 2K (Brauer,R. D. ) 于 1953 年 证 明了 下 面 的 
定理 :G 上 的 复 值 类 函数 x 是 G 的 广义 特征 标 , 4 
且 仅 当 X 限制 在 G 的 每 一 个 初等 子 群 上 是 这 个 初 
等 子 群 的 广义 特征 标 . 通常 把 这 一 定理 称 为 特征 标 
刻画 定理 . 

初等 子 群 (elementary subgroup) 
刻画 定理 ”. 

BFW SRA R FE (Frobenius reciprocity) 
在 特征 标 计 算 中 将 诱导 特征 标 与 限制 特征 标 联系 起 
来 的 重要 公式 . B xX,y 是 群 G 的 两 个 复 特征 标 , 定 
X x 5 9 HAR 

(0 Qs = IGI? 33 ate G7. 
QG40J&— T dE f EC A H E GRT XS OR 
别 是 C EH WRR O ONG SEED Xn 
AXE H FOR. CDE H 的 特征 标 , 则 有 以 下 
BRK, 0 G= Has Du. 这 一 公式 称 为 弗 罗 贝 尼 乌 
斯 互 反 律 , 它 表示 HERAARA X 的 重 数 等 于 
Xu 中 不 可 约 成 分 9 的 重 数 . 这 一 性 质 对 于 特征 标的 
计算 很 有 用 处 . 

So tee (Clifford theory) 和 群 表 示 论 的 
重要 理论 之 一 . 研究 有 限 群 C 的 不 可 约 表 示 与 其 正 
规 子 群 N 的 不 可 约 表 示 的 关系 的 理论 . 它 主 要 包含 
三 个 方面 : 

1. G 的 不 可 约 表示 对 的 限制 . 

2. N 的 不 可 约 表示 到 GC 的 扩张 . 

3. N 的 不 可 约 表 示 到 G 的 诱导 . 

oe B181€ (Clifford, A. H.) F 1937 年 首先 发 展 
了 这 一 理论 .下 面 的 克 里 福 德 定 理 是 这 一 理论 的 基 
本 结果 之 一 .该 定理 断言 : 徊 N<Cc,XEIrrc,b 是 
Xx 的 一 个 不 可 约 成 分 ,0=0 0,0, 是 0 在 G 下 
的 全 体 不 同 的 共 力 , 则 存在 正 整数 e 使 得 


Xn =e d. 
i=1 


特别 地 ,Xw 完全 可 约 . 
克 里 福 德 定理 (Clifford theorem) 
德 理论 ” 


见 “ 特 征 标 


Ul“ yg, E dd 
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群 及 其 推广 


麦 凯 分 解 (Mackey decomposition) ”关于 诱导 
模 限 制 到 子 群 上 的 某 个 直 和 分 解 的 定理 . xL 
(Mackey,G. W. ) 于 1951 年 证 明了 下 面 的 定理 : 设 
R jé — T a6TR S.H. L 是 有 限 群 G 的 子 群 ,W 是 
RH 模 ,S 是 G 的 (五 ,LL) 双 陪 集 代 表 系 , 则 有 RL 模 
的 直 和 分 解 

(W°), =P Wiren). 
通常 将 这 一 定理 中 给 出 的 分 解 称 为 麦 凯 分 解 . 

单项 表示 (monomial representation) 一 类 特 
殊 的 线性 表示 . 一 个 款 阶 方 阵 ,者 它 的 每 行 及 每 列 至 
多 只 有 一 个 元 素 不 为 零 , 则 称 这 个 方 阵 为 单项 和 矩阵. 
Ww 2 是 群 G 的 一 个 线性 表示 ,V 是 表示 空间 , 取 定 V 
的 一 个 基 ,2 在 这 一 基 下 的 矩阵 表示 为 了 ,大 对 每 个 
gE€G,T(g) 均 为 单项 矩阵 , 则 称 o 为 单项 表示 .G 的 
不 可 约 表示 o 是 单项 表示 , 当 且 仪 当 它 是 G 的 某 个 
子 群 的 一 维 表示 的 诱导 表示 . 

单项 矩阵 (monomial matix) Jl“ BMA”. 

M #(M-group) ATA fet 5 EAE Z8] B — 28 
BE. 每 个 不 可 约 复 表 示 都 是 单项 表示 的 有 限 群 称 为 
M ff. M 群 是 可 解 群 ,而 有 限 超 可 解 群 是 M HE. 此 
Sh, M 群 还 有 一 些 有 趣 的 性 质 . XE FB (Dade, E. C. ) 
T 1964 年 证 明 : 每 个 有 限 可 解 群 必 是 一 个 M 群 的 
子 群 . 如 何 用 纯粹 群 论 的 条 件 来 刻画 M. 群 ,至今 仍 
Ai — ^ B e RTE AY IR] AR. 

BE AY 5} Be teh (splitting field of a group) 一 类 
重要 的 域 . 使 一 个 代数 的 每 个 不 可 约 表示 在 基础 域 
扩张 之 下 保持 不 可 约 性 不 变 的 基础 域 . 设 下 是 一 个 
域 ,4 是 一 个 下 代数 ,各 VV 是 一 个 4 模 ,EF 是 下 的 
一 个 扩 域 , 则 VrE 是 一 个 AOE TR. EV 是 一 个 
不 可 约 4 模 且 对 于 F 的 每 个 扩 域 ,VrE 均 为 不 
可 约 AQE 模 , 则 称 V 为 绝对 不 可 约 AE EF fü 
得 每 个 不 可 约 A 模 均 为 绝对 不 可 约 的 , 则 下 RRA A 
的 分 裂 域 . GG 是 一 个 群 , 下 是 群 代数 FC 的 分 裂 
域 , 则 F 也 称 为 群 的 分 裂 域 . 布 劳 尔 (Brauer,R.D.) 
于 1945 年 证 明 : 若 G MATRA n, Ill FEA SE 
中 添加 次 本 原单 位 根 所 得 的 扩 域 是 C 的 分 裂 域 . 
这 一 定理 通常 称 为 布 劳 尔 分 裂 域 定理 . 

布 劳 尔 分 裂 域 定理 (Brauer splitting field theo- 
rem) ” 见 “ 群 的 分 裂 域 ”. 

射影 表示 (projective representation) ”与 相应 
射影 线性 群 密切 相关 的 一 种 表示 . OF 是 一 个 域 ,G 
是 一 个 群 ,映射 0:G—GL, CF EIS Mt FER g hE 
G, FE aCg,h) € F fii o(g) eth) —aCg , ho pCgh) , Wu 
o NK BE G 的 下 射影 表示 ,n 称 为 表示 2 的 维 数 .其 
中 ,a:GXG>K* = 二 {0} 满足 条 件 
a(xy.z)a(r,y)-—a(r,yz)aCy,z) (V ry ,ZEGOG), 
Whe 为 与 射影 表示 2 有 关 的 因子 团 . 若 ZO FOX 
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一 般 线性 群 GL (v, FOB AD, 
PGL(n,F) = GL,F)/ZiG,F) 

为 射影 线性 群 , 则 2 与 自然 同 态 的 合成 就 是 G> 
PGL G ,天 ) 的 同 态 , 因 此 , 称 o 为 射影 表示 . 

AFA actor set) | J^ S EZ XU. 

te TE (inertia group) 群 表示 论 中 一 类 重要 
的 群 . 可 由 正规 子 群 特征 标的 稳定 子 群 决定 的 群 . 设 
N 是 一 个 有 限 群 G 的 正规 子 群 ,2 是 N 的 一 个 特征 
PRG 的 元 g 如 下 地 作用 在 2 上 :对 每 acEN [EO (a) 
二 9(gag '), 这 时 0* J53& N 的 特征 标 ,将 9 的 稳定 
子 群 1 .C0) 二 {gE€G18F 二 0) 称 为 9 的 惯性 群 . 

wR 是 一 个 交换 环 ,W 是 一 个 右 RN R. 对 任 
意 gE€G, 做 一 个 右 RN 模 记 为 W* 如 下 : 它 作 为 
BW 同 构 . Xp w€ W idee W* 中 的 对 应 元 为 
wt. TíEW*'-iuw'iwcWi.f£3x£xa€ N,.gr a Xt W* 
中 元 w^ 的 作用 为 w*a-— GvoCgag 005. Wi] I:0W 2 — 
(g€ GIW*ZWJ RA RN 模 W 的 惯性 群 . 当 R 是 
域 时 ,者 W 提供 的 特征 标 为 9, 则 W* 提供 的 特征 标 
TES FW. 这 时 2500) — IG; (OW. 

舒 尔 指数 (CSchur index) 将 子 域 的 特征 标 看 
成 扩 域 的 特征 标 时 ,刻画 分 解 程度 的 一 类 数量 . 若 玉 
是 一 个 域 ,EX 是 下 的 扩 域 ,p 是 群 G 的 一 个 不 可 约 五 
表示 , 则 存在 G 的 一 个 不 可 约 忆 表示 “使 "是 的 
不 可 约 成 分 ,其 中 上 乡 Ai COE i E dems. HE. FG 
H9 PAP AS AY A) F Aon 6o 0, EST S C2 SUR IRE 
—^r ^ TA) ERES OS WAS 2, 下 是 的 一 个 子 
B.e 是 G 的 一 个 不 可 约 表示 使 得 p Umen] 
约 成 分 ,这 时 定义 xX 在 上 的 舒 尔 指数 为 p 在 信 中 
的 重 数 , 记 为 mre OO. 由 于 前 述 原因 , 舒 尔 指 数 是 一 
个 确定 的 正 整数 . 利用 舒 尔 指数 可 以 测度 一 个 不 可 
H E 特征 标 是 否 是 其 子 域 上 的 特征 标 . 

模 表 示 论 (modular representation theory) — BÉ 
在 特征 能 整除 群 的 阶 的 域 上 的 表示 理论 . 设 o:G— 
GL Gu, FRR G 的 一 个 表示 ER F 的 特征 为 零 或 
者 为 素数 p, 而 p 不 整除 G 的 阶 , 则 称 o 为 常 表示 ; 
而 春 域 下 的 特征 为 素数 P.H op 整除 G 的 阶 , 则 o 
称 为 模 表 示 , 也 称 之 模 表 示 . 模 表示 理论 主要 研究 
模 表 示 的 性 质 和 构造 以 及 模 表 示 与 常 表示 的 关系 . 
20 世纪 初 3H FE HR (Dickson, L. E. ) 首 先 考察 了 群 的 
模 表 示 . 模 表 示 论 的 建立 主要 归功 于 布 劳 尔 
(Brauer, R. D. ), 从 1935 年 开始 在 其 后 的 40 多 年 
中 , 布 劳 尔 对 模 表 示 做 了 深入 的 研究 工作 ,其 主要 结 
果 包 括 布 劳 尔 的 三 个 块 论 的 主要 定理 ,以 及 有 关 特 
征 标 的 一 系列 深入 结论 . 这 些 结果 被 反复 应 用 于 有 
限 单 群 分 类 的 理论 中 . 20 世纪 50 年 代 之 后 ,格林 
(Green,J. A. ) 系 统 地 建立 了 不 可 分 解 模 的 理论 . Ex 
学 复 对 于 模 表 示 有 深入 的 研究 ,对 于 阶 的 之 因子 部 


TRE p B9— UXCRE IL. RR BE Re E Eos HY ER 3 16 48 Bl 
了 重要 的 结果 . 模 表 示 论 的 研究 至 今 仍 十 分 活跃 ,还 
有 许多 问题 没有 解决 . 

常 表 示 (ordinary representation) 
i£". 

模 表 示 (modular representation) 
ib". 


见 “ 模 表示 
见 “ 模 表示 


块 论 (block theory) 模 表示 论 的 重要 组 成 部 
4]. A e 是 代数 4 的 一 个 中 心 本 原籍 等 元 ,将 所 有 
使 Ve—V 成 立 的 有 限 生成 4 模 Y 所 组 成 的 模范 畴 
B, 称 为 与 e 对 应 的 代数 A 的 块 . Ae 是 4 的 一 个 双 
边 理想 ,而 且 它 不 能 分 解 成 更 小 的 双边 理想 的 直 和 ， 
将 Ae 称 为 与 e 对 应 的 块 理想 . 群 代数 的 块 也 称 为 这 
个 群 的 块 . 进而 ,还 可 按 块 将 不 可 约 常 表示 及 模特 征 
标 进 行 分 类 ,因此 ,文献 中 也 有 把 属于 某 块 的 所 有 不 
可 约 常 表示 及 模特 征 标 的 集合 称 为 块 . 块 论 主要 研 
究 群 代数 的 块 中 不 可 分 解 模 和 块 中 特征 标的 性 质 以 
及 大 群 的 块 与 子 群 块 间 的 关系 . 对 于 半 单 群 代 数 来 
说 , 块 论 并 不 包含 比 常 表示 更 多 的 结果 . 

(block) 见 " 块 论 ” 

块 理想 (block ideal) 见 “ 块 论 ” 

群 的 块 (block of a group) WRH”. 

亏 群 人 (defect group) 与 一 个 块 相 关 的 一 族 共 
HA p 子 群 . 设 是 一 个 特征 为 p 的 域 ,G 是 一 个 有 
限 群 ,G HUZUROB DEJES PE FH T RET RG. XH d 
G 的 子 群 ,S$ 是 五 在 G 内 的 陪 集 代 表 系 , 记 (kG)” 
Hy kG 在 五 作用 下 的 固定 点 子 代数 .将 & 线 性 映射 

Tr: (RG)! — (kG)? 
使 
Ti ie 2005 

称 为 迹 映 射 , 记 

Tra CGG)")) = (kG)%. 
Ww BERG 的 一 个 块 , 块 虎 等 元 为 e, 将 满足 条 件 eE€ 
(GO 5 的 极 小 子 群 D 称 为 块 B 的 亏 群 ,这 时 DD 是 一 
A pA ME Æ DEBEBAT, M D 的 每 一 
THEE 8 的 亏 群 . 设 亏 群 的 阶 为 p d 称 为 
块 8B 亏 数 . 亏 数 的 大 小 是 衡量 块 代数 距 单 代数 有 多 
远 的 一 个 标志 ,是 块 的 一 个 重要 不 变量 . 

RAR ET (trace map) 见 “ 亏 群 ”. 

亏 数 (defect)” 见 “ 亏 群 ”. 

主 不 可 分 解 模 (principal indecomposable mod- 
ule) 一 类 最 重要 的 不 可 分 解 模 . 即 正则 模 的 不 可 
分 解 的 非 零 直 和 项 . X VAR REY 4 满足 惟一 分 解 条 
件 , 则 不 可 分 解 A 模 V 同 构 于 主 不 可 分 解 模 , 当 且 
仅 当 V 是 有 限 生 成 的 投射 模 , 

布 劳 尔 特征 标 (Brauer character) 亦 称 模特 
征 标 . 群 表示 论 的 一 个 重要 概念 . 设 G 是 一 个 群 ,R 


是 一 个 离散 赋值 环 ,K 是 R 的 分 式 域 ,一 R/J(R) 
是 一 个 特征 为 p 的 域 ,有 旦 K 及 上 月 含 |IG| 次 本 原单 位 
根 . 设 Y 是 一 个 kG 模 ,对 应 G 的 有 表示 0b,96 是 。 的 
i PRA. 对 于 G 的 每 个 p' 元 素 5, 设 

Hg) = 2 doi 
a; 是 pl(g) 的 特征 根 .由 于 R 的 p' 次 单位 根 群 与 & 的 
pP' 次 单位 根 群 同 构 , 所 以 在 RR 中 有 a, 的 同 构 像 b. 
i d {Bek aX 

Kg) = 2 bs 


将 G 的 p'zu EH] E (E PRÉC o BRA V 的 布 劳 尔 特征 
bn. 4 p 不 能 整除 1G| 时 布 劳 尔 特征 标 就 是 常 特 征 
bn. 

T 4 GE AR (modular character) 
征 标 ”. 

常 特征 标 (ordinary character) 
征 标 ”. 

嘉 当 和 矩阵 (Cartan matrix) ” 群 表示 论 的 一 个 特 
殊 和 矩阵 . 即 描 述 各 主 不 可 分 解 模 的 不 可 约 成 分 重 数 
的 矩阵 . 设 4 是 域 上 有 限 维 代 数 ,U; 是 4 的 一 个 
主 不 可 分 解 模 , 亦 即 U; 是 正则 模 A 的 不 可 分 解 直 
和 项 . xp L 是 一 个 不 可 约 A BML; PEN A RU, 
的 合成 因子 的 重 数 cj 称 为 代数 4 的 一 个 嘉 当 不 变 
量 , 由 全 体 嘉 当 不 变量 c, 组 成 的 矩阵 C= (c,) 称 为 
A B3 3& SER. BAER ET 3E 37) Ee. AAR 
一 个 对 称 代 数 ,Ff 是 4 的 分 裂 域 , 则 嘉 当 和 矩阵 是 一 


即 “ 布 劳 尔 特 


见 “ 布 劳 尔 特 


ORY ER HB RE. 

嘉 当 不 变量 (Cartan invariant) W“ 24 4H 
RE”. 

4j fi 4B [E (decomposition matrix) ” 群 表示 论 


的 一 个 特殊 矩阵 . 即 描述 与 各 个 不 可 约 常 表示 相应 
的 模 表 示 的 不 可 约 成 分 重 数 的 矩阵 . 设 R 是 一 个 完 
备 的 离散 赋值 环 ,K 是 R 的 分 式 域 ,一 R/J(R) 是 
特征 p WARR. PA 是 一 个 有 限 维 R 代数 , 则 存 
Æ R AHHAR XASS), Ë (XOK) ERAR 
可 约 ACOSK 模 . E 
X, = X,/J(R)X;, A= A/J(R)A, 

则 A 是 一 个 代数 ,X; 是 4 模 . 设 工 ; 是 不 可 约 4 
R R L EX 中 作为 合成 因子 的 重 数 di 称 为 4 的 
分 解数 ,由 全 体 分 解数 d;; 组 成 的 矩阵 (di;;) 称 为 分 解 
EE. EK Bk BE 4 的 分 裂 域 且 ARK 是 半 单 
代数 , 则 D'D=C, 其 中 C 是 4 的 嘉 当 矩阵,D” 是 
D 的 转 置 矩 阵 . 群 代数 RG 的 分 解 矩 阵 也 称 为 群 G 
的 分 解 和 矩阵 . 

分 解数 (decomposition number ) 
p". 

相对 投射 模 (relatively projective module) 比 
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见 “ 分 解 矩 


ae OR 其 推广 


投射 模 性 质 稍 弱 的 一 类 模 . 设 R 是 一 个 交换 环 ,G 
是 一 个 有 限 群 ,五 是 G 的 子 群 ,V 是 一 个 有 限 生成 
的 RC 模 , 若 对 于 每 个 RG 模 的 正 合 列 
0—-W--U--V-0, Cx) 

只 要 0—Wy-Ug,j-Vy-0 是 分 裂 的 RH 模 正 合 
3] W C x ) 也 分 裂 , 称 V 是 RH 相对 投射 的 ,或 简称 
VA HRA. 4 B (Higman,G. ) F 1954 年 证 
HY PRA eH. AV 是 有 限 生成 RG R,.H<G, 
则 下 列 条 件 等 价 : 

]V Æ H RAR. 

2. V 是 (Va)” 的 直 和 项 . 

3. 存在 一 个 有 限 生 成 的 RH S W EV d W^ 
的 直 和 项 . 

4. End. (VO  H TESI E) RG 模 . 

5. 存 在 f € Endau CV fii 


2 docs 


其 中 g 遍 取 五 在 G 内 的 陪 集 代表 系 ,1 是 Y 上 的 恒 
等 变换 . 

Wa (vertex) FERREX. 与 不 可 分 解 
模 相 联系 的 某 个 p FROM. KC EARE, R 
为 交换 环 . E V ARE RAY RB RG 不 可 分 解 
模 , 则 在 所 有 使 V A H ROR PR H HbA — 
个 “最 小 "的 子 群 P, 且 PP REFERERTE H. 
这 样 的 P 称 为 V 的 一 个 顶 ,V 的 顶 形成 子 群 P 的 共 
Hak. 

源 (source) ^n] 4} E EE ES] Fp AK FE HEE. 不 可 
4 RES VTE BE BSE SA n] OD AR SEER. A 
RG 不 可 分 解 模 V 的 一 个 项 为 P, 则 V XE P TESI 
的 ,于 是 ,有 不 可 分 解 RP 模 W, 使 V 是 Wr" 的 直 和 
m. W 为 V 的 一 个 源 . 所 有 这 样 的 W ER G E 
FAP BY Se eek. 

格林 对 应 (Green correspondence) #4 BR 8E 5 
其 子 群 之 间 的 一 类 不 可 分 解 模 间 的 对 应 关系 . 设 C 
是 一 个 有 限 群 ,R 是 一 个 完备 局 部 整 环 ( 即 在 局 部 整 
PREV 上 定义 一 个 距离 函数 d, Æ RR d 是 完备 
的 , 即 则 称 了 完备 . 知 正则 模 尺 完备 ,就 称 尺 为 完备 
局 部 整 环 ). 格林 (Green,J. A.) 于 1964 FAH T EF 
G 的 一 类 不 可 分 解 模 与 G 的 某 种 子 群 的 不 可 分 解 
模 之 间 的 对 应 关系 ,将 这 一 对 应 关系 称 为 格林 对 应 . 
其 定义 依赖 于 下 面 的 定理 : 设 P 是 群 G 的 一 个 p 子 
群 ,G 的 子 群 A ENP). ENM ORMA P H 
不 可 分 解 RG 模 的 集合 , 则 存在 一 一 对 应 f :Mbp (G) 
— Mp(H), (EIA V € Me (G), (V) EE Vy ffi 
一 的 项 为 了 P HAIRA RH 模 的 直 和 项 ,而 对 每 个 
WCM»rGD,.f W) E W* 惟一 顶 为 P 的 不 可 分 
解 RG 模 直 和 项 . 这 一 定理 中 的 一 一 映射 f 称 为 关 
FG, P, H) BIAR L. 
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格林 环 (Green ring) 和 群 代数 产生 的 一 个 环 . 
设 R 是 一 个 交换 环 ,G 是 一 个 群 . 若 群 代数 RG 的 全 
体 不 可 分 解 R B BI RG 模 的 同 构 类 所 生成 的 自由 加 
群 为 a《RG), 并 规定 a(RG) 的 加 法 为 (V1) 十 (V;)= 
VPV) FV, RS. RG 模 V; 的 同 构 类 ;定义 
aCRG) B3 3E Dg (V.D * (C) — QG,09V 2 I a CRGO 
成 为 一 个 交换 环 , 称 为 RG 的 格林 环 . 而 将 

ACRG) = aC(RG) WzC 
称 为 复 格林 环 . 

复 格 林 环 (Green ring) — DL AH”. 

赫 克 代数 (Hecke algebra) 和 群 代 数 的 与 各 不 
可 约 表 示 相 对 应 的 一 类 子 代 数 . 设 天 是 复数 域 的 一 
ATR, H KEARE GHUR G 的 子 群 的 分 裂 域 . 
设 4 是 G 的 一 个 子 群 , 2 是 4 的 天 特征 标 , 2 对 应 
的 表示 模 为 e 玉 4, 其 中 e 是 天 4 WRG oc. HKG 的 
子 代 数 eKGe 称 为 关于 (4,92) 的 赫 克 代数 , 记 为 
H CA ,9). 赫 克 代数 对 于 诱导 特征 标的 分 解 起 着 重 
要 作用 ,这 一 点 可 以 从 下 面 的 定理 看 出 :和 匣 X 是 CG 
的 不 可 约 特征 标 , 赫 克 代 数 A= HCA, ¢) M: 

1. (2,302750, 4 HAH Xu. 

2. X Xu Æ G ES I f Ox PAO 的 不 可 约 特 
征 标 集 合 与 半 单 天 代数 五 的 全 体 不 可 约 特 征 标 集 
合 之 间 的 一 一 对 应 . 


St 稿 张 广 祥 
审 Bl AH 
代 X 群 
代数 群 (algebraic group) 具有 某 种 拓扑 结构 


的 群 . 代数 群 理论 是 群 论 与 代数 几何 学 结合 的 产物 ， 
可 以 看 成 李 群 理论 的 推广 或 者 同 李 群 理论 平行 的 一 
个 群 论 分 支 . 若 G 是 代数 闭 域 K 上 的 代数 徐 , 又 具 
有 和 群 的 结构 , 且 乘 法 运算 CXC-~C( 这 里 的 “X" 表 
示 簇 的 扎 里 斯 基 (Zariski,O. ) 积 ) 与 求 道 运算 G—G 
HB fe eA AS UK G 为 代数 群 . 若 G 作为 簇 是 不 
可 约 的 , 则 称 此 代数 群 是 连通 的 . PRE TRE 
同时 也 是 个 子 群 , 则 称 为 闭 子 群 , 它 仍 是 个 代数 群 . 
代数 群 关 于 它 的 正规 闭 子 群 的 商 群 也 是 个 代数 群 . 
例如 , 开 En 级 一 般 线性 群 (K 上 级 非 奇 异 矩 阵 
全 体 所 成 的 群 )GL(n,K) 是 代数 群 ;KK En 次 特殊 
线性 群 (K 上 行列 式 1 89 n 阶 和 矩阵 全 体 所 成 的 群 ) 
SL(n,KK) 是 GL (n,K) 的 闭 子 群 . ARR G MRA 
构 是 仿 射 的 , 则 称 G 为 仿 射 代数 群 或 线性 代数 群 . 
采用 后 一 术语 的 理由 是 ,这 种 群 都 同 构 于 某 个 
GL(n,K) 的 闭 子 群 . & G 的 艇 结构 是 完备 的 , 则 称 
G Ay Bay DN AR HE. 阿 贝 尔 簇 的 群 结 构 很 简单 (都 是 阿 贝 
尔 群 ), 且 被 簇 结构 惟一 决定 ,因此 它 的 研究 属于 代 


数 几 何 学 的 范畴 . 另 一 方面 ,对 任意 代数 群 C, 总 可 
以 惟一 地 找到 一 个 正规 的 仿 射 闭 子 群 入 ,使 G/N 
EM N ZR E. 因此 ,代数 群 理论 研 究 的 主要 是 仿 射 的 
《 即 线性 的 ) 代 数 群 ,并 把 仿 射 代数 群 简称 代数 群 . 代 
数 群 及 其 表示 理论 与 域 论 ,多 重 线 性 代数 、 交 换 环 
论 . 代 数 几 何 . 李 群 、 李 代数 、 有 限 单 群 理论 以 及 群 表 
示 理 论 等 数学 分 支 都 有 十 分 密切 的 联系 ,是 近年 来 
代数 学 的 一 个 相当 活跃 的 分 支 . 

连通 代数 群 (connected algebraic group) JW, 
“代数 群 ”. 

闭 子 群 (closed subgroup)” 见 “代数 群 ”. 

仿 射 代数 群 (affine algebraic group) WARA 
BE". 

线性 代数 群 (linear algebraic group) 
代数 群 ”. 

代数 群 同 杰 (homomorphism of algebraic 
groups) 一 种 特殊 的 群 同 态 . 代数 群 之 间 的 既是 群 
[ea] AS FE RAS BRT. 若 一 个 代数 群 的 同 态 可 逆 ， 
且 逆 映射 也 是 代数 群 同 态 , 则 称 之 为 同 构 . 

代数 群 同 构 (isomorphism of algebraic groups) 
见 “ 代 数 群 同 态 ”. 

代数 群 的 特征 标 (character of an algebraic 
group) ”一 种 特殊 的 代数 群 同 态 . 代数 群 G 到 
GL(1 ,天 ) 的 代数 群 同 态 . G 的 特征 标 全 体 组 成 的 集 
合 X(G) 是 G 的 仿 射 代数 KLGj 的 乘法 半 群 的 一 个 
子 群 , 称 为 G 的 特征 标 群 .但 习惯 上 把 X(G) 的 运算 
用 加 法 记 . 

代数 群 的 特征 标 群 (character group of an alge- 
braic group) 见 “ 代 数 群 特征 标 ”. 

代数 群 的 作用 (action of an algebraic group) 
一 般 指 代数 群 在 秘 上 的 作用 . 设 C 是 代数 群 ,X 是 
hh. E C 作为 抽象 群 作 用 在 集合 X EL. ASO 
(g，,T)EGXX 映 到 g GO WAR GXXX BRN 
态 射 (GXX 赋 予 扎 里 斯 基 积 结构 ), 则 称 G 作为 代 
HE RATER X E. 

Jr TE S fa] (homogeneous space) 被 代数 群 传 
xb Ht VE Ae. RHE G ARTE REA FHA B9 
Be Se as [RIJG / H MPR ARF G 的 齐 性 空间 . 

有 理 表 示 (rational representation) 代数 群 表 
示 理论 研究 的 对 象 .代数 群 C 到 GL (V)( 同 构 于 
GL, KDR ERSA C 的 一 个 有 理 表示 ， 
这 里 立 是 天 上 的 2(<co) 维 向 量 空间 , 称 为 一 个 有 
JB cS. 

代数 群 的 正则 表示 (regular representation of 
an algebraic group) 一 种 重要 的 代数 群 表示 . 代数 
HE C 通过 左 平移 或 右 平移 作用 在 自己 的 仿 射 代数 
天 [Cj 上 所 决定 的 G 的 表示 .元 素 gEG 所 对 应 的 左 
平移 :KL[LG]>K[LGj] 与 右 平移 oz: 天 LCj 一 天 LCj 


即 “ 仿 射 


分 别 定 义 为 (人 六 (rz) 二 f(g 1'7z) 与 (pf) (x)= 
frg), XE f€ K[G),x€G. 这 样 得 到 的 G 的 表示 
4:G>GL(K[G])) 5 eiG—GLCOK[G D 4r SU ER y G 
的 左 正则 表示 与 右 正 则 表示 . — UH, KLG J^ 
有 限 维 的 .正则 表示 具有 如 下 人 性质 : 
1. 局 部 有 限 性 , 即 玉 LCj 是 有 限 维 G 子 模 的 并 
集 . 
2. 局 部 有 理性 , 即 KLGj] 的 每 个 有 限 维 G 子 模 
都 是 有 理 的 . 
代数 群 的 左 正则 表示 (eft regular representa- 
tion of an algebraic group) WRA EMER”. 
代数 群 的 右 正则 表示 (right regular represen- 
tation of an algebraic group)” 见 “代数 正则 表示 ”. 
代数 群 中 的 若 尔 当 分 解 (Jordan decomposition 
in an algebraic group) ”代数 群 的 一 种 重要 分 解 . 代 
数 群 的 元 素 分 解 为 可 交换 的 半 单 元 与 宕 么 元 之 积 的 
分 解 . 代数 群 G 的 元 素 g, 若 使 右 平移 ps 作为 KLG] 
(的 每 个 有 限 维 G 子 模 ) 上 的 线性 变换 是 可 对 角 化 
的 , 则 称 g 为 半 单 元 ;看 使 右 平移 ps 作为 天 LCj (的 
每 个 有 限 维 G 子 模 ) 上 的 线性 变换 只 有 特征 值 1, 则 
FK g 为 寡 么 元 . 给 定 代 数 群 G 的 元 素 g EC PH 
在 惟一 的 半 单 元 s 5j E AR A ZU u, fE g su 
us. 代数 群 G 的 元 素 的 这 一 分 解 称 为 若 尔 当 分 解 . 
” 半 单 元 (semisimple element) WARA REF KI 
ARIA RERO. 
X€ 4 7 (unipotent element) 
BR 4 Ot HR”. 
环 面 (torus) 代数 群 的 一 个 重要 子 群 . 指 与 n 
阶 可 逆 对 角 和 矩阵 全 体 所 成 的 群 刀 (2 天) 同 构 的 代数 
群 . 环 面 的 有 理 表示 都 是 完全 可 约 的 ,不 可 约 表示 都 
是 一 维 的 .所 以 环 面 的 表示 理论 被 特征 标 群 完全 刻 
m. 一 个 代数 群 中 的 极 大 环 面 子 群 ( 简 称 极 大 环 面 ) 
在 这 个 代数 群 的 结构 与 表示 理论 中 起 着 至 关 重 要 的 
作用 .不 同 的 极 大 环 面 在 代数 群 中 是 互相 共和 轿 的 . 
嘉 当 子 群 (Cartan subgroup) 代数 群 的 一 个 
重要 子 群 . 指 代数 群 G 的 极 大 环 面 的 连通 中 心 化 
T. 当 G 是 简约 群 时 , 嘉 当 子 群 就 是 C 的 极 大 环 面 . 
外 尔 群 (Weyl group) 代数 群 的 某 种 子 群 的 商 
BE. 指 代数 群 G 的 极 大 环 面 的 正规 化 子 Nc(7) 关 
FT 的 连通 中 心 化 子 CeT 的 商 群 W(G,T). 代 
数 群 G 关于 了 的 外 尔 群 总 是 有 限 群 ,并 同 构 于 GC X 
于 了 的 根系 的 外 尔 群 . 
me % 8f(unipotent group) 一 种 简单 的 代数 
HE. 即 只 由 客 乏 元 构成 的 代数 群 . BON. EK EEX 
角 元 素 为 1 的 nn 级 上 三 角 和 矩阵 全 体 组 成 的 群 是 个 和 客 
4 BE. FEA REA AR BERE BJ 
1$ ERTE (Borel subgroup) 代数 群 的 一 类 
可 解 子 群 . 指 代数 群 G 的 极 大 连通 可 解 子 群 . G 的 
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见 “ 代 数 群 中 的 


BOR 其 JD 


不 同 博 雷 尔 (Borel,A. 2 FR XE G PH 38 dE Sg. 例 
W, 4 G—GLG,K)Ozk SL n, K) iF, Er E = fag 
阵 组 成 的 子 群 就 是 一 个 博 雷 尔 子 群 . 

抛物 子 群 (parabolic subgroup) 代数 群 的 一 
类 闭 子 群 . 指 代 数 群 G 的 含有 博 雷 尔 子 群 的 闭 子 
群 . 一 个 团子 群 已 是 抛物 子 群 当 且 仅 当 陪 集 空 间 
G/P ERRI. A P 是 简约 代数 群 G 的 抛物 子 群 ， 
V=R PE P HARE. MAT RB) P 的 一 个 简 
约 的 闭 子 群 亏 (不 是 惟一 确定 的 ) ,使 得 已 是 艺 与 了 
的 半 直 积 . P 的 这 个 分 解 称 为 列 维 分 解 . 当 基 域 天 
的 特征 数 是 0 时 ,任何 连通 代数 群 都 有 列 维 分 解 . 

列 维 分 解 (Levi decomposition) 4, ^ $8 9g T 
ge". 

权 (weight) 研究 代数 群 表示 的 重要 工具 . 设 
T 是 代数 群 G 的 极 大 环 面 ,V 是 有 理 C 模 . 对 X € 
X(T), Æ V= (v€V |tu=xX@v,VtET) MV 是 
V, WAM. Æ VA WIR x 2x V TARV A 
V 的 属于 权 X 的 权 空间 ;Yz 中 的 非 零 问 量 称 为 Y 的 
属于 权 X OM) et sdimV, 称 为 权 X% 的 重 数 ;而 群 环 
ZX(T ) 的 元 素 

ch(V) = >} dim Vye’ 


YE X(T) 

PRA V 的 形式 特征 标 . 形式 特征 标的 重要 性 在 于 : 
两 个 G 模 具有 相同 的 G 合成 因子 当 且 仅 当 它们 具 
有 相同 的 形式 特征 标 . 

ALS le) (weight space) Jil “AL”. 

A a He Cweight vector) DLR”. 

AWAY BAW multiplicity of a weight) DR”. 

形式 特征 标 (formal character) WR”. 

代数 群 的 李 代 数 (Lie algebra of an algebraic 
group) ”一 种 特殊 的 李 代 数 . 开 LCj 上 的 左 不 变 天 
导 子 全 体 组 成 的 癌 量 空间 关于 方 括号 LX,Yj]=X 。 
Y 一 Y。X 所 成 的 李 代 数 g. 一 个 天 ST X:KLG]> 
天 LOCj 称 为 左 不 变 的 ,大 它 与 所 有 左 平移 AL (g € 6) 
可 交换 . 李 代 数 g 作 为 向 量 空 间 可 等 同 于 C 在 恒 等 
元 e 处 的 扎 里 斯 基 切 空间 . |n. 24 C—GL Cn, K) 
时 ,g A Sel Folin, K)CK E n 阶 矩 阵 全 体 所 成 的 
EIRO; 4 G=SL(@,K) it, g RT AE [S] F al (n, KO 
K 上 迹 零 的 2 阶 和 矩阵 全 体 所 成 的 李 代 数 ). 

伴随 表示 (adjoint representation) 代数 群 的 
一 种 表示 . 指 代 数 群 在 它 的 李 代 数 上 的 一 个 典范 表 
示 . 设 C 是 代数 群 ,g 是 它 的 李 代 数 ,G 在 g9 上 的 伴 
BEA RE XO Ad:G>Aut(g)CGL(g): * g € G 与 
X€g, Ad, OO —p,Xp; . til, 4 G=GL(n, KB, 
XL gcc 5S Xeg-ali, KO. di Ad, CX) —gXg ' 
(B PESE TE. 

根系 (root system) 研究 代数 群 结构 .分 类 和 
表示 的 重要 工具 . 简约 代数 群 C 的 伴随 表示 的 非 零 
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TT 权 称 为 G 关于 了 的 根 ,其 中 7 是 G 的 极 大 环 面 . 
G 关于 的 根 的 全 体 B= 二 BC(G,T) 是 实 空间 = 
ZBC9zR 中 的 抽象 意义 下 的 根系 . 即 , 它 满足 如 下 公 
E. 

1. 是 有 限 集 , 张 成 , 且 不 含 0. 

2.2 cE ONS PEAY a 的 倍数 只 有 士 %. 

3. xr e€ o, Wf E m —^ 5 a Xm Ta 
保持 D 稳定 . 

4. 若 a. PED, Wijc C) — BK a 的 整 倍数 . 

根系 @ 的 外 尔 群 ( 即 由 所 有 r 生成 的 群 ) 同 构 
于 C 关 于 了 的 外 尔 群 . 

5 % HB Cunipotent radical) 代数 群 的 一 个 
特殊 子 群 . 指 代 数 群 G Wy Be KEI IE E A TR. 
常 记 为 ROG). 

简约 代数 群 (reductive algebraic group) 一 类 
特殊 的 代数 群 . 指 具 有 平凡 寡 么 根基 的 非 平 凡 连 通 
代数 群 . 例如 ,一 般 线性 群 GL(n,K ) 就 是 一 个 简约 
代数 群 . 

代数 群 的 根基 (radical of an algebraic group) 
代数 群 的 一 个 特殊 子 群 . 指 代 数 群 C 的 最 大 连通 正 
规 可 解 子 群 . 常 记 为 RG). 

半 单 代数 群 人 (semisimple algebraic group) 一 
类 特殊 的 代数 群 . 指 具 有 平凡 根基 的 非 平 凡 连 通 代 
数 群 . 例如 ,特殊 线性 群 SL(n,K) 就 是 一 个 半 单 代 
数 群 . 

代数 群 的 秩 (rank of an algebraic group) 对 
代数 群 的 一 种 刻画 . 指 代 数 群 G 的 极 大 环 面 的 维 
数 .G 的 半 单 秩 指 的 是 G/R(G) 的 秩 ;G 的 简约 秩 指 
的 是 G/R,(G) 的 秩 . 

半 单 代数 群 的 分 类 (classification of semisim- 
ple algebraic groups) 一般 指 半 单 代数 群 的 同 构 
分 类 . 半 单 代数 群 的 同 构 类 一 一 对 应 于 二 元 组 (@， 
4A) 的 同 构 类 ,这 里 @ 是 一 个 抽象 意义 下 的 根系 ,而 
4 是 介 于 @ 的 根 格 与 抽象 权 格 之 间 的 一 个 在 外 尔 
群 作用 下 稳定 的 格 . @ 的 根 格 A, 就 是 根 的 整 线性 组 
合 所 成 的 格 ; 而 抽象 权 格 则 定义 为 

Au={XEE|2(X,a)/(a,0) EZ,Y aE SG}, 
其 中 (，) 是 @ 张 成 的 实 空间 中 的 一 个 外 尔 群 不 变 
的 内 积 . 吞 取 定 半 单线 性 代数 群 G 的 一 个 极 大 环 面 
TW G 对 应 的 二 元 组 是 (BC(G,T),X(7T)). 因 此, 半 
单线 性 代数 群 可 先 按照 其 根系 的 类 型 进行 粗略 分 类 
(同宗 分 类 ). 例如 ,特殊 线性 群 SL (mn, KD) A, Ad 
的 , 正 交 群 SO (2n 十 1,K) 是 B, 型 的 , 辛 群 
Sp(2n,K) Æ C, 型 的 , 正 交 群 SO (2n,K) ze D, 型 
的 . 24 X CP) — A, 时 , 称 G 为 伴随 型 的 , 它 是 所 有 与 
它 同宗 的 代数 群 的 同 态 像 ; 当 X(T)= 二 A 时 , 称 G 
为 普遍 型 或 单 连通 的 , 它 是 所 有 与 它 同宗 的 代数 群 
的 覆盖 . 例如 ,SL(n,K ) 是 单 连通 的 ,而 射影 线性 群 


PGL (n, K) ES E ER EER. £ G 的 根系 是 不 
可 分 解 的 , 则 称 G 为 至 单 的 .伴随 型 的 列 单 群 是 严 
格 意义 的 单 群 .有限 群 X(T)/A, 称 为 G 的 基本 群 . 
伴随 型 半 单 代数 群 (semisimple algebraic 
group of adjoint type) 见 “ 半 单 代数 群 的 分 类 ” 
普遍 型 半 单 代数 群 (semisimple algebraic 
group of universal type) 见 “ 半 单 代 数 群 的 分 类 ” 
单 连 通 半 单 代 数 群 人 simply-connected semisim- 
ple algebraic group)” 即 “普遍 型 半 单 代数 群 ”. 
半 单 代数 群 的 基本 群 (fundamental group of 
见 “ 半 单 代数 群 的 分 


semisimple algebraic group) 


= 
Fn EBH aA (Frobenius homomor - 
phism) 素 特 征 域 上 代数 群 的 一 类 自 同 态 . 知 基 域 


K 的 特征 数 p> 0. RJ BRE F: Cai) 9 (ah) GL Qn, 
天 ) 到 自身 上 的 一 个 代数 群 同 态 ( 它 还 是 抽象 群 的 同 
构 , 但 不 是 代数 群 的 同 构 ). 是 弗 罗 贝 尼 乌 斯 同 态 
最 简单 的 例子 .一 般 地 , 设 G 是 简约 代数 群 ,p:G 一 G 
是 代数 群 同 态 . AA GC 8] GLO, KO BS BR ALL 
E% r 与 ;, 使 得 yg 与 镶 在 G 的 限制 是 一 致 的 ， 
则 称 y ERP NES AAS. HF Jes X EG 
一 个 重要 性 质 是 它 的 固定 点 集 是 个 有 限 子 群 . 这 种 
有 限 群 称 为 有 限 李 型 群 , 它 们 在 有 限 群 理论 中 占据 
重要 地 位 . 

有 限 李 型 群 (finite group of Lie type) 
2 Wess. 

蒂 茨 系统 (Tits system) JA fa] £j 4S RRA IR 
李 型 群 等 重要 类 型 的 群 的 共同 性 质 中 抽象 出 来 的 关 
于 一 类 群 的 公理 化 刻画 . 设 C 是 由 两 个 子 群 N AB 
AMA BE. T= NB ÆN 的 正规 子 群 ,W = 二 和 N/T 
是 由 2 阶 元 素 组 成 的 子 集 $ 生成 的 群 . 称 四 元 组 
(GC BIN ARRAS ACE : 

1.4 pES.cEW, WM 

bBoC BBU BoóB ,o BoC BGB U BopB. 

2. Æ p€ S Mi oBpz B. 
这 里 o So 分 别 表 示 o 5 o dE N "PESE XR. 在 
蒂 芯 系统 (G,B,N,S) 中 ,W 称 为 外 尔 群 ,S 中 元 素 
的 个 数 称 为 系统 的 秩 ,B RAF DA ER ER IR RE. 
RAST REE HG 关于 B 的 双 陪 集 
以 W 作为 指标 集 , 即 

G = U Bob H BoB = BB, 

“AIM E W Hoc. EG 的 这 个 分 解 称 为 布 鲁 
哈 (Bruhat ,FE. 24) ff. I ICS, ÆW: BIE RA 
群 , 则 P= Ueu BOB È G 的 一 个 子 群 . Pi 及 其 共 
eA G 的 抛物 子 群 . ERA RSH. ERN 为 
RAK AT 的 正规 化 子 ,B AE T 的 博 雷 尔 子 群 ,S 
AW=N/T 中 对 应 于 单 根 的 反射 (在 B 的 李 代 数 


UM: 


Bf 


中 出 现 的 根 看 成 正 根 ) WU 48 Bl] — P BR HH. 
(G,B,N,S). 

WE Ix SZ AI Fk (rank of a Tits system) 
KRA”. 

4p & M4 4 fi (Bruhat decomposition) 
系统 ”. 

tt 3 FE FE (conjugacy theorem) 关于 线性 代数 
群 结构 的 一 个 重要 定理 . 该 定理 断言 :在 线性 代数 群 
中 ,不 同 的 博 雷 尔 (Borel,A. FR B 48 Hz 808 ,不同 的 
MAF, iB t8, 5 4825 8e. 

稠密 定理 (density theorem) 代数 群 结构 的 一 
个 重要 定理 . 该 定理 断言 :连通 代数 群 C 的 所 有 博 
雷 尔 子 群 的 并 集 是 C, 所 有 极 大 环 面 的 并 集 是 CH 
半 单 元 素 的 集合 ,而 所 有 遍 当 子 群 的 并 集 含 有 CH 
一 个 稠密 开 集 . 

李 - 科 尔 琴 定理 (Lie-Kolchin theorem) 关于 
可 解 线 性 代数 群 的 一 个 重要 定理 . 该 定理 断言 :连通 
可 解 线 性 代数 群 的 任何 有 理 表示 均 有 一 维 的 子 表 
示 . 事实 上 , 李 - 科 尔 琴 定理 是 如 下 更 一 般 的 博 雷 尔 
不 动 点 定理 的 推论 :连通 可 解 线 性 代数 群 在 任何 完 
备 徐 上 的 作用 均 有 不 动 点 . | 

博 雷 尔 不 动 点 定理 (Borel’s theorem of fixed 
points)” 见 “ 李 - 科 尔 琴 定理 ”. 

半 单 线性 代数 群 不 可 约 有 理 表 示 的 分 类 (clas- 
sification of irreducible rational representations of 
a semisimple linear algebraic group) 一 般 指 半 单 
线性 代数 群 不 可 约 表 示 的 同 构 分 类 . 半 单 线性 代数 
群 的 不 可 约 有 理 表 示 的 同 构 类 与 支配 权 是 一 一 对 应 
的 . 设 C 是 半 单 线性 代数 群 ,T 是 G 的 一 个 极 大 环 
面 ,B 是 含 了 的 博 雷 尔 子 群 , 互 是 C 关 于 了 人 的 根系 ， 
DEE B 的 李 代 数 中 出 现 的 根 的 集合 . 在 实 空间 E 
— X TRIR 上 引进 关于 外 尔 群 W 不 变 的 欧 氏 内 
积 ( ，)( 阁 不 计 纯 量 因 子 , 它 是 惟一 决定 的 ). AC 
X (818 0,2) 20 对 一 切 ae 6" lr RU ER ADS T 
(关于 B) 的 支配 权 , 支 配 权 全 体 所 成 的 集合 记 为 
XT) EV 是 不 可 约 有 理 G 模 , 则 V 有 惟一 的 一 
维 B 子 模 工 , 它 所 对 应 的 了 权 是 支配 的 . 半 单 线性 
代数 群 不 可 约 有 理 表示 的 分 类 定理 断言 :上 述 方法 
给 出 了 半 单 线性 代数 群 的 不 可 约 有 理 表示 的 同 构 类 
集合 与 X(T);+ 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 常 把 A4€ 
X(T). At p BS T ZG 模 记 为 二 (4). 若 基 域 的 
FEE RMA OM LAE GC 的 李 代 数 的 不 可 约 模 ,并 
且 它 的 形式 特征 标 由 著名 的 外 尔 特 征 标 公式 给 出 ， 
即 在 群 环 ZX (T) P chLOO —XO0 MM XA HAR 

| Dd YO) = 2 
给 出 ,其 中 。 是 @ 中 所 有 元 素 之 和 的 一 半 . 知 基 域 
的 特征 数 大 于 0, 则 除了 极 少 数 非常 简单 的 群 外 ,不 
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Dh 


UL FER 


ae 及 OR ËTT 


可 约 模 的 形式 特征 标的 确定 问题 都 是 未 解决 的 . H 
前 ,这 是 代数 群 表示 理论 中 的 头号 难题 . 但 是 ,不 难 
HE AA sch L(A) Fy HE — HK XO (HE X(T) EE 
线性 组 合 : 

ce LAS: >) XO 


鲁 效 蒂 克 猜想 :cv 是 被 称 为 卡 芷 当 (Kazhdan)- 鲁 效 
蒂 克 多 项 式 的 一 组 惟一 确定 的 .具有 非常 好 的 性 质 
的 并 可 递归 地 求 得 的 多 项 式 在 1 的 赋值 . 目前 已 知 
的 例子 和 证 据 都 支持 这 一 猜想 ,但 在 它 的 证 明 上 尚 
未 有 突破 性 的 进展 . 

St 稿 ELBE HRA RRA 

审 阅 石生 明 施 武 杰 


无 R # 


Jt PR BE it (infinite group theory) 和 群 论 的 一 个 
独立 分 支 . 主要 研究 无 限 群 (元 素 个 数 无 限 的 群 ) 的 
理论 . 19 世纪末, 由 于 几何 和 拓扑 研究 的 需要 ,无 限 
群 作为 由 一 系列 生成 元 及 定义 关系 所 定义 的 群 出 
现 . v5 3€ A (Klein, C. F. )、 李 (Lie,M.S. ) 等 对 无 限 
群 的 产生 有 很 大 的 影响 . 20 世纪 20 年 代 和 30 年 
代 , 贝尔 (Baer,R. ) , Wi aR FF CL mupr, O. 10. ) 和 库 洛 
ff (Ky poi, A. D. ) 等 对 无 限 群 的 发 展 起 了 重要 作用 . 
不 假定 群 阶 有 限 性 而 叙述 群 论 基础 的 第 一 本 书 是 
1916 年 出 版 的 施 米 特 的 《抽象 群 论 》. 由 于 各 国 群 论 
工作 者 ,特别 是 德国 .英国 和 苏联 的 群 论 专家 的 努 
力 , 使 无 限 群 论 日 趋 完善 ,到 20 世纪 40 年 代 已 经 形 
成 独立 的 理论 体系 ,成 为 群 论 的 一 个 新 分 支 , 其 中 最 
精彩 的 理论 是 填 尔 (Hall,P) 和 马尔 采 夫 (Manues,A. 
!1. ) 关 于 无 限 可 解 群 的 工作 . 1940 年 出 版 的 库 洛 什 
的 名 著 《 群 论 ) 对 无 限 群 论 的 发 展 起 了 重要 作用 , 特 
别 是 1955 年 出 版 的 这 本 书 第 二 版 的 英 译本 . ERE ph 
(Robinson, D. J. S. ) 于 1972 年 出 版 的 《有 限 性 条 件 
和 广义 可 解 群 ) 是 继 库 洛 什 的 《 群 论 ) 之 后 最 重要 的 
TORR HB EZ. 

无 限 群 论 的 大 量 工作 是 将 有 限 群 的 许多 好 的 结 
果 推 广 到 无 限 群 中 去 . 这 样 ,一 方面 就 导致 比 群 阶 的 
有 限 性 弱 的 一 些 有 限 性 条 件 ; 另 一 方面 引入 了 一 些 
在 有 限 群 中 是 等 价 的 但 在 无 限 群 中 却 不 同 的 性 质 ， 
由 此 产生 了 许多 种 类 的 广义 可 解 群 和 广义 寡 零 群 . 
正如 库 洛 什 指出 “…… 一 个 新 的 群 论 分 支 …… EH 
任务 是 在 某 种 意义 上 接近 群 阶 的 有 限 性 的 条 件 限 制 
下 ,研究 在 某 种 意义 上 接近 阿 贝尔 群 的 群 ” 所 以 ,无 
限 群 论 的 主要 研究 对 象 是 广义 窜 零 群 . 广 义 可 解 群 
和 满足 所 谓 有 限 性 条 件 的 群 . 目前 ,无限 群 论 仍然 是 
一 个 比较 活跃 的 数学 分 支 . 
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$4 # (torsion group) ” 亦 称 周期 群 .一 种 常见 
的 重要 群 类 . A GC 的 所 有 元 素 的 阶 都 是 有 限 的 ， 
则 称 G 为 挠 群 ; 反 之 , 若 G 的 所 有 非 平 凡 元 素 的 阶 
都 是 无 限 的 , 则 称 G 为 无 扭 群 . 存在 既 不 是 挠 群 , 也 
不 是 无 扭 群 的 群 , 即 既 包 含 非 平 凡 的 有 限 阶 元 素 , 又 
包含 无 限 阶 元 素 的 群 , 称 为 混合 群 . 若 群 G 的 一 切 
有 限 阶 元 素 组 成 群 G FRET OT 是 G 的 最 大 的 周 
期 子 群 , 称 为 C 的 最 大 周期 子 群 .7 是 G 的 特征 子 
群 , 且 G/T 是 无 扭 群 . 群 的 最 大 周期 子 群 一 般 未 必 
存在 ,但 任意 阿 贝 尔 群 恒 有 最 大 周期 子 群 存在 . 

周期 群 (periodic group) BPH 8E". 

Fe 8H (torsion-free group) JL“ SE". 

RG # (mixed group) I," E E". 

H 88 F BE (torsion-subgroup of a group) A," $55 
HE”. 

群 的 广义 序列 (series of general order type in a 
group) 研究 无 限 群 的 正规 结构 和 定义 一 些 群 类 的 
重要 工具 ,简称 群 的 序列 或 者 列 . 群 G 的 具有 一 般 
序 型 的 一 个 序列 ,是 指 满足 下 列 条 件 的 按 包含 关系 
成 线性 序 的 ( 即 全 序 的 ) 子 群集 合 S: 

1l. Zr 1z5x € G, MS 中 不 包含 z 的 子 群 的 联 V. 
TE S 中 . 

2.7; 12x €G,WS 中 包含 z 的 子 群 的 交 A. 在 
S HB. 

3 Voss 

4. S B] Ag TRAE n V. KA. RP r EC 
的 某 一 非 平凡 的 元 素 . 

V. A. 称 为 S RID, A/V RAN S 的 因子 . 
S 的 因子 集合 按 下 列 规则 定义 包含 关系 “二 ”就 可 以 
成 为 线性 序 ;A,/V ,二 A,/V,, 当 且 仪 当 人 过 VS 的 
序 型 5( 二 ) 定 义 为 此 偏 序 关系 下 因子 群集 合 的 序 
m". 此 时 , 记 为 S={h,,V ,loE€E 3). 

AP S 的 所 有 项 均 是 G 的 正规 子 群 , 则 称 S 
AG BERI AFI S 的 所 有 项 均 是 G 的 次 正规 
FH. WR S AG 的 次 正规 列 . 当 上 述 线性 序 集 
SOA BRA, BEAT ASS BIH G 的 升 列 S. 此 时 ， 
ATA F=(B|B<a},S={Hs|B<a}, AWE: Hy, 
zH,, M HAM Bi gs Ho-1 H H,=G;H;3< 
已 pi; 当 4 为 极限 序数 时 ， 

Hi— UH; 
类 似 地 , 当 上 述 线 性 序 集 (过 ) 的 逆序 集 之 (< 去 ) 
CB, —' B; , 4 EL [C2 B, 过 B81) 成 良 序 时 ,就 可 以 得 到 GG 
的 降 列 S. 此 时 可 以 设 允 = 二 14818<'a},S= {Hp1B 
一 'q}, 且 满足 :Hs SH SHNS Bib; H =G 
A He=1;Hp 1H; 4 A 为 极限 序数 时 ， 

Hiep He 

正规 列 (normal series) 见 “ 群 的 广义 序列 ” 


次 正规 列 (subnormal series) 见 “ 群 的 广义 序 
pj". 
升 列 (ascending series) 见 “ 群 的 广义 序列 ” 
降 列 (desending series) 见 “ 群 的 广义 序列 ” 
群 的 序列 子 群 (serial subgroup of a group) 
由 群 的 序列 定义 的 子 群 . GERE C 的 一 个 子 群 吾 是 G 
的 某 一 个 序列 的 项 , 则 称 五 为 G 的 序列 子 群 . 特别 
地 ,车 群 G 的 一 个 子 群 五 出 现在 G 的 某 一 个 升 列 
或 者 降 列 中 , 则 分 别称 五 为 G 的 升序 列子 群 和 降序 
列子 群 . 


升序 列子 群 (ascendant subgroup) 见 “ 群 的 序 
列子 群 ”. 

降序 列子 群 (descendant subgroup) 见 “ 群 的 
序列 子 群 ” 


群 的 圈 积 (wreath product of groups) HEA 
群 构 作 新 的 群 的 重要 工具 之 一 . 设 互 ,K 为 任意 群 ， 
按 如 下 方式 定义 标准 (限制 的 ) 圈 积 . 构 作 一 系列 的 
A K35J|H BER d BS PRSE z: 天 一 如, 使 对 几乎 所 有 k 
CK 都 有 & 一 Ti 一 1a, 将 这 些 图 数 看 做 一 个 序列 ,并 
jiu A Grex HP xE H,BNJL3E FUÉ BJ RE 
K ,2,—1. t B AS BUB XX FERE zx 的 集合 , 即 得 B 
为 五 CRE 天 ) 的 直 积 (对 每 &E 天 , 取 一 份 H. WA 
HO. 按 下 列 方式 构 作 天 在 召 上 的 置换 作用 :AGE 天 ， 
a:k>k EAut(B), 其 中 :x 一 zx’, 使 得 (zx) 一 
Le k? ski CK. 映射 a 为 同 态 且 k* 置换 X 的 所 有 足 
码 . 从 而 ,可 定义 半 直 积 W=K KB IRH A K H 


AR, A WSH, K WSH \K, 其 中 B 称 为 
W 的 基 群 . 这 里 所 给 的 任意 群 的 圈 积 的 定义 要 比 置 
换 群 的 圈 积 的 定义 更 为 广泛 . 
B] $8 AY dE BE (base group of wreath product) 
见 “ 群 的 圈 积 ”. 
8E 09 $86 -F JL fR (Cartesian product of groups) 
亦 称 群 的 非 限制 性 直 积 .由 已 知 群 构 作 新 的 群 的 一 
种 简单 方法 . BG. |AC A} ARH FES RA. A C= 
(Cga) Ilg;€ G1,AE A}, Bl G 由 所 有 的 A NEN gi€ 
G, FA“ [5] Be” Ce £H E, HF ae ah IZ oP ETE ROR XE X 
C 的 运算 : Cg a) = Ceha), RC 对 所 定义 的 运算 
C-—CrG.. 
iE D-—i((G2lG2€C.BNJL EMA A g;—1), 
则 号 是 C 的 一 个 子 群 , 称 为 {Gx} 的 直 积 , 常 记 为 
D=DrG,. 
群 的 非 限制 性 直 积 (unrestricted direct product 


of groups) BI“ ##ay i - ULAR”. 

#26) BE (direct product of groups) 见 “ 群 的 
笛 卡 儿 积 ” 

群 的 自由 积 (free product of groups) 由 已 知 


7t BRR Bf 


REM EY BARS. RIG ACA EGA 
群 的 非 空 集合 ,其 中 4 表示 某 一 指标 集合 . BER G 
Fl — AF B ls (|G. > G} Bi @|G.irzH Ac ASA 
诸 G 到 群 EH 内 的 同 态 集 , 若 对 所 给 8 存在 惟一 的 
AA 9: G— H , [RASSE BH EAA p= p BF 
图 是 可 换 的 , 则 称 G 为 1G;} 的 自由 积 . 群 的 自由 积 
也 可 等 价 地 定义 为 :各 C ON HB T ERR (G4 |A€ AI SAE 
成 的 群 , 且 G 的 每 一 元 素 可 以 惟一 地 表示 为 形 如 g 
二 gg ng 的 表达 式 , 其 中 +r 宇 0(r = 二 0 S 
B182°" g =1), 15g: E Gars À 
AA. MPR G ÆW Ga 的 自由 
积 , 记 为 G=Frye Gas FF HH , 
当 4 仅 含 两 个 指标 时 , 记 为 C 
=G; * Gz. Ga 称 为 G 的 自由 
ATF gegne PRA C 的 元 素 g HERR, g: Ag 
的 符号 ,r 称 为 自由 积 G 的 元 素 g 的 长 度 . 由 个 元 
素 QA, »025*** sd, 生成 的 B 由 群 正 是 由 a; 生成 的 无 限 
循环 群 G; AB RR. 

群 的 次 笛 卡 儿 积 (subcartesian product of 
groups) ” 群 的 构 作 方法 之 一 . 设 {Gi14€ 4A} 为 群 的 
非 空 集合 且 CAR. 若 存在 从 G 到 诸 G WAL 
积 CrG: 内 的 单 同 态 r:G>CrGi, 使 得 对 每 一 4E A, 
Gi 的 每 一 元 素 均 是 像 Im c 中 某 一 元 素 的 4 分 量 , 则 
称 GAG WR HK LA. 

剩余 .2 BH (residually Æ -group) HHA F 
余 性 质 定义 的 群 . 设 A 为 某 种 群 论 性 质 且 C 为 群 . 
Gxt G 的 任意 非 平凡 元 素 g ,存在 G 的 正规 子 群 
Ne, 使 得 g & N, H. G/N, BA HME GC 为 剩余 
A 群 . 群 G 是 剩余 A BROCABODUM G 是 一 些 家 
BAKE RULE. 最 常见 的 剩余 A 群 如 剩余 有 限 
HE. 

ARZ 群 (locally 4-group) 由 群 的 局 部 性 
质 定义 的 群 . BH C 的 每 一 有 限 集 合 缘 包 含 在 一 个 
A 子 群 内 ,其 中 2 是 一 种 群 论 性 质 , 则 称 G 是 局 
A R A 群 的 子 群 是 FS 群 时 ,这 一 定义 等 
OW EEG 的 每 一 有 限 生 成 的 子 群 具有 性 质 A, 
则 称 G 是 局 部 A R. 

ff x Bf HJ PUE pe FB (Sylow p-subgroups in 
any group) ” 亦 称 群 的 极 大 pb T BF. 群 的 一 类 重要 
T RE. 当 群 为 有 限 群 时 ,这 一 定义 与 通常 给 出 的 有 限 
群 的 西 洛 p 子 群 的 定义 是 一 致 W. HAA Corn, 
M. ) 引 理 , 群 G 的 任 一 p 子 群 总 含 于 G 的 某 一 西 洛 
户 子 群 内 . 特别 地 ,G 的 西 洛 p 子 群 总 是 存在 的 . 任 
意 群 的 西 洛 理论 主要 是 决定 群 的 所 有 西 洛 p THR 
是 否 共 斩 , 有 时 可 以 在 较 弱 的 意义 下 研究 西 洛 p T 
BE B9 E Su PE. 必须 指出 , 西 洛 定理 对 有 限 群 是 正确 
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不 成 立 , 其 至 西 洛 p TER UA. HO. P 
AP, 是 任意 的 pp 群 且 G=Pix Ps 为 它们 的 自由 
积 , 则 P, AP. 为 群 G 的 西 洛 p THE. 因此 ,在 无 限 
群 中 , 西 洛 p 子 群 可 以 有 不 同 的 势 , 从 而 彼此 不 同 
构 . 

群 的 有 限 性 条 件 (finiteness conditions of 
groups) 一 些 群 论 性 质 , 它 们 是 指 比 群 阶 的 有 限 性 
弱 并 且 所 有 有 限 群 都 具有 的 性 质 . 常见 的 满足 有 限 
性 条 件 的 群 主 要 有 以 下 几 种 :有 限 生 成 和 有 限 呈 示 
群 ;周期 群 和 局 部 有 限 群 ;满足 链条 件 的 群 ; 具 有 有 
ER FR AY BE LIAE OE T LT UR AE FR Pe 2 PE 
的 群 . AMD St eg SEC ER RE DA CI IE SE RY 
有 限 性 条 件 的 群 ,已 经 获得 许多 有 意义 的 研究 成 果 ， 
它们 已 经 成 了 无 限 群 论 中 独立 的 研究 对 象 . 其 他 有 
限 性 条 件 在 研究 一 些 无 限 群 类 时 常常 作为 附加 条 件 
应 用 . 

群 的 链条 件 (chain conditions of group) ARR 
群 论 中 最 常见 的 有 限 性 条 件 , 设 C7 是 群 G 的 具有 
某 种 性 质 的 子 群 的 集合 . EG 内 不 存在 严格 上 
升 的 无 限 子 群 链 , 则 称 G 满足 关于 Z 子 群 的 升 链 
条 件 . 这 一 条 件 等 价 于 关于 FY 子 群 的 极 大 条 件 , 即 
F 内 每 一 非 空子 群集 合 至 少 有 一 个 极 大 元 素 . 类 似 
地 ,关于 Z 子 群 的 降 链条 件 和 极 小 条 件 是 等 价 的 . 
M GA 取 群 G 的 所 有 子 群 的 集合 时 ,关于 子 群 的 极 
大 条 件 和 极 小 条 件 ,简称 极 大 条 件 和 极 小 条 件 , 记 为 
max 和 min, 这些 是 最 基本 的 链条 件 . 

A 子 群 的 升 链 条 件 (ascending chain condition 
on F -subgroups) 见 “ 群 的 链条 件 ”. 

A FREER X KE (maximal condition on F- 
subgroups) BIZ 子 群 的 升 链 条 件 ”. 

A 子 群 的 降 链 条 件 (descending chain condi- 
tion on -subgroups) ” 见 “ 群 的 链条 件 ”. 

A 子 群 的 极 小 条 件 (minimal condition on F- 
Bp". 子 群 的 降 链 条 件 ”. 

拟 循环 p 群 (quasicyclic p-group) 亦 称 型 为 
p” 的 普 如 费 尔 群 .一 种 基本 类 型 的 阿 贝 尔 群 . 设 p 
为 素数 T1: P 是 无 限 个 元 素 GosQ15** 
^E f, ASE 3628 4& X ao 1, a5 =a, 4 n € N, BI 

P-—(a,,a,,a;,**la,—1,af—a, ,,n€ ND, 

则 P 称 为 拟 循环 p t. 无限 阿 贝 尔 群 G dE UR P p 
群 , 当 且 仪 当 G 的 所 有 真子 群 是 有 限 的 .在 拟 循环 p 
群 C PRA-THFTHHR EES EH RA p, 
且 它 是 循环 的 ,从 而 C 的 p 阶 子 群 是 G 的 特征 子 
群 . 拟 循环 p 群 在 无 限 阿 贝尔 群 的 理论 中 起 着 极其 
重要 的 作用 ,主要 用 来 描述 周期 阿 贝 尔 群 的 结构 , 例 
如 满足 极 小 条 件 的 阿 贝 尔 群 的 结构 . 

p SB BOR BH (Prüfer group of type p^) 
即 “ 拟 循环 p HE". 
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subgroups) 


usui yttt 


WR ERA H (Cernikov group) 无 限 群 论 中 
经 常 出 现 的 基本 群 类 ,也 是 仅 有 的 几 个 已 知 的 满足 
极 小 条 件 的 群 类 之 一 . 奉 群 G 是 知 干 个 拟 循环 群 的 
有 限 直 积 的 有 限 扩 张 , 则 G 称 为 切 尔 尼 科 夫 群 . UJ 
尔 尼 科 夫 群 常用 来 描述 一 些 满足 极 小 条 件 的 群 的 结 
构 . 如 : 

1. GER 4T Bu] AR RE G 满足 极 小 条 件 , 当 且 仪 
“CHARA SIU MR BE OT BE H 
Fil. 

2.〈 切 尔 尼 科 夫 ) 可 解 群 C 满足 极 小 条 件 , 当 且 
仅 当 G 是 有 限 多 个 拟 循环 群 的 直 积 的 有 限 扩张 , 即 
G 是 切 尔 尼 科 夫 群 . 

有 限 生 成 群 (finitely generated group) 无 限 
群 论 研究 的 重要 对 象 之 一 . 指 除 有 限 群 外 最 熟悉 的 
满足 有 限 性 条 件 的 群 .已 知 存在 2% 种 非 同 构 的 有 
限 生成 群 ,甚至 有 2% 种 非 同 构 的 有 限 生成 的 可 解 
群 ; 并 且 每 一 可 数 群 可 以 散人 入 一 个 2 生成 元 群 ,所 以 
即使 是 2 生成 元 群 都 可 能 有 非常 复杂 的 结构 . 这 说 
明 群 的 有 限 生 成 性 是 一 种 非常 弱 的 有 限 性 条 件 . E 
群 G 有 一 个 呈 示 ,其 生成 元 集 和 定义 关系 集 都 是 有 
限 的 , 则 称 G 是 有 限 呈 示 群 .已 经 证 明 , 只 存在 可 数 
多 种 非 同 构 的 有 限 呈 示 群 . 可 解 的 有 限 呈 示 群 是 目 
前 无 限 群 研究 的 重要 对 象 . 

有 限 呈 示 群 (finitely presented group) 
限 生成 群 ”. 

群 的 秩 (rank of a group) 群 的 一 种 与 有 限 生 
成 子 群 的 生成 元 数 有 关 的 数量 特征 . 群 的 秩 有 多 种 
XE XL. RE G 的 有 限 生成 子 群 的 生成 元 的 最 小 数 有 
ERE r 是 其 最 小 上 界 , 则 称 G 有 有 限 的 普 吕 费 尔 
秩 7; 奎 这样 的 7 不 存在 , 则 称 G 的 普 吕 费 尔 秩 为 
oo. 有限 的 普 吕 费 尔 秩 的 概念 主要 用 于 可 解 群 . ERE 
G 的 任意 有 限 生成 的 子 群 均 可 以 含 于 某 个 R 生 成 
元 的 子 群 内 ,其 中 R 是 满足 上 述 性 质 的 最 小 正 整 
数 , 则 称 G 有 有 限 的 马尔 采 夫 秩 R ARAN RA 
存在 , 则 称 G 的 马尔 采 夫 秩 为 ce. 每 一 个 具有 有 限 
普 吕 费 尔 秩 > 的 群 有 有 限 的 马尔 采 夫 秩 Rr; 但 
是 ,具有 有 限 的 马尔 采 夫 秩 的 群 却 不 一 定 有 有 限 的 
i EGRE. XP C 为 阿 贝 尔 群 ,7 为 G 的 周期 子 群 ， 
则 称 G/T 的 普 吕 费 尔 秩 为 G 的 0 秩 . 对 素数 pT 
的 西 洛 p FRNA RRA CH p Ek. UNG 
的 普 吕 费 尔 秩 ( 常 常 简称 G 的 秩 ) 为 G 的 0 秩 与 它 
的 p 秩 中 的 最 大 数 的 和 . A G 的 任意 阿 贝尔 子 群 
有 有 限 的 p 秩 ,其 中 为 0 或 素数 , 则 称 G 有 有 限 
的 阿 贝 尔 子 群 秩 ;否则 , 称 G 的 阿 贝 尔 子 群 秩 为 co， 
具有 有 限 的 阿 贝 尔 子 群 秩 的 群 构成 比 具 有 有 限 普 吕 
费 尔 秩 的 群 类 大 的 类 . 这 种 有 限 性 条 件 广 泛 地 应 用 
在 广义 可 解 群 的 研究 中 . 


OB HR E (Prüfer rank of a group) 


VUME I 


见 “ 群 


的 秩 ” 
马尔 采 夫 秩 (Manues rank of a group) 
的 秩 ”. 

阿 贝 尔 子 群 秩 (Abelian subgroup rank of a 
group) JL“ FERRE”. 

FN # (finite-by-nilpotent group) 一 种 满足 
关于 换 位 子 的 有 限 性 条 件 的 群 . 者 群 G 的 下 中 心 列 
的 某 项 7+;(G)(i 宇 0) 有 限 , 或 者 等 价 地 , 奇 群 G 是 
ARR KT ESRD GK. WR G 是 FN 群 . 群 G 
是 FN 和 群 , 当 且 仅 当 CG 的 上 中 心 列 的 某 一 项 6,06) 
E G 内 有 有 限 的 指数 . 

局 部 有 限 群 (locally finite group) 一 种 特殊 
的 周期 群 .它们 构成 周期 群 类 的 一 个 真子 类 . ARG 
的 任意 有 限 多 个 元 素 生 成 的 子 群 是 有 限 的 , 则 称 C 
是 局 部 有 限 群 . 局 部 有 限 性 是 在 群 的 有 限 性 条 件 中 
最 接近 群 阶 的 有 限 性 的 一 种 性 质 . 局 部 有 限 群 理论 
是 无 限 群 论 中 比较 成 熟 的 分 文 之 一 , 它 在 好 几 个 方 
面 都 得 到 较为 深入 的 发 展 . 例如 ,局 部 有 限 群 的 西 洛 
理论 ,无 限 局 部 有 限 群 中 无 限 阿 贝尔 群 的 存在 性 理 
i£ Se. 这 一 理论 的 最 大 特点 是 有 限 群 论 的 许多 深刻 
结果 和 强 有 力 的 技巧 被 广泛 地 应 用 . 

霍 尔 - 库 拉 蒂 拉 卡 -卡尔 嘉 波 洛 夫 定 理 (Hall-Ku- 
latilaka-Kargapolov Theorem) 无 限 群 论 的 一 个 
重要 定理 . 即 无 限 局 部 有 限 群 中 无 限 阿 贝尔 子 群 存 
在 性 定理 . KEEMA: oC 是 任意 的 无 限 局 部 有 
限 群 , 则 G 中 存在 无 限 的 阿 贝 尔 子 群 .定理 的 证 明 
应 用 了 有 限 群 著名 的 费 特 - 汤 普 条 定理 . 定理 的 三 位 
作者 的 工作 ,标志 着 局 部 有 限 群 研究 的 深化 阶段 的 
开始 ,在 此 阶段 中 ,有 限 单 群 分 类 理论 的 许多 深刻 的 
定理 被 广泛 地 应 用 . 

FC ##(FC-group) — fii E X T HE Su gU IUS 
限 性 条 件 的 群 . HE GC AA BR B8) HEBER , KG 为 
FC 群 .这 类 群 首 先 由 贝尔 (Baer,R. ) F 1948 FE 
义 ,然后 由 纽曼 (Neumann,B. H. ) 完 成 它 的 基本 理 
iE. 关于 FC 群 的 理论 是 无 限 群 论 中 得 到 重大 发 展 
的 独立 分 支 之 一 ,FC 群 , 特 别 是 周期 FC 群 的 结构 ， 
已 经 从 多 方面 得 到 描述 . 

BFC 群 (BFC-group) JRR FA 群 . 一 种 特殊 
类 型 的 FC HE. 若 群 C BUR BY JE PEE BY dc BK 
地 有 界 , 则 称 G 为 BFC BE. HE G A BFC 8E. 4H. 4X 
当 群 G 的 导 子 群 GUR BR. BFC 群 构成 由 FC 群 构成 
的 群 类 的 一 个 真子 类 . 

CF #(CF-group) 一 种 特殊 类 型 的 BFC #. 
若 群 C 的 中 心 2(G) 在 G 内 的 指数 1G : Z(G) | 是 有 
限 的 , 则 称 G 为 CF 群 .CF 群 必定 是 BFC 群 ,而 且 
CF 群 构成 由 BFC 群 构成 的 群 类 的 一 个 真子 类 . A 
& (Neumann,B. H. ) 证 明 :G 为 CF HE. 24 AMM G 
A BF B Ft 9 2 AB RU DR fJ. 


见 “ 群 


无 限 群 


FO #(FO-group) 一 种 特殊 的 FC RE. 4H GC 
中 具有 相同 阶 的 元 素 ( 包 括 阶 为 ce 的 元 素 ) 的 个 数 是 
有 限 的 , 则 称 GA FO 群 ,或 者 称 为 具有 有 限 层 的 
群 . 由 于 FO 群 的 定义 的 特殊 性 ,人 们 已 利用 切 尔 尼 
科 夫 (Cernikov,S.N. ) 群 对 它 的 结构 给 出 令 人 满意 
的 描述 . 

具有 有 限 层 的 群 (group with finite layers) Bp 
“FO 群 ”. 

无 限 阿 贝 尔 群 (infinite Abelian group) 亦 称 
无 限 交换 群 . 是 理论 已 相当 完整 的 一 类 群 . 它 是 阶 为 
无 限 的 阿 贝 尔 群 . 有限 生 成 的 阿 贝 尔 群 是 最 早 研 究 
也 是 研究 得 最 彻底 的 一 类 阿 贝 尔 群 . 这 种 群 的 意义 
在 于 它们 在 应 用 中 有 着 非常 重要 的 作用 ,例如 ,在 组 
合 拓扑 学 中 具有 有 限 生成 系 的 阿 贝 尔 群 就 是 一 种 主 
要 工具 . 阿 贝 尔 群 G 是 有 限 生成 的 , 当 且 仅 当 C 是 
有 限 多 个 无 限 阶 或 者 素数 方 寡 阶 循环 群 的 直 和 . 而 
且 , 阿 贝尔 群 GC 满足 极 大 条 件 , 当 且 仅 当 C 是 有 限 
ARN. 4G 为 任意 阿 贝 尔 群 , 则 G 的 所 有 有 限 阶 
TRAM G 的 一 个 子 群 了 , 称 为 C 的 最 大 周期 子 
BF. 而 且 , 对 一 个 固定 的 素数 p,G 中 所 有 阶 为 p 的 
方 客 的 元 素 也 构成 C 的 一 个 子 群 G,, 称 为 G 的 p 
准 素 分 支 . 有 如 下 准 率 分 解 定 理 : 阁 群 G 是 阿 贝尔 
群 , 则 它 的 最 大 周期 子 群 了 是 G 的 所 有 准 素 分支 的 
BA. 因为 G/T 是 无 扭 的 ,所 以 对 阿 贝尔 群 的 研究 
可 以 归结 为 对 无 扭 阿 贝尔 群 和 周期 阿 贝 尔 群 的 研 
究 , 而 对 后 者 的 研究 又 可 以 归结 为 对 阿 贝 尔 p 群 的 
研究 . 

无 限 交 换 群 (infinite commutative group) Bp 
“无 限 阿 贝尔 群 ”. 

阿 贝 尔 群 的 p HESS xk (the. p-primary compo- 
nent of an Abelian group) ” 见 “ 无 限 阿 贝 尔 群 ”. 

可 除 阿 贝 尔 群 (divisible Abelian group) fay ll 
尔 群 理论 中 的 重要 概念 . 设 C 是 阿 贝尔 群 ,g 是 C 
的 元 素 . EM IE EE m, G 中 存在 元 素 gil， 使 得 g 
二 megi, 则 称 元 素 g TE G Pg RT UAE m RRA. Ap 是 
能 够 除 尽 g 的 素数 p NRA NR ce 在 G 内 的 
bm BEA ;大 这 样 的 素数 p URAA REA TE TE «BI 
8 可 以 被 素数 p B TEREZICREIRUS. WR g TE G 内 有 
JG BR B p 高 度 . Bay Ul ZR BE G 的 任意 元 素 , 若 能 被 任 
一 正 整 数 除 尽 , 则 称 G A RI ER BE. HE G 是 可 除 阿 贝 
尔 群 , 当 且 仅 当 对 任意 素数 p,G 的 每 一 元 素 都 有 无 
ER BS p 高 度 . 阿 贝 尔 群 G 是 可 除 群 , 当 且 仪 当 它 同 
构 于 一 些 有 理 数 加 群 Q 和 拟 循 环 群 的 直 和 ;而 且 ， 
每 一 阿 贝 尔 群 同 构 于 可 除 阿 贝 尔 群 的 一 个 子 群 . 阿 
贝尔 群 G 的 任意 可 除 子 群 D 人 恒 为 G 的 直 和 项 .一 个 
阿 贝 尔 群 , 知 它 不 含 非 平 凡 的 可 除 子 群 , 则 称 此 和 群 为 
既 约 阿 贝 尔 群 .任意 阿 贝 尔 群 C 内 必 存 在 惟一 的 最 
大 可 除 群 刀 , 使 得 G—DCOE, KB E S G 的 既 约 阿 
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贝尔 子 群 . 

既 约 阿 贝 尔 群 (reduced Abelian group) JW 
“可 除 阿 贝 尔 群 ”. 

阿 贝 尔 群 元 素 的 p 高 度 (the p-height of an ele- 
ment in an Abelian group) 见 “ 可 除 阿 贝尔 群 ” 

纯 子 群 (pure subgroup) 研究 阿 贝 尔 群 的 重 
要 工具 之 一 . 设 G EMNE. H EC 的 一 个 子 群 . 
XX] BUR ECC n220, P8 nGÜ) H —nH , H P nG X 
zh G 的 所 有 元 素 的 2” 倍 组 成 的 子 群 ; 等 价 地 , 若 对 
f£—3Efü E 3X n 和 五 的 任意 元 素 h, 只 要 在 G 中 存 
在 元 素 g 使 得 h=ng ,就 可 以 在 五 中 找到 某 一 元 素 
hi 使 得 h —nh, , WU RK H 是 G HJ A T HE. Baj Dl AK BE G 
的 直 和 项 五 一 定 是 G 的 纯 子 群 ; 反 之 , 纯 子 群 不 一 
定 是 阿 贝尔 群 的 直 和 项 . 例如 , 阿 贝 尔 群 G 的 周期 
TET REG 的 纯 子 群 , 但 是 了 不 一 定 是 G 的 直 和 
项 . A DRE G 的 纯 子 群 瑟 是 一 个 周期 群 ,并 且 
H 的 元 素 的 阶 一 臻 有 界 , 则 五 是 G 的 一 个 直 和 项 . 
— fii. 4 五 是 阿 贝 尔 群 G MATH EA BH G/H 
可 分 解 为 循环 群 的 直 和 , 则 五 是 G 的 直 和 项 . 

准 素 阿 贝尔 群 (primary Abelian group) 最 重 
要 的 周期 阿 贝 尔 群 . 准 素 阿 贝尔 群 的 理论 是 阿 贝尔 
群 的 一 般 理论 中 最 丰富 和 最 深入 的 几 个 分 支 之 一 . 
E p 是 素数 , 则 称 阿 贝尔 p 群 为 准 素 阿 贝 尔 群 . X 
于 准 素 阿 贝 尔 群 能 否 分 解 成 循环 群 的 直 和 问题 ,有 
如 下 的 库 里 科 夫 判定 法 : 准 素 阿 贝 尔 群 G 可 分 解 成 
循环 群 的 直 和 的 充分 必要 条 件 是 , 它 能 够 表 成 这 样 
-MENTE AVLA? L.S CAMS BE, 
其 中 每 一 个 子 群 4” 里 的 元 素 在 群 G 中 的 高 度 都 是 
有 限 的 ,而 且 一 臻 有 界 .对 于 准 素 阿 贝尔 群 的 一 般 结 
构 , 通 常 分 为 不 含 无 限 高 度 元 素 和 包含 无 限 高 度 元 
素 两 种 情况 讨论 . 前 一 情况 下 的 准 素 群 以 及 后 一 种 
情况 下 的 可 数 准 素 群 的 结构 已 获得 较 好 的 刻画 . 

库 里 科 夫 判定 法 (Kulikov’s criterion) 准 素 
阿 贝 尔 群 直 和 分 解 的 重要 判定 法 (参见 “ 准 素 阿 贝尔 
REO. 由 库 里 科 夫 判定 法 可 以 得 到 几 个 重要 的 推论 : 
BARRA EH RAM MAA WER AN 
尔 群 可 以 分 解 成 循环 群 的 直 和 , 普 吕 费 尔 第 二 定理 : 
不 包含 无 限 高 度 元 素 的 可 数 准 素 阿 贝尔 群 可 以 分 解 
成 循环 群 的 直 和 . 可 分 解 成 循环 群 直 和 的 准 素 阿 由 
尔 群 不 包含 无 限 高 度 元 素 ;但 是 ,不 包含 无 限 高 度 元 
素 的 准 素 阿 贝尔 群 不 一 定 能 够 分 解 成 循环 群 的 直 
和 . 它们 需要 用 另外 的 方法 来 描述 . 

Æ F Æ (basic subgroup) 描述 不 包含 无 限 高 
度 元 素 的 准 素 阿 贝尔 群 的 重要 工具 . 准 素 阿 贝 尔 群 
G 的 子 群 妃 , 谷 它 是 G 的 一 个 纯 子 群 并 且 可 以 分 解 
成 循环 群 的 直 和 ,而 商 群 G/B 是 一 个 可 除 阿 贝尔 
群 , 则 称 BAG 的 一 个 基 子 群 . 任何 一 个 准 素 群 G 
都 包含 基 子 群 , 且 G 的 所 有 基 子 群 彼此 同 构 . 描述 
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全 部 不 含 无 限 高 度 元 素 的 准 素 阿 贝尔 群 的 问题 , 归 
结 为 描述 具有 已 知 基 子 群 B 的 群 的 问题 . 为 此 引入 
下 述 概念 : 取 群 B 的 一 个 循环 群 直 和 分 解 ,并 用 B, 
(一 1,2,…) 表 示 这 一 分 解 中 pO RAD BRA 
p 阶 直 和 项 , 则 记 B.—0. 再 对 所 有 B, 做 笛 卡 儿 直 
和 ,并 且 称 这 个 笛 卡 儿 直 和 的 周期 部 分 为 群 L7 
包 , 记 为 B. 利用 基 子 群 及 其 闭 包 的 概念 ,可 做 如 下 
的 描述 : 几 基 子 群 与 群 B 同 构 且 又 不 含 无 限 高 度 元 
RATA ER OR THR B 的 闭 包 B 的 这 
eH HARSH ae BHA HB/B 是 可 
BR RE. 

厄 尔 姆 定理 (Ulm’”’s Theorem) 可 数 既 约 准 素 
阿 贝 尔 群 的 结构 定理 . 设 G 为 既 约 准 素 阿 贝尔 群 . 
准 素 阿 贝尔 群 G 中 两 个 无 限 高 度 元 素 的 和 与 差 在 C 
中 也 有 无 限 高 度 , 从 而 ,所 有 具有 无 限 高 度 的 元 素 的 
集合 (加 上 和 零 元 ) 是 群 G 的 一 个 子 群 , 记 为 C 一 般 
地 , 行 对 小 于 某 一 序数 8 的 所 有 序数 a, ER G 中 已 
PRE MS FH GC. M 8 为 非 极 限 序数 时 ,就 让 在 
Co-; 中 具有 无 限 高 度 的 元 素 ( 加 上 有 零 元 ) 所 组 成 的 子 
HEA Gost B 是 极限 序数 , 则 让 

Ga= Ge. 

这 样 ,就 可 以 得 到 G B3— ^ BER G— GG; 
GI». 由 于 G 的 基数 不 会 被 超过 ,所 以 存在 这 
样 一 个 序数 7, 使 得 Gy 二 Gy+41,; 因 此 ,对 所 有 大 于 7 
的 序数 0,G,—G;. 但 是 等 式 G,= G4, 表明 >t HG, 
中 所 有 的 元 素 在 Gy 中 有 无 限 高 度 , 即 子 群 Gy 是 一 
个 可 除 群 .根据 所 做 假定 , 群 G 是 既 约 的 ,所 以 子 群 
Gy=0. Xy c EIE C.=0 的 最 小 序数 , 则 称 c 为 既 约 
准 素 阿 贝尔 群 的 型 . Xy GEA RAE RR 
尔 群 , 则 对 所 有 小 于 7 的 序数 a, 做 商 群 Ga = G。/ 
Gays BEI Gos Gis ttt Gar BRA RE G 的 厄 尔 
姆 因子 列 . 利用 这 些 概念 ,可 以 得 到 重要 的 厄 尔 姆 定 
理 : 可 数 既 约 准 素 阿 贝 尔 群 A 和 B 彼此 同 构 , 当 且 
仅 当 它们 有 同一 型 *, 且 对 任何 小 于 = 的 序数 a, È 
们 的 厄 尔 姆 因子 A. AB. 彼此 同 构 . 有 例子 表明 万 
尔 姆 定理 不 能 简单 地 推广 到 不 可 数 的 情形 , 即 厄 尔 
姆 定理 中 群 的 可 数 性 条 件 是 不 可 少 的 . 

既 约 准 素 阿 贝 尔 群 的 型 (the reduced type of 
primary Abelian group) Ji" Jp, ate”. 

IgE R38 AF (Ulm factor series) J“ JER a 
定理 ” 

无 扭 阿 贝 尔 群 (torsion-free Abelian group) 
重要 的 阿 贝 尔 群 之 一 .不 含有 限 阶 元 素 的 阿 贝 尔 群 
称 为 无 扭 阿 贝尔 群 . 它 比 准 素 阿 贝 尔 群 要 难处 理 得 
多 ,实际 上 除了 秩 为 1 的 这 样 的 群 外 ,还 没有 得 到 群 
的 真正 满意 的 分 类 定理 . 在 无 扭 阿 贝尔 群 理论 中 , 群 
的 秩 、 元 素 的 高 度 和 纯 子 群 等 概念 占有 极 重 要 的 地 


a 


位 . 

无 扭 阿 贝尔 群 元 素 的 型 (the type of an element 
in a torsion-free Abelian group) 无 扭 阿 贝尔 群 研 
究 的 重要 工具 之 一 . dE pis por HFK A AI HED 
的 素数 序列 ,G 是 无 扭 阿 贝尔 群 且 g 是 G 的 非 零 元 
素 . 若 h; 是 g 在 G 内 的 p; 高度, 其 中 每 一 h; 是 oo 或 
是 一 个 非 负 整数 , 则 称 序列 2E Cg) = On ha OW 
g 的 高 度 向 量 ( 简 称 g 的 高 度 ). 一 般 地 ,具有 这 种 类 
型 分 量 的 向 量 A 称 为 高 度 ( 不 一 定 是 群 的 元 素 的 
高 度 向 量 ). 在 所 有 的 高 度 组 成 的 集合 中 引入 一 个 偏 
FASZ, AB CIS Aish’; 对 所 有 1i 成立, 这 里 
符号 ce 约定 大 于 任何 非 负 整数 . 在 上 述 高 度 集合 中 
HARMKE: A 和 AA 等 价 , 当 和 且 仅 当 对 几乎 所 
有 ishi=h; AY hi 或 者 hi 是 无 穷 大 时 h;—hi. 在 此 
等 价 关 系 下 ,高 度 集 合 的 等 价 类 称 为 型 . 无 扭 阿 贝尔 
群 的 元 素 g 的 型 ,定义 为 它 的 高 度 向 量 在 高 度 集合 
中 所 在 的 型 , 常 记 为 i:(g). 利用 这 一 概念 ,可 以 描述 
秩 为 1 的 无 扭 阿 贝尔 群 :在 任意 秩 为 1 的 无 扭 阿 贝 
尔 群 中 ,任何 非 零 元 素 有 相同 的 型 ;两 个 秩 为 1 的 无 
扭 阿 贝尔 群 彼此 同 构 , 当 且 仅 当 它们 有 同样 的 型 ;并 
且 , 高 度 集合 中 的 每 一 个 型 恰 为 某 一 个 秩 为 1 或 者 
0 的 无 扭 阿 贝尔 群 的 型 ， 

自由 阿 贝尔 群 (free Abelian group) 无 扭 阿 贝 
尔 群 的 重要 类 型 之 一 . AR G 是 无 限 循环 群 的 直 
和 , 则 称 G 为 自由 阿 贝 尔 群 .自由 阿 贝 尔 群 的 重要 
性 在 于 每 一 阿 贝 尔 群 都 是 某 一 自由 阿 贝 尔 群 的 同 态 
像 . 与 准 索 阿 贝尔 群 的 情况 类 似 , 在 什么 条 件 下 无 扭 
阿 贝尔 群 为 自由 阿 贝 尔 群 ? 这 也 是 一 个 重要 问题 ,已 
经 有 若干 种 判定 法 来 解决 这 一 问题 . 

庞 特 里 亚 金 判定 法 (Pontryagin’”s criterion) 
可 数 无 扭 阿 贝 尔 群 为 自由 阿 贝尔 群 的 一 种 常用 判定 
法 . 该 判定 法 断言 :可 数 无 扭 阿 贝尔 群 G 是 自由 阿 
贝尔 群 , 当 且 仅 当 G 的 每 一 秩 为 有 限 的 子 群 是 目 由 
阿 贝 尔 群 . 

混合 阿 贝 尔 群 (mixed Abelian group) 一 种 党 
见 的 阿 贝 尔 群 . 设 群 G 是 阿 贝 尔 群 . A G 既 包 含 非 
平凡 的 有 限 阶 元 素 又 包含 无 限 阶 元 素 , 则 称 G 是 混 
合 阿 贝尔 群 . 混合 阿 贝 尔 群 的 最 初 人 研究, 常常 集中 于 
以 下 问题 :在 什么 条 件 下 , 它 可 以 分 解 成 为 一 个 周期 
群 和 一 个 无 扭 群 的 直 和 ? 下 述 定 理 是 回答 这 一 问题 
的 判定 法 之 一 : 若 C 为 周期 子 群 与 一 个 给 定 的 周期 
RE F 同 构 的 阿 贝 尔 群 ,; 则 G 可 以 分 解 成 为 一 个 周期 
群 和 一 个 无 扭 群 的 直 和 , 当 且 仅 当 玉 可 分 解 成 为 一 
个 可 除 群 和 一 个 元 素 的 阶 一 致 有 界 的 群 的 直 和 . XE 
年 来 , 卡 普 兰 斯 基 (Kaplansky ,I. ) 等 开辟 了 一 些 新 
的 途径 ,能 从 整体 上 研究 混合 阿 贝 尔 群 ,从 而 开创 了 
新 局 面 . 
J X. AE (generalized nilpotent group) 无 


无 BR BE 


限 群 论 研究 的 重要 对 象 之 一 . 泛 指 满足 某 些 群 论 性 
质 的 群 ,这 些 群 论 性 质 在 有 限 群 中 等 价 于 群 的 罕 零 
VE. 由 于 在 有 限 群 中 鹤 零 性 有 许多 种 等 价 条 件 , 所 
以 ,可 以 定义 许多 种 广义 寡 零 群 . 但 是 ,为 方便 起 见 ， 
通常 把 广义 窜 零 群 类 分 成 两 大 类 ;局 部 窒 零 群 类 及 
其 子 类 ; 非 局 部 窜 零 的 广义 窜 零 群 类 .后 一 大 类 中 的 
大 部 分 群 类 包含 所 有 的 局 部 寡 零 群 . 

ARAE BH locally nilpotent group) 最 重要 
B9] FESR. aR GBAA PRE BL OB ER 
零 的 , 则 称 C dije MESH. CN HIG CP RBA 
A25 SR de ap OR eK SS EA OH AK 是 群 G 的 
PS ^ Je ab Fe B IEE. WU EHR J — HK 也 
是 局 部 寡 零 的 正规 子 群 . 从 而 ,在 任 一 群 C 中 都 存 
在 惟一 的 极 大 局 部 容 零 的 正规 子 群 , 称 为 希 尔 施 - 普 
洛 特 金 根 , 它 包含 CMA Ft ol A Je BR ES 
HE. URS H G 的 极 大 子 群 是 G 的 正规 子 群 ; 局 
BERE ERE BS ESL Ae nna B. Jo) BERE AE RES PUR TT 
E HARREMA ES A BUE T 25. 
希 尔 施 - 普 洛 特 金 定理 (Hirsch-Plotkin Theo- 

UL Jay BB ESE”. 

希 尔 施 - 普 洛 特 金 根 (the Hirsch-Plotkin radical 
ofa group) 见 “ 局 部 寡 零 群 ”. 

满足 正规 化 子 条 件 的 群 (groups satisfying the 
normalizer condition) 一 种 特殊 类 型 的 局 部 办 零 
群 . 若 群 G 的 每 一 真子 群 真 含 于 它 在 C 内 的 正规 化 
子 中 , 则 称 C 满足 正规 化 子 条 件 . 群 C 满足 正规 化 
子 条 件 , 当 和 且 仅 当 G 的 每 一 子 群 是 升序 列 的 . 所 以 ， 
a G 满足 正规 化 子 条 件 , 则 G 是 局 部 寡 零 的 ;反之 ， 
局 部 寡 零 群 不 一 定 满足 正规 化 子 条 件 . 

超 限 上 中 心 群 (hyper-ascending certral group) 
一 种 特殊 类 型 的 局 部 输 零 群 . 设 1 一 CoSC drm 
Gs 二 G 是 GG 的 一 个 升 列 . BER a 8. GIG 
H Go4i1/Gs 在 G/G 的 中 心 内 , 则 称 G 的 这 个 升 列 是 
中 心 的 .具有 一 个 中 心 升 列 的 群 称 为 超 限 上 中 心 群 . 
超 限 上 中 心 群 满足 正规 化 子 条 件 , 从 而 是 局 部 寡 零 
群 . 


rem) 


中 心 升 列 (central ascending series) ” 见 “ 超 限 
上 中 [^ BE D 
格 鲁 恩 伯 格 群 (Gruenberg group) WA BR AE 


成 子 群 的 升序 列 性 为 特征 的 特殊 类 型 的 广义 车 零 子 
RF. Ut H MK 是 群 G ABRAM ES I 
=(H, K). @HAKEGCHARA IIA, A J th 
是 C FT Fro A ES TR. 右 群 G 的 任 一 有 限 子 集 
包含 在 C 的 一 个 升序 列 宪 零 子 群 中 , 则 称 G 为 格 鲁 
思 伯 格 群 ;或 者 等 价 地 , 硅 群 G 的 每 个 循环 子 群 是 
升序 列 的 , 则 称 G 为 格 鲁 恩 伯 格 群 . 格 鲁 恩 伯 格 群 
ERRE BF. BE LO A 
伯 格 群 . 
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贝尔 群 (Baer group) 以 有 限 生 成 子 群 的 次 正 
规 性 为 特征 的 特殊 类 型 的 广义 宕 零 群 . 设 刀 和 天 
是 群 G BU IRAE RNS T RESI J = (HK). Æ 
H fü K 1E G 内 是 次 正规 的 , 则 J 也 是 G 的 次 正规 
Wes TH. aH C 的 任 一 有 限 子 集 包 含 在 G 的 一 
TRER ETEF, MEG 为 贝尔 群 ;或 者 等 价 
地 , 硅 群 G 的 每 个 循环 子 群 是 次 正规 的 , 则 称 G 为 
贝尔 群 . 贝尔 群 是 格 鲁 恩 伯 格 群 ,从 而 是 局 部 窜 零 
BE. 

费 廷 群 (Fitting group) 一 种 特殊 类 型 的 局 部 
EFR. dx GCG AR. 4 G=FitG, BD G 是 它 的 正规 的 
FEHR. MEK G ARIER. HC 为 费 廷 群 , 当 
且 仅 当 C 的 每 一 元 素 含 于 一 个 正规 的 帘 零 子 群 内 . 
任 一 费 廷 群 是 贝尔 群 , 从 而 是 局 部 容 零 群 . 

Z 群 (Z-group) 一 种 由 群 的 广义 序列 定义 的 
SE UPBEAT MSR. 它 本 身 又 包含 若干 种 特 
殊 类 型 . ER GAAGA] A, V| oE}, ERX} 
三 中 的 所 有 序数 o, WALA, G]SV WR GAZ 
BF. Z 群 的 同 态 像 不 一 定 是 Z HE. HEC EZA, H. 
它 的 任 一 同 态 像 都 是 Z 群 , 则 称 C 为 Z 群 . 霍 尔 
(Hall, P. ) 举 出 一 个 例子 说 明 :2 群 的 子 群 不 一 定 是 
Z 群 . 若 群 C 是 Z 群 , 且 它 的 任 一 子 群 都 是 2 群 , 则 
PG A ZH. X SEG 具有 一 个 中 心 降 列 , 则 称 G 为 
超 限 下 中 心 群 ;特别 地 ,大 群 G 具有 一 个 型 为 w 的 
逆序 数 的 中 心 降 列 , 其 中 w 是 最 小 的 无 限 序数 , 则 
称 G A38 AR REGERE. 由 于 每 一 个 自由 群 是 剩余 窒 零 
的 ,并 且 每 一 群 是 某 个 目 由 和 群 的 同 态 像 ,所 以 ,剩余 
震 零 性 是 比 寡 零 性 弱 得 多 的 群 论 性 质 . 

Z ®(Z- group) 见 “Z f£". 

2Z 群 (Z- group) 见 “Z RR”. 

超 限 下 中 心 群 (hyper-descending cetral group) 
见 “Z RE”. 

F FR SE BH (residually nilpotent group) J 
gor: 

Fe) FE FA ty BH (residually central group) 构成 
一 个 比 Z FY BARA)” MSHA. iC ER. 
若 对 任意 l#rceG 存在 正规 子 群 N 使 得 zx&N 且 
ZN 属于 G/N 的 中 心 ; 或 者 等 价 地 ,对 任意 1€ 
G, 均 有 r& [ x. G ] QU G 是 剩余 中 心 群 . [E Z RE 
是 剩余 中 心 群 . 

恩格尔 群 (Engel group) EARR RWS 
MAES HH T EG RAN ABR. iG AHA 
对 G 的 任意 两 个 元 素 x 和 y FFE IE BR nn Ge, 
y) BER. y ]— 1. IER G 是 恩格尔 群 . 特别 地 , 若 
ERK n 5 coy 的 选择 无 关 , 则 称 G 为 nn 恩格尔 
群 . 有限 恩格尔 群 是 容 零 群 ;满足 极 大 条 件 的 恩格尔 
群 是 客 零 群 ;满足 关于 阿 贝 尔 子 群 的 极 大 条 件 的 恩 
格 尔 群 是 有 限 生 成 梭 零 群 .但 是 ,满足 关于 阿 贝 尔 子 
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群 的 极 小 条 件 的 恩格尔 群 的 结构 还 没有 完全 确定 . 

Th OR Fe EH (Baer-nilpotent group) 一 种 特殊 
JE AY B dE Je BR ESE SHE. EMME BI BS 
Jay BB ae BE. aE G OB A R EX ET ES HY. DU) 
Bs G XE DE AR RS AFP RE BLEUS E t OEE 
一 同 态 像 . FE ER RA AREE AE WOOK HES RE. 

广义 可 解 群 (generalized soluble group) 无 限 
群 论 的 重要 研究 对 象 之 一 , 泛 指 满足 某 些 群 论 性 质 
的 群 ,这 些 群 论 性 质 在 有 限 群 中 等 价 于 群 的 可 解 性 . 
由 于 在 一 般 的 广义 可 解 群 中 很 难得 到 一 些 非 平 凡 的 
结果 ,所 以 在 人 研究 广义 可 解 群 时 常常 附加 一 - 些 有 限 
性 条 件 . 局 部 可 解 群 以 及 若干 种 由 广义 序列 定义 的 
广义 可 解 群 是 常见 的 广义 可 解 群 . 

局 部 可 解 群 (locally soluble group) 最 重要 的 
广义 可 解 群 之 一 . 若 群 G 的 每 一 有 限 子 集 都 包含 在 
G 的 茶 一 可 解 子 群 中 , 则 称 G 为 局 部 可 解 群 . 虽然， 
局 部 可 解 群 是 最 自然 的 广义 可 解 群 ,但 是 ,由 于 在 局 
部 可 解 群 中 没有 类 似 于 局 部 究 零 群 的 希 尔 施 - 普 党 
特 金 定理 ,所 以 人 们 对 这 类 和 群 的 结构 了 解 甚 少 .已 知 
的 一 些 结 果 基 于 下 列 定 理 : 局 部 可 解 群 的 主因 子 是 
OPES: 

SN BÉC(SN-group) 常见 的 由 广义 序列 定义 的 
广义 可 解 群 之 一 . 奉 群 具有 一 个 因子 为 阿 贝 尔 群 的 
列 , 则 称 GA SN 和 群 .特别 地 , 若 群 C 具有 一 个 因子 
为 阿 贝 尔 群 的 正规 列 , 则 称 C 为 SI SE. Er EG 具有 
一 个 因子 为 阿 贝 尔 群 的 正规 升 列 , 则 称 C 为 超 限 阿 
贝尔 群 . 它们 构成 SI 群 类 中 比较 有 研究 兴趣 的 一 个 
子 类 ;车 群 G 具有 一 个 因子 为 阿 贝 尔 群 的 降 列 , 则 
PR G 为 亚 阿 贝尔 群 . 特别 当 这 样 的 降 列 的 型 为 w 的 
逆序 数 ( 其 中 为 最 小 的 无 限 序 数 ), 则 称 C 为 剩余 
可 解 群 . 

超 限 阿 贝 尔 群 (hyperabelian group) 
a”. 

亚 阿 贝尔 群 (hypoabelian group) JL“SN f£". 

F d A) f BE (residually soluble group) J 
“SNH, 

$R AF (radical group) 一 种 由 升 列 定义 的 广义 
可 解 群 . dp BE G 具有 因子 为 宪 零 群 的 一 个 升 列 , 则 
称 C 为 根 群 . 根 群 类 是 很 有 用 的 广义 可 解 群 类 , 因 
为 它 包 含 所 有 的 可 解 群 和 所 有 的 局 部 究 零 群 ,而 且 
它 具 有 比 局 部 可 解 群 类 好 得 多 的 性 质 . 根 群 的 子 群 
及 同 态 像 仍 然 是 根 群 ;任意 两 个 正规 的 根子 群 的 积 
是 一 个 正规 的 根子 群 ;在 任意 群 G 中 都 存在 一 个 改 
一 的 极 大 正规 根子 群 ( 称 为 根 群 根 ), 它 包含 G 的 所 
有 的 正规 根子 群 . 

群 的 根 群 根 (radical group radical of group) 
见 “ 根 群 ”. 

剩余 交换 群 (residually commutable group) 


见 “SN 


一 种 特殊 的 广义 可 解 群 . 若 对 群 的 任意 两 个 非 平 几 
元 素 a 和 6, 且 a 和 6 中 至 少 有 一 个 元 素 不 属于 
[a,b ,其 中 [Lao 表示 a Fib 的 换 位 子 在 G 内 的 
正规 闭 , 则 称 G 为 剩余 交换 群 . 有 限 的 剩余 交换 群 
是 可 解 群 ,所 以 剩余 交换 群 是 一 种 广义 可 解 群 . 每 一 
SI 群 是 剩余 交换 群 ,但 是 ,至 今 为 止 还 没有 找到 不 
是 SI 群 的 剩余 交换 群 的 例子 . 

BR fa Ki 

审 A 石生 明 施 武 杰 


组 合群 论 


组 合群 论 (combinatorial group theory) 和 群 论 
分 支 之 一 . 基于 群 的 呈 示 对 群 进行 研究 的 学 科 . 从 
1901 年 到 1914 年 ,马克 思 。 邓 (MaxDehn ) 发 表 了 
一 系列 具有 深远 影响 的 论文 . 这 些 论文 提出 的 下 述 
问题 标志 着 组 合群 论 的 诞生 :对 给 定 的 一 类 群 , 是 否 
都 是 有 限 的 ( 即 伯 思 赛 德 问 题 )? 是 否 都 是 有 限 呈 示 
的 ? 其 子 群 是 否 仍 是 此 类 群 ? 以 及 三 大 群 论 问 题 : 群 
E] 5E [REL E B 76 3€ AY SE Be [n] RR TER ER] [8] 4] 8] ea. 2 
合群 论 的 目的 就 是 结合 拓扑 学 (例如 ,一 个 连通 的 拓 
扑 空间 的 基本 群 可 以 用 一 个 呈 示 予以 刻画 )、 同 调 代 
数 (例如 , 群 的 上 .下 同调 ?和 数理 逻辑 (例如 ,和 群 的 有 
关 判 定 问题 .自动 机 群 、 群 的 邓 郴 数 ) 等 学 科 的 理论 
工具 、 技 巧 和 方法 ,发 展 代数 的 技巧 和 方法 ,利用 群 
的 呈 示 解决 群 论 中 的 问题 (包括 上 述 问题 ),“ 组 合 ” 
一 词 也 源 于 此 ,而 与 组 合 数 学 却 没有 直接 的 联系 . 

在 组 合群 论 的 发 展 过 程 中 ,以 下 数学 家 作出 了 
重要 的 贡献 :马克 思 “。 邓 、 玛 格 纽 斯 (Magnus,W. ), 
VJ 4E REX (Novikov, P. S. ), With % (Adian, S. I. )、 
fg 3e HM (Britton, J. L. 2). &&g 88 By = # CBaumslag., 
G.)、 Al & (Neumann, B. H. 2, # # € (Higman, 
G. ), EX #8 Ep Æ COlshanskii, A. Ju). BF J Y& X d- 
vanov, S. V. ) AK (Lyndon, R. C. 2, SE Hr e CGer- 
sten, S. M. ). # 6 F CStallings, J. R.) SEE S X 
(Gromov,M. ) 等 .组 合群 论 一 直 是 群 论 领域 一 个 十 
分 活跃 的 分 文 . 

群 的 呈 示 (presentation of a group) 以 群 的 生 
成 元 和 定义 关系 子 定义 群 的 一 种 形式 . 1 X 是 任 一 
集合 .F(X) 是 X 生 成 的 目 由 群 , 而 R 是 F(X) 的 一 
个 子 集 ,N 是 R 于 F(X) 中 的 正规 闭 包 , 并 记 G= 
F(X) /N. FEE, P=(X;R) (或 直接 地 G=(X; 
R)) 为 群 G 的 一 个 呈 示 .X 的 元 素 也 称 为 G 的 生成 
元 ,而 RARE G 的 定义 关系 子 . 特别 地 , 呈 示 中 
集合 R 可 以 用 集合 {tu 二 vluv ER KAR., m HEA 
一 个 等 式 u=v AG 的 定义 关系 式 . 

群 的 定义 关系 子 (defining relator of a group) 


见 “ 群 的 呈 示 ”. 

群 的 定义 关系 式 (defining relation of a group) 
见 “ 群 的 呈 示 ”. 

有 限 呈 示 群 (finitely presented group) 一 类 
重要 的 群 . 设 P= RRE GNER. A X 
和 R 均 有 限时 , 称 G XE PR Eon E. 

群 的 凯 莱 图 (Cayley graph of group) 对 应 于 
给 定 的 一 个 群 的 呈 示 的 一 个 (有 向 ) 图 ,是 研究 群 的 
几何 性 质 和 拓扑 性 质 的 一 个 十 分 重要 的 工具 . 首先， 
一 个 有 向 图 本 是 一 个 二 元 组 , 形 如 本 二 《V ,Ek),V 是 
一 个 非 空 集合 ,其 元 素 称 为 卫 的 结 点 ;而 集合 五 的 
Tu FR A V 的 某 些 元 素 构 成 的 二 元 有 序 组 , 形 如 (z， 
v)(u,vEV), 称 为 的 起 点 为 ,终点 为 v 的 一 条 
有 向 边 . 设 P==(X;R) 是 群 G 的 二 个 呈 示 . 对 应 于 书 
构造 一 个 有 向 图 Tx(G) 如 下 .Tx(G) 的 结 点 与 G 的 
元 素 成 一 一 对 应 ,并 将 每 一 结 点 标记 为 与 它 对 应 的 
G 的 元 素 . 对 于 x《G) 中 任 一 对 结 点 &i fi Bis E 
在 ZEX, 使 得 在 C 中 有 gi1X 二 gs， 则 在 GA 
RA I Cei nDO MA — RC IL XL Cg» gor D. 

i Ix Ae (van Kampen diagram) 刻画 群 
的 单位 元 及 元 素 间 相互 关系 的 一 个 重要 的 几何 工 
具 . 设 尸 =(X;R) 为 群 C 的 一 个 呈 示 . 尸 的 一 个 汉 
Ke A E AERA FR. RA 
标记 为 X 的 一 个 元 素 ,使 得 每 一 个 面 为 一 个 盘 . 并 
且 , 夺 从 一 个 盘 的 边界 上 某 一 结 点 为 终点 ,选择 一 定 
的 方向 ( 顺 时 针 或 逆 时 针 ), 绕 边界 一 周 所 经 历 的 边 
(依次) 所 构成 的 了 上 的 一 个 字 ( 当 经 历 一 条 标记 为 
z 的 有 反问 边 时 , 则 是 x 而 不 是 xz 在 此 字 中 出 现 ) 则 
AR 中 的 元 素 , 也 称 为 此 盘 的 边界 字 . 特别 地 ,从 一 
个 汉 坎 彭 图 形 的 边界 上 任 一 结 点 出 发 绕 边 界 一 周 
( 任 一 方向 ) 所 经 历 的 边界 所 构成 的 X 上 的 字 ( 称 为 
此 图 形 的 边界 字 ) 是 G 的 单位 元 .反之 , 重 一 个 X 上 
的 字 w 在 G 中 等 于 单位 元 , 则 存在 一 个 冯 坎 彭 图 形 
其 边界 字 为 w. 

ap ok a A (Tietze transformations) ”从 群 的 一 
Bop BA Bo WAR. IK P= 二 (X;R) 是 群 的 
一 个 呈 示 . REREAD FOE. 

T; (添加 生成 元 ) ABs P Se RU P =X 
UY;RUS), 其 中 Y AEE YON FOO=Onk 
&.S—(ywiG) !|y€Y),wGOCFC)D. 

T GB 3: ^E Mot): 4 X-—X, U X;.Xi | X; = 
好 ,并且 R 二 RIU R,, 其 中 

REFA; 
R, = {rw (x)! | x E X uunc F(X,)}, 
WWM Boas PSX UX; RUR) Fi Ba 
P,=(X,;R)). 
T; (添加 关系 字 ): 若 SSRCX), 且 S 的 元 素 代 
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a 及 其 推广 


X GC 的 单位 元 , 则 从 呈 示 P — OX RO SB Son 
P—OXGRUS. 

T4, (消去 关系 字 ): 知 R=R, UR: Ff R: 中 每 
一 元 素 可 由 R 中 元 素 导 出 , 则 从 呈 示 P= 二 《X;R) 导 
B gos P,— (OCGR). 

蒂 茨 证 明了 如 下 断言 :已 与 2 同 为 群 G 的 呈 
示 , 当 且 仅 当 吕 可 由 尸 经 若 于 次 蒂 茨 变换 得 到 . 

群 的 HNN 扩张 (HNN-extension of group) 
群 的 一 个 重要 扩张 形式 .由 和 希 格 曼 (Higman,G. ) 和 和 
A & (Neumann,B. H. ) F 1994 4ES| A. t P — (X 
R) 是 群 G By—^hios.HLG 由 集合 VSC 生成 . 
XX 9I HG HEA, WBA P' — OX. GR, 
(t 'utg(u) !|u € UD E X BJ E G' RAG 的 一 个 
HNN 扩张 ,G WR G' WER. A OCH) BRA ARTE 

E f (base group) ” 见 “ 群 的 HNN 扩张 ” 

相伴 子 群 (人 associated subgroups) 见 “ 群 的 
HNN 扩张 ”. 

稳定 字 (stable letter) 见 “ 群 的 HNN 扩张 ”, 

带 融 合 的 自由 积 (free product with amalgma- 
tions) 和 群 的 一 个 重要 扩张 形式 . 它 是 自由 积 的 推 
| Pi 二 《Xi1;R1),P, 一 《X,;R;,) 分 别 为 群 G; 和 
Gs WER, A, G4, H;G,,3E H 9: Hi-- H,; 是 一 
个 同 构 映 射 . 知 局 是 五, 的 一 个 生成 元 集 , 则 呈 示 P 
= (Xi Xz; Ri Rz; (Ugu)? lxEU)) 定 义 的 群 称 为 
群 C AMG, 的 带 融 合子 群 A, MH: 的 自由 积 . 

小 消去 理论 (small cancellation theory) AK 
群 的 字 问 题 、 共 斩 问 题 及 有 关 判 定 算 法 的 一 套 重 要 
理论 ,起 源 于 马克 思 。 邓 算法 并 基于 冯 坎 彭 图 形 .小 
消去 理论 包括 :小 消去 条 件 、 小 消去 群 和 有 关 定 理 . 
设 P=(X;R) RHC 的 一 个 呈 示 . 小 消去 条 件 COO 
是 指 已 上 的 汉 坎 彭 图 的 每 一 内 盘 与 至 少 其 他 & 个 
BAS OR RAAT A P ENG 
彭 图 的 每 一 内 结 点 至 少 与 & 条 边关 联 . 称 C 是 满足 
小 消去 条 件 C(),T(h) 的 小 消去 群 ,是 指 R 的 元 素 
均 是 循环 既 约 的 ,并 且 P ERARAS k EK 
(FE — 2835 3X 5 E] Z8 BR 2E UH 2^] n 3 — B 2^) B0 P ) 满 足 
AR TF COM Th). 小 消去 群 是 非常 重要 的 一 类 群 ， 
例如 ,满足 小 消 条 件 C(6) 或 C(4) 和 了 (4) 或 C(3) 和 
7(6) 的 群 的 字 问 题 是 可 判定 的 . 

小 消去 条 件 (small cancellation condition) 见 
“小 消去 理论 ”. 

小 消去 群 (small cancellation group) 
zie. 

$8 La {tf (second homotopy group) 基于 
同 伦 的 一 类 阿 贝 尔 群 . 将 群 的 呈 示 看 做 二 维 复 形 而 
得 到 的 第 二 同 伦 群 . 是 组 合群 论 研 究 的 重要 对 象 . 设 

226 


见 “ 小 消 


P —OX R RHC 的 一 个 呈 示 .已 上 的 冯 坎 萌 图 的 
对 偶 图 (以 一 圈 代 替 一 盘 ,此 盘 的 每 一 有 向 边 蔡 换 为 
垂直 方向 的 无 向 边 , 而 此 边 上 有 一 短 有 向 箭头 与 其 
垂直 ,与 有 向 边 方 向 一 致 ,并 注 有 相同 标志 ) 称 为 图 
像 ; 称 边界 字 在 FOXO P SET E vr TU B XX SZ AAW 
球 化 图 , 而 称 球 化 图 的 对 偶 图 为 球 化 图 像 . 定义 两 个 
个 新 的 图 像 ( 球 化 )p= 二 pi 十 pz. 称 一 个 球 化 图 像 p 
与 男 一 个 g 同 伦 ,是 指 p 经 有 限 次 如 下 同 伦 变 换 得 
Fj q: 

1. Zk dri a I — A fr BJ C— 7 f sr B 3 
一 个 闭合 的 边 , 环 中 无 任何 其 他 的 边 或 圈 )， 

2. 去 掉 或 添加 一 个 可 消去 对 (一 个 可 消去 对 由 
两 个 完全 相同 但 方向 刚好 相反 的 圈 构 成 的 一 个 独立 
Br x). 

3. 断 接 桥 (一 个 桥 由 同一 个 区 域 的 两 边 组 成 , 它 
们 的 标志 相同 ,但 与 其 垂直 的 有 向 箭 方 辐 刚 好 相反 ， 
将 这 两 条 边 分 别 截断 ,断口 分 别 连结 后 得 到 的 两 条 
边 构 成 男 一 桥 的 过 程 称 为 断 接 桥 ). 

硅 记 一 球 化 图 像 p 所 在 的 同 伦 类 为 (p), 并 定 
义 加 法 :(p1) 十 (p:) 二 《pi 十 ps). 于 是 ,所 有 球 化 图 
像 的 同 伦 类 的 全 体 构 成 一 个 加 法 群 , 称 为 己 的 第 二 
同 伦 群 , 记 为 x,(P). 

FAR (picture) 见 “ 第 二 同 伦 群 ”. 

球 化 图 (spherical diagram) 见 “ 第 二 同 伦 群 ”. 

Ek 4L Ed f& (spherical picture) W“ Ae 
RE". 

$& — f] (€ 4S (second homotopy module) 一 类 
重要 的 模 . 一 呈 示 P 的 第 二 同 伦 群 sS CP) dE — S 
E ZG RAER P 的 第 二 同 伦 模 , 仍 记 为 x,(P). 

4E EK AY, & AR (aspherical presentation) 一 类 特 
殊 的 呈 示 . 其 下 同调 有 着 精确 的 描述 . P= XR) 
是 一 个 群 的 呈 示 . ARAL EER x, CP) = 0. M E 
已 是 非 球 化 的 . 

群 作 用 于 图 (group acting on a graph) 用 直 
观 的 几何 图 形 研 究 抽象 群 性 质 的 一 个 重要 方法 . 大 
太一 7 五 ) 是 一 个 图 ,其 中 V KARRE Al. 
h:V >V 是 一 一 映射 ,使 得 :由 (V,V')E€EE 得 
AV) AV VEER ZAR, WR AAT HF 
自 同 构 . 厂 的 所 有 上 自 同 构 关于 合成 运算 构成 一 个 群 ， 
PATH AR aH. IA Aut). ARR C 与 
Aut C f WA G 作用 于 图 D Eb. 特别 地 , 行 开 
是 树 , 则 称 群 GC 作用 于 树 全 上. 

群 图 (graph of groups) 一 类 特殊 的 图 . 通过 
几何 图 形 描述 群 之 间 关 系 和 和 群 扩 张 , 是 研究 者 干 群 
无 反 演 地 作用 于 树 的 重要 工具 . PRA hF 
三 部 分 构成 : 

1. 一 个 连通 的 图 D— V; E) HPV 为 结 点 集 ， 


2. 研 中 的 每 一 个 结 点 v 对 应 一 个 群 G,, 称 为 结 
点 群 , 而 且 矿 中 每 一 对 边 e,e (ASA H. Ho 
之 对 应 , 称 为 边 群 ,使 得 :车 v 是 e 的 起 点 , 则 HL 
Go Ti @u zie 的 起 点 , 则 W.1<G,. 

3. 对 每 一 边 e, 存 在 同 构 映射 g HHO. 

群 图 的 基本 群 (fundamental group of graph of 
groups) 和 群 的 一 种 扩张 形式 ,这 类 群 作用 于 树 . 设 
r ÆRE. r 的 一 条 通路 a 是 一 个 序列 asa, 
… ,Qa,， 其 中 a; 或 是 I 的 图 的 一 条 边 ,或 是 一 个 结 点 
群 的 一 个 元 素 ,并 要 求 a; 的 终点 是 w+i 的 起 点 ( 当 Qi 
EG. E.G, HR v 的 群 , 则 定义 a 的 起 点 和 终点 
35] 7M v). HE P UH Z4 Bo 是 一 结 点 群 的 单位 
元 , 则 从 a 中 去 掉 a; 若 某 两 个 相 邻 的 a aside] — 
结 点 群 的 元 素 , 则 用 此 结 点 群 中 元 素 a — aan EET 
这 两 个 元 素 ; 若 aaa JE lE eni e ', WA 
& GER XX — PICK GE aaa ÉAN e he, 
则 用 e CA Ed xx — PIR. 的 两 条 通路 a,B PR 
为 等 价 的 ,者 其 中 一 条 能 经 奋 于 个 上 述 归 约 或 其 逆 
得 到 . id a 所 在 的 等 价 类 为 Laj. 选 定 一 结 点 OF 

AGO) = {[aj:a 的 起 点 和 终点 均 为 O})， 
则 对 定义 的 乘法 
[« ]L 8] = [48] (Lalj,LB] € x (DT,0)), 

m IDP,00 d& TE. HA GORA — 4, N 
m GP,0) =x, (QP.,0 9. RR rn (GOD A BE FS] D. WHA 
群 (或 称 为 卫 的 第 一 同 伦 群 ), 关于 群 图 的 基本 群 有 
如 下 一 条 重要 定理 ; 群 G 作用 于 一 棵 树 上 , 当 且 仅 
当 G 是 某 一 群 图 的 基本 群 . 

第 一 同 伦 群 (first homotopy group) 
的 基本 群 ”. 

霍 普 范 群 (Hopfian group) 一 类 特殊 的 群 . 行 
一 个 群 不 与 自己 的 任何 真 商 群 同 构 , 则 称 此 群 为 霍 
普 范 群 . 

三 角 群 (triangle group) 一 类 特殊 的 群 ,其 结 
构 与 三 角形 三 内 角 及 三 条 边 长 相关 . FEA 

bv DD 
= (bc)” = (ca)" = 1) 
定义 的 群 称 为 三 角 群 . 

马 可 夫 性 质 (Markov property) 与 群 的 许多 

判定 问题 相关 的 一 类 重要 的 代数 性 质 的 性 质 . 有 限 


见 “ 群 图 


呈 示 的 群 的 一 条 代数 性 质 称 为 马 可 夫 性 质 . EE 


1. 存在 一 个 有 限 呈 示 的 群 具 有 此 性 质 . 

2. 存在 一 个 有 限 呈 示 的 群 不 能 和 退 入 一 个 具有 此 
性 质 的 群 . 

例如 ;有限 性 、 可 交换 性 ,具有 字 问 题 可 解 性 、 单 
性 . 目 由 性 等 均 为 马 可 夫 性 质 . 


希 格 曼 定 理 (Higman theorem) 有关 某 类 有 


限 生成 子 群 的 呈 示 的 一 个 重要 定理 . 该 定理 断言 :一 
个 有 限 生 成 的 群 G 是 一 个 有 限 呈 示 的 群 的 子 群 , 当 
且 仅 当 C 有 一 个 形 如 4X;R 的 呈 示 ,其 中 X 为 有 限 
集 , 而 RR 是 自由 群 f(X) 的 一 个 递归 可 枚 举 子 集 . 

#4 fk (variety of groups) 一 种 群 类 . 它 是 对 群 
进行 分 类 的 一 个 重要 概念 . 一 个 非 空 的 群 类 , 若 它 在 
同 态 像 . 子 群 的 笛 卡 儿 积 下 是 闭 的 , 则 称 此 群 类 为 一 
^E SE. 例如 , 伊 万 洛 夫 (Ivanov,S.V. ) 于 1989 年 
证 明了 一 个 出 人 意料 的 结果 :存在 一 个 其 非 循 环 的 
Bae AE Ei HR. 

XX H # (hyperbolic group) 一 类 重要 的 群 . A 
有 很 好 的 几何 性 质 . 源 于 1987 4E SEE XX X (Gro- 
mov,M. JE RHE AW XAH RE”. 7 P=(X;R) 
是 群 的 一 个 呈 示 ，, 卫 为 基于 己 的 群 G 的 凯 莱 图 . FS 
给 本 的 每 条 边 赋 以 单位 长 度 , 则 械 成 为 一 度量 空 
E. Xp D 的 任意 三 个 结 点 ( 即 G 的 任意 三 个 元 素 ) 
a,b,c, 取 其 中 每 两 点 间 的 测 距 线 a,B,7, 则 a.p, 
中 任 一 条 上 任 一 点 到 另 两 条 的 测 距 线 中 至 少 有 一 条 
的 长 度 不 大 于 某 一 正常 数 , 于 是 , 称 C 是 双 曲 群 : 例 
如 ,所 有 的 有 限 群 .自由 群 等 均 为 双 曲 群 ; 但 秩 为 2 
的 自由 阿 贝 尔 群 则 不 是 . 

可 梳 群 (combable group) 一 类 具有 较 好 几何 
性 质 的 群 . 设 P 二 (X;R) 是 群 G 的 一 个 呈 示 ,三 为 基 
于 PP 的 G 的 凯 莱 图 .给 矿 的 每 条 边 赋 以 单位 长 度 使 
其 成 为 度量 空间 . Xp D 中 任意 一 点 a( 即 GG 的 任 一 元 
A) , 选 定 一 条 从 单位 元 结 点 到 a 的 道路 ou FR G 是 
可 梳理 的 ,是 指 对 其 中 任意 两 点 a 和 46, 相距 至 多 一 
个 单位 长 度 , 则 对 任意 的 正 整 数 1, 从 单位 元 结 点 沿 
os 和 0 分别 走 i 个 单位 长 后 到 达 o, 上 的 o, Go SRI 
o, 上 的 o. GO ACE t KF o. XX o, WIKE, o) = 
a WX o, (t) 26) "FE 0,00 5 0,(t) 的 距离 不 大 于 某 
常数 &, 并 称 这 些 道路 有 & 伴侣 性 质 . 

自动 机 群 (automatic group) 一 类 具有 较 好 的 
几何 性 质 并 可 由 有 限 状 态 自 动机 予以 定义 的 群 . 设 
P — OX ,RO EHE G 的 一 个 呈 示 , 卫 为 其 遍 莱 图 并 是 
一 度量 空间 . r 中 每 一 结 点 ,选取 若干 单位 元 结 
点 到 此 结 点 的 道路 构成 集合 LOL UB X EX 
些 字 的 集合 . 若 工 作为 X 上 的 一 个 语言 是 一 正则 语 
A ,并且 作 为 卫 中 的 道路 又 具有 & 伴侣 性 质 , 则 称 G 
为 自动 机 群 . 

= 7 AY 3B AX (Dehn function of presentation) 
一 个 数论 函数 . 它 对 群 的 分 类 、 群 的 字 问 题 的 可 解 性 
与 计算 复杂 性 的 讨论 有 着 重要 的 作用 . 设 P= CX; 
RERBRCHEM w EX LHS. AweECPRE 
BALJE Wl «o. 与 一 形 如 


IE 
i=] 
的 乘积 等 价 ,其 中 u: HX EBEYCR.e-—cli 
UL 
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—]1,2,-,t. 4; Aw) HE w 的 如 上 的 等 价 式 中 t 
WIRE, MÆR P 的 邓 消 数 定义 为 (对 任意 自然 
数 n)0,(n) — maxCA G2) ,w ^E I xzn,JF Hw ÆG 
中 为 单位 元 .同一 群 C WA [n] E os RI e a E SE Dr 
的 ,这 个 等 价 类 称 为 群 G 的 邓 函 数 . 一 群 是 双 曲 群 ， 
当 且 仅 当 其 邓 函 数 等 价 于 一 线性 (关于 ?函数 . HI 
动机 群 的 邓 范 数 受 围 于 二 次 函数 . 

扎 稿 王晓峰 

审 阅 石生 明 施 武 杰 
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计算 群 论 (computational group theory) 和 群 论 
与 计算 机 科学 相 结 合 而 产生 的 一 个 新 兴 数 学 分 文 . 
它 研 究 群 论 算法 的 设计 、 分 析 及 有 关 的 理论 基础 和 
软件 实现 等 问题 . 一 个 群 论 算法 可 定义 为 解决 某 个 
群 论 问题 而 设计 的 一 系列 操作 . 算法 分 析 要 对 执行 
算法 所 需 的 时 间 、 存 贮 空间 等 资源 进行 估计 . 在 计算 
机 上 实现 群 论 算法 的 关键 是 选择 合适 的 数据 结构 ， 
使 之 能 够 很 好 地 代表 要 进行 操作 的 各 种 数学 对 象 . 

在 电子 计算 机 出 现 之 前 ,人 们 就 已 经 产生 了 机 
械 地 进行 群 论 计 算 的 设想 . 托 德 (Todd,J. A. ) 和 考 
35, Er Rr (Coxeter, H. S. M. ) F 1936 年 提出 了 利用 
陪 集 计 数 来 求 一 个 子 群 的 指数 ,通常 认为 这 是 第 一 
个 群 论 算法 . 这 个 算法 于 1953 年 首次 在 英国 剑桥 的 
EDSAC1 计算 机 上 得 到 实现 . 诺 布 赛 尔 (Neubiser， 
J. ) 于 1960 年 发 表 了 借助 计算 机 研究 子 群 格 的 工 
YE. 此 后 ,计算 机 越 来 越 多 地 被 用 于 群 论 研究 ,产生 
了 众多 的 算法 ,取得 了 许多 重要 成 果 . 例如 ,在 全 部 
26 个 零散 单 群 中 ,有 9 个 最 初 是 借助 计算 机 证 明 其 
存在 性 的 . 20 世纪 90 年 代 初 ,人 们 又 借助 计算 机 得 
到 了 2* 阶 群 的 完全 分 类 . 近 十 几 年 ,一 批 通用 和 专 
用 的 计算 群 论 软 件 系 统 相继 问世 ,推动 了 这 个 分 文 
的 发 展 . 同时 ,人 们 在 群 论 算法 的 计算 复杂 度 等 理论 
领域 也 取得 了 新 的 进展 . 

群 论 算法 的 计算 复杂 度 (computational com- 
plexity of group-theoretic algorithm) 对 执行 群 论 
算法 所 需 资 源 的 度量 . 对 执行 一 个 群 论 算法 所 要 耗 
费 的 时 间 、 存 贮 空间 等 资源 的 估计 ,通常 是 将 其 表示 
成 算法 输入 量 ”的 一 个 项 数 . 例如 ,对 于 置换 群 的 算 
法 ,一 般 取 为 置换 群 G 的 次 数 ,而 计算 G 的 基 和 
强生 成 集 的 施 赖 埃 尔 - 西 姆 斯 算法 所 需要 的 运行 时 
间 是 2 的 一 个 6 次 多 项 式 , 记 为 O(n). 这 类 算法 称 
为 多 项 式 时 间 算 法 . 一 般 认 为 只 有 多 项 式 时 间 算 法 
才 具 有 现实 的 可 计算 性 . 20 世纪 80 年 代 初 完成 的 
有 限 单 群 分 类 ,为 群 论 算法 的 计算 复杂 上 度 研 究 提供 
了 强 有 力 的 工具 . 近年 来 已 有 一 批 重要 的 群 论 问题 
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被 证 明 具 有 多 项 式 时 间 算 法 .例如 :给 定 次 置换 群 
G 的 一 组 生成 元 ,可 以 在 的 多 项 式 时 间 内 求 得 G 
的 阶 ,G 的 导 群 列 和 合成 群 列 ; 对 于 给 定 的 素数 p OR 
G 的 西 洛 p 子 群 P, 它 的 正规 化 子 Ne(P) 以 及 极 大 
正规 p 子 群 O,(C) 等 .值得 注意 的 是 ,理论 上 的 计算 
复杂 度 与 实际 计算 中 的 运行 效率 有 时 并 不 一 致 . 例 
如 ,现在 通行 的 求 两 个 子 群 之 交 的 算法 已 被 证 明 在 
最 坏 情 形 下 是 指数 时 间 的 ,但 它 对 实际 中 的 多 数 情 
形 都 十 分 有 效 . 与 此 相反 ,有 些 多 项 式 时 间 算 法 的 实 
际 运 行 效率 却 很 低 . 

多 项 式 时 间 算 法 (polynomial time algorithm ) 
见 “ 群 论 算法 的 计算 复杂 度 ”. 

随机 群 论 算法 (random group-theoretic algo- 
rithm) ” 亦 称 概率 算法 . 含有 和 若干 随机 操作 的 群 论 
算法 . 一 个 算法 通常 由 很 多 个 步骤 构成 ,其 中 每 个 步 
又 都 明确 规定 了 所 要 完成 的 操作 . 因此 对 于 相交 的 
输入 ,每 次 执行 同一 算法 所 得 的 结果 总 是 相同 的 .但 
有 另外 一 类 群 论 算法 ,其 中 某 些 步骤 允许 从 事先 确 
定 的 有 限 多 个 操作 中 随机 地 选取 一 个 加 以 执行 ,这 
类 算法 称 为 随机 群 论 算法 .通常 随机 算法 的 运行 效 
率 很 高 ,但 其 输出 只 是 所 求 问 题 的 一 个 可 能 的 解 . 例 
如 :给 定 有 限 群 C 中 一 组 元 素 Bis E2s s ELT EH 
它们 生成 的 子 群 A = (Gris eec ,gm) 可 以 用 一 个 随 
机 算法 判断 五 是 否 等 于 C. 算 法 随机 地 从 C 中 选取 
一 个 元 素 r ME x RAR H. F rH, MTI 
HÆG; # x € HM HAG 的 可 能 性 不 超过 1/2. 这 
样 反 复 独 立地 从 G 中 随机 选取 zt 个 元 素 , 阁 它们 全 
属于 五 ,; 则 判定 五 =G. 这 时 出 错 的 可 能 性 不 超过 
2 '. 因此 , 当 t 足够 大 时 ,出 错 的 可 能 性 束 很 小 了 . 
随机 算法 在 其 他 数学 分 文中 也 有 广泛 的 应 用 . 

概率 算法 (probabilistic algorithm) 见 “ 随 机 
群 论 算 法 ”. | 

陪 集 表 (coset table) 描述 群 G PATA IR jS 
ATR HEC 中 的 全 部 陪 集 的 表 . W Gd 81982? 
tg, ER H 是 G 中 一 个 指数 为 m WR. A 
G 中 的 陪 集 表 T 是 一 个 mx2r 的 矩阵 . 的 每 一 行 
代表 五 的 一 个 右 陪 集 H, Os sim . FIRE 
SEA XS {goln pag 5382 ag 中 的 一 个 
TH. GAB ; FAR SEC X. Hrs-Hz WT 的 第 
i 行 第 j 列 位 置 上 的 元 素 TG» — b BR Has 
尚未 知晓 , 则 了 (i,j) 二 0. 当 陪 集 表 了 中 包含 等 于 0 
的 元 素 时 , 亦 称 7 为 一 个 部 分 陪 集 表 ,以 区 别 于 所 
有 元 素 丝 不 为 0 的 完全 陪 集 表 . 当 G 的 某 个 生成 元 
g; 是 对 合 时 ,g7 二 gj; 便 可 在 陪 集 表 中 省 略 代 表 
g; 的 那 一 列 . 因此 , 群 的 对 合生 成 元 对 于 在 实际 计 
算 中 减少 存 贮 空间 和 运算 量 有 着 重要 的 意义 . 例如: 
3 个 文字 的 对 称 群 S: 有 一 个 表现 


5. dba =" =]. E X 
对 其 指数 等 于 SM TH H—00.H EG 中 的 一 个 
完全 陪 集 表 为 


由 于 2 是 一 个 对 合生 成 元 ,该 障 集 表 只 有 3 列 . 

部 分 陪 集 表 (partial coset table) 见 “ 陪 集 
*". 

陪 集 计数 (coset enumeration) ” 亦 称 托 德 - 考 
克 斯 特 算法 . 一 种 群 论 算法 . 求 有 限 表 现 群 中 子 群 指 
数 的 一 种 算法 . 设 

G = (81980997 B81,|Ri(g1, gs Br) 
= + = Rpg 8,) = 1) 
是 一 个 有 限 表现 群 .对 于 由 mie ec e 的 字 wis 
We 9 TO, 生成 的 G 的 子 群 H = (wi sws t sw? A 
IG: H| ABR, WA SE ZR EHE RARE LE. IK 
图 最 终 求 出 五 在 G 的 一 个 完全 陪 集 表 ,进而 得 到 指 
BiG: HIAR GE H B Wams raf 
递 置换 表示 . 在 逐次 试探 的 过 程 中 ,有 时 会 错误 地 将 
H 的 同一 陪 集 定义 成 不 同 的 , 称 为 陪 集 重 合 现 象 . 
有 例子 说 明 陪 集 重 合 现象 是 不 可 避免 的 . 陪 集 计 数 
算法 的 关键 在 于 如 何 处理 陪 集 重合 . 

托 德 - 考 克 斯 特 算法 (the Todd-Coxeter algori- 
thm) BI REH. 

陪 集 重合 现象 (coset coincidence) 
数 ”. 

赖 德 迈 斯 特 - 施 赖 埃 尔 算法 (the Reidemeister- 
Schreier algorithm) 一 种 群 论 算法 . 求 群 G 中 某 
ARRIBA TRH 的 表现 的 算法 . 当 已 知 G 的 生成 
元 g1,g2，"…,g; 在 五 的 全 体 陪 集 上 的 作用 时 ,算法 
求 出 五 的 一 个 表现 ,其 中 包含 (r 一 1)1G : 及 | 十 1 
A H 的 施 赖 埃 尔 生成 元 ,并 利用 赖 德 迈 斯 特 重 写 过 
程 将 原来 用 g1,g:,…,g, HERRA H 的 定义 关系 
改写 成 施 赖 埃 尔 生成 元 的 字 . 

施 赖 埃 尔 生成 元 (Schreier generators) 有 限 
表现 群 的 一 类 特殊 的 生成 元 . 设 G= (go gor 
oe HEC P-TARRAH TH. RE AEG 
中 的 一 个 右 陪 集 完 全 代表 系 了 . 对 于 任意 EG, w 
TET HÈR Hz 的 代表 元 . 根据 施 赖 埃 尔 定理 , 瓦 
可 由 全 体形 如 te: tg, GE T, I<) KER, 
称 之 为 H 的 施 赖 埃 尔 生成 元 . 

置换 群 的 基 (base of permutation group) E 


JL" pr SE 


换 群 计算 的 一 个 基本 概念 . 对 于 作用 在 有 限 集合 2 
上 的 一 个 置换 群 C,2 的 一 个 有 序 子 集 B= (8 B; 
BO BERR Bi» Bos ttt Be 不 动 的 稳定 子 群 
G3,.2, 2,7 14 BIER B 为 G 的 一 个 基 ,& RAE B 的 
KE. 基 的 意义 在 于 ,G 中 每 个 元 素 都 被 其 在 pp 
c], 上 的 像 惟 一 确定 . 

基 的 长 度 (length of the base) 
a". 

om + AY SR (strong generating set) 置换 群 计 ` 
算 的 一 个 基本 概念 . 设 C 是 置换 群 ,B= (Bi, PB;,…， 
Bi) 为 G 的 一 个 基 .G 中 置换 的 一 个 子 集 S 称 为 关于 
B 的 一 个 强生 成 集 , 若 G 可 以 由 SS 生成 , 且 稳 定子 
BF Ga sss Oti) Bi nf EA B S P) Gs a3 HE 
即 一 个 强生 成 集 包含 了 子 群 链 GEG, Gi men 
Gp 8,158, = Ca, 8,8, = 1) 中 每 一 项 的 生成 元 . 

施 赖 埃 尔 - 西 姆 斯 算法 (the Schreier-Sims algo- 
rithm) 一 种 群 论 算法 . 置换 群 计算 的 基本 方法 . 由 
西 姆 斯 (Sims,C.C. ) 于 20 世纪 60 年 代 末 提出 . 对 
于 由 一 组 生成 置换 给 出 的 KER G ,该 算法 根 
HEM IR R (Schreier, O. ) 关 于 子 群 生成 元 的 定理 
求 出 G 的 一 个 基 以 及 相应 的 强生 成 集 , 同 时 给 出 了 
G 中 元 素 的 一 个 结构 . 利用 这 个 结构 可 以 方便 地 求 
出 G 的 阶 .计算 G 及 其 某 些 点 稳定 子 群 的 轨道 、 判 
断 一 个 置换 是 否 属 于 C 等 .在 最 坏 情形 下 ,该 算法 
BY it RE O(n’). Ail Ft (Leon, J. S.) F 1980 
年 把 陪 集 计数 引入 算法 ,使 之 在 处 理 n 较 大 的 群 时 
效率 得 以 提高 . 这 一 算法 常 被 称 为 施 赖 埃 尔 - 托 德 - 
考 克 斯 特 - 西 姆 斯 算法 . 此 后 , 杰 伦 (Jerrum,M. ) 提 
出 G 的 既 约 表示 的 概念 ,进而 设计 了 一 个 求 G 的 基 
和 强生 成 集 的 新 算法 ,使 其 计算 复杂 度 降 至 O(n5). 

施 赖 埃 尔 - 托 德 - 考 克 斯 特 - 西 姆 斯 算法 (the 
见 “ 施 赖 


SL" eR HF BY 


Schreier- Todd-Coxeter-Sims algorithm) 
埃 尔 - 西 姆 斯 算法 ”. 

AG 生成 序列 (AG generating sequence) 有 限 
可 解 群 的 一 类 特殊 的 生成 元 . A C 是 一 个 有 限 可 解 
群 , 则 G 有 一 个 合成 群 列 G=G >G; DG. DG, 
—].RK'PG./G, Gsisin H k: WW. A Gi, 
— (Gigi) MJE F] S= gigg) RRA GNF 
AG 生成 序列 . 这 时 G 中 任 一 元 素 缘 可 表 成 

gugz:"ge (Ox ll; < k) 
的 形式 . 这 种 表示 形式 构成 了 对 有 限 可 解 群 进行 计 
算 的 基础 . 34 C 是 客 零 群 时 ,还 可 以 进一步 要 求 G; 
ASISE G 中 正规 , 且 商 群 C -VC; 包含 在 G/G; 
的 中 心 内 . 这 时 序列 S FR C 的 一 个 NG ERF 
Jj. E G 是 一 个 无 限 多 循环 群 , 则 C 也 有 AG 生成 
序列 . 因此 ,有 限 可 解 群 的 一 些 算法 也 可 用 于 无 限 多 
循环 群 . 
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低 指数 算法 (low index algorithm) 枚 举 群 的 
全 部 小 指数 子 群 的 一 种 算法 . 它 是 由 西 姆 斯 (Sims， 
C. C. ) 设 计 的 ,适用 于 用 生成 元 和 定义 关系 给 出 的 
RF G. 给 定 正 整数 5, 该 算法 求 出 G 中 所 有 指数 小 于 
b 的 子 群 ,给 出 它们 的 生成 元 ,并 且 分 别 求 出 G 在 各 
个 子 群 的 陪 集 上 的 传递 置换 表示 . 由 于 算法 所 需 的 
运算 量 和 存 贮 空间 都 很 大 ,2 一 般 不 能 超过 100, 所 
以 取 名 为 低 指数 算法 . 

群 论 算法 软件 包 (software package of group- 
theoretic algorithms) 为 完成 一 般 或 者 特定 群 论 
计算 而 设计 的 软件 包 . 自 20 世纪 80 年 代 以 来 ,一 批 
群 论 算法 软件 包 先 后 面世 . 其 中 应 用 较为 广泛 的 有 
下 列 几 种 . 

1.CAMAC2 系统 ,主要 处 理 群 在 诸如 码 .阿达 
马 和 矩阵. 区 组 设计 等 各 种 组 合 结构 上 的 作用 . 

2. CAS (character algorithm system), 群 指标 
表 计 算 专 用 软件 包 . 

3.CAYLEY ,由 澳大利亚 悉尼 大 学 坎 农 (Can- 
non,J. ) 等 研制 的 一 个 庞大 系统 ,包括 为 计算 群 论 专 
门 设计 的 一 种 程序 语言 和 一 个 收集 了 目前 已 有 的 绝 
大 多 数 群 论 算法 的 程序 库 . 

4. GAP € groups , algorithms and program - 
ming), 一 个 开放 型 的 系统 , 文 持 对 于 抽象 群 、 置 换 
群 . 回 量 . 和 矩阵 ` 有限 域 `, 多 项 式 等 代数 对 象 的 各 种 运 
算 ,并 允许 用 户 自 由 修改 .增删 系统 中 的 现 有 算法 . 

5. SOGOS(soluble groups’ operating system), 
有 限 可 解 群 计 算 专 用 软件 包 . 

6. SPAS (subgroup presentation algorithms 
system), H Æ FF ASYM. SP] RB UL AE Bo A 
定义 关系 形式 给 出 的 抽象 群 . 

B 稿 E Ñ 
审 A 石生 明 


半 RE 


半 群 (semigroup) 最 简单 .最 自然 的 一 类 代数 
系统 .一 个 非 空 集合 S 连同 定义 在 它 上 面 的 一 个 结 
合 的 ( 即 满足 结合 律 的 ) 二 元 运算 ^“。?” 的 代数 系统 
(S,。) 称 为 一 个 半 群 . 半 群 (S$,，。) 简 记 为 S. 

半 群 是 群 的 推广 . 群 自 然 是 半 群 ;反之 显然 未 
p. 半 群 也 是 环 的 推广 . 环 在 只 考虑 它 的 乘法 运算 的 
时 候 是 一 个 半 群 , 称 为 环 的 乘 半 群 ; 但 任何 一 个 带 零 
ERE AW) AR WS Bat FE SB AY) HE AE BE. 半 群 代数 理论 的 系 
统 研 究 始 于 20 世纪 50 年 代 ( 虽 然 , 这 方面 的 工作 可 
追溯 到 1904 年 苏 士 凯 维 奇 (Suschkwitz,A. K. ) 关 
于 有 限 半 群 的 论文 ). 在 数学 内 部 和 外 部 的 巨大 推动 
下 , 半 群 理论 已 成 为 代数 学 的 一 个 公认 的 分 文学 科 ， 
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并 早已 以 其 特有 的 方法 独立 于 群 论 和 环 论 之 外 .在 
20 世纪 60 年 代 , 苏 联 和 美国 率先 出 版 了 两 本 专著 ， 
利雅 平 CJIarna ,下 . C. ) 的 《 半 群 》 和 克利 福 德 (CC1if- 
ford, A. H. ) 与 普 雷 斯 顿 (Preston ,G. B. ) 的 两 卷 《 半 
群 代数 理论 》, 这 对 半 群 代数 理论 的 发 展 ,在 国际 上 
起 了 巨大 的 推动 作用 . 由 德国 斯 普 林 格 出 版 社 出 版 
的 《 半 群 论坛 ) 更 是 有 关 半 和 群 理论 的 一 个 重要 的 国际 
性 专门 刊物 .许多 数学 家 在 世界 各 地 开展 半 群 理论 
的 研究 和 各 层次 高 级 人 才 的 培养 (直到 博士 后 ). 半 
群 代数 理论 是 半 群 理论 中 最 基本 、 最 活路 .也 最 富 成 
果 的 一 部 分 . 此 外 , 尚 有 半 群 的 分 析 .拓扑 和 序 理论 . 

环 的 乘 半 群 人 (multiplicative semigroup of a 
rng) WF”. 

么 半 群 (mnonoid) 含 么 元 ( 即 恒 等 元 ) 的 半 和 群 . 
半 群 WM, 若 存在 1€ M, 使 得 关于 任意 zxEAM, 有 zl 
二 17 二 +, 则 称 M 为 么 半 群 .关于 任意 半 群 S, 常 用 
9 表示 一 个 么 半 群 . 若 $ 为 么 半 群 ,; 则 S' —SUES 
^d ABH, MM S'—SUI(LNI&S.S 的 半 群 运算 
定义 如 下 :在 S 上 其 运算 与 $ 的 半 群 运算 相同 ,而 
关于 任意 xES 有 xl==lx==x, 生 1*1=1. 

带 零 半 群 (semigroup with zero) 含 零 元 的 半 
RE. 半 群 S 中 的 元 素 0, 若 关于 任意 0€ SUB 0r=r0 
一 0, 则 称 OAS 的 零 元 .关于 任意 半 群 $, 记 

eee CS HE), 
| (IS U (0) (0 & S,S RHE), 
关于 后 者 ,对 任意 0€ SL BERE X 0x 20-0 * 0—0 
时 ,也 成 一 带 零 半 群 . 于 是 ,S" 总 为 带 零 半 群 . 

半 群 的 零 元 (zero of a semigroup) 见 "“ 带 零 半 
群 ”. 

Æ # AY [8] A (homomorphism of semigroup) 
用 以 比较 两 个 半 群 的 重要 概念 . 设 S,T 是 两 个 半 
群 ,2 是 S 到 à 的 一 个 映射 . 车 关于 任意 S1952 ES, 
有 Pisis) — G65, GO WR p EFR S SISESET H 
同 态 . 当 OST BEER 8 是 S 到 了 的 满 同 态 , 而 称 
T Æ S 的 一 个 同 态 像 . 3 PERAK oS BT 
的 单 同 态 . 当 op EON. pS 到 了 上 的 同 构 ， 
IERT, PRERE S 与 是 同 构 的 . 

半 群 的 满 同 态 (surmorphism of semigroup) 
见 “ 半 群 的 同 态 ”. 

3E # B9 [8] AS 4 (image of homomorphism of a 
semigroup) 见 “ 半 群 的 同 态 ” 

半 群 的 单 同 态 Cmonomorphism of semigroup) 
见 “ 半 群 的 同 态 ”. 

半 群 的 同 构 (isomorphism of semigroups) J 


“ 半 群 的 同 态 ”. 

E #4 3£ HE (isomorphic semigroups) 见 “ 半 和 群 
的 同 态 ”. 

子 半 和 群 (subsemigroup) 与 群 的 子 群 相 平 行 的 


概念 . 设 $ BER, OAUCS GREER uve 
U, 有 uv€EU, 则 称 U 是 的 子 半 群 .用 US 表示 
U iS 的 子 半 群 . 

半 群 理想 (ideal of semigroup) 半 群 的 一 类 特 
殊 子 半 群 . 设 S d — TORRES ZELODGS. X SLE 
L(RSER) WW AK LORE S 的 一 个 左 ( 右 ) 理 想 , 若 7 
同时 是 S 的 左 理 想 和 右 理 想 , 则 称 了 是 S 的 理想 . 
35 KL, RE S 的 理想 ( 左 , 右 理想 ) 时 , 常 记 为 

I «SG, «Ls, R <,S). 

3E BÉ HJ A CO ER 3B Cleft (right) ideal of semi- 
group) WPR RAE”. 

st & HM (completely prime ideal of semi- 
group) 一 类 特殊 的 理想 . 半 群 $ 的 理想 了 7, 若 对 任 
E a.b€ S.abC I ZR lf acl RE SCI MKINE 
XH. 


ideal of a semigroup) 比 完 全 素 理 想 弱 的 一 个 概 
念 . FR S 的 理想 IS AKT ER CES. CT BM a 
Cl MWR I 为 完全 半 素 理想 . 

16% Æ X XE XH (Birkhoff theorem) 联系 完全 
素 理想 和 完全 半 素 理想 的 一 个 结论 . EB SEX 
(Birkhoff , G. D. ) 在 其 他 代数 领域 的 一 个 结论 移植 
到 半 群 中 , 即 : 半 群 的 理想 是 完全 半 素 的 , 当 且 仪 当 
它 为 一 簇 完全 素 理 想 的 交 . 

半 群 的 拟 理 想 (quasi-ideal of semigroup) — 
类 较 左 、 右 理想 更 广义 的 理想 . 设 S EE KEEL OF 
QSS, 帮 QS 站 SQCQ, 则 称 Q@ 是 S 的 拟 理 想 . 设 S 
J&—EREÉ.Q X BCS.E BS1BCB, 则 称 B 是 S 的 
双 - 理 想 . Mik CACSS d; CICC,HC"SC'CC,R 
中 m,n 是 自然 数 , 则 称 C 是 S 的 一 个 (m,n) 理 想 . 


(m,n) 理 想 ((m,n)-ideal)” 见 “ 半 群 的 拟 理 
TB ". 

I-48 (bi-ideal) 见 “ 半 群 的 拟 理想 ” 

单 演 半 群 (monogenic semigroup) 与 群 论 中 
循环 群 相 平行 的 概念 . XO RE S 是 由 一 个 元 素 aES 
MERIA S= (GO WK S 为 单 演 的 . 4 m nE 
N,m 关 n 而 a"Aa" 时 , (a) AP OK RECN, +). 8 
则 ,存在 mEN(a 的 指标 ) 和 rEN(a 的 周期 ) 使 得 : 

1. | (a? |=m+r—-1. 

"AT E ae 

3. 关于 任意 uw, v€N,a" "=a" HHAH 
m--u-m-v (mod r). 


Aa) = laa Vea ts 


5. ka= (a" a", a1) E Ca) TART RE. 

a Ff fal (congruence on a semigroup) 3E 
群 上 相 容 于 半 群 运算 的 等 价 关 系 . 设 S 是 一 半 群 ,o 
是 S 上 一 等 价 关系 . 奇 关 于 任意 x,y,zES, 有 


3E BÉ BJ Se GE X FB 3B (completely semiprime 


roy > pun f 

NEK oS EKER. 群 ( 环 ) 上 的 同 余 是 且 仅 是 由 
群 ( 环 ) 的 正规 子 群 (理想 ) 确 定 的 陪 集 (剩余 类 ) 分 解 
所 相应 的 等 价 关 系 , 但 一 般 半 群 上 的 同 余 却 并 非 如 
此 简单 . 因此 ,关于 半 群 ,必须 应 用 泛 代数 的 方法 . 

商 半 群 (quotient semigroup) 借助 已 知 半 群 
及 其 上 的 同 余 作 出 的 半 群 . 设 $ 是 一 半 群 ,oc 是 其 上 
一 同 余 ,用 zc 表示 xz 所 在 的 co 类 , 记 S/oc= (xo|x € 
S} ll Cro) (yo) = (ry) 0 Æ S/o 上 的 一 个 二 元 运 
算 ,S/o 关 于 这 一 运算 成 一 半 群 , 称 此 半 群 S/o 是 半 
RS 关于 其 上 同 余 o 的 商 半 群 . 

半 群 的 同 态 基本 定理 (fundamental theorem of 
homomorphisms of semigroups) 与 群 ( 环 ) 的 同 态 
基本 定理 相 平 行 的 定理 . 设 o 是 半 群 S$ 上 的 一 个 同 
RM SA S/o 的 自然 映射 o^ :zzo BMS Bl S/ 
PEN-TAA. RZ. SF 
是 半 群 S 到 半 群 了 上 的 一 个 S T 

- 


同 态 , 则 kerf BS 上 的 一 个 
同 余 , 其 中 DN / 
ipd die ii S/ker f 
HEFE S/kerf $|] T E BE 
一 同 构 g ,使 右 图 可 换 . 
里 斯 同 余 (Rees congruence) 半 群 上 的 一 类 


HEAR. 若 7 是 半 群 $ 的 一 个 理想 ,做 S 上 的 二 
元 关系 


f 


SD. 
其 中 I 是 S 上 的 相等 关系 , 则 pi 是 S 上 的 同 余 , 称 
AS 关于 理想 7 的 里 斯 同 余 . XE E H Rees, D. ) 
于 1940 年 定义 的 . S/pi 常 记 为 S/T, 称 为 半 群 S 的 
里 斯 商 半 群 . 设 S 是 一 半 群 ,4S3. 奋 做 $ 上 的 二 元 
关系 
Pa: cPaySOV u,v € S',A D uxvAeuyv € A, 

则 Pa 是 S 上 的 同 余 , 称 Ps 为 S 关于 子 集 4 的 主 
同 余 . Pa 恰 为 使 得 4 为 若 于 个 同 余 类 的 并 的 同 余 
中 最 大 的 一 个 . 

里 斯 商 半 和 群 (Rees quotient semigroup) J 
“里 斯 同 余 ”. 

主 同 余 (principle congruence) 
余 ”. 

理想 扩张 (ideal extension) 显示 半 群 间 关 系 
和 半 群 粗 构 造 的 一 个 概念 . 若 半 群 $ BE BR ACERT 
中 ,S 为 了 的 理想 , 且 里 斯 商 7/S 同 构 于 半 群 UU, 则 
称 了 是 S 的 借助 U 的 理想 扩张 . 

if SEH (nil-semigroup) 一 类 特殊 的 半 群 . 
aS 含有 和 零 元 0, 且 关于 任意 a€5 FFE n EN 使 得 
2 一 0, 则 称 半 群 8 IGS Bg. 


见 “ 里 斯 同 
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ae 及 OR 推广 


FH AB iB EH HK ideal nil-extension) 一 类 理想 
ok. ARH T ACH S KEDE FRE 
PK BS RAT POS 为 了 的 理想 , 且 里 斯 商 
T/S AEF FFR, MFT EFR S Bsp 
FPK. 正则 半 群 的 理想 证 零 扩 张 构成 拟 正则 半 群 
概念 的 一 个 重要 理论 背景 . 

HE R (syntactic congruence) XE [R] 4s H9 38 
一 名 称 . 在 语言 理论 上 , 常 把 主 同 余 称 为 句法 同 余 . 

完满 同 余 (perfect congruence) 半 群 上 类 似 于 
群 上 同 余 的 同 余 . 设 S 是 一 半 群 ,p dS EB. 
和 藻 关 于 任意 x,，yE€5, 常 有 集合 论 意 义 下 的 等 式 
Grp) (ye) = (ay) 0 成 立 , 则 称 o 是 完满 的 . 

右 平移 (right translation) 半 群 上 的 一 类 特殊 
变换 . FES 上 的 一 个 变换 PO). AMER z,yE 
S, A xGpo) — (ry) ep, Axrdy=ACzy) WRK PAA S 
的 右 ( 左 ) 平 移 . BRS 上 的 一 个 右 平 移 2 与 一 个 左 
ER AMER ry € S 有 x Gy) — Go) y, Wl fk o 
与 人 是 环 结 的 ; 若 aES, 则 SS 上 的 变换 o.: 工 一 
Za(4:Zaz) 是 右 ( 左 ) 平 移 ,这 类 右 ( 左 ?平移 称 为 
半 群 S 的 内 右 ( 左 ?平移 . 关 于 任意 a€ S, p, 5 A, 是 
环 结 的 . 

AFB Cleft translation) 见 “ 右 平移 ” 

内 右 ( 左 ) 平 移 (inner right (left) translation) | 
见 “ 右 平移 ” 

平移 过 (translation hull) 相伴 于 给 定 半 群 的 
本 质 上 是 变换 半 群 的 一 个 半 群 . AS 是 一 个 半 群 ， 
MACOS (A DIAO S 的 左 ( 右 ) 平 移 ,4 与 op 是 
环 结 的 } 在 下 面 的 运算 下 成 为 半 群 : (4,p)(X ,Pp ) 一 
CAN ,pp ), 称 QCGS0g S 的 平移 壳 . 

格林 关系 (Green’s relations) 半 群 上 五 个 最 
重要 的 等 价 关 系 . 设 S 是 一 半 群 ,用 IET ,9 
PRES 上 的 下 述 五 个 关系 : 

oe = S'b; 

abas! = bS'; 

a fb S'aS! = S'bS'; 

A ELN R; 

DEL UYR 
生成 的 等 价 关 系 , 统 称 为 格林 关系 .S 的 由 aEsS 生 
成 的 主 左 理想 ( 主 右 理想 , 主 理想 ), 即 S 的 含 a 的 
最 小 左 理想 ( 右 理想 ,理想 ), 恰 为 la(aSl,9laS1l)， 
因此 ,格林 关系 SAMY CHER ERRE LE 
右 理想 和 主 理想 通过 上 式 定 义 起 来 的 . 关于 格林 关 
RHR a2f beQ(a)-QGO), HrBQGOd BI at 
成 的 主 拟 理想 . 于 是 ZSL o R=R S. TERR 
半 群 上 , — m — 0 —2-— fF.TRüR D.20€—27— 
R=D= f —4 X. 

T& Hk 5| HR (Green? s lemma) 
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涉及 格林 关系 的 


一 个 最 基本 的 结论 . 设 S 是 一 半 群 ,a,pE3S. 若 
akb, H as—b,bs' =a, RP s,s ES, MEFR oli 
与 o, 1, 分 别 是 从 BEL, ER L Bl L LRR A 
XEM HR eb L 表示 含 a 的 S 28 o. 表示 
0. Æ L, E BS ER d. sC S 时 ,p; 是 S 上 的 内 右 平 移 ;s 
=1 时 ,p, 是 S 上 的 恒 等 变 换 . 关于 格林 关系 SY 的 
对 偶 格林 引 理 从 略 . 这 是 格林 于 1951 年 建立 的 . 

格林 定理 (Green’”’s theorem) 与 格林 关系 有 
关 的 重要 定理 . ZERKA: £ H 是 半 群 S 的 一 个 
A 类 , 则 或 者 HKH NH=; wE =H, KN H 
是 S BT SF. AMAA. 2 类 五 是 一 个 子 群 , 当 且 
4H SS. H ARN. MES 的 极 大 子 
Bt. 这 是 格林 (Green,J. A) 于 1951 年 建立 的 ， 

E M A (eggbox diagram) ， “RA D 38 B zy 
意图 . 想象 半 群 的 一 个 Z 类 D 的 元 素 被 放置 在 一 
个 矩形 的 方 框 内 , 像 一 个 蛋 箱 , 横 条 相应 于 Z EB, 
条 相应 于 Z 类 ,横竖 条 相交 的 格子 相应 于 A 类 ， 
由 DP=4%° R=R -À L, BHF (CH 类 ) 都 非 空 . 
例如 , 含 a 的 儿 类 DD, 有 如 下 的 蛋 箱 图 . 


曾 贝 格 群 (Schtiitzenberger group) ÆR W 
D EW ata. we H EFE SHTA B.S 上 
的 H AZBPEROERRTEH EAR HIER H 上 的 一 
个 单 可 迁 置 换 群 CCA). |DGOID | 2 |H | B. 24 Am 
HN CASH. 同时 ,关于 同一 纪 类 中 的 任意 
RHR HATS). FETH) 
为 含有 再 的 弥 类 的 舒 曾 贝 格 群 . RES UB 
€(Schtitzenberger,M. P. ) F 1957 年 定义 的 . 
关系 半 群 (relation semigroup) 一 类 最 具体 的 
半 群 .和 若 X 是 一 集合 ,X 上 所 有 二 元 关系 的 全 体 记 
为 多 (X). 则 多 (X) 在 如 下 运算 下 成 一 半 群 : 


a(pe ps 存在 cE 六 ,使 得 apc ,cob. 

称 BX)AX 上 的 全 关系 半 群 . 多 (X) 的 任意 子 半 
群 称 为 X 上 的 一 个 关系 半 和 群 . 

全 关系 半 群 (full relation semigroup) 
RFR”. 

dr A Æ BE (transformation semigroup) 一 类 
Ff BH. BX ERA PCAX) AMER ce 
X ,存在 惟一 的 ve X HB Gy) € p, WR p AX 
上 一 个 变换 . 记 X 上 变换 的 全 体 为 F(X), 它 是 
多 (X) 的 子 半 群 , 称 F(X) 为 了 上 的 全 变换 半 群 . 
儿 (X) 的 任意 子 半 群 称 为 了 上 的 一 个 变换 半 群 .XX 
上 的 置换 的 全 体 多 (X) 是 X 上 的 一 个 变换 半 群 . 


AX 


全 变换 半 群 (full transformation semigroup) 


见 “ 变 换 半 群 ” 
扩张 的 右 正则 表示 (the extended right regular 


representation) 和 群 的 凯 莱 右 正 则 表示 在 半 群 中 的 
推广 . 设 S 是 一 半 群 , CSOR OS 上 的 全 变换 半 
群 .关于 任意 aC S. X dE S! 上 的 内 右 平 移 , 则 f; 
ap, Æ SE 7 CS'O P3 B5 BAA, AW Sf Cx 
TSE S Bg E. SPA S 的 扩张 的 右 正则 
AUR. 

部 分 一 一 变换 半 群 (partial one-one transfor- 
mation semigroup) 一 类 子 半 群 . 设 X 是 一 集合 ,po 
CEUX) ET ERE (oy), (40,00€ pl xr—uoy 
=v, WE p 为 XX 上 的 一 个 部 分 一 一 变换 .关上 的 部 
分 一 一 变换 的 全 体 KOA S8 GO BS — 1 T 2E RE, 
Wk 2 X) 为 X 上 的 全 部 分 一 一 变换 半 群 .2 CXORS 
任意 子 半 群 称 为 X 上 的 一 个 部 分 一 一 变换 半 群 . 

全 部 分 一 一 变换 半 群 (full partial one-one 
transformation semigroup) 见 "“ 部 分 一 一 变换 半 
B". 

BD 4 OS dR EK BÉ (partial transformation semi- 
group) 一 类 子 半 群 . 设 XX 是 一 集合 ,PE€ CX), 
若 关 于 任意 (x,y), (650) € o, B r=u>y=v, WR 
2 为 X 上 的 一 个 部 分 变换 .X 上 的 部 分 变换 的 全 体 
PT (X) 是 BX) PPB RAT OON X 
上 的 全 部 分 变换 半 群 . AT (CX) 的 任意 子 半 群 称 为 
X 上 的 一 个 部 分 变换 半 和 群 . 

全 部 分 变换 半 群 (full partial transformation 
semigroup) 见 “ 部 分 变换 半 群 ” 

贝尔 - 列 维 半 群 (Baer-Levi semigroup 一 类 变 
MER. AX 是 一 可 数 无 限 集合 ,在 X 上 定义 映射 
集 S— (ai XX |a JE BJ, BL | XNXa | =œ}, MS 
是 了 (z) 的 一 个 子 半 群 , 称 为 贝尔 - 列 维 半 群 . 此 半 
群 有 性 质 :对 任意 a€ S, | X\Xa|= | XaNXa! |. B] 
此 ,此 半 群 不 含 寡 等 元 . 这 类 变换 半 群 是 贝尔 (Baer， 
R. ) 和 列 维 (Levi,F. ) 于 1932 年 定义 的 . 

有 限 半 群 (finite semigroup) 与 群 论 中 有 限 群 
相 平 行 的 概念 . 半 群 S 称 为 有 限 的 , 吞 1S| 过 00. X 
伦 伯 格 (Eilenberg,S. ) 的 《自动 机 ,语言 与 机 器 》 的 
卷 BB 实际 上 是 有 限 半 群 论 .有限 变换 半 群 ,有限 半 
群 的 分 解 和 分 类 等 构成 有 限 半 群 理论 的 重要 课题 . 

i (band) 一 类 特殊 的 半 群 . 18 DUE FEE ICY 
半 群 . 半 群 S, 若 关于 任意 zxES 有 x 二 zx, 即 S 中 的 
所 有 元 均 为 帘 等 元 , 则 称 S 为 一 个 带 . 利用 带 的 交 
换 性 可 定义 两 类 特殊 的 带 , 即 半 格 (交换 带 ) 和 和 矩形 
带 . 一 个 带 瓦 ,各 对 任意 D y€ESBS xy yz. WERE 
为 一 个 半 格 . 一 个 带 五 , 若 对 任意 z,yE 五 ,有 ry= 
yr>xr= y, WER E 为 一 个 和 矩形 带 , 一 个 半 群 是 矩形 
带 , 当 且 仅 当 它 同 构 于 集合 了 与 y 的 笛 卡 儿 积 了 Xv7 


上 的 如 下 半 群 
6,32 0' ,7 ) = G,j) 
Our Eug eux 

ERE (semilattice) “Hr”. 

交换 市 (commutative band) WM“ ”. 

$6 AZ 7 (rectangular band) 见 “ 带 ” 

带 关 于 和 矩形 带 的 半 格 分 解 (the semilattice de- 
composition of a band to rectangular barns) 人 带 的 
基本 结构 .各 五 是 一 带 , 则 五 的 格林 关系 8 是 一 半 
格 同 余 ( 即 A Æ E EMAR E/I EFR) H 
J 类 均 是 和 矩形 带 . AWF E/S WKY, MEMS 
类 可 用 Y 中 的 元 素 予 以 加 标 , 记 为 £,,a€Y, 于 是 ， 

E= UE., 
称 此 式 为 带 五 关 于 矩形 带 的 半 格 分 解 . 这 种 半 格 分 
解 是 克利 福 德 (Clifford,A.H. ) F 1941 年 及 麦克 莱 
A (Maclane,D. ) 于 1952 年 得 到 的 . 

XB Æ 25 BJ SE f£ KH (the translational hull of a 
rectangular band) 4BJÉ S dg—^ 3T T.XE 
—IXJ RAE QUXKDA E 的 平移 壳 , 则 D:N 
GXJ) 7 "(DXF (0. A, 9) (WEA, 
其 中 , AG, E) = Gg, t), G.O p= (i, Cy), 
Z *G& 7 DW ERE. 

Rt BEF (Petrich theorem) 刻画 带 的 细 
微 结构 的 一 个 定理 . 设 Y 是 一 半 格 ,五 .jcEY} 是 用 
Y 给 予 加 标的 一 簇 两 两 不 相交 的 矩形 带 . 关于 每 一 
a, ESTISCGJ. SER 068€ Y.az ri Qp: E 
ZO X Og) CzOCGE0)2.a— f. do dE IR A. 
它 满足 : 

1. Zi a— lij) EE Ul] Zod. 都 是 常 值 映射 , 且 
(qii T E, 

2. Æ a€ E. bE Ej, agp —Y,W| 66.04 都 是 常 
值 映 射 . 

3. BGG) — i Gi) =7' BRAM MA OXY, 
4 d 7 =BS pi 7 = Yih. 

EXV a€ Enb E E; M ax b= (Gg), 
(EDD ,其 中 一 cp, 则 

B= UE. 
在 运算 * PRP, FEW Y BABE. 反 过 来 ， 
每 一 带 均 同 构 于 以 上 类 型 的 某 个 带 . 这 一 事实 是 彼 
特 里 奇 (Petrich ,M. ) 于 1967 年 建立 的 . 

正则 半 群 (regular semigroup) 一 类 重要 的 半 
BE. 它 构成 半 群 代数 理论 的 主要 研究 领域 之 一 . 设 S 
Fit — EH a CS GRE rES 使 得 axra-a,.W|fka 
AES 的 正则 元 . fk 

V (a) Z (y aya esu yqy y) 
中 的 元 为 a 的 逆 元 .a€5 是 S 的 正则 元 , 当 且 仅 当 
VG) Gb BIA ax XA D XR. 所 
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群 及 其 推广 


有 元 都 是 正则 元 的 半 群 称 为 正则 半 群 .在 变换 半 群 
H7 (X) 是 正则 的 ,而 贝尔 - 莱 维 半 群 不 含 任何 寡 
等 元 ,因此 不 但 不 是 正则 的 ,而 且 不 含 任何 正则 元 . 
任何 半 群 是 某 个 正则 半 群 的 子 半 群 . 半 群 S 是 正则 
的 , 当 且 仅 当 5 HR ARS, BS 类) 都 
含 寡 等 元 ;也 当 且 仅 当 5 的 每 一 元 都 与 一 过 等 元 有 
D 关系 .正则 元 和 正则 半 群 分 别 是 逢 等 元 和 带 的 推 
DEM bY + HB (von Neumann, J. ) 于 1936 
年 首先 在 环 中 引入 .正则 性 在 半 群 中 比 它 在 环 中 扮 
演 着 更 加 中 心 和 重要 的 角色 . 

3E BÉ BU HT Cinverse element of semigroup) 
T“ TE WU SERE". 

He BS 5| FE CLallement’s lemma? 涉及 正则 
AE AE Fe S 7C [8] s HEFT — TBA IC. ES 是 一 正 
则 半 群 ,E 是 S WESC. eS 上 一 同 余 , 则 ae 
是 S/o Wes IC, SAM ap] EAS. M ap E 
FOI ARTE eC ap E 使 得 eSCaS,SeCSa. 这 是 
Se FS (Lallement.G. ) 于 1966 年 建立 的 . 这 一 事实 
已 被 推广 到 拟 正则 半 群 上 . | 

fh $ XC BE (orthodox semigroup) 一 类 正则 半 
BF. UE S 是 一 正则 半 群 ,E 是 S 中 医 等 元 的 全 体 . 4 
EKSS (HI E Æ S 的 子 半 群 ), 则 称 9 是 纯 整 的 . 下 面 
每 一 款 都 是 描述 正则 半 群 是 纯 整 的 充分 必要 条 件 : 

LEB x, y € S BS V Gy) SV (yOV Cx). 

2. 任意 eC E, VCOCE. 

3. 任意 xy € S8 

V GO[]V ODED —V G2 -—VCy). 

正则 半 群 的 知 干 重要 的 特殊 情形 都 是 纯 整 的 . 

i Æ # (inverse semigroup) 一 类 特殊 的 纯 整 
半 群 . 设 S 是 一 正则 半 群 ,E E SHREE, 
BRIER e, JEE, A ef= fe. MRS AWN. E« 
S, A x 6 BF E A. H E 是 半 格 .下 述 每 一 款 
都 是 描述 正则 半 群 S 是 逆 半 群 的 充分 必要 条 件 : 

1.S 关于 每 一 个 x7ES, 有 |V(x)|==1. 

2. S 的 每 一 个 L 类 和 每 一 个 A 类 都 含 惟一 的 
¥ STC. 

关于 任意 集合 X, 部 分 一 一 变换 半 群 YOR 
逆 半 群 , 称 为 对 称 逆 半 群 . 闭 半 群 可 表 为 基本 逆 半 和 群 
和 一 互 析 取 逆 半 群 的 子 直 积 . 逆 半 群 是 与 群 最 相近 
的 一 类 半 群 , 它 的 理论 已 相当 丰富 , 彼 特 里 奇 (Pet- 
rich, M. ) 于 1984 年 出 版 的 专著 《 逆 半 群 》 系 统 地 介 
绍 了 这 一 理论 . 

对 称 逆 半 群 (symmetric semigroup ) 
He. 

BK Gm SEDE (the maximum idempo- 
tent-separating congruence) 含 夫 等 元 的 半 群 ( 特 
别 地 ,正则 半 群 ;5 上 的 一 类 重要 同 余 . 设 S 是 一 半 
HOE 是 S WS rca hoo 是 9 L-AMR.A ON 
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CE X E) — 1x. Bl 8E — o 类 含 硕 等 元 的 个 数 不 超 过 1， 
WE o ARS ILO BN. 若 S 是 正则 的 , 则 2 ARS 
TIEK, 4AM pCa (有 例子 说 明 S 3E IE BU] 
时 未 必 如 此 ). FAL, EMER E AY ie KES CA) S 
ERE F E BU BUS = (Gn 30€ SXSIV uv ES 


[Cuzxv ,uyv) € 2€ J}. TEMA LAR ARS ICD S 
同 余 , 通 常用 y 表示 . 在 逆 半 群 上 ,py 二 1(x,y)ESX 
SIVeC E(x lex— y ‘ey)). 在 纯 整 半 群 上 ， 
4={(x,y ESXS |J EV(r),y EV(Y); 
[V eEE(x'er=y'ey & xex! — yey ) 1). 

i a IE WW) 3E # ( fundamental regular semi - 
group) 一 类 正则 半 群 .y= 二 1s 的 正则 ( 纯 整 , 逆 ) 半 
RES 称 为 基本 正则 ( 纯 整 , 闭 ) 半 群 . 关 于 任意 正则 
( 纯 整 , 道 ) 半 群 S,S/p 是 基本 正则 ( 纯 整 , 逆 ) 的 , 且 
TE S AREA S/W RE oo AOS BS uU [mH 
构 . 

A Sh BE +E BH (fundamental orthodox semi- 
group) JL“ SEA EMPR”. 

dE A hE #B (fundamental inverse semigroup) 
见 “ 基 本 正则 半 群 ”. 

E fr ME Ju] + BE CE-disjunctive regular semi- 
group) 一 类 较 特 殊 的 正则 半 群 . 设 S 是 一 正则 半 
BE.E E SCPEDÉHGEAETURUSE G.A E RENE 
同 余 Pe=1s WR S 是 五 析 取 的 . 

和 矩形 群 (rectangular group) 一 类 特殊 的 纯 整 
半 群 . 设 S 是 一 正则 半 群 ,E BS WARS OR 
合 . 若 五 是 一 矩形 带 , 则 称 S 是 矩形 群 . 半 群 S SESE 
形 群 , 当 且 仅 当 4 TE IR] P XS XU P Je E 53 — REO i 
的 直接 积 . 一 个 半 群 是 逆 半 群 又 是 矩形 群 , 当 且 仅 当 
它 是 群 . 

完全 正则 半 群 (completely regular semigroup) 
一 类 重要 的 正则 半 群 . 它 是 群 的 无 交 并 , 即 每 一 € 
类 都 是 群 . 设 S 是 一 半 群 .a€5, 若 存在 a’ EV Ca) ft 
得 a'a —aa' MER a 为 S 的 完全 正则 元 . BLES 的 
每 个 元 素 都 是 完全 正则 的 , 则 称 S 为 完全 正则 的 . 
“HS 是 完全 正则 的 , 当 且 仅 当 S 的 每 一 元 素 均 与 
RENA A 关系 ;或 者 当 且 仅 当 S 是 群 的 并 . 

XX ff& X& AE Bf (bicyclic semigroup) 一 类 双 单 
(Bl £2 Jg A A RO DFR. 它 是 逆 半 群 理论 中 的 重要 
概念 . 设 N 是 非 负 整数 集 . 同 构 于 半 群 (NXN,，) 的 
半 群 称 为 双 循 环 的 ,其 中 

(msn) * (pg9)= (mm—nimarln,p), 
g—ptmaxrtn,p)) (Vm,n,p,gEN) 
双 循 环 半 群 是 双 单 ( 仅 一 D FB) we RE. 在 全 变换 半 


HE  (N) 中 ,由 
a: n—n--1, Vn€N, 
0—0, 
n—n—1. WV n€NM(O), 


ERTER Ca. 80 EREA. ETE A 类 
的 蛋 箱 图 为 


联系 到 后 面 提 到 的 自由 么 半 群 , 双 循 环 半 群 也 
HT EAR AE X E X= (a,b), Wl RAR REX“ / (Cab, 
1) 称 为 双 循环 半 群 ,其 中 ((ao,1)) 为 和 ESAE 
{(ab,1)) 的 最 小 同 余 . 

完全 正则 元 (completely regular element) J 
“完全 正则 半 群 ”” 0 

克利 福 德 半 群 (Clifford semigroup) 一 类 重 
要 的 完全 正则 半 群 . 它 既 是 逆 半 群 又 是 完全 正则 半 
群 . FE OS 的 所 有 和 究 等 元 均 落 在 S 的 中 心 内 , 即 
对 任意 xES ZH eC EH xe 二 ex, 则 称 S 为 克利 福 
TEE SE. AES 是 一 半 群 ,Ek ES 的 过 等 元 集 . 克利 福 
德 定理 给 出 判别 S 成 为 克利 福 德 半 群 的 充分 必要 
AR fF. SERE S 是 克利 福 德 半 群 , 当 且 仅 当 下 列 条 件 
之 一 成 立 : 

1. S 是 正则 的 , 且 2C) CEX E)— 1s. 

2. S 是 群 的 半 格 . 

3.5 是 群 的 强 半 格 . 

其 中 强 半 格 分 解 的 概念 从 略 ,这 可 在 霍 韦 
(Howie, J. M. ) 的 4《 半 群 理 论 基础 》 中 找到 . 2E RE S 
是 克利 福 德 半 群 , 当 且 仅 当 S 是 正则 的 , 且 关 于 任 
Z a€S,8 aS=Sa. 

克利 福 德 定理 (CClifford theorem) 
德 半 群 ”. 

瓦 格 涅 - 普 雷 斯 顿 表示 (Vagner-Preston repre- 
sentation) 和 群 的 遍 莱 右 正 则 表示 在 逆 半 群 上 的 推 
广 .任意 集合 X 上 的 全 部 分 一 一 变换 半 群 灾 (X) 是 
一 个 逆 半 群 . 设 S 是 一 道 半 群 , 对 aE€5, 记 a 的 惟一 
Wt a`’. Ai a: Saa —Sa la,.r—xa 是 一 双 
射 , 因 此 它 是 S 上 的 一 个 部 分 一 一 变换 (a, E 
9(S)).B:a>a, 是 S BSCS) AWB. OE 
逆 半 群 S 的 瓦 格 涅 - 普 雷 斯 顿 表 示 . 当 S 是 群 时 ,多 
怡 为 群 S 的 山菜 右 正则 表示 . 这 一 表示 是 瓦 格 温 
(Vagner, V. V. ) Ej 3É£ d Hip lii (Preston, G. B. ) 分 别 
T 1952 ^E ff 1954 年 独立 建立 起 来 的 . 

莱 里 蒙 表 示 (the Lallement representation) 

半 群 的 一 种 单 同 态 . 用 一 个 本 质 上 的 部 分 变换 半 群 
作出 的 正则 半 群 的 表示 . A S 是 一 正则 半 群 ,关于 
每 一 a€5S, 记 

y,—i1x,9€5XxSly-ax,xt£ y), 

ó,— ((x,00€ SXS|y—xa,x£y). 


见 “ 克 利 福 


a a 


则 a:a> (6,,%) d& S $3 52.7 CSO £27 "(SHH 
同 态 ,其 中 AT OE AT (ORERE R. a 称 
为 正则 半 群 S AY Se HB Oe GR. 这 一 表示 是 莱 里 蒙 
(Lallement,G. ) 于 1967 年 建立 的 . 

B BE 2 (Munn semigroup) 一 种 基本 道 半 
BF. ta FSR D. 28 AE TE ORE SE ZU BJ SEE. CE 
是 一 半 格 ,在 五 上 做 等 价 关 系 如 下 : 

= ((e,fIECEXE|Ee=Ef}. 
X T..;=(a;Ee>Ef |a RY). 从 而 
Te gc id 


Fe XT PRR SY CE ORR RE ACK E 的 称 
RFR. E AREF F E. 

穆 恩 表示 (Munn representation) 3S 2E BÉB 5j 
一 类 部 分 一 一 变换 表示 . 若 $ 是 一 道 半 群 ,E 是 它 
eS ICES. WEA P:S >T, ENRBE S. 
它 的 同 态 像 SB 是 Ts 的 一 个 全 逆 子 半 群 , 即 SB 是 
Tz 的 子 半 群 , 且 含 Ts BYES CER. db D FRI SE 
LES 的 穆 恩 表示 . 这 一 表示 未 必 是 忠实 的 ,但 有 
S/SP. BART JE EA (Munn, W. D. ) 于 1970 
年 建立 的 . 

霍 尔 半 群 (Hall semigroup) x 2E E FHEA 
半 群 在 纯 整 半 群 中 的 推广 . AE EAR Hall, T. E. ) 
于 1971 年 建立 的 (参见 “ 穆 恩 半 群 >). 

fal RX} (congruence pair) 用 于 刻画 闭 半 和 群 上 
同 余 的 一 个 重要 概念 . 设 S 是 一 逆 半 群 ,五 是 它 的 
ESO KES 的 一 个 正规 子 半 群 , 即 玉 是 3 
的 逆 子 半 群 , 且 ECOK.ONXHERS zxES,z 天 7zC 天 ;0 
是 上 的 一 个 正规 同 余 ( 即 p 是 上 的 同 余 , 且 epf 
>x lerpx |fx,V x€ SO, K S 的 正规 子 半 
群 , 满 足下 列 条 件 , 则 称 (K,p) 为 S 的 同 余 对 : 

1. 对 任意 XES,eEE,rxzeEK& epr 'x> zx € 
K. 

2. 对 任意 RES REC K—kk pk. 

wi! BÉ F [s] E Bg 58 — d GE dirst characteriza- 
tion of congruence on an inverse semigroup.) XJ% 
半 群 上 同 余 的 一 种 刻画 . 设 S 是 一 逆 半 群 ,E RE 
的 寡 等 元 半 格 , 且 ( 天 ,o) 是 3 的 一 个 同 余 对 . Ai $ 
上 一 关系 


Pike: XPytr ‘apy y, xy €K, 
则 P p) HE S 上 具 下 列 性 质 的 惟一 同 余 : 


d 
ker Px (x€Sl|xea»flEZ )-—K, 


tr fame ns lg p. 
RZF oS 上 一 同 余 , 则 (kerpo,tro) 是 S 的 一 个 
同 余 对 , 且 cece oreo) = o 有关 同 余 的 同 余 对 刻画 ,在 
1986 年 已 推广 到 任意 正则 半 群 上 . 
核 正 规 系 (kernel normal system) 用 来 刻画 


235 


a OR 其 推广 


逆 半 群 上 同 余 的 另 一 重要 概念 . 设 S 是 一 逆 半 群 ,E 
FEE BY FEE ICR A 为 S 的 两 两 不 相交 的 逆 子 
FREE GE 

]. EC Uxe Xx K; 

2. 关 于 每 一 zeES 和 KE.% ;存在 LEY 使 得 

Lr K&L; 

3. Xv x.xy.yy €K.KC€OC, MFA yEK; 
则 称 OC AS 的 核 正规 系 . 

xh 3E BÉ | [8] 4 B3 58 — H GE (second characteri- 
zation of congruence on an inverse semigroup) 对 
逆 半 群 上 同 余 的 另 一 种 刻画 . 设 S 是 一 逆 半 群 ,E 
FEE HY ESIC BR. oT 是 S 的 一 个 核 正规 系 , 则 
C» 是 S 上 具 下 列 性 质 的 惟一 同 余 : 


Xi6G.yerr t, yy xy €KCC€, 


Kb) let» CEES. 
RZ. CHS 上 一 同 余 , 则 CORS 的 一 个 核 正 
规 系 ,上 且 $x) =o. 

双 序 集 理论 (the theory of biordered sets) X 
TERN SIAN ESRC. 印度 数学 家 南 
fg Æ OA f (Nambooripad, K. S. S.) F 1975 年 用 半 
TER FES 7071 TA MC Hf T YE DU] SERE RS t I EJ 
问题 ,并 为 整个 半 群 理论 的 进一步 发 展开 辟 了 新 的 
方向 . 20 世纪 70 年 代 后 期 ,不 少 人 把 这 一 理论 和 方 
法 推广 到 含 才 等 元 的 较 大 半 群 类 中 , 方 坦 (CFoun- 
tain,J. B. ) 关 于 本 原 富 足 半 群 和 伊 斯 当 (Easdown， 
D. ) 关 于 一 般 双 序 集 的 杰出 工作 ,是 这 方面 的 具有 
不 同 风 格 的 两 个 代表 作 . 

夹心 集 (sandwich set) 用 于 研究 含 寡 等 元 半 
群 (特别 地 ,正则 半 群 ) 的 一 个 新 概念 . 设 S 是 一 个 
含 需 等 元 的 半 群 ,关于 任意 ee fCEA fV (ef)eCS 
Vl(ef) (VER SV Gef e Ay Fk SICA FF XT Ce A) KK 
心 集 , 记 为 SC(e, 放 ). 它 是 南 布 里 帕 德 (Nambooripad,， 
K.S. S. ) 于 1975 年 定义 的 . 帕 斯 廷 (Pastijn,L. ) 于 
1980 年 将 此 概念 推广 到 任意 有 限 多 个 需 等 元 有 序 
组 的 夹心 集 . 其 后 , 笑 等 元 的 有 序 组 的 夹心 集 又 被 推 
广 到 任意 有 限 多 个 元 的 有 序 组 的 夹心 集 . 

相对 纯 整 半 群 (relatively orthodox semigroup) 
一 类 特殊 的 正则 半 群 ,山田 深 雪 (Yamada,M. ) 和 沈 
(Sen, M. K. ) 定 义 的 一 类 相对 纯 整 的 正则 半 群 . 设 
S 是 正则 半 群 ,PCE, 者 : 

Iq ES 

2.V gE P[qPqCP |; 

3. V a€ S[3 a' €V (a) CaP!a! ,a'! PlaCCP)]; 
MEK S KF PCE fe FH X aE CL EH TE SS RH DC TR 
为 P EMK). 由 条 件 3 可 知 ,S 的 每 个 A 类 和 每 
个 s 类 都 与 P 相交 .在 每 个 交集 都 是 单元 集 时 , 即 
得 特例 (已 知 正则 x* 半 群 ). 相对 纯 整 半 群 是 纯 整 半 
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群 和 正则 « 半 群 的 推广 ,而 后 两 类 半 群 是 不 同 的 . 

IE Kj 3E BÉ B HT PR] (the inverse transversal of 
regular semigroup) IE WI S£ B^ — 26 Rp Sk B5) i T 
FRE. i S? 是 正则 半 群 $ KH TETERE, ESE 
HRE S 的 每 个 元 的 一 个 逆 , 即 对 任意 XzE5S, 有 
IS NV Go | 21, Wl gk S? E S 的 一 个 逆 断 面 . 52 1E 
则 半 群 又 称 为 相对 纯 整 半 群 ,也 可 以 称 具 逆 断 面 的 
正则 半 群 为 相对 逆 半 群 . 它 是 在 正则 半 群 范围 内 对 
逆 半 群 的 推广 . 

HIT + BE (relatively inverse semigroup) Jil, 
“正则 半 群 的 逆 断 面 ”. 

拟 正 则 半 群 (quasi-regular semigroup) 一 类 
广义 正则 半 群 . 半 群 5S, 者 关于 每 一 a€E 5S, 都 存在 n 
EN 使 得 a% 是 S 的 正则 元 , 则 称 S DU TA CERE IE 
竟 ) 正 则 的 . 拟 正则 半 群 自 20 世纪 70 年 代 以 来 已 逐 
渐 形 成 为 半 群 代数 理论 研究 上 的 一 个 活跃 的 领域 . 
IÁ H A E E A (Bogdanovic, S. ) 的 《 拟 正 则 半 和 群 》 
(1985 年 ) 一 书 基本 上 是 讨论 拟 正则 半 群 的 . 

毕竟 正则 半 群 人 eventually regular semigroup) 
即 “ 拟 正则 半 群 ”. 

$& IE Uj 34 Bf (power regular semigroup) BẸ 
"3U TE B] SERIE". 

3E SÉ AY Æ ROE FB (Hall theorem of semigroup) 
论 及 正则 半 群 的 完全 拟 正 则 性 的 一 个 结论 . SERE S, 
A Xd 8—aC€S. MBE n 使 得 a“ 是 S 的 完全 正 
则 元 , 则 称 S 为 完全 拟 正则 的 . IRE E IE WF 
群 S 的 每 一 £2 SERA HA mh n Rm 为 一 固定 
自然 数 ), 则 关于 每 一 a€E5,a” 为 S 的 完全 正则 元 ， 
从 而 S 是 完全 拟 正则 的 . 3x dS ZR Hall, T. E. ) 于 
1973 年 建立 的 . 

完全 拟 正则 半 群 (completely quasi-regular 
semigroup) ” 见 “ 半 群 的 霍 尔 定理 ”. 

半 群 的 伯 恩 赛 德 问题 (Burnside problem of 
semigroup) ”涉及 半 群 的 一 种 特殊 拟 正 则 性 的 一 个 
著名 问题 . 关于 群 的 伯 恩 赛 德 问题 是 伯 恩 赛 德 
(Burnside, W. ) F 1902 年 提出 的 . 半 群 中 相应 的 问 
题 因此 被 称 为 半 群 的 伯 恩 赛 德 问题 ; 设 S 是 一 半 
群 ,在 S 是 有 限 生成 的 , 旦 S 是 挠 的 ( 即 关 于 每 一 工 
ES AFE n- EN 使 得 x" S 的 寡 等 元 ) 条 件 下 ， 
[8] S BAA ER BILLS | <œ? 半 群 的 伯 恩 赛 德 问题 
比 群 的 伯 恩 赛 德 问题 简单 得 多 ,利用 20 世纪 40 年 
代 的 一 个 结果 就 可 从 反面 回答 它 . 近年 来 , 半 群 的 们 
恩 赛 德 问题 已 演变 成 对 有 限 生 成 半 群 寻求 其 有 限 性 
的 充分 必要 条 件 . 这 方面 的 一 个 最 新 结果 是 罗斯 蒂 
ik (Restivo, A.) 与 罗 特 诺 耶 (Reutenauer,C. 2 F 
1984 Fen: AS 是 一 有 限 生 成 半 群 , 则 S 是 有 
RA, HHRH S 是 挠 的 , 且 具 置换 性 , 即 存 在 ne 
N,” 之 2 ,使 得 关于 任意 31552» cry s ES VH n 元 置换 


o oid, WE: 


iE Bf BJ +E ÉL fH (semidirect product of semi - 
groups) 直 积 概念 在 半 群 中 的 推广 .在 9 ST Æ 
Æ$, End T) ÆT WAER., oE S 到 End(7) 
HEERS. ps >p MES SXT 在 如 下 合成 下 构 
成 一 半 群 :C81541) Goo ote) = Gisestig, GO. HRA S 与 
TAF PREERIAN SXT. 当 5 的 每 一 元 在 9 
下 的 像 是 了 上 的 恒 等 自 同 态 时 ,S XT E AFR S 
与 了 的 直 积 SXTT. 半 群 的 半 直 积 同 半 群 子 直 积 、 织 
积 和 圈 积 (介绍 从 略 ) 一 样 ,是 通过 已 知 半 群 构 作 新 
半 群 的 一 些 手 段 . | 

fe(variety) 涉及 某 特殊 半 群 类 的 一 个 重要 概 
念 . 对 取 同 态 像 、 直 积 ( 有 限 多 个 半 群 的 直 积 ) 及 子 群 
均 封 闭 的 一 个 半 群 类 称 为 一 个 徐 ( 伪 簇 ). 

{Af (pseudo variety) — UJ," $E". 

AS X (left S-system) 半 群 中 平行 于 环 中 左 
R 模 的 概念 . 设 S 是 一 半 群 ,M 是 一 非 空 集 ,者 人 存在 
SXM 到 M 的 映射 (5,z) 一 5Z ,使 得 对 任意 ytE 9S， 
r€M,t(sx)—(ts)x,S S—S'B.Xok irr, 
Y 2€ M. M EE S 系 . 对 称 地 可 定义 右 SR 
S.T 是 半 群 , 若 M 同时 是 左 S 系 又 是 右 卫 系 , 且 
关于 任意 s5ES,tET,rz€M,(sr)t 二 s(xt), 则 称 M 
ESTAR. 相对 于 环 论 研究 中 的 R 模 方法 , 半 群 
理论 的 研究 中 也 有 9 系 方法 . 

AS 系 (right S-system) W“AS KR”. 

双 系 (bisystem) WAS K”. 

富足 半 和 群 (abundant semigroup) 一 类 广义 正 
则 半 群 . t S 是 一 半 群 ,定义 S 上 的 二 元 关系 A’, 
SP: 


d 
r6 year = breay = by (Ya € S), 


gU RI A = rbe ya = yb (NV a,b € S), 
使 用 S 系 的 语言 IR yo FET S 系 同 构 ®;S'x 
> S'y 使 得 zb — y; zz" yoe Eh S! 系 同 构 D: 
xS'—yS! 使 得 D= y Xt. EXER 
的 关系 为 AETR, LIL, HEEMWEE Z= 
K* LL" BH S WR HORM LK 
ah Fe S70 WE S 为 富足 的 . 

主 右 投射 半 群 (principle right projective semi- 
group) ”上 比 富足 半 群 更 宽广 的 一 类 半 群 . 大半 群 的 
每 一 L RR BBS ES ZU DUI ER S AERE) 
投射 的 (参见 “富足 半 群 ”). 

$A Fe BE FH (principle left projective semi- 
group) Jl“ =A ESPERE". 

Bi EE (simple semigroup) 类 似 于 单 群 的 半 
群 . 不 含 零 的 半 群 S, 大 不 含 任何 真理 想 , 则 称 S 为 


单 的 .不 含 零 的 半 群 S, 若 不 含 任何 真 左 ( 右 ) 理 想 ， 
则 称 S 为 左 ( 右 ) 单 的 . 含 零 的 半 群 , 若 (0} 和 S AE 
是 它 的 仅 有 的 理想 , 且 S0}, MES 为 零 - 单 的 . 

左 ( 右 ) 单 半 群 (left (right)simple semigroup) 
见 “ 单 半 群 ”. 

F - BA 3 BE (0-simple semigroup) 
Bt”. 

主因 子 定 理 (the principle factor theorem) 4&8 
出 单 半 群 和 零 - 单 半 群 在 半 群 中 的 地 位 的 定理 . 把 半 
HS WB) BR GE IDA KS), RAS 的 核 . 
记 S 的 含 a€5 HEREA Ja), Æ 


Ka) S (b € J(0|J, < J,) FD 
Nia XJ a), AP J ÆR aN 了 类 ,J 一 J 意 
RÆ S'DS'CCS'aS'. Aik, 4 ASM , Br BAe 
BÉ J (a)/I(a) EFEK. S. WEAF EH KOS) CE 
存在 ) 以 及 一 切 可 能 的 J Ca) /I1Ca2,a € S. 主因 子 定 
H.E J 是 半 群 S 的 一 个 SY BOM: 

LJ Æ S WRK. 

2.1— (x€ S|J;«J) ED, JUDI 是 零 - 单 
的 ,或 零 的 ( 称 S^ — ORERE S ARER). 

FEP (null semigroup) ” 见 “ 主 因子 定理 ”. 

阿 基 米 德 半 群 (Archimedean semigroup) 单 
半 群 的 一 种 推广 . R S EIER a DES, AE n 
[i £8 a" € SbS (a" € Sb, a" € DS .a^ € bS (1 Sb) MEK S 
为 阿 基 米 德 的 ( 左 阿 基 米 德 的 , 右 阿 基 米 德 的 ,t 阿 
基 米 德 的 ). 它 是 单 半 群 ( 左 单 半 群 , 右 单 半 群 ) 的 推 
广 . 阿 基 米 德 半 群 9 是 单 半 群 的 寡 零 扩张 , 当 且 仅 
MS 含 正则 元 . 

左 ( 右 ) 阿 基 米 德 半 群 (left(right) Archimedean 
semigroup) Jy “Bal SEK RAK BE”. 

t Bay K Se 35 BE G-Archimedean semigroup) 
见 “ 阿 基 米 德 半 群 ”. 

完全 单 半 群 (completely simple semigroup ) 
一 类 正则 的 单 半 群 . S/A S/H) E Bg P 9| S x d 
S/9t GS /27) E IBS RU 


RZR aS CAS! 人 
F S/HS/L) m [E—3E FRAT E E B UT AB 
ARNI, UK S 满足 极 小 条 件 mina (min, ). 2E E 
S Hyd SEZUAE E EWU P XAxE 上 的 一 个 偏 序 : 

ex fef = fe =e. 

Zi 0OZe€ E H e Æ ENCO) FERK , DUI RR e 为 本 
原 的 . SCS - ER SEE S E S 满足 右 极 小 和 左 极 小 
条 件 , 则 称 S 为 完全 单 ( 零 - 单 ) 的 . 单 ( 零 - 单 ) 半 群 S 
为 完全 单 ( 零 - 单 ) 的 , 当 且 仅 当 4$ ARES IE 
bs E 8E — SES RE SE ZU EB AS JO. 完全 单 〈 零 - 单 ) 半 和 群 
是 正则 的 . 

满足 极 小 条 件 的 半 群 (semigroup with minimal 
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见 单 半 


a 及 其 SD 


conditon) 见 “ 完 全 单 半 群 ” 

Æ 8€ AY 2 Ji E S8 7c (primitive idempotent of a 
semigroup) 见 "“ 完 全 单 半 群 ” 

完全 零 - 单 半 群 (completly 0-simple semi - 
group)” 见 “完全 单 半 群 ”. 

里 斯 矩阵 半 群 (Rees matrix semigroup) 刻画 
出 完全 单 ( 零 - 单 ) 半 和 群 的 结构 的 半 群 . 设 C 是 一 群 ,e 
是 它 的 恒 等 元 ,1T,A 均 为 非 空 集 ,P= 二 (pi) 是 一 AXI 
矩阵 , 诸 pnEG(CG', 这 里 要 求 P 是 正则 的 , 即 关 于 
WA tel 和 4E€ A.TETEA C ARI Z € I EE piu fll 
Parvo). MS=GXIXALCGXIXADU {0} 1,4 S 
上 的 运算 如 下 : 

(a ,01,A4) 5,7], 40 = (ap,6,1,), 
(apijb,i,u) (py £ 0), 
Cai à) (b ds) = : Cp es 
(a,1,A)0 = 0(a,1,A) — 0*0—0, 
S 关于 这 一 运算 成 半 群 , 称 为 里 斯 矩阵 半 群 (P 称 为 
夹心 阵 ), 记 之 为 ALGC3T A;P IGPLGSII,A:;P D. 里 
斯 定理 : 任 一 里 斯 矩阵 半 群 y[LG;T,A;Pj(yLG;7， 
A; 卫 ]) 是 完全 单 ( 零 - 单 ) 的 . RZ E eA- 
£8.) SERIE JH] T OSE E NAR PESE EE p [Gi I,A; P] 
GP [GS1, A; P. D. XH BM (Rees, D. ) F 1940 年 
建立 的 ,其 中 ,完全 单 的 部 分 本 质 上 属于 苏 士 凯 维 奇 
(Súskevic, A. ) (1928 Œ). 

3£ ù BE (sandwich matrix) 
ee 

4p VE 8E # BE (Brandt semigroup) 一 类 特殊 的 
半 群 . 即 完 全 零 - 单 的 逆 半 群 . 带 堆 半 群 S AE: 

1. 对 任意 a b.c € SP ac=bc #0, RK ca — cb 
0, 则 a=b; 

2. 对 任意 ab. c€ 8,4 ab 关 0 A pc 天 0, 则 abc 
0; 

3. 对 任意 a€S.a40. 8 TE— HU e€ S 使 得 ea— 
a, 惟 一 的 SES 使 得 af 二 a, 以 及 惟一 的 a € S 使 得 
aa—fi 

4. X] S BYTE RIES AES TU ef A eSfA0; 
则 称 S 为 布 让 特 半 群 . 带 零 半 群 8 是 布 让 特 的 充分 
必要 条 件 是 下 列 条 件 之 一 成 立 ， 

1. S 是 一 个 完全 零 - 单 逆 半 和 群 . 

2. S 同 构 于 一 个 TXI 里 斯 矩阵 半 群 CLG IT; 
A], APM AR IX] BFR. 

1h 若 yg -3€ BH 3K (Bruck-Reilly extension) 
任 一 带 恒 等 元 的 半 群 到 一 带 恒 等 元 的 单 半 群 的 一 种 
般 和 方法 . 设 了 是 一 带 恒 等 元 1 的 半 群 ,0 EMT Sl 
HT 中 1 Brig B A 类 ,当然 是 一 个 群 , 即 T 的 单 
位 元 率 群 ) 的 间 态 . 于 是 ,关于 非 负 整 数 集 N", 集 合 S 
=N XTXN 在 下 面 的 运算 下 成 一 半 群 ; 
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见 “ 里 斯 矩阵 半 


Gn,a,n)Cp.b,q)— Gn—n--t,a0* 00 *,q— p-Ft), 
其 中 1 一 mmax (n, p),0 表示 全 上 的 恒 等 变换 . 称 这 
— ER S ET OREM HA THAD KIC S 
=BR(T ,0), 它 有 如 下 性 质 : 
1..S 是 带 恒 等 元 (0,1,0) 的 单 半 群 . 
2. $m ,a n0) Z (p,b,q0, 4AM aZ" b, 
3. Gn,a,n)! — Gn,a,n) 4AM4 m—n H. 
| a^ =a. 
4. S ERF, HNT 是 逆 半 和 群 . 
a—(0,a,00d& T J| S 的 单间 态 , 因 此 ,每 一 带 
中 . 这 表明 , 单 半 群 尽管 是 理想 平凡 的 一 类 半 群 ,但 
它 可 以 任意 复杂 . fh E (Bruck, R. H. ) 于 1958 年 
和 菜 里 (Reilly,N.R. ) 于 1966 年 分 别 考虑 了 这 一 扩 
张 的 两 个 特殊 情形 ,这 正 是 这 一 扩张 名 称 的 由 来 . 
自由 半 群 (free semigroup) 不 附加 任何 其 他 
条 件 的 半 群 . E X 是 一 非 空 集合 ,做 
S = {rtre t: E Xi = 1,2, ,nn S 1}, 
则 S 用 如 下 定义 的 运算 做 成 一 个 半 群 
(rupe VN Ya) = pue Ty YY 
称 S 是 上 的 自由 半 群 , 常 记 S=X*. 记 (X*)'= 
XZR XH X EWA AAR. 目 由 半 群 无 任何 
Fe SE 7c AREEN fp EU SCAR. CAUT BS 
征 : 设 X 是 一 集合 ,关于 任意 半 群 S 和 XX 到 SS WE 
意 映 射 ,存在 X^ SIS 的 惟一 的 同 态 7 使 得 下 图 交 
换 ( 即 7 二 9), 其 中 ,i 为 X 到 
X*+ 的 包含 映射 .反之 , 若 用 半 群 x 
T 和 映射 j XT SP BREE 
面 的 XX+ 和 i:X 一 Xt+ 使 上 事实 
Jor. T AHF XT. Bs 
半 群 也 有 类 似 的 特征 . 
自由 么 半 群 (free monoid) 见 “ 上 自由 半 和 群 ” 
代数 码 (algebra code) ”近代 半 群 理论 中 的 重 
要 概念 . X 是 一 有 限 非 空 集合 ( 称 为 字母 表 ). X 
EMA d ZEE X "的 元 素 ( 子 集 ) 称 为 X 的 字 ( 或 
iB a. X 上 的 一 个 语言 CEST Xp T2 9'** 9 Xns 
YY" Yn ECM, n>] 有 


H. Ti = yi (—1,2,* sn), MY BR C 为 X 上 的 一 个 ( 代 
BO. 在 涉及 以 上 诸 概 念 时 ,X 也 未 必 常 假定 有 
限 . 语言 的 概念 最 初 于 20 世纪 50 年 代 在 计算 机 科 
学 的 形式 语言 中 由 乔 姆 斯 其 (Chomsky,N. ) 首 先 引 
A. 码 的 概念 来 自 20 世纪 50 年 代 仙 农 (Shannon， 
C.E. ) 的 信息 论 ,是 应 通讯 上 对 译文 惟一 性 的 要 求 
建立 起 来 的 . 语言 理论 和 码 论 的 中 心 课题 是 它 的 代 
数 和 组 合 结构 以 及 二 者 的 联系 .它们 涉及 字 的 组 合 ， 


研究 方法 通常 是 组 合 的 与 代数 的 并 举 , 它 们 已 构成 
半 群 近代 理论 的 一 个 重要 组 成 部 分 ,与 自动 机 理论 
和 计算 机 科学 有 密切 联系 . X 16 IH fet (Eilenberg， 
S. ) 的 《自动 机 ,语言 与 机 器 》( 卷 A, 卷 B), 贝 斯 特 尔 
(Berstel, J.) 5 ff Bk (Perrin, D. ) 的 《 码 论 》 HEH 
(Lothaire, M. ) 的 《 字 的 组 合 》 以 及 石 辉 然 的 《上 自由 
么 半 群 与 语言 等 都 是 这 方面 的 专著 . 

字母 表 (alphabet) 见 “ 代 数码 ” 

自动 机 (automaton) 一 类 X" 系 . 设 X 是 一 有 
限 非 空 字母 表 ,Q 是 一 有 限 非 空 集合 , 奇 Q 是 一 XX* 
系 ,iEQ,TCQ, 则 称 (Q@,i,T; 关 ) 为 一 X“ 自 动机 .XX 
EMIS L={@o€ X* jwi€ET) 称 为 可 被 X “自动 机 
(QT;X) 识 别 的 . 

可 识别 语言 (recognizable language) 
pi". 


正则 语言 (regular language) 


见 “ 目 动 


兼 具 应 用 和 理 


论 背 景 的 一 类 语言 .X 的 一 个 语言 也 ,者 |X" Pil < 


00(Pr=1x") WR L 为 正则 的 ( 析 取 的 ). 正则 语言 
在 计算 机 科学 中 有 着 很 直接 的 应 用 背景 ,而 析 取 语 
言 则 有 着 如 下 的 理论 背景 ;关于 X 上 的 任何 语言 
二 ,存在 X 上 的 析 取 语言 Lolo fi LHL NL. R 


Z L-L UL BPU 表示 无 交 并 . 


析 取 语言 (disjunctive language) W “IE Wig 


稠密 语言 (dense language) 一 类 重要 的 语言 . 

XX 上 的 一 个 语言 DERT X 上 任何 字 x8 
xX eX" [DE 

则 称 D $325 BJ. 

克 林 恩 定理 (Kleene theorem) 语言 理论 中 的 
一 个 重要 定理 . 设 尺 是 X 上 所 有 有 限 语 言 所 组 成 的 
语言 族 , RatX* dép F5" U"," - "n" « ”等 运算 
而 生成 的 语言 族 , 称 为 X 上 的 有 理 语 言 族 ,其 中 
“局 ? 是 集合 论 的 并 ,对 任意 六 ,ZL2CX”， 

L,* L;— (Gl |l € Lb €Lij. 
Li =Ü L L}= (1). 

克 林 恩 定理 :X 上 一 语言 亏 是 正则 的 , 当 且 仅 当 世 
为 某 一 X* 自动 机 所 识别 的 , 当 且 仅 当 LE RatX*. 

有 理 语 言 族 (variety of rational language) Jy 
“ 克 林 因 定理 ”. 

泵 引 理 (pumping lemma) 正则 语言 的 一 个 重 
要 性 质 . 若 世 为 X 上 一 无 限 正 则 语言 , 则 存在 正 整 
Bk AEE LW SkUy (wR y PE X 中 字母 的 个 
BO). ye L, i8 ^r y=uvw, HP ve X71, (uv) 
<k, MATEA 720,uv'wE L. 

— Er 98 1E A (uniformly dense language) 一 
类 特殊 的 稠密 语言 .X 上 语言 DOCET X 上 任意 
语言 LME- Fu FEX 上 的 字 w 使 得 |xPz| 科 


VPADI WR D 为 一 致 稠密 的 .一 致 稠密 语言 是 
稠密 的 . 而 且 ,D 为 一 致 稠密 语言 时 ,满足 条 件 : 

CO XT X 上 任意 语言 亏 ,如 果 任 意 xEX"* 有 
juPL 1) D\|<co, WER «€ X^ ,有 |xPz| «oo. 

满足 (x ) 条 件 的 D PRA fd 辖区. 反 过 来 如 何 ? 
已 知 的 许多 fd 辖区 都 是 一 致 稠密 的 ,至 今 尚 未 有 反 
例 . 存在 一 个 问题 :fd 辖区 都 一 致 稠密 吗 ? 

埃 伦 托 伊 希 特 - 罗 曾 贝 格 猜测 (下 hrenfeucht- 
Rozenberg conjecture) 涉及 有 限 生 成 自由 么 半 群 
间 两 个 同 态 的 许多 问题 中 的 一 个 猜测 (其 他 ,诸如 
Post 对 应 问题 ,DoL 序列 等 价 问题 等 ) 对 于 有 限 字 
母 表 X 上 任意 语言 二 , 常 存在 艺 的 有 限 子 集 FOE 
得 对 任意 有 限 字 母 表 X MIA /,g:X Xr 
f(r)=g(x),Y XEFR, 则 f(zx)==g(x),VY XEL. 该 
猜测 等 价 于 :X*(|X| 二 oo) 上 任意 变量 方程 组 有 
等 价 的 有 限 子 方程 组 . 这 一 猜测 是 于 1978 年 提出 来 
的 ,上 述 等 价 命 题 是 于 1983 年 提出 来 的 . 围绕 这 一 
猜测 有 一 系列 的 工作 . 加 拿 大 滑铁卢 大 学 的 两 位 代 
数学 家 阿尔 贝 特 (Albert, M. H.) 和 劳伦斯 
(Lawrence,]. ) 于 1985 年 从 这 一 猜测 的 上 述 等 价 命 
题 人 手 , 使 用 有 限 生成 亚 阿 贝尔 群 理论 ,从 正面 解决 
了 这 一 猜测 . 

Bj 2x 83 (prefix code) 性质 最 好 的 ,也 是 最 易 
构造 的 一 类 码 . X 上 的 一 个 语言 PS), PX 门 忆 
=O(XtSNS=OD), MWR PCS) AAT Os) Re. 前 
(后 ) 缀 码 都 是 码 . 由 于 前 (后 ) 缀 码 的 结构 易于 掌握 ， 
且 前 (后 ) 缀 码 的 许多 性 质 往 往 可 以 推广 到 一 般 码 
上 ,所 以 前 (后 ) 缀 码 常 被 当 作 码 的 模型 . 既是 前 缀 码 
又 是 后 缀 码 的 码 称 为 双 缀 码 . 

RRR (suffix code) “AAR”. 

XXZ&ü(biprefix code)” 见 “前 级 人 码 ”. 

佩 林 - 舒 曾 贝 格 猜 测 (Perrin-Schützenberger 
conjecture) ”关于 前 缀 码 的 一 个 猜想 . 鉴于 前 缀 码 
的 特殊 地 位 ,20 世纪 70 年 代 末 , 佩 林 (Perrin,D.) 
Ej gf D] $& (Schützenberger, M. P. ) 提 出 猜测 ;每 
个 码 都 可 通过 某 种 变换 转化 为 前 缀 码 . 设 X 是 字母 


表 , 字 母 a€X EFEX 中 出 现 的 次 数 记 为 | |. 
两 个 字 SIICX' BRIER a€ X, BA 


5 i 


= , 
a a 


则 称 s.t 为 交换 等 价 的 .对 X 上 两 个 码 CC. a 
在 双 射 o0: Ci C ,使 得 关于 任意 EC,s 交换 等 价 
F o(s) WWE C1. C; 为 是 交换 等 价 的 . 假 林 与 舒 曾 贝 
格 于 1977 年 提出 一 个 猜测 :每 个 码 都 与 一 个 前 缀 码 
交换 等 价 . 肖 尔 (Shor,P. W.) F 1983 年 举 出 了 一 
个 反例 ,否定 了 这 一 猜测 . 但 一 切 已 知 的 有 限 极 大 码 
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群 及 其 推广 


切 有 限 极 大 码 都 和 一 前 绥 码 交换 等 价 . 这 一 猜测 至 
今 尚 未 解决 ， 

交换 等 价 字 (commutative equivalent words) 
见 “ 佩 林 - 舒 曾 贝 格 猜 测 ”. 

交换 等 价 码 (commutative equivalent codes) 
见 “ 佩 林 - 舒 曾 贝 格 猜 测 ”. 

RAD 码 (maximal #-code) Z 码 类 的 极 
大 元 . 同一 字母 表 上 的 某 种 类 型 的 (用 A 表示 ) 码 
中 , 符 有 一 个 码 不 能 包含 于 任何 其 他 码 中 , 则 称 此 码 
为 极 大 A W. X ESR CR XE A mm 
4HW.CCcv«. BMERCEY,CDC HA C=C, 
称 C 为 极 大 Z 码 .通常 论 及 的 极 大 A BARK 
码 、 极 大 前 (后 , 双 ) 缀 码 等 .具有 极 大 性 的 码 , 在 码 论 
的 研究 中 引起 特别 的 关注 ,因为 它 不 仅 在 理论 上 体 
现 了 各 种 不 同 概念 之 间 的 联系 ,而 且 有 其 作为 通讯 
手段 这 一 原始 背景 的 兴趣 , 它 反映 了 译 码 方法 的 某 
种 最 优 性 , 即 发 挥 了 转换 途径 的 全 部 可 能 性 . 

完全 码 (complete code) 从 组 合 的 角度 刻画 码 
WRR. EX EREC 生成 的 自由 么 半 群 C "是 
X 上 的 稠密 语言 , 则 称 C X Lys. XL 
的 码 C 是 X 上 的 非 稠密 语言 , 则 称 C 为 薄 码 . AE 
码 这 个 宽广 的 码 类 中 ,完全 性 和 极 大 性 是 等 价 的 . 由 
此 ,一 种 极 值 性 质 转化 成 了 一 种 组 合 性 质 . 

WAY (thin code) MWM ZZW”. 

码 的 完全 化 (the completion of codes) 一 个 码 
般 和 一 个 完全 码 的 一 种 构造 方法 . RRA AE E 
求 保 持 码 的 某 种 特性 . 雷 斯 提 沃 (Restivo,A.) 于 
1977 年 证 明 ; 有 限 码 未 必 能 骨 人 一 个 有 限 完 全 码 
中 . 埃 伦 托 伊 希 特 (Ehrenfeucht,A.) 和 罗 曾 贝 格 
(Rozenberg,G. ) F 1983 FAW T BE S 5g 4x f E] dx 
人 方法 , 且 这 一 方法 保持 了 正则 性 . 

有 界 延 迟 码 (codes with finite deciphering de- 
lay) 前缀 码 的 推广 . 设 CCX1, 若 存在 整数 4o, 
使 得 对 任意 z,z CC. [ER y € C^ 和 任意 uwEX*, 有 
xzyu€Er X'—rz-—z , 则 称 C 为 一 有 界 延 迟 码 . 满足 
上 述 条 件 的 最 小 的 d RAC 的 延迟 界 . 这 一 概念 来 
自 译 码 过 程 , 要 对 EC ”做 C 分 解 (每 一 因子 在 C 
中 ), 需 要 目 左 至 右 读 出 C 中 的 字 . 一 般 地 ,只 有 当 
读 完整 个 字 s 时 ,才能 得 到 一 个 正确 的 分 解 ,但 是 ， 
F C 是 延迟 界 为 4 的 有 界 延 迟 码 , 则 只 要 读 出 4 十 1 
个 字 , 便 可 确信 这 4d 十 1 个 字 中 的 第 一 个 字 是 正确 
分 解 中 的 因子 .前 缀 码 是 延迟 界 为 零 的 码 . 

延迟 界 (deciphering boundary) — UJ," siE3R R3". 

有 界 延 迟 码 的 完全 化 (the completion of codes 
with finite deciphering delay) 有 界 延 迟 码 到 有 界 
延迟 完全 码 的 一 种 扩充 .有 界 延 迟 码 能 人 有 界 延 到 
完全 码 的 方法 常 要 考虑 其 能 否 保持 有 限 性 、 正 则 性 、 
注 性 等 . EF 0 WAR (Schützenberger, M. P. ) 于 1966 
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FUE BH T A BR SE ROS RES PEOR BE OCCHI Bir 28 83 ) fil 
Ig oo , MOMMA Ft SES AG AY 56 4e RU BE SEU DR T. 
4p & HBR (Bruyere, V. ) F 1989 年 给 出 了 延迟 界 为 
d WAR SES AA BR Sim ABA F8] — XE 3S A EN 
完全 延迟 码 的 方法 . 

拓扑 半 群 (topological semigroup) 既 有 代数 
结构 又 有 拓扑 结构 的 一 种 数学 结构 . — PT IB X 
空间 ,连同 定义 在 其 上 的 一 个 连续 且 可 结合 的 二 元 
运算 所 形成 的 数学 系统 称 为 拓扑 半 群 .任何 半 群 , 连 
同 其 上 的 离散 拓扑 ,都 是 拓扑 半 群 .因此 , 半 群 是 拓 
扑 半 群 的 特例 ,而 有 限 半 群 则 可 看 成 是 紧 致 半 群 . 拓 
扑 半 群 的 研究 始 于 20 世纪 50 FR ESMAR. 
tE% t (Wallace, A. D.) A A H th RE RI BE H 
者 . 拓扑 半 群 涉及 器 等 元 的 重要 结果 如 下 : 

1. f£ far Bee BE A mE C Am B BORED 
EFJ. 

2. ERREFE S Hx — ARF, H S =S, DU 
S 是 拓扑 群 . 

3. 知 局 部 紧 致 半 群 是 群 , 则 它 是 拓扑 群 . 

4. (BSE E B RE S| SEO A 是 拓扑 半 群 S 的 紧 
RR. ARE ce S 使 得 AC AT, Hra) = 
Un ERAR 4 一 4z 一 4e, 其 中 

e —eCcr(). 

拓扑 半 群 的 素 理 想 (the prime ideal of a topo- 
logical semigroup) 半 群 素 理想 的 推广 . 拓扑 半 群 
的 素 理 想 可 用 寡 等 元 来 刻画 : 设 e FEES IT Jo CS \ 
e) 4 GNO SES JSH eD EE TREA S ve 内 的 
极 大 理想 . 2S 是 紧 致 半 群 , 则 $ 中 任 一 闭 素 理想 
P 均 可 表 成 Jo(S\e) 的 形式 ,其 中 e ARES 的 极 小 
理想 KS) PAF IC Re 为 不 在 K(S) 中 的 
Fe SEL Mi Jo GS NOD S 中 某 一 财 素 理想 . 

$8 Fh 2E R 38 AG (topological semiprime ideal) 
半 群 的 半 素 理想 的 推广 . 称 拓 扑 半 群 的 理想 了 为 拓 
IERE, EI ce GI BM NID. ER 
致 半 群 中 ,拓扑 半 素 理想 可 表 为 某 簇 闭 素 理想 的 交 . 
此 结果 可 视 为 半 群 中 伯 克 霍 夫 定 理 的 推广 . 

群 理想 (group ideal) 拓扑 半 群 的 一 类 理想 . 
ERES WERT. Ac Ql 时 , 必 存 在 (zx) 中 一 群 G， 
使 得 GNIS Ø, MPRI ARA. 紧 致 半 群 的 财 完 
全 素 理 想 是 拓扑 半 素 理想 ,而 拓扑 半 素 理想 是 群 理 
W. BRETTER. 又 紧 致 半 群 的 所 有 的 闭 完全 素 理 想 
之 交 是 群 理想 . 

fk(bing) ” 紧 致 连通 半 群 的 简称 . 

团伙 (clan) 一 种 特殊 的 伙 . 指 具 有 人 恒 等 元 1 
HS £X. 具 普 通 乘 法 的 区 间 L0,1j 是 一 团伙 . 复 平 面 上 
的 单位 圆 盘 在 复数 乘法 下 也 是 团伙 . 

丝线 (thread) 一 种 特殊 的 团伙 . 20 世纪 50— 
60 年 代 被 广泛 研究 的 一 类 团伙 . 丝线 分 为 三 类 : 标 


准 丝线 ,证 零 丝 线 和 极 小 丝线 . 与 标准 丝线 拓扑 同 构 
的 半 群 统称 为 1 半 群 .所 有 I 半 群 均 是 交换 半 群 . 

I 半 群 (Il-semigroup)” 见 “丝线 ”. 

dh ThE SE RU EB Hr (Rees quotient of toplogical 
semigroup) 涉及 里 斯 商 拓 扑 半 群 的 结果 . AT X 
AIRE S 中 的 闭 理想 , 则 里 斯 商 S/T 是 拓扑 半 
RE. S 的 紧 致 性 及 了 的 闭 性 确保 了 商 空间 S/T 仍 为 
REREH, ARETE S/T 上 连续 . 

折 扑 半 群 的 核 (the kernel of a toplogical semi- 
group) ”拓扑 半 群 的 特殊 理想 . 指 拓扑 半 群 S 的 极 
小 理想 KO CEE). a AB RE S. 是 紧 致 的 , 则 
KK(S) 存 在 且 亦 是 紧 致 的 . 下面 的 定理 描述 了 紧 致 半 
群 的 核 的 构造 . EL 及 RARE ARE S 中 极 小 
左 理想 艇 及 极 小 右 理 想 簇 , 则 核 K(S)=UL=UR. 
LELEL R RER, W LR=K(S)R LARSH,, 
其 中 已 .是 9 中 包含 ece 的 极 大 子 群 ;因此 ,天 (S) 
可 表 成 一 些 互 不 相交 而 又 拓扑 同 构 的 群 的 并 . 

里 斯 - 苏 士 凯 维 奇 定 理 (Rees-Suschkitz theo- 
rem) ”描述 紧 致 半 群 的 核 的 结构 的 定理 . 该 定理 断 
言 : 设 紧 致 半 群 S 的 核 是 KC(S),E ARRESTS. 
车 eEENMNKGS), 则 下 (5) 拓扑 同 构 于 紧 致 半 群 

(Se (| E) X eSe X (eS f) E), 
其 乘法 定义 为 (zyyz)(z yz 0 Gr yzx y z). 

波 肃 剪贴 (Borsuk paste up) 描述 在 某 些 条 件 
下 , 半 群 中 的 子 半 群 可 被 另 一 半 群 取代 的 一 种 方法 . 
设 A 是 紧 致 半 群 S 中 的 闭 子 半 群 ,f:4 一 了 是 4 到 
KET 的 满 同 态 ,AC5)= 二 {(zx,x)|xE€E5) 为 S 的 对 
AR. ECSAS)U (Cansa) EAXA|fCla) = 
f(a;)}) 是 S 上 的 闭 同 余 , 则 5S/5 是 半 群 .换言之 , 根 
据 映 射 SIEM. S/o 看 起 来 束 像 把 A M S 中 剪 掉 
而 把 了 贴 上 , 故 名 为 波 肃 剪贴 . 

单 - 参 数 半 群 (one-parameter semigroup) 一 
种 特殊 映射 . 指 丝 线 [0,1j] 到 半 群 内 的 拓扑 同 态 像 . 
设 o 是 丝线 [0,1j 到 半 群 S AN —— ER BR. Go 
对 [0,1j 内 的 Xx,y,X 十 y 满足 ol(x 十 y)= 二 o (x)oly)， 
WW BR o S 内 的 单 -参数 半 群 .一 般 非 正式 地 , 称 映 
像 eL0,1.]79 S 内 的 单 -参数 半 群 . 必须 注意 , 半 群 S 
内 的 单 -参数 半 群 不 必 是 5S 的 子 半 群 ,因为 丝线 
[0,1j 对 加 法 不 是 封闭 的 . 

麦 斯 脱 - 希 尔 兹 定理 (theorem of Mostert and 
Shields) 关于 单 -参数 半 群 的 重要 定理 . 设 4 是 半 
群 S 内 的 丝线 , 石 .是 S VIEJA RE S 70 e 的 极 大 子 
BE. 称 丝 线 4 是 由 ee SWAN. SARS H. 门 A=e. 
设 $ 是 具 恒 等 元 1 的 局 部 紧 致 半 群 , 且 群 Pe 
ERAT G, EEE H 中 是 闭 的 但 在 S 中 不 
闭 . 该 定理 证 明 : 奉 在 1 处 有 茶 邻 域 不 含 S BRE 
等 元 , 则 5S 包含 某 一 从 1 处 引出 的 单 -参数 半 群 . 该 


定理 由 麦 斯 脱 (Mostert,P.S. ) 与 希 尔 兹 (Shields， 
A.L. ) 于 1960 年 得 到 . 

既 约 半 群 lirreducible semigroup) 一 类 重要 
的 团伙 . 较 丝 线 更 复杂 . 具有 单位 元 1 的 紧 致 半 群 
S , 石 它 是 连通 的 , 且 不 含 真子 团伙 了 使 得 1E7T7， 
T(1K SAS, WR S 为 既 约 的 . 婚约 半 群 9 Bs 
eS ILC BECK EAE e Bg A Z H. PTA S 中 
EFE S/Z 中 就 收缩 成 点 ,因此 S/O AS dE 
退化 的 连通 群 .换言之 ,S$/2 把 3 扯 直 成 1 半 和 群 . 
Æ k & (Hofmann, K. H. ) A Æ Hy fli (Mostert, P. 
S.) F 1966 年 证 明了 既 约 半 群 均 是 可 换 半 群 . 

李 半 群 ( Lie-semigroup) 结构 与 李 群 有 关 的 
半 群 . 设 S 是 有 边界 流 形 上 的 团伙 . 当 流 形 边 界 恰 
为 S 的 子 伙 时 , 称 S REFRE IA LFR ESE 
0 35, lll S 拓扑 同 构 于 (J X BO/K HP K J&J XB 
的 理想 . 又 S PRE A] gk. 4AM S Bie 
丝线 . 麦 斯 脱 (Mostert , P. S. ) 5 HAR 3% (Shields, A. 
L. ) 证 明 : 工 半 群 的 边界 BERAE, H B 以 左 平 
移 作 用 于 S 上 ,其 轨道 空间 S 是 工 半 群 .又 ,在 S 中 
可 找到 I 半 群 了 ,使 J 怡 为 5S' 的 横 截 面 . 

”一 维 半 群 (one-dimensional semigroup) 一 种 
特殊 的 团伙 . 指 上 同调 维 数 为 1 的 团伙 . 20 世纪 60 
ERIH, E Re (Hunter, R. P. ) 曾 对 一 维 半 群 做 了 
系统 的 研究 . 他 指出 一 维 半 群 S 的 极 小 理想 K(S) 

1. 天 (S) 是 一 维 紧 致 线圈 群 , 且 此 群 的 特征 群 是 
有 理 数 加 群 的 子 群 . 

2. 天 (3) 是 左 -( 或 右 -) 零 半 群 . 

紧 致 零 - 单 半 群 的 结构 (the structure of a com- 
pact 0-simple semigroup) ” 紧 致 零 - 单 半 群 的 一 种 
基本 结构 .在 S 是 紧 致 零 - 单 半 群 , 则 SOH h 
FIT YOOX XY, Hp Y, Y, 是 紧 致 豪 斯 道夫 空间 ， 
m X 拓扑 同 构 于 SN(0; 内 的 某 极 大 子 群 .此 定理 的 
闭 亦 成 立 . 知 取 紧 致 豪 斯 道夫 空间 Xi,X* 及 任 一 紧 
致 群 右 ,适当 地 定义 连续 映射 f:X.x X,>HU {0} 
二 HH'", 及 在 (Xi1,H",X;;f) 上 适当 地 定义 乘法 ,可 得 
di OG LH? X4 3E KRSM R. 

BE xx JU RE SÉ BE (semigroup of probability mea- 
sure) 一 种 特殊 的 半 群 . 指 由 定义 在 紧 致 半 群 上 所 
有 概率 测度 所 构成 的 半 群 . 设 S 是 紧 致 半 群 ,P(S) 
E S 上 所 有 概率 测度 的 集合 . ATE PCS) 上 赋予 卷 
积 及 弱 星 拓扑 , 则 PC(S) 是 一 紧 致 仿 射 半 群 , 称 为 概 
率 测 度 半 群 .车 A 是 PC(S) 中 的 群 理想 , 则 人 在 
P(S) 中 必 稠 密 且 是 凸 集 . 

BR Sit WER pos 章 x 
T 阅 XE AST SORS 
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李 群 与 李 代 数 


李 群 与 李 代 数 (Lie group and Lie algebra) 代 
数学 的 重要 分 文学 科 . 源 于 19 世纪 末 叶 , 李 (Lie， 
M. S. ) 在 人 研究 线性 偏 微 分 方程 组 解 的 积分 曲线 时 ， 
发 现 了 无 穷 小 变换 群 ( 这 就 是 现代 的 局 部 李 群 ) 以 及 
无 穷 小 变换 群 的 李 代 数 . 此 后 ,他 的 学 生 恩 格 尔 
(Engel.F. ) 等 人 致力 于 李 代 数 的 研究 ,到 20 世纪 
初 , 嘉 当 (Cartan,E. (-J. )) 解 决 了 复 半 单 李 代数 的 
分 类 . 随后 ,陆续 解决 了 实 半 单 李 代数 的 分 类 ,对称 
黎 曼 空间 的 分 类 ,表示 的 分 类 等 .同时 ,外 尔 (Weyl， 
(C.H. OH. ) 详 尽 地 讨论 了 紧 李 群 ,给 出 了 紧 李 群 分 
类 和 紧 李 群 的 表示 的 分 类 . 

严格 的 李 群 概念 ,在 流 形 概念 形成 后 ,才能 给 出 
确切 的 定义 .这 已 经 是 20 世纪 30 年 代 以 后 的 事 , 从 
此 , 李 群 及 其 李 代 数 不 仅 本 身 理论 (包括 结构 理论 和 
表示 理论 ) 有 着 迅速 的 发 展 , 而且 不 断 地 扩大 应 用 范 
围 , 成 功 地 渗透 到 理论 物理 学 .在 爱 因 斯 坦 (Ein- 
stein, A.) 的 相对 论 中 ,运动 群 就 是 洛 伦 欧 
(Lorentz, G. G. ) 群 ,这 是 一 个 四 维 实 单 李 群 . SH 
理论 的 深入 发 展 ,派生 出 代数 群 理论 ,它们 对 数学 的 
许多 分 支 , 都 有 深刻 的 影响 ,而 从 复 及 实 李 代数 , 自 
然 地 推广 到 一 般 域 上 的 李 代 数理 论 . 另 一 方面 ,无 限 
维 李 代 数 也 从 20 世纪 60 年 代 开 始 发 展 起 来 ,最 重 
要 的 是 作为 复 半 单 李 代 数 的 推广 而 出 现 的 卡 蒋 - 称 
迪 李 代数 ,以 及 维 拉 索 罗 代数 ,它们 从 一 开始 就 和 理 
论 物 理 有 着 密切 联系 , 且 与 组 合 数学 .代数 数论 、 孤 
立 子 理论 有 着 深刻 的 联系 . 另 一 个 重要 发 展 , 是 考虑 
实 半 单 李 群 在 希 尔 伯 特 空间 上 的 丁 表 示 , 它 和 非 交 
换 群 上 调和 分 析 有 着 密切 的 关系 ,而 和 几何 的 联系 
则 是 变换 群 理论 和 齐 性 空间 理论 . 此 外 , 李 群 的 离散 
子 群 的 研究 ,又 和 代数 数论 密切 相关 . 


F R ON 


李 代 数 (Lie algebra) 一 类 重要 的 非 结 合 代 
数 . 记 SAM PF ERAS. a S4 中 除了 加 法 
和 纯 量 积 , 还 有 第 三 种 代数 运算 :有 义 色 一 到 , 记 为 
Lz. vy] Vr yE L, EMBRKE: 

1. 反 对称 性 [zx,zj]==0,，Y rEZ. 

2. 双 线 性 性 — [Ar yz ]— Ab z FE uly:z]. 

Y 4,26 F stave. 
3. Jacobi 恒等式 
[Lx y ,zj 十 LLz,zj,y 14 LE Ey:z 1.2120. 
V zyyzE SH. 
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则 [zx,yj 称 为 xz 和 > 的 换 位 运算 , 亦 称 “ 方 括号 运 
FR”. SRAM PF LER PERE. M L 
AY) EBC A BRE, BROAD A OBE = Rs o7 的 维 数 无 
限时 , 称 为 无 限 维 李 代数 . HO SY AMP EAR 
结合 代数 ,满足 结合 律 的 乘法 , 记 为 ab,V a b € 
Wiz BLa,b]=ab—ba, V a,b € ££ 为 换 位 运算 . 在 
此 运算 下 LZ 为 李 代 数 . 特别 地 AS A RTA nX 
n 矩阵 构成 的 结合 代数 , 则 在 矩阵 运算 下 定义 
[A,B]=AB—BA 

便 构 成 一 个 n^ 维 李 代数 . 

换 位 运算 (commutator operation) 
数 ”. 

方 括号 运算 (bracket operation)” 见 “ 李 代 数 ”. 

有 限 维 李 代 数 (finite dimensional Lie algebra) 
见 “ 李 代数 ”. 

无 限 维 李 代 数 (infinite dimensional Lie alge- 
bra)” 见 “ 李 代 数 ”. 

KAY FAM (subalgebra of a Lie algebra) 

与 环 中 的 子 环 平行 的 概念 . RS 为 李 代 数 , 对 和 
中 子 集 合 m,n, 定义 Lm,nj 为 由 形 如 [a,bjj(Y a€ 
m,b€En) 的 元 素 生 成 的 线性 子 空间 . ea ERK A 的 
子 空间 LZ WELL SICH, SOS 
TRE. 

李 代 数 的 理想 (ideal of a Lie algebra) JKH 
想 子 代数 . 简称 理想 . 类 似 于 环 中 的 双 侧 理想 . 设 e 
RERBA SPL L WELZ VIC, 
则 称 £47 £4 RT RE. E L ALKAS, 
Ww LIL KL BR LH, 之 商 线 性 空间 ,对 o/h 
TGR 

a= la--x|V BED ss b= {0+ y|V bec 
可 以 定义 换 位 运算 [a&,5]= [a,b] L/L, HER 
数 , 则 称 为 cA 关于 理想 A 的 商 代数 . 

理想 子 代数 (ideal subalgebra) 
理想 ”. 

李 代 数 的 商 代数 (quotient algebra of a Lie al- 
见 “ 李 代数 的 理想 ”. 

构造 常数 (structure constants) 与 基 密 切 相 
关 的 决定 有 限 维 李 代 数 结构 的 一 组 数 . 若 SL AP 
上 的 李 人 代数, 在 中 任 取 一 组 基 Ay s Az s**t SG, Ml 


[2;,a; | = » cla, (1,7 = ],2, n). 
k=] 


由 李 代 数 的 定义 条 件 , 域 上 x TEE GS 
e: 


见 “ 李 代 


见 “ 李 代数 的 


gebra) 


k kk 
E C; tcj-0. 
n 
z j i — 
2. > (c él, sq Cul; A Cech) = 0. 


这 n 个 元 素 CLARA TET d 在 基 Qi s 05, *** s Qn F 
之 构造 常数 , 它 和 基 的 选取 有 关 . RI. ER F PIE 
取 n? 个 适合 条 件 1,2 之 元 素 ci; TE n 维 线性 空间 
L 中 , 任 取 一 组 基 a ,Qs,… ,a,, 按 


A 
La; a; | = 25 cha, 
k=] 


KELL 中 的 换 位 运算 MS 为 李 代数 , 且 以 co 为 
构造 常数 ， 

线性 李 代 数 (linear Lie algebra) 由 线性 变换 
构成 的 李 代 数 . 设 V 是 域 尺 上 的 2” 维 线性 空间 ， 
gl V) V 上 所 有 线性 变换 构成 的 集合 , 它 在 运算 
[A,B]=AB—BA FHR n 维 李 代数 , 称 为 一 般 线 
性 李 代 数 , 它 的 任 一 子 代数 称 为 线性 李 代 数 . 在 了 
中 取 定 基 后 ,将 gl(V) 与 上 所 有 阶 方 阵 的 集合 
等 同 起 来 ,并 记 为 gl (ln, 下 ), 它 的 子 代 数 称 为 矩阵 代 
A. 

— fig £x EE (Cr (general linear Lie algebra) 
见 “ 线 性 李 代 数 ”. 

55 Ee SE 4R HAT (matric Lie algebra) 
代数 ”. 

BE ERA (nilpotent Lie algebra) 类 似 于 一 
RA PIRES RR. BS 为 域 玉 上 的 李 代 数 , 记 
L i-o Vo [s.l] G=2,3,-), 

则 A, 2”, 5d 2^ 的 理想 , 且 有 MODs 
OE ETE B FRAN WEE SY — (0) DU] S7 RON 
寡 零 李 代数 . HIN. BU n 阶 对 角 元 素 都 是 零 的 上 三 
角 方 阵 的 全 体 构 成 寡 零 李 代数 . SERS S 的 换 位 
数 . 

交换 李 代 数 (commutative Lie algebra) JL“ 
零 李 代 数 ” 

可 解 李 代数 (solvable Lie algebras) 
的 李 代 数 . x S AMF 上 的 李 代 数 , 记 

FVZ, A (7 一 2,3，…)， 

则 LOY o0 为 YF 之 理想 , 旦 有 LVL 
GOD, LA L DLO G=1,2.°"). GARE BAR 
数 N ,使 得 LOO — (0) N 双 称 为 可 解 李 代数 . FES 
李 代 数 为 可 解 李 代 数 ,但 反之 不 一 定 .例如 ,所 有 域 
玉 上 ?7 阶 上 三 角 方 阵 全 体 , 在 换 位 运算 [4,Bj=4B 
—BA 下 为 可 解 李 代数 ,但 不 是 笑 零 李 代数 . 

集合 中 心 化 子 (centralizer of a set) 平行 于 环 
与 代数 中 相应 的 概念 . E L HRF ERER, C 
为 v IIS. -—-i(xe€ezil[z6]-0] A 
L 的 子 代 数 , 称 为 子 集合 & 的 中 心 化 子 . 

李 代 数 的 中 心 (center of a Lie algebra) 平行 


见 “ 线 性 李 


一 类 特殊 


于 环 与 代数 的 中 心 . AS RRF EKER, W 
CL)={rEL Lr, |=0) 
WAS? 的 理想 , 称 为 S 的 中 心 . 

集合 正规 化 子 (normalizer of a set) 环 与 代数 
中 相 平 行 的 概念 . E L 为 域 玉 上 的 李 代 数 ,@ HY 
之 子 集合 , 则 7(6»)—ixe€z[x,6]cG)J e m 
子 代数 , 称 为 子 集 合 @ 的 正规 化 子 . 

李 代 数 的 根基 (radical of a Lie algebra) 一 种 
特殊 的 理想 . 设 SOAR EER RS 中 最 大 的 
可 解 理 想 , 称 为 李 代 数 SO 的 根基 . 

半 单 李 代 数 (semi-simple Lie algebra) 一 类 
重要 的 李 代 数 . 设 v AMP DEBERI UN SZ 
的 根基 . p 0E — (05, D] SA NERONE SR E TX. EY 
ERFARA E L AA BR ZEE RR MEY 中 必 
存在 半 单 子 代数 ,使 得 on — G - 2€ 为 空间 直 和 ,其 
PAK SV WBE xx 2 ERR A 9128 2T 8. , 它 不 惟 
—. 列 维 分 解 指 出 ,要 和 弄 清 楚 一 般 李 代数 的 结构 , 必 
须 弄 清楚 可 解 李 代数 和 半 单 李 代 数 的 结构 . 关于 可 
解 李 代数 ,知道 得 甚 少 , 但 是 复 半 单 李 代 数 的 结构 是 
非常 清楚 的 . 

单 李 代数 (simple Lie algebra) 一 类 结构 简单 
的 李 代 数 . 设 和 EF EW ERR. v 的 非 零 
理想 只 有 $4 AS. ALY. GIAO NM YS RARER 
数 . 单 李 代数 必 为 半 单 李 代数 ,反之 ,在 实数 及 复数 
的 情形 , 半 单 李 代 数 必 为 单 理 想 子 代数 的 直 和 , 因 
此 ,研究 实 及 复 半 单 李 代 数 的 问题 化 为 研究 实 及 复 
单 李 代 数 . 

李 代 数 的 伴随 表示 (adjoint representation of 
Lie algebra) FRE BZK- HRR. AS AN 
JA F FAZER BR ERR a€ &, Ml 

adla); r— [ass] (V x € £^) 
AS 上 线性 算 子 . 它 有 性 质 : 
ad({a,b])=[ad(a),ad(d) | 
=ad(a)ad(b)—ad(b)ad(a), 
V a,b € 3 
ad (Aa + ub) — Aad Ca) 4- pad C5) , 
V A,uEF abE c. 
于 是 ,把 a BRE] ad(a) WER ad: /—ad (SEY 
的 一 个 表示 BRAS 的 伴随 表示 ,其 中 
ad(£/7) = {adla)| Y a E L£}. 
ad(a) 为 零 当 且 仅 当 a 属于 S B rp EA). 

E x A (Killing form) 定义 在 李 代 数 上 的 一 

种 双 线 性 型 . 设 2 ARF EER, 
(x,y) =trad(x)ad(y) (V zry € LZ) 
A SÉ EXPRESS 上 基 灵 型 . 它 有 性 
质 (Lzy,yj,z) 十 (y，Lzz]) 一 0,Y rsy zE L.L X 
复 半 单 李 代数 当 且 仅 当 它 的 基 灵 型 非 退 化 . 
李 代 数 的 同 态 (homomorphism of Lie alge - 
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bras) 与 环 论 中 的 同 态 相 平行 的 概念 . KYL, 
Ad 下 上 的 两 个 李 人 代数, 各 V 到 和 ,内 的 线性 映射 
c XL BLA Hy y e A Ab 有 ollz, y) = [oC 
9 Cy) | WER o 为 李 代 数 S BS, 内 的 同 态 . 这 时 ， 

ker(o) = o 1(0) = (x € Z |a(z) = 0) 
为 李 代 数 LS 的 理想 , 称 为 同 态 核 mimo) =0(#) 
为 李 代 数 L 的 子 代 数 , 称 为 同 态 像 . Ao HERE 
CaS, EWA, A o 为 非 异 线性 映射 , 则 o :也 
为 李 代 数 SA, 到 c^ 上 的 非 异 线性 映射 ,日 为 同 态 . 
这 时 称 o 为 李 代 数 L AS, 上 的 同 构 映射 , 且 多 
和 L 称 为 互相 同 构 . 同 构 为 等 价 关 系 , 李 代数 在 同 
构 下 的 分 类 为 李 代 数 结构 理论 的 根本 问题 之 一 . 

李 代 数 的 同 构 映射 (isomorphic mapping of Lie 
algebras) 见 “ 李 代数 的 同 态 ” 

李 代 数 的 同 构 (isomorphism of Lie algebras ) 

见 “ 李 代数 的 同 态 ”. 

李 代 数 的 内 自 同 构 (inner automorphism of a 
Lie algebra)  — BEERERBS AAW. AS AMF E 
的 有 限 维 李 代 数 , 则 


exp(adr) = > 5 (adc (V x € £f) 


J=0 


AL FARRAR ESR. AAS ZAF. 由 
lexp(adz)lV x € L} 
生成 之 乘法 群 称 为 Z 的 内 自 同 构 群 ,其 中 元 素 称 为 
内 目 同 构 . E -TERS 红 的 自 同 构 不 是 内 自 同 

构 , 则 称 为 外 自 同 构 . 
内 自 同 构 群 (inner automorphism group) J 


“ 李 代 数 的 内 自 同 构 ”. 

外 自 同 构 (outer-automorphism) 见 “ 李 代数 
的 内 自 同 构 ”. 

Se SRM (Cartan subalgebra) 研究 李 代 数 


分 解 时 常用 的 一 类 子 代数 . 设 和 AMP EER 
Hoà SW FRM) JBOXCSRETIRRG BUE BE 
规 化 子 uOo-cz|ir5]cb5)5:T 5b BE. N 
BEA e. 的 嘉 当 子 代数 . 4S 为 有 限 维 复 李 代数 
时 , 嘉 当 子 代数 必 存 在 , 且 对 任意 两 个 嘉 当 子 代数 b, 
和 b,, 必 存在 L 的 内 H 同 构 0, 使 得 o(6,)=5b,, BI b, 
Alb, J& Jc Su B5. 在 实 的 情形 下 ,这 个 性 质 不 成 立 . 当 
SOWA BRE SE BY BE AE PERCY. SFR 
极 大 交换 子 代 数 . 
李 代 数 的 根 (root of Lie algebra) 研究 李 代 数 
分 解 时 的 一 种 工具 . EL 为 复 半 单 李 代 数 , 日 为 到 
的 嘉 当 子 代 数 , 则 和 关于 adb 分 解 为 根子 空间 直 和 
L=h+ dH (x) 
其 中 4 为 上 非 零 线性 函数 构成 的 有 限 集 , 且 有 
— A—A, dimz/,—1(Vac^), 
这 电 v—iezliih.rl-a«U0xr.Vh€g.fS&A 
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的 元 素 称 为 复 半 单 李 代数 关于 嘉 当 子 代 数 0 的 根 . 
CX ) 式 称 为 L 的 根子 空间 分 解 . 

根子 空间 分 解 (root subspace decomposition) 
见 “ 李 代数 的 根 ”. 

根系 (root system) 根 的 集合 . 复 半 单 李 代数 
用 关 于 嘉 当 子 代 数 旨 的 所 有 的 根 组 成 的 集合 AF 
为 呈 关 于 日 的 根系 .由 于 儿 上 基 灵 型 非 退 化 ,所 以 
ALA ERB ARRAS PLA HAW b Pile 
集 , A 实 线性 生成 了 中 实 线性 空间 , 记 为 了 Dl 
dimaba =dimeh TR d 的 秩 ， 

李 代 数 的 秩 (rank of Lie algebra) WRA”. 

单 根系 (simple root system) 根系 中 有 代数 
性 质 的 一 部 分 . 设 SARL 的 复 半 单 李 代数 ,为 
L 的 嘉 当 子 代 数 ,4 为 根系 ,在 A 实 线性 生成 之 实 
线性 空间 ga 中 取 定 次 序 如 下 : 若 esee gn 
之 基 ， 


Q = > an B = >) bie: 
£i a=b; sá: = bzs" saj —bj.1,a;2» bj, W a> B. 在 
引进 次 序 后 ,A 中 正 元 素 全 体 记 为 A+, 负 元 素 全 体 
记 为 A_, 则 4+ 称 为 正 根系 ,A_ 称 为 负 根 系 , 且 有 
—~A_=A,. A, PCR RA PR, BREA ALP 
两 个 元 素 之 和 . A, PAA ARM MERA. ERA / 
^ BH ER 之 一 组 基 , 记 为 T= (a,,05 ,*** Qi}, 

IER A (positive root system) 见 “ 单 根系 ”. 

Titi KH (negative root system) Jl “BRA”. 

BA (simple root) JU“ RRA”. 

邓 金 图 (Dynkin diagram) 用 以 研究 李 代 数 分 
类 的 一 种 图 . 设 a= (aa. a} ARI 的 复 半 单 李 
代数 SWRA. HS 上 基 灵 型 限制 在 ga 上 为 
实 正 定 对 称 双 线 性 函数 ,所 以 可 把 ayaz,… al 看 成 
实 欧 氏 空间 ga 中 的 向 量 . 在 平面 上 画 出 /个 点 ,分 别 
表示 Q, 5,05 , *** QL, = a; 和 a; 互相 正 交 时 ,点 1 和 j 间 
不 联 线 ; 当 w Al a; 间 夹 角 分 别 为 120",135?" 或 150° 
时 , 则 分 别 联 1 条 线 ,2 条 线 或 3 条 线 . 这 样 得 到 的 
图 称 为 考 克 斯 特 图 . 当 点 2 和 了 了 间 出 现 1 条 线 时 a; 
和 a; 等 长 , 当 出 现 2 条 或 3 条 时 ,加 上 一 个 箭头 指 
m a; 和 aj 较 短 的 一 个 ,这 样 得 到 的 图 称 为 邓 金 图 
《有限 维 复 单 李 代 数 的 邓 金 图 ( 卡 芯 - 穆 迪 代 数 的 ) 表 
(Fin)). 复 半 单 李 代 数 的 邓 金 图 连通 当 且 仅 当 它 为 
复 单 李 代数 . 

考 克 斯 特 图 (Coxeter graph) ” 见 “ 邓 人 金 图 ”. 

外 尔 群 (Weyl group) 作用 在 根系 上 的 一 种 变 
RH. KS 为 复 半 单 李 代 数 ,b 为 s.d HT 
数 ,A 为 根系 ,x 为 单 根系 . 记 A 实 线性 生成 0 的 对 
偶 空 间 有 -之 实 线性 子 空间 Da be 中 有 反射 


d a equ 


(a,a) 


Wa: XX 


其 中 eCA (a WHYS 之 基 灵 型 .于 是 {wsla€ ATE 
成 之 群 称 为 Z 的 外 尔 群 . 它 是 有 限 群 , 且 实 际 上 由 


Ua, zw 和 za 生成 ,其 中 元 一 {Q1 yaz， sa) 为 d 的 
单 根 系 . 
外 尔 基 (Weyl basis) 复 半 单 李 代数 作为 向 量 


空间 的 一 种 特殊 基底 . 设 A 为 复 半 单 李 代数 ,日 为 
嘉 当 子 代 数 ,4 为 根系 ， 
es 2,L. 
为 根子 空间 分 解 .于 是 在 SZS 中 存在 基 元 素 h.€ grea 
CY, V aC A, fh 18 
[A,h' ]-0 (Y h,k € bp, 
[h,es l=a(h)e, (V hEN, aE AD, 
[e4,e-.]—h, (V a€ A), 
Leases |= Nase (V a,B,at+ BE A), 
[ease ]=0 (V ap8EA4A,0 关 c 十 PEA). 
这 组 基 称 为 外 尔 基 ,其 中 Ns 为 半 整 数 . 
谢 瓦 莱 基 (Chevalley basis) 复 半 单 李 代数 的 
另 一 种 基底 . 设 乡 为 复 半 单 李 代 数 ,b 为 嘉 当 子 代 
数 ,A 为 根系 ， 


dub ud 


为 根子 空间 分 解 ， 于 是 在 ie 中 存在 一 组 基 元 素 : ha 
Cb,e, € ^, aC A, 使 得 
[A,A' ]-0 (V h,h' €b), 
[A,e,]— a0De, (V AC b,ac AD, 
[e,,e-.]—€(a, —a)ha (V a€ A), 
Lessee |=eCa,B) (pt eae» 
(V a,8,a+ BEA), 
Leases =0 (V a, 8€ A,0z5a-- B A). 
其 中 乘法 表 中 非 负 整数 p 由 下 面 根 链 
a — pf,-,a — B,a,a + B,---,a 4- gf 
决定 ,而 a 一 (p 十 1)B,a 十 (g 十 1)B8EAU (0). xx B 
e(g,B) 定 义 为 :e:AX A UE 1) ,适合 条 件 
ela, pela + B,Y) =E, Dela, B +7), 
(Y a, ß, Y C A), 
Ela, — a) = e(— a,a) (Y aC A), 
€(g,a) 三 一 sa f) (a, P,a + B € A), 
上 述 这 组 基 称 为 谢 瓦 莱 基 . 

复 单 李 代 数 (complex simple Lie algebra) 复 
数 域 上 结构 最 简单 的 李 代 数 . 复 单 李 代数 在 同 构 下 
的 标准 形 为 四 大 类 和 五 个 特殊 类 . Vu S n] PA FIR 
阵 李 代数 实现 . 它们 是 : 

l.su@+1,C0)=A,=({A|@4+1)X U4+)D 87 
EE H. trA=0,A+<A'=0} Q1). 

2. so(2l+1,0)=B,= (A|(2i+1) X OLT DR 
WMA A+A'=0) QZz2). 

3. sp(,C)=C,={(A| (OD X QD RAKE AJ 


+JA'=0} d>3),H nm 
0 d 
—I 0 

4.8s0(21,C)=D,={A|(2D) X 2D JI EH A 
+A'=0} 0z4). 

另外 五 个 特殊 类 分 别 有 维 数 14,52,78,133， 
248, 它 们 的 实现 比较 复杂 . 

紧 李 代数 (compact Lie algebra) 一 类 简单 而 
重要 的 实 李 代数 .在 实 李 代 数 L 上 有 内 积 ( 即 正定 
MY PR LAR PE PHB) Crp wT ARE PE BI Che Jez) 
十 Cy,[zx,zj])= 二 0 Vary zEL) MK LARE 
数 . 紧 李 代数 必 为 中 心 及 维 数 大 于 1 的 紧 单 李 代 数 
的 理想 直 和 , 且 复 单 李 代数 中 在 同 构 意 义 下 ,有 且 只 
有 一 个 紧 李 代数 . 因此 紧 单 李 代数 在 同 构 下 的 标准 
形 也 为 四 大 类 及 五 个 特殊 类 ,四 大 类 可 以 用 和 矩阵 李 
代数 实现 . 它们 是 : 

1l.suQ--1,0)— A,- {141 十 1) X 4-0 I AB 
MH trA—0,A-- A' 0) (1). 

2. so(2L43-1,F0O— B; — (A| OL 3-10 X C2L--D 3C 
EEH A+A =0) 022). 

3.sp(21,C)=C,={A|(2l) X (20) 复 矩阵 且 A 
C-A' 20, AJ -JA' —0) 03). 

4. so — (2L, RO — D;— {A| CD X (2D SHE A 
A+A'=0} (Z4). 

五 个 特殊 类 的 实现 比较 复杂 . 

复 李 代数 的 实 形式 (real form of complex Lie 
与 复 李 代数 相关 的 一 种 实 李 代 数 . 设 和 
HEERE, SI SLAA SZIL HL 的 复 化 ， 
e D RZB MEAE L 
为 克之 子 集合 ,在 V 为 实 李 代数 , 且 L AZ 
— / , W L 称 为 A MSOEX.3 ATE AA 
身上 之 一 一 映射 o 满足 : 


-| 


algebra) 


G(xJd-y)-6(x)-c-o6(0., YX,yE€E Fi 
a(Ar) = ÀAec(x), V AC C,x € Y; 
a([x.y. D = [o(xr),a(y) ], v "v c FT 


WE o 为 半 对 合 . 这 时 在 过 中 之 不 动 点 集 S= 
(LE Slats ASF E SOEX. EX jM 
之 实 形式 , 则 由 

0(zZ 十 V 一 1 轨 一 zz 一 V 一 1y (Y x.y€ 
所 定义 的 达到 自身 上 之 映射 5 为 克之 半 对 合 .所 
以 决定 复 李 代数 之 实 形式 等 价 于 决定 复 李 代数 之 半 
XI. 

+ Xf & (semi-involution) 
ÉR”. 

实 半 单 李 代数 的 嘉 当 分 解 (Cartan decomposi- 
tion of real semi-simple Lie algebra) 实 半 单 李 代 
数 的 一 种 子 空间 分 解 方式 . 设 和 为 实 半 单 李 代数 ， 
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见 “ 复 李 代数 的 实 


李 群 与 李 代 数 


BD 2 的 根基 为 零 , 则 和 的 复 化 为 复 半 单 李 代数 
AS PRERA ATAS b, W AAF RR A 


S=)+ 5 
可 取 外 尔 基 {es|Y aE A} E78 e,—e a M 
Fo V — 10. + Re + ea) 
aca 


+ SIR V— lle. e) 


为 了 的 紧 实 形式 , 且 在 2。 中 存在 对 合 自 同 构 o( 即 
5 一 1d), 记 

H [E Salaama 

P = {xr E Fololr) =— x}, 
从 而 F= A+, BE SH H+ /—1s4 RAL 
的 嘉 当 分 解 , 其 中 .% 为 S£ CRKAF RE BY 
分 解 是 研究 实 半 单 李 代数 之 重要 工具 . 

博 雷 尔 子 代数 (Borel subalgebra) 对 研究 李 
代数 结构 非常 有 用 的 一 类 子 代数 . 知 红 为 域 F 上 
ERR, DS 中 极 大 可 解 子 代数 称 为 博 雷 尔 子 代 
BR. SARERR WEN EAR ERTA 
LiL: EMERG MAE SOA BI o 使 得 
OL )=L2,). 在 复 李 代数 的 情形 下 ,可 以 构造 如 下 
的 博 雷 尔 子 代数 . 4A 为 复 李 代数 S 的 根基 ,经 二 
ARE 为 列 维 分 解 ， 

C=h+ di. 


为 复 半 单 李 代 数 G FM FARK 6 的 根子 空间 
分 解 ,出 
L= R+) » d. 


ac at 


AS 的 一 个 博 雷 尔 子 代数 . 李 代 数 LA 中 包含 博 雷 
尔 子 代数 的 子 代 数 称 为 抛物 子 代 数 . 

抛物 子 代 数 (parabolic subalgebra) 
尔 子 代数 ”. 

李 代 数 的 线性 表示 (linear representation of 
Lie algebra) 人 研究 李 代 数 表示 的 重要 工具 . RY 
AF EMER ROY 为 域 尺 上 的 线性 空间 .了 上 
所 有 线性 变换 构成 的 集合 2A, Ewe PF ERS 
间 . AE A 中 引进 换 位 运算 L4,Bj=4B 一 64, 则 
AIF pA. S S) oU 的 同 态 。 称 为 李 代 
BSL 的 线性 表示 ,简称 表示 . 线性 空间 V 称 为 表示 
空间 . 当 V 为 有 限 维 线性 空间 时 , 称 为 有 限 维 表示 . 
E V 为 无 限 维 线性 空间 时 , 称 为 无 限 维 表示 . 4V 
为 Hilbert SA], 0( 2) h B H THR, WKAR 
Zh. 线性 表示 有 时 也 记 为 (V,p). 设 (V,p) 和 (V,p1) 
都 是 李 代 数 S 的 线性 表示 ,车 存在 V BV, 上 的 线 
HEH o, 使 得 ola) * o=o * pla), Y aE, MEK 
CV , p) I CV; 0:0 d SE ffr HJ. 表示 论 的 根本 问题 之 一 
是 表示 的 分 类 . 
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见 “ 博 雷 


李 代 数 的 表示 空间 (representation space of Lie 
algebra) ” 见 “ 李 代数 的 线性 表示 ”. 

李 代 数 的 有 限 维 表示 (finite dimensional repre- 
见 “ 李 代数 的 线性 表 


sentation of Lie algebra) 
示 

李 代 数 的 无 限 维 表示 (infinite dimensional rep- 
见 “ 李 代数 的 线性 表 


resentation of Lie algebra) 
ZR. 

李 代 数 的 本 表示 (unitary representation of Lie 
algebra) W FRKE RER”. 

李 代 数 的 等 价 表示 (equivalent representation 
of Lie algebra) 见 “ 李 代数 的 线性 表示 ? 

李 代 数 的 矩阵 表示 (matrix representation of 
Lie algebra) 李 代 数 线性 表示 的 和 矩阵 形式 . KL 
为 域 玉 上 有 限 维 李 代数 . RP EPA n 阶 方 阵 构 
成 之 李 代 数 记 为 oV. Mu S7 到 o, AZS o FRA 
PRR LZ 的 矩阵 表示 . AV OAS 的 线性 表示 ， 
fr V 中 取 定 基 , 则 S 中 每 个 元 a 都 对 应 一 个 矩阵 
pl(a), 从 而 诱导 了 和 矩阵 表示 . 反之 ,给 定 和 的 矩阵 表 
示 P, 设 pla),V a € S£ An Br Js Be. BER n HE S] 
EZH V, EV 中 取 定 一 组 基 , 取 出 对 应 方 阵 ola) 
之 线性 变换 co(a),V a € S , MBS L 的 线性 表示 
CV, o). 所 以 矩阵 表示 实际 上 是 线性 表示 的 矩阵 表 
IAI X. 

李 代 数 的 子 表 示 Gubrepresentation of Lie al- 
gebra) ”研究 李 代 数 表示 的 重要 工具 . 设 (V,p) 为 
李 代 数 L 的 线性 表示 . AV 中 子 空间 Vi i Bela) 
VCV, (V a € LZ), MPV 为 不 变 子 空间 .这 时 
Pla) 限 制 在 线性 子 空间 Vi 上 仍 为 线性 变换 , 改 记 为 
gi Ca), V a € ££. (V1,P1) 仍 为 李 代 数 的 线性 表 
示 , 称 为 李 代 数 S 的 表示 (V ,Pp) 之 子 表示 . RV A 
李 代 数 LZ 的 表示 (V ,Pp) 之 不 变 子 空间 ,考虑 商 线性 
空间 V/Vi, 于 是 可 定义 p(a)(v 十 Vi) 二 pla)v 十 i， 
V vEV,aE€L. 此 定义 和 等 价 类 wv 十 Vi 中 代表 元 素 
v 之 选取 无 关 , 且 pla), VaeL ABSA V/V, 上 
线性 变换 . 而 且 (V/V1,P) 为 李 代 数 L 的 表示 , 称 为 
FAV, OW BHA. 

Æ X 3 AY BH ORR A (quotient representation of 
Lie algebra) 见 “ 李 代数 的 子 表示 ?”. 

O ERP (Lie algebraic module) 李 代 数 表示 
的 一 种 等 价 概念 . 设 红 为 域 玉 上 的 李 代 数 ,Y 为 域 
F 上 的 线性 空间 . BIER SXKVOV CGr v) xv 
FE: 
(ax + by)v = alzu) + b(yv) (V ry € Z); 
r(av + bw) = a(xv) + blrw) (vw E V); 
[xy]v = ryv — yru (a,b € F); 
WEVA SB. BHT oS NV, O(a) zv, 


VxEY,vEV, 定 义 了 一 个 表示 (V,P). 反 之 , 若 
(V,P) 是 S 的 表示 , 则 VV 也 可 以 看 做 一 个 纪 模 ,是 
CV ,Pp) 的 每 个 子 表示 都 对 应 L BEV 的 一 个 子 模 ， 

李 代 数 的 不 可 约 表 示 (irreducible representa- 
tion of Lie algebra) 一 类 重要 而 基本 的 表示 . ix 
V ORERE SY HRS EROR ZR IH] V 中 真 不 变 
子 空 间 等 于 零 , 则 (VY,o) 称 为 李 代 数 SE 的 不 可 约 表 
示 ; 和 否则 , 称 为 可 约 表 示 . 不 可 约 表 示 所 对 应 的 模 是 
不 可 约 的 .关于 有 限 维 李 代数 表示 的 形式 特征 标的 
概念 见 “ 形 式 特征 标 ”, 有 限 维 不 可 约 表示 的 特征 标 
公式 见 “ 外 尔 - 卡 次 特征 标 公 式 ”. 

李 代 数 的 可 约 表 示 (reducible representation of 
Lie algebra) 见 “ 李 代数 的 不 可 约 表 示 ?” 

李 代 数 的 完全 可 约 表 示 (completely reducible 
representation of Lie algebra) 一 类 重要 的 表示 . 
可 归结 为 不 可 约 表示 . RNV ORRERA Z 的 表 
子 空间 V 4E V —V,-EVs 为 空间 直 和 , 则 表示 
CV ,Pp) 称 为 完全 可 约 的 . 由 定义 ,不 可 约 表示 完全 可 
约 . 3: CV OAS 的 有 限 维 表示 且 完 全 可 约 , 则 V 
ip BY 4 fe AI n] 24 EE] ELI V = VV) CV. 
(分 解 的 方法 不 一 定 惟 一 ). ERK V 的 任 一 有 限 
维 表 示 完 全 可 约 , 则 £7 称 为 约 化 李 人 代数. 约 化 李 代 
数 为 中 心 及 单 理想 之 直 和 .因此 , 紧 李 代数 必 为 约 化 
李 代 数 . 

约 化 李 代 数 (reductive Lie algebra) 
数 的 完全 可 约 表示 ”. 

不 变 对 称 双 线性 函数 (invariant symmetric bi- 
linear function) 4E X TEZE [CR E B — Ph LAR TE PER 
数 . WO ORERE SY ZR A OV 上 对 称 双 线 
TE pK BL CT, y) IUE | 

(oCa) x, y2d- Cr, 0Ca)y) 0 
(V acldur,ycV)2, 
则 称 它 为 不 变 的 . 李 代 数 wv 的 基 灵 型 为 它 的 伴随 表 
ZR C , ad ) B] A AE XT ER LER HE PRK. 

权 系 (weight system) ”研究 表示 空间 结构 的 
某 些 函数 的 集合 . 知 (,Y) 为 复 半 单 李 代数 S7 的 有 
限 维 复 表 示 , 其 中 表示 空间 V 为 复线 性 空间 , 记 上 日 
KL 的 嘉 当 子 代数 , 则 VV 关于 o CO ADB AAG [8] 
之 子 空间 直 和 

ya 


Hr V,—(a€Vipe(h)a—AQDa.N hEN). 3x HL ACH 
b 上 线性 函数 . 若 V250, MER ANCOVA. 所 有 
权 构 成 集合 D RARR, EE OR (br 的 对 偶 空 间 ) 
中 子 集 合 . AE PREEAH WY 有 单 根系 
(a ya 6a,} ,D “Ay B RUBUS RIRE. 

Weight) WMA”. 


SU“ AER 


= KK 2 


Re cR BJ 55 5 AZRA (Kronecker product of 
representations) 由 两 个 或 多 个 已 知 表 示 构 成 表 
示 的 一 种 方法 . 94 NRI VAW) A 
L BJ WI Rm BER X € HS IERI EE VOW 
FP [8] && vw, Jl] n] xg x: VOW 上 线性 变换 

(oa) CX) vw — CoCX)v)6Ow 4-v69 (o(X)w). 
于 是 X690) XD XE UT. E 之 表示 , 记 为 o, 
表示 空间 为 V69W SY 之 表示 (pWo,VOW ) 称 为 表 
IRVA CW AE AARE. 

整 权 (integral weight) 一 类 特殊 的 权 , 它 在 单 
根 上 取 值 相关 于 一 个 整数 . 设 EZ 为 复 半 单 李 代数 ,r 
={a a, ash L B ERU ZR AC DR A 


2(4,ai) . 
ise) EZ o€re D. 

则 A Sk REAL ACHR ABM, A 
2(A,a;) 


z0í1zxisD, 


(2,0) ^ 
则 A 称 为 支配 整 权 . 复 半 单 李 代 数 的 有 限 维 不 可 约 
表示 的 权 系 更 由 整 权 构成 ,最 高 权 为 支配 整 权 . SY 
BY AS n] 29 2 zs Co Va) BR SR. k AS EAR EIN BEN 
最 高 权 为 A8 
Ae Su (iD), 
其 中 &R 一 1,2,…,!, 则 共有 个 基本 表示 , 且 a AY AE 
一 有 限 维 不 可 约 表 示 必 为 某 个 克 罗 内 克 乘 积 
p. 69 p; G9: 9p, AS Sn SU) 
的 某 个 不 可 约 子 表示 . 
通用 包 络 代数 (universal enveloping algebra) 
由 李 代 数 作 出 的 一 种 结合 代数 . 设 v FE 上 的 
李 代 数 . 作为 线性 空间 , 委 做 m 次 张 量 积 


m 
L"= v Ge OL (m--12.). 
AHF. 若 在 结合 代数 | 


ul) = Sy 
=0 


中 考虑 由 [x,yj 一 (x 的 y 一 yz) (V y € SEM 
之 双边 理想 J , 则 结合 代数 C0 /J. 称 为 L 的 通用 
包 络 代数 . 这 时 SY 通过 映射 i: 27> xr t),V ree 
mA ul HL) /J. 
模 李 代数 (modular Lie algebra) — ZR ER A HE 
李 代 数 , 又 称 特 征 p 李 代 数 . 李 代 数 的 一 个 分 支 , 特 
(ERX p>O 的 域 上 的 李 代 数 称 为 模 李 代数 . ENA 
构 理 论 和 表示 理论 与 特征 数 为 0 的 情形 有 很 大 的 不 
同 . 例如 : 李 定 理 不 再 成 立 , 半 单 李 代数 不 一 定 可 分 
fe ARE RAH BAS 是 模 李 代数 , 若 它 还 具 
有 一 个 称 为 p 运算 的 一 元 运算 rad 
(axr)^—a^'ri, adx’l=(adr)? 
以 及 一 个 关于 (zx 十 y) 中 的 展开 式 的 恒等式 , 则 SY 
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称 为 局 限 李 代数 . 例如 ,代数 群 的 李 代数 是 局 限 李 代 
Bl. i A Se (Block, R. ) 和 威 尔 森 CWilson,R.L. ) F 
1988 年 证 明 : 当 p— 7 时 单 局 限 李 代数 只 有 典型 的 
和 嘉 当 型 的 两 类 . 斯 特 雷 德 (Strade,H. ) 和 威 尔 森 于 
1990 年 又 证 明 : 当 77 时 单 李 代数 只 有 典型 的 和 
广义 嘉 当 型 的 两 类 . 

素 特征 李 代 数 (prime characteristic Lie alge- 
bra) Bll “ERR”. 

特征 p ERM (characteristic p-Lie algebra) 
即 “ 模 李 代数 ” 

局 限 李 代数 (restricted Lie algebra) 
代数 ” 


见 “ 模 李 


B Nm 许 以 超 BD OR 沈 光 宇 
E pg EMG KAS 


fh 扑 EE 


拓扑 群 (topological group) 有 具有 拓扑 结构 的 
BF. x G 既是 群 ,又 是 拓扑 空间 ,而 且 群 的 乘法 及 求 
逆 运 算 都 是 连续 映射 , 则 称 G 为 拓扑 群 , 例如 ,实数 
集 R 和 复数 集 C, 以 及 由 它们 作出 的 向 量 空 间 R”, 
C" 对 于 通常 的 加 法 和 距离 拓扑 都 是 拓扑 群 . 设 GC), 
G: 都 是 拓扑 群 ,p 是 G1 到 Cs 的 映射 ,大 它 既是 群 同 
态 又 是 连续 映射 , 则 称 9 为 连续 同 态 ,简称 同 态 . 全 
体 拓扑 群 以 及 拓扑 群 间 的 同 态 ,构成 拓扑 群 范畴 . 拓 
扑 群 的 概念 来 源 于 连续 变换 群 . 当 同 时 考虑 这 种 群 
中 群 的 性 质 及 取 极 限 的 运算 时 ,就 产生 了 拓扑 群 . 李 
(Lie, M. S. ) 在 讨论 微分 方程 解 的 分 类 问题 时 ,发现 
了 一 类 连续 群 , 李 对 其 进行 了 系统 的 研究 ,得 到 了 日 
后 以 他 名 字 命 名 的 李 群 . 李 是 拓扑 群 论 的 先驱 者 . 

iE ZE [5] A (continuous homomorphism) M 
“拓扑 群 ” 

拓扑 子 群 (topological subgroup) 类 似 于 群 论 
中 的 子 群 . 设 GAMIE, H 是 G 作为 抽象 群 的 子 
BE.H 又 可 视 为 拓扑 空间 G 的 子 空间 ,从 而 可 在 H 
中 引入 诱导 拓扑 .于 是 ,已 相对 于 这 种 拓扑 构成 拓 
扑 群 , 称 为 拓扑 群 G 的 子 群 . 

拓扑 商 群 (topological quotient group) 类似 
于 群 论 中 的 商 群 . A H ATR C 的 正规 子 群 , 则 
G/H 是 群 ,又 是 拓扑 空间 G 相对 于 H 的 商 空间 ,从 
AS Fh. G/H 对 于 此 拓扑 是 一 个 拓扑 群 , 称 
为 拓扑 群 C 相对 于 H 的 商 群 . 

拓扑 群 的 积 (product of topological groups? 
拓扑 群 中 的 乘积 概念 .车 (Gi);e1 是 一 组 拓扑 群 , 则 作 
为 群 有 直 积 G = LIG- 在 G 内 再 用 下 述 的 基本 邻 域 
组 引入 拓扑 : (A = A; | A; JE G; 的 开 集 ABR ST A 
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限 个 i 以 外 ,都 有 4; 二 Gi,Y 1E7T). 对 于 上 述 拓扑 ,G 
是 一 个 拓扑 群 , 称 G AFP REG) ic BR. 

拓扑 同 构 (topological isomorphism) 拓扑 群 
之 间 的 同 构 概念 . 设 G1,G; 都 是 拓扑 群 , 若 G:C. > 
G: 是 群 同 构 ,而 且 em o 都 是 连续 函数 , 则 称 2 是 
拓扑 同 构 , 称 两 个 群 C AG, 是 彼此 拓扑 同 构 的 . 

齐 性 空间 (homogeneous space) 一 种 拓扑 空 
间 . 设 拓扑 空间 X, 若 对 任意 ab EX, ME X W 
同 胚 将 a REJ o, MP X 是 齐 性 空间 . 

单位 元 开拓 9 扑 基 (topological open basis of 
unit) 一 种 特殊 的 拓扑 基 . 由 于 拓扑 群 是 齐 性 空 
间 ,所 以 只 须 定 出 单位 元 的 基本 开 邻 域 组 , 即 可 定 出 
整个 群 的 基本 开 邻 域 组 . 单位 元 的 基本 开 邻 域 组 称 
为 单位 元 的 开拓 扑 基 , 简 称 G 的 开 基 . C 的 一 组 非 
空 开 子 集 . 是 G 的 开 基 当 且 仪 当 下 列 条 件 成 立 : 

l.p T U,V €  ,JETEW € A i 

WEUNY. 
2. Xr aC U,U € A WU TEXE V € eia 
Vac. 
3. U € Wife E VE ffe V VEV. 
4. d U € A x € G, WI fe TE V € ,使 得 
BVA. 

特别 地 , 当 Z ACMA. SY BG 
的 开 基 当 生 仅 当 1 和 4 两 条 成 立 就 够 了 . 

FÆ (open basis) 单位 元 的 开拓 扑 基 的 简称 . 

紧 群 (compact group) ”拓扑 群 的 特殊 类 . BVA 
Stn TRE. BIAS HC 作为 拓扑 空间 是 紧 空间 , 则 
PG NRR. 

局 部 紧 群 (locally compact group) 拓扑 群 的 
特殊 类 . 若 拓扑 群 G 作为 拓扑 空间 是 局 部 紧 空 间 ， 
则 称 G 为 局 部 紧 群 . 

Ri SAB (Hausdorff group) 拓扑 群 的 特 
殊 类 . 若 拓扑 群 G 作为 拓扑 空间 是 豪 斯 多 夫 空 间 ， 
则 称 G ARB RB. 

哈 尔 测度 (Haar measure) ” 亦 称 哈 尔 积分 . 4E 
义 在 拓扑 群 上 的 一 种 积分 . 从 C7 (G) 到 C 上 的 正 线 
性 函数 RA uCO-—uGD.Vgec. fec C, 
其 中 COH G 上 的 具有 紧 支 集 的 正 值 连续 函数 
全 体 . ANAE BR SAE Bt BE (AEG ACER, W 
z>0. gf HELA GEND — f(g r). AFHIR 
BAAS Z UU BE BY FEAR FE BE PR AMERA 
扑 群 上 一 定 存 在 一 个 非 零 的 哈 尔 测 度 ,而且 除了 关 
一 个 正 实数 因子 外 ,该 测度 是 惟一 的 ,并 常用 积分 符 
号 表达 

uf) = | fade, 


对 任 一 C ERU foe uU oo. Wf f EG E 
By fA. 


哈 尔 积 分 (Haar integral) BP“ ZR WE”. 

对 偶 群 (dual group) 一 种 拓扑 群 . 设 G 是 一 
局 部 紧 交 换 群 . 记 S=(zEClizl 王 1). 设 X:G 一 9 
是 拓扑 群 的 同 态 , 称 % 为 G 的 特征 标 ,G 是 G 的 全 
部 特征 标 做 成 的 群 , 它 在 紧 开 拓扑 下 成 为 局 部 紧 交 
换 群 , 称 为 G 的 对 偶 群 . 

XT {8 EHE (duality theorem) 亦 称 庞 特 里 亚 金 
XE PE. 局 部 紧 交 换 群 与 其 对 偶 群 间 的 同 构 定理 .G 是 


局 部 紧 交换 群 ,G ROG 的 对 偶 群 ,2 是 G 的 对 偶 群 . 


对 偶 定理 断言 ;G 5 6 是 拓扑 同 构 的 . 同 构 8 如 下 定 
Mkt rE G,8(x) GS xo (2). 


庞 特 里 亚 金 定理 (Pontryagin theorem) 即 “ 对 
BE”. 
Wt FF HH (compact-open topology) 一 种 拓扑 


结构 . 设 G 是 G 的 对 偶 群 ,在 G 中 取 开 基 如 下 :{U 
(K,e)|K 为 G 的 紧 子 集 ,e 放 0), 其 中 U(K,e) 二 {x 
EGI|IX(z) 一 1|<e,V xEK), 这 样 所 成 的 拓扑 称 
为 紧 开 拓扑. 

普兰 切 热 尔 定理 (Plancherel's theorem) 局 部 
紧 交 换 群 与 对 偶 群 的 积分 定理 . 该 定理 断言 :各 C 
是 局 部 紧 交 换 群 ,G 是 G 的 对 偶 群 , 则 可 以 在 G,G 
中 各 选取 适当 的 哈 尔 测度 ,使 得 对 于 /EC OD ,有 


| Lee l'as = f | Peer las, 
Hop FO ffr S8. 
a= | fede, 


+h +h BÉ AY ZR AK (representation of topological 
group) 平行 于 群 的 表示 .五 为 局 部 凸 线性 拓扑 空 
间 ,以 多 (有 ) 记 玖 到 五 的 连续 线性 算 子 全 体 .C 是 
局 部 紧 、 罕 斯 多 夫 群 .C 在 上 的 表示 是 一 个 映射 
niG- V (E), CHE: 

l]l.zry)—m(r)mn(C»y). 

2.r(e) 是 五 的 恒 等 算 子 (e 是 G 的 单位 元 ). 

3. GX E—Ei(r,v)—z(x)v 是 连续 映射 . 
记 这 个 表示 为 (x,E). 当 五 是 有 限 维 空间 , 称 dimV 
为 表示 的 维 数 . 当 C 是 紧 群 时 ,几乎 所 有 关于 普通 
有 限 群 表示 论 中 的 结果 都 可 推广 过 来 . 

拓扑 群 表 示 的 维 数 (dimension of a representa- 
tion of topological group) 见 “ 拓 扑 群 的 表示 ?” 

拓扑 群 的 本 表示 (unitary representation of 
topological group) ”拓扑 群 的 一 类 重要 表示 . 局 部 
紧 、 运 斯 多 夫 群 G 的 西 表示 是 G 有 一 个 希 尔 伯 特 空 
间 H 上 的 表示 r, 而 且 满足 :对 任意 zxEC,r(z) 是 
H 的 酉 算 子 . 当 C 为 紧 群 时 ,对 G 的 任 一 有 限 维 表 
IR Cm VARA AE V 中 引入 新 内 积 


(u,vU) = (r(xr)u.z(xr)v)dx 
G 


使 7 成 为 西 表示 ,其 中 (x ,x ) 可 取 V 中 任 一 个 埃 
尔 米 特 内 积 . 因此 , 紧 群 的 表示 可 以 归结 为 西 表示 . 
循环 表示 (cyclic representation) 一 类 简单 的 
ERT. BE On, HO d eg BB RH CNS HRM. 若 
FETE v€ H , fiif alr | x € GIAE REB T zs RITE H 
中 是 稠密 的 , 则 称 x 为 循环 表示 ,v BRA m BY TA [I 
量 . 于 是 , 任 一 酉 表示 是 循环 表示 的 直 和 . 
循环 向 量 (cyclic vector) ^f X RAR”. 
表示 的 矩阵 系数 (matrix coefficient of repre- 
sentation) 紧 拓 扑 群 有 限 维 丁 表示 的 一 种 表达 形 
Hh. Ka, VE RH G 的 有 限 维 的 西 表示 ,对 任意 
u,vC€ V,TRBEA x—OrGOousv)3) x HERRA. E 
阵 系 数 是 G EAE Jr nf $8 £g RT. AFRE Up» Uos?" sk, 
为 V “Ppp HE IE 26 SE om; = GGOu su; J nXn E 
[E , WY Cr C20 ERR T HJ AB RE JÉ xX. 
X cR BJ BFE BR (character of representation) 
Jl iB H Th AE Ze 7S E] — BP PRICE. O0 VO JE EE C 的 
有 限 维 西 表示 sU oUz?” su, t V 的 标准 正 交 基 , 则 
称 


d 


X, Cr) = tr(z(x)) = >, CE ih) 


为 表示 n 的 特征 标 , 其 中 d.—dimV. 

— SFR IE SE TEE B (Schur's theorem of orthogo- 
nality) 描述 紧 拓 扑 群 两 个 不 等 从 有限 维 不 可 约 西 
表示 相互 关系 的 定律 . 紧 群 的 西 表示 理论 中 的 一 个 
重要 定理 ,主要 内 容 有 两 点 : 

1. di Or, VOR On ,V') 是 紧 群 G 的 两 个 互 不 等 
价 的 有 限 维 不 可 约 西 表示 , 则 对 u,vEV ,u,v E 
V', 有 

| GrGOw v) mT) dr = 0. 


2.6 Gr, VO JE ERE CMA FI 2E RT AB RM, 
则 对 U1 UU» ,v2EV ,有 


| Grow, Jv) (a(r I7 s0 dT 


= (dv / dim V 
彼得 -外 尔 定 理 (Peter-Weyl's theorem) 'E BE 
表示 论 中 的 重要 定理 . 它 的 主要 内 容 是 : 
1. 若 以 上 L(G) 表示 G 上 平方 可 积 函 数组 成 的 空 
间 , 则 Z(G) 为 希 尔 伯 特 空间 .G 的 所 有 有 限 维 不 可 
约 西 表示 的 矩阵 系数 生成 L^ OO BY Bid BS FS pg. 
2. G 的 互 不 等 价 的 西 表示 互相 正 交 ,标准 正 交 
HE ((d,) 2, G0 ) (参见 “ 表 示 的 矩阵 系数 ”) 是 LG) 
的 标准 正 交 基 ,d; 为 表示 x 的 维 数 . 
3. SJEL’ G). M f ERRETEN 
EDI gg 


其 中 厂 是 G 上 互 不 等 价 的 有 限 维 不 可 约 西 表示 的 
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RRA XN n 的 特征 标 , * 表 卷 积 , 它 定义 为 
(fx g(x) = | forgo dy (V x € G). 
又 ,普兰 切 热 尔 公 式 成 立 
| lf dr = de YY] reno x; CD I'd. 


rer isj 
B Om BAT 
T A AE b S 


T FF 


=H (Lie group) 具有 拓扑 结构 和 微分 结构 
的 群 . a G 为 实 ( 或 复 ) 拓 扑 流 形 , 且 关于 此 拓扑 为 
拓扑 群 , 则 G 称 为 实 ( 或 复 ) 李 群 . 这 时 流 形 之 实 ( 或 
复 ) 维 数 称 为 此 实 ( 或 复 ) 李 群 的 维 数 . 希 尔 伯 特 第 五 
问题 是 问 ip G 为 按 上 述 条 件 定义 之 实 或 复 李 群 ， 
WW G 的 流 形 结构 是 否 必 为 实 或 复 解析 流 形 , 且 GX 
C 到 C 之 映射 f:(zx,y) 习 xy 为 实 或 复 解析 映射 ? 
这 个 问题 已 得 到 肯定 的 回答 . LA Jes PUE Er dS 

1. 流 形 结构 解析 . 

2. 映射 (x,y) 一 xy ERI. 

李 群 维 数 (dimension of Lie group) ” 见 “ 李 
i". 

REA AH (Lie algebra of Lie group) 由 李 
群 产生 的 相应 的 李 代 数 . 若 C 为 李 群 ( 实 或 复 ), 则 
{ER e € GiLyiz—gx yxzEG 为 G 之 双 解 析 同 胚 ， 
PAG 的 左 平移 . 任 取 ggEG,Re:Zz 一 6,Y ZEG 为 
G 之 双 解 析 同 胚 , 称 为 G 的 右 平移 .车 G 上 向 量 场 
X 满足 dL,CX) — X(dR, CX) —X),V gC€ G(L, 和 
dR, TH Le 和 Rs 的 微分 ), 则 称 X 为 左 ( 右 ) 不 
变 的 .C 上 所 有 左 ( 右 ) 不 变 向 量 场 构成 dim G F 
代数 .G 上 所 有 左 不 变 问 量 场 构成 的 李 代 数 称 为 李 
群 G 的 李 代 数 . 

Æ ¥ Cleft translation)” 见 “ 李 群 李 代 数 ”. 

AER (right translation) 见 “ 李 群 李 代数 ” 

左 ( 右 ) 不 变 向 量 场 (left invariant vector field) 
见 “ 李 群 李 代数 ”. 

李 的 基本 定理 (Lie's fundamental theorems) 
李 群 论 中 的 经 典 定 理 . 设 G 为 连通 李 群 ,e 为 G 的 单 
ERR, ,9) 为 e 的 一 个 标 架 ,使 得 qCe) — 0. i €, 
7. C=ENEU, HERAA RE PR c= fr 32 id 


ica) = EOD AC, ciuem, 


LG) — (GlCx)). 
于 是 ,存在 620. [13 = PA E PEL YE : 
l. MG 1 fey ILO" 
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Cz ,| yl <e. 
2. DH) IE — yay SS 
= SCG) 
G,jq-—Lb2,nl|zl «29. 
3. 0 为 常数 ,有 
ce cy = 0G,j.kog = 1,2,-,0), 
33 (chick + cuc, + clie) = 0 


(1,7sk = 1,2,.,n). 

RZ BEA n PRM HIB EH 3, 则 存在 e 
250,23 | T | «e 时 ,定理 2 有 适合 初 值 HO)=0,;Z 
解析 解 , 此 OW A Ae ES Lo TEL Gc? 
Æ | x || <e SEH HEH 1 有 适合 的 初 值 FCz,0) 王 
x 的 解析 解 . 上 述 结论 的 实质 含义 为 :局 部 地 , 李 群 的 
乘法 函数 决定 了 李 群 的 李 代数 的 构造 常数 ;反之 , 李 群 
的 李 代数 决定 了 李 群 在 单位 邻 域 中 的 乘法 函数 ， 

局 部 李 群 (local Lie groups) 局 部 具有 李 群 结 
构 的 解析 流 形 . 给 定 实 欧 几 里 得 空间 R" 中 立方 体 

V= {r E Relay seems. 
WEE V XV ERIK f(x,y) 使 得 当 r yEV 
时 ,有 >= zy,y)EY. 定 义 乘法 z=ry, APV 为 
局 部 李 群 , 则 乘法 应 满足 : 

1. 4 z,y,z,xy.yz,CGry)z,rCGyz0€V 时 有 

(Xxy)z=x (yz). 
2.V 中 原点 O 记 为 e, 它 有 
ex=xe=x (VY XEV). 

3.V 中 存在 原点 邻 域 V,, 使 得 任 取 wEV, 存 在 
wEV, 有 wv 二 vw 二 e, 这 时 记忆 为 vu . 

4. 若 a,6,ab € V. ELE a,b 之 邻 域 V,,V ,使 
f$ VV CV, EV XV—V ZIRN (a,b) —>ab f 
Jr. 

连通 李 群 的 单位 坐标 邻 域 必 为 局 部 李 群 , 且 它 
由 此 李 群 之 李 代数 完全 决定 ,换言之 , 李 群 的 李 代数 
刻画 了 李 群 的 局 部 性 质 . 

李子 群 (Lie subgroup) SHRM THA 
行 的 概念 . E C 为 李 群 ,已 为 C 之 普通 子 群 , 且 A 
为 G 之 子 流 形 , 则 五 AFER GHETE. 4 HA E 
AG 之 普通 子 群 为 正规 子 群 , 则 五 称 为 正规 李子 
群 . 李 群 G 之 子 群 已 为 财 子 群 当 且 仅 当 妃 为 C 之 
正则 子 流 形 , 即 H 之 拓扑 为 G ZH ACS 
普通 子 群 已 为 C 之 财 子 集 , 则 已 为 财 李 子 群 . 一 维 
李子 群 称 为 单 参 数 李 子 群 . 

正规 李子 群 (normal Lie subgroup) 
群 ”. 

闭 子 群 (closed subgroup) M ÆT”. 

单 参数 子 群 (1-parameter subgroup) ” 见 “ 李 子 
m". 


见 “李子 


JE SARE (exponential mapping) ”由 李 群 的 李 
代数 到 李 群 的 一 种 解析 映射 . 若 G 为 李 群 ,e 为 单位 
JU T. CGO K G PA e HWA. ER XE 
TAG), Wi] 4E — £r e Zc ^ 2E qn] $8 25 X EG X,— 
dL,CX2.V SEC. 任 给 左 不 变 向 量 场 X, 构 作 算 子 


m k 
expGX) = 5) ;X't € (— 00,00). 
k=0 '"** 


任意 取 定 单位 坐标 邻 域 U ,点 L= (LiL ) id 
GI) = XD J 295 

M4 e| «6, (01,0; ,** 0,2 AU 中 点 .于 是 ,在 U 中 有 
一 条 单 参数 解析 曲线 

a(t) = (a Ct), olt), tts), |t| <e, 
id exp 4X) — 5), [t| «e. EAH Bl £€ C— oo, 
co), 使 得 

exp(tX Jexp(sX) =exp(sX )exp(tX) 
=exp(t+s)X, 

H exp(X),VY tE (一 0,00) 为 G 之 一 维 连通 李子 
BE. 反之 ,任意 一 维 连通 李子 群 惟一 决定 左 不 变 癌 量 
场 X ,使 得 此 李子 群 为 exp (X). 于 是 ,有 了 映射 exp: 
JAG PATE RR XB .8 ABH GC HERR. 
指数 映射 是 建立 李 群 和 它 的 李 代 数 间 的 关系 的 重要 
工具 ,在 李 群 理论 中 占有 重要 的 地 位 . 

李子 群 的 李子 代数 (Lie subalgebra of Lie sub- 
group) 由 李子 群 产生 的 相应 的 李子 代数 .在 C 为 
李 群 ,了 为 G 的 李 代 数 , 则 G 之 连通 李子 群 吾 和 
之 李子 代数 日 间 按 如 下 方式 一 一 对 应 : 瓦 由 expb 
生成 . 这 时 五 之 李 代 数 和 日 间 有 一 个 自然 的 同 
MJ. H 为 正规 李子 群 当 且 仅 当 它 对 应 的 李子 代数 日 

李 群 的 商 群 (quotient group of Lie group) 由 
李 群 的 闭 正规 子 群 引出 的 一 种 新 的 李 群 . 设 G 为 李 
HH 为 G 的 闭 子 群 . 在 商 集 空间 G/H 中 可 自然 地 
引进 流 形 结构 ,使 得 自然 映射 +:G 一 G/H 为 解析 映 
G/H RARE GE H BREZE. 4 HART 
HN .G/H AFER ERE. RZ MATTER 
& WJE.Aut MOS M 上 所 有 目 同 构 组 成 的 拓扑 变 
换 群 , 则 AutCM) 为 实 李 群 , 迷 向 子 群 iso OO EL B 
M EHF Aut(M)/iso(M). Æ H AM EMT AF. 
齐 性 空间 G/H 为 李 群 , 称 为 G 模 闭 正规 子 群 的 商 
群 . Aid G 之 李 代 数 为 C.H MM 了 之 理想 0, 则 
商 群 G/H 之 李 代 数 和 过 关于 日 之 商 代 数 7/0 间 
有 一 个 自然 的 同 构 . 

李 群 的 同 态 (homomorphism of Lie groups) 
类 似 于 群 . 拓 扑 群 中 相应 的 概念 . 李 群 到 李 群 的 同 态 
PRT. a o AEH GC, NER G 内 的 普通 群 同 态 , 且 
为 连续 映射 , 则 称 o A G 到 G; 内 的 李 群 的 同 态 . A 
李 群 C, BG, 上 之 李 群 同 态 Pp 为 一 一 对 应 , 则 称 p 
为 李 群 的 同 构 ,这 时 po A G BG, 上 之 李 群 的 同 


李 B 


TJ. 李 群 的 同 构 为 解析 映射 , 且 同 态 像 (GL) WG, 
中 李子 群 , 同 态 核 ker(p) 为 G1 PA IEM FH. Æp 
AG, 8| G E RJ 2E HE B8 AA. id x N G, 到 
CiVkerGCo) 上 的 自然 映射 , 则 zc 仍 为 李 群 的 到 上 的 同 
态 , 且 存在 李 群 Gi/ker(p) 到 李 群 C; 上 之 李 群 的 同 
Wo KRHA WR  ， 

Son. 4/9 32 REHAS O GO 
本 定理 . o 为 李 群 G, 到 G: 

内 的 同 态 , 记 A 及 AA Gl 5 


AG; 及 G; 的 李 代 数 , 于 是 2 G1 /ker( p) 
的 微分 dp 为 SI 内 之 
李 代 数 的 同 态 , 且 有 重要 公式 : 

plexp X)=expdp(xX), Y XEY. 


所 以 李 群 的 同 态 诱 导 了 李 代 数 的 同 态 .反之 , 若 李 群 
G; 的 李 代 数 为 Fini =l, 2, HFE P2 到 PE 上 之 同 
AS 0, 一 般 来 说 ,不 一 定 存 在 李 群 C, 到 Cs 上 之 同 态 
ps T f$ do=c, 只 有 当 C 为 连通 且 单 连通 李 群 时 ， 
才 必 定 存 在 . 

李 群 的 同 构 (isomorphism of Lie groups) W 
“ 李 群 的 同 态 ”. 

”通用 覆盖 群 (universal covering group) ”相关 
于 给 定 李 群 的 一 种 李 群 . 设 G 和 Ci; 为 连通 李 群 . 若 
存在 G1 到 G 上 之 同 态 映 射 ,使 任 取 g€G,f D 
为 G 中 离散 子 集 ; 且 任 取 gif Go. FF gi EG, 
PZR U, UR g 在 G 中 之 邻 域 上 ,使 得 iU 
U KR EZE, M G 称 为 C 的 覆盖 群 ,f RAG, 
A G 上 之 覆盖 映射 . IC ONC 之 覆盖 群 , 若 SY, 
及 了 分 别 为 G1 及 GG 之 李 代 数 , 则 了 的 微分 df 为 
/1 到 了 上 之 李 代 数 同 构 . 设 G 为 连通 李 群 , G, 
fi) (Go fD) A G 的 覆盖 群 . 若 存 在 连通 李 群 C, 到 
G: 上 的 同 构 o, 可 得 交换 图 


oO 


( 右 图 ), 即 f: °- o= f, WR € G2 

(G, fi) 和 (Gs,f;) 是 等 价 的 . DN A 

互相 等 价 的 覆盖 群 的 性 质 完 : 
G 


全 相同 . x 16 XE EXE E G, 

则 在 等 价 意 义 下 惟一 存在 一 个 覆盖 群 (G, 了 ), 使 得 
G 为 连通 且 单 连通 李 群 ,此 时 称 (G, 了) 为 G 的 通用 
TH um E. 因此 , 铬 任意 给 定 李 代数 S MARZ IS] 
意义 下 惟一 存在 一 个 连通 且 单 连通 李 群 C, 使 得 C 
之 李 代 数 和 给 定 的 李 代 数 S 同 构 , 且 任 一 连通 李 群 
G, RE G 的 李 代数 和 SY 同 构 , 则 必 存 在 G 到 G 上 
之 覆盖 映射 f, 使 得 (G,f) 为 G 之 通用 覆盖 群 , 这 时 
MAK 广 !(e)= 忆 为 CC 之 离散 正规 子 群 , 所 以 包含 
在 G 之 中 心 C(CC) 中 , 且 连 通 李 群 @ MBH G/T W 
构 ,天 称 为 连通 李 群 G 之 庞 加 莱 (Poincare,，(J. -) 
H. ) 群 ,也 就 是 G 的 一 阶 同 伦 群 . 
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Æ BY AY 9) BS BF (covering group of Lie group) 
JL" FA 7 aha BE”. 

w ae AR BT (covering mapping?) 
p". 

H5 on 3& BEC (Poincaré group) 
RE". 

35 Ft WY 4r 3€ (classification of Lie groups) 4 
群 赋 究 的 重要 问题 . 指 李 和 群 在 同 构 意 义 下 的 分 类 . E 
为 李 群 C; 到 G, 上 之 同 构 , 则 G, AG, 之 李 群 结 
构 完 全 相同 , 称 G 和 G 等 价 . 李 群 的 结构 理论 就 是 
李 群 在 同 构 下 的 分 类 理论 . 连通 李 群 的 分 类 ,实际 上 
变 成 李 代 数 的 分 类 (此 即 连通 且 单 连通 李 群 的 分 类 ) 
以 及 连通 且 单 连通 李 群 的 中 心中 的 离散 子 群 在 C 
的 目 同 构 下 的 分 类 . 在 紧 连 通 李 群 ( 实 及 复 ) 及 连通 
半 单 李 群 ( 实 及 复 ) 具 有 有 限 中 心 的 情形 ,分 类 问题 
已 完全 解决 . 

线性 李 群 (linear Lie group) 一 种 重要 的 李 
群 .由 可 逆 线 性 变换 构成 的 李 群 . 设 下 为 实数 域 或 
BAM. gla. FAR F ERA n 阶 方 阵 构 成 的 集 
& «gli, F) =F” EKJL 8 BS E]. gl(n,F) 中 所 有 
n 阶 非 异 方 阵 构 成 之 子 集合 是 glOn ,下 ) 中 开 子 集 , 且 
在 方 阵 乘法 下 构成 一 个 7 维 李 群 , 记 为 GL GF), 
BRA — REX TEE. GLO, F)rPfE— EF BRR AS 
FE. a GOGL Gr, F8 B Pe 2E HE. N G 的 李 代 
数 , 则 可 取 A CglG,F). TÆ AAR XEF. W 


k 
eX = J EX! (— co <r <t eo) 
k=0 “>? 


为 C 中 单 参数 子 群 . 且 对 任 一 单 参 数 子 群 oG), Af 
ARLE XES, E1 e" —oGQ0,V IER. F&F 为 实数 域 
或 复数 域 , 则 gl(V) 中 所 有 非 异 线性 变换 构成 之 集 
合 GL(V) 在 线性 变换 之 乘法 下 构成 一 个 李 群 .将 
GL(V) 之 任 一 李子 群 称 为 线性 李 群 . 在 V 中 取 定 基 
后 , 上 线性 变换 惟一 对 应 n 阶 方 阵 . 于 是 ,和 矩阵 李 
群 为 线性 李 群 的 矩阵 表示 . 

— fig ££ HE BÉ (general linear group) 
李 群 ”. 

矩阵 李 群 (matrix Lie group)” 见 “线性 李 群 ”. 

李 群 的 线性 表示 (linear representation of Lie 
group)” 李 群 的 一 类 重要 表示 . 设 G 为 实 李 群 ,V 
An 维 实 或 复线 性 空间 ,GL (V) 为 V 上 所 有 非 异 
线性 变换 构成 之 李 群 .G 到 GL,(V) 内 之 同 态 o KH 
李 群 C 的 线性 表示 ,V 称 为 表示 空间 . 当 为 实 线 
性 空间 时 ,表示 (V ,Pp) 称 为 李 群 G 的 实 表示 . AV A 
复线 性 空间 时 ,表示 (V ,Pp) 称 为 李 群 G 的 复 表 示 . E 
V 中 子 空间 Vi 满足 plgViICVI,Y gE€G, 则 称 Vi 
为 表示 (V ,Pp) 的 不 变 子 空间 . a C 为 连通 李 群 ,了 
AG 的 李 代 数 ,对 G 的 表示 CV,p), 则 (V,dp) 为 2 
的 表示 ;反之 ,对 了 的 表示 (V ,7) ,不 一 定 存 在 G 的 
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JL, "38 A us 


VS FA E. 


见 线性 


HIN (Vp) ,使 得 o 的 微分 do— c. 与 李 代 数 的 表示 
论 的 基本 概念 相同 ,在 李 群 表示 论 中 , 仍 可 定义 不 可 
约 表示 、 完 全 可 约 表示 、 子 表示 和 和 商 表示 等 ,同样 可 
以 定义 李 群 G 的 矩阵 表示 . AC 为 实 李 群 ,(p,V ) 为 
G 的 线性 表示 ,其 中 Y AA RARS E, oG Hh V 
上 本 算 子 构成 , 则 表示 (Co,Y) 称 为 本 表示 . 当 G 为 紧 
实 李 群 时 , 任 一 有 限 维 复 表示 为 本 表示 ; 当 C 为 非 
紧 实 李 群 时 , 西 表示 必 为 无 限 维 表示 . 12 Co V ORI 
(o; , V.) NERC 的 两 个 表示 BEV, BV, 上 的 
线性 同 构 o, 使 得 
P(g) °°o=o°*p(g) (Vg EO), 

则 称 这 两 个 表示 是 等 价 的 . 李 群 的 表示 论 主要 内 容 
之 一 就 是 镀 究 李 群 的 表示 在 等 价 意义 下 的 分 类 . 

李 群 的 表示 空间 (representation space of Lie 
group) ” 见 “ 李 群 的 线性 表示 ”. 

李 群 的 实 表 示 (real representation of Lie 
group) 见 “ 李 群 的 线性 表示 ”. 

李 群 的 复 表 示 (complex representation of Lie 
见 “ 李 群 的 线性 表示 ”. 
表示 的 不 变 子 空间 (invariant subspace of rep- 
见 “ 李 群 的 线性 表示 ”. 

李 群 的 西 表示 (unitary representation of Lie 
group)” 见 “ 李 群 的 线性 表示 ”. 

李 群 的 等 价 表示 (equivalent representations of 
Lie group) 见 “ 李 群 的 线性 表示 ”. 

李 群 的 不 可 约 表 示 (irreducible representation 
of Lie group)” 见 “ 李 群 的 线性 表示 ”. 

李 群 的 完全 本 约 表 示 (completely reducible 
见 “ 李 群 的 线性 表 


group) 


resentation) 


representation of Lie group) 
c. 

Æ BÉ By F OR cR (subrepresentation of Lie 
group)” 见 “ 李 群 的 线性 表示 ”. 

李 群 的 矩阵 表示 (matrix representation of Lie 
group) 见 “ 李 群 的 线性 表示 . 

李 变 换 群 (Lie transformation group) 一 种 特 
殊 的 李 群 . 指 流 形 上 某 些 变换 构成 的 李 群 . 设 mm 为 
实 ( 复 ) 解 析 流 形 ,m 上 所 有 解析 自 同 胚 构成 的 集 
合 , 知 它 有 一 个 子 集合 GAX) FR, HE Goxum 
到 m 内 之 映射 (g,zx) 一 g(x) (VYV XxEm,g€ mm) 为 解 
析 映 射 , 则 G 称 为 m 上 的 李 变 换 群 . 当 G fem EA 
递 时 , 称 m 为 齐 性 空间 . 设 G 为 n ERWE m Ere 
李 变 换 群 ,对 G 之 单位 坐标 邻 域 V 及 hm 中 一 点 2 
之 坐标 邻 域 品 , 记 g (x) 之 坐标 为 y= 二 f(g,x),VY XE 
U,g€V.4 


E y= 
WU Aa iat 4 RR 


IFL sT) : 
a bee Cl Sirs eas ms 


7 a . 
X= 2,800 a (le e y) 


线性 无 关 . 以 它们 为 基 之 x 维 线性 空间 & 在 泊 松 括 
号 下 构成 李 代数 ,与 C 之 李 代 数 同 构 . S 中 元 称 为 
李 变 换 群 G 的 “无 穷 小 变换 ”, Z 称 为 无 穷 小 变换 
群 . Am HRERE.Au(m)Am 上 所 有 等 度量 变 
换 构成 之 集合 , 则 在 连续 作用 为 乘法 下 构成 普通 的 
群 ,又 在 紧 开拓 扑 下 构成 有 限 维 实 李 群 ,是 m 上 李 
APR. A DAC’ 中 有 界 域 , 则 D 上 所 有 全 纯 自 同 
构 构 成 之 集合 Aut(D) 也 是 D 上 李 变 换 群 . 

无 穷 小 变换 (infinitesimal transformation) J) 
“ 李 变 换 群 ”. 

李 群 的 自 同 构 群 (automorphism group of Lie 
group) 平行 于 李 代 数 的 相应 概念 . 设 G 为 连通 李 
群 ,G 上 所 有 自 同 构 组 成 的 李 群 Aut(G) 称 为 G 的 
自 同 构 群 . 任 取 a4EG, 则 ad(a);zx>azxa "为 G 的 目 
同 构 , 它 们 全 体 构 成 的 集合 adG 是 Aut(C) 的 李子 
群 , 称 为 内 自 同 构 群 . 设 经 为 G 的 李 代数 ,着 乡 上 
线性 算 子 D 满足 : 
D(Qx.yD-2[DGO,.y]--Lx.DCGO ] (V zr yEL), 
则 称 D 为 微分 . 所 有 微分 构成 李 代 数 DZ, EA Fn] 
HR Aut (G) ARR, EA FARK ad L— (ad X | 
V XE YY}),ad 工 惟一 决定 Aut(G) 中 子 群 adG, 所 以 
ad L dé ad G 之 李 代 数 , 且 有 公式 

expad X=adexpX, V XEL. 
其 中 ad (a) 为 ad (ac) 之 微分 , 即 d Cada? =ad(a), 
V a€G. 

Æ # AY A Á [s] $4 S£ (inner automorphism group 
of Lie group) 见 “ 李 和 群 的 自 同 构 群 ” 

Se 3 # (nilpotent Lie group) 5E EAE 2E fX 
数 相应 的 李 群 . 设 C 为 李 群 ,N,M 为 G 之 子 集合 . 
记 CN,M) 为 所 有 形 如 aba peEN,oEM 之 元 
素 生成 的 普通 子 群 . 吞 对 李子 群 序列 

G'=G, G=(G.G), we G=(G,G" ) 
组 成 之 李子 群 序列 G=G' DGD DGD, FFE 
A AUN E4 G^ — (ei, WI BR G ARS. 14 
RRS 4ARAE WS (EES. 

可 解 李 群 (solvable Lie group) 与 可 解 李 代数 
相应 的 李 群 . 设 G AEE, MUR ET ÉEGU-G, 
人 
列 GO DG? D.e DGP Dee ,存在 E SR BY 入 ,使 得 
GY = (e) , | G 称 为 可 解 李 群 .连通 李 群 可 解 当 且 
仅 当 它 的 李 代 数 可 解 . RERE TEE 7 n] RETE BE «T0 07 AE 
李 群 不 一 定 为 寡 零 李 群 . 

¥ Æ Æ # (semi-simple Lie group) 与 半 单 李 
代数 相应 的 李 群 . 设 G 为 连通 李 群 , 奋 它 的 李 代数 
为 半 单 李 代 数 , 则 G 称 为 半 单 李 群 . 连通 李 群 C 必 
为 最 大 可 解 正规 子 群 R 和 一 个 半 单 子 群 $ 的 半 直 


FRA G=R+SMWROSACHPOAH RMT 
HRES AG 的 闭 子 群 .但 是 ,分 解 不 惟一 ,于 
是 连通 李 群 的 结构 问题 ,化 为 可 解 李 群 及 半 单 李 群 
的 结构 问题 . 

单 李 群 (simple Lie group) 与 单 李 代数 相应 
NSH. 设 C 为 连通 李 群 , 寿 它 的 李 代 数 为 单 李 代 
数 , 则 G 称 为 单 李 群 . G 为 单 李 群 , 且 C 为 C 之 
真正 规 李 子 群 , 则 GAG 之 中 心中 离散 子 群 . 特别 
地 , 单 李 群 之 中 心 由 有 限 或 可 数 个 元 素 构 成 . 若 G 
为 半 单 李 群 , 则 G 有 单 正规 子 群 Cl，… CO 使 得 
G; HATE, H G=GG: eG, A“ BRA, BM GAN 
G;CC(CG) , H. G PICR A G; 中 元 素 可 交换 . 于 是 ， 
半 单 李 群 的 结构 问题 化 为 单 李 群 的 结构 问题 . 

紧 李 群 (compact Lie group) 拓扑 结构 为 紧 的 
李 群 . 设 C 为 李 群 ,作为 流 形 它 有 拓扑 结构 , 若 这 个 
拓扑 为 紧 拓扑 , 则 G 称 为 紧 李 群 . 紧 李 群 只 有 有 限 
多 个 连通 分 支 . 紧 李 群 的 李 代数 为 紧 李 代数 , 且 连 通 
李 群 紧 当 且 仅 当 它 的 李 代 数 为 紧 李 代数 . 复 紧 李 群 
必 可 交换 , 它 就 是 复 环 面 . 实 紧 李 群 G Hec» 
及 半 单 正规 李子 群 信 之 半 直 乘积 G=C(G)S, 且 
CONS KARE. 实 半 单 李 群 C 为 紧 半 单 李 群 
当 且 仅 当 它 的 李 代 数 为 紧 半 单 李 代数 ,所 以 C 为 有 
限 个 紧 单 李 群 的 半 直 乘积 . 

” 紧 李 群 的 极 大 环 面 (maximal tours of compact 
Lie group) DER ATH. 紧 李 群 的 一 种 重要 子 
Rr E G 为 紧 连 通 李 群 , 则 C 作为 普通 子 群 , 它 的 极 
大 交换 子 群 A DAA TH MATA ARE TRH, BE 
为 环 面 ( 实 李 群 情形 为 实 环 面 78), 其 中 Ta =R/Z; 
复 李 群情 形 , 必 有 五 =C, 它 是 复 环 面 78, 其 中 

C 
aep v= 
RARER G 的 极 大 环 面 . 连通 紧 李 群 的 任 两 极 大 
环 面 互相 共 轿 . 连通 紧 李 群 G 的 李 代 数 记 为 8, 则 GG 
RAM HZ ARRON oR TARR. 


Tc =] 


= 4 F # (Cartan subgroup) 即 “ 紧 李 群 的 极 
KF”. 
不 变 测 度 (invariant measure) 李 群 上 的 积 


元 素 . 设 G REMER , L,ir—gr,V TEG, 称 为 G 
中 元 g 决定 的 左 平移 ,一 次 外 微分 式 o MARAE 
Na Li w=, SECG. 所 有 一 次 左 不 变 外 微分 
式 构 成 r—dimG 维 线性 空间 , 它 有 一 组 基 W s W2» 
o0, PRN ERR- MAE. NRS Nw, AA 
w 它 在 C EEE, KA G 上 积分 元 素 , 则 它 为 左 不 
变 测度 , 且 由 此 可 以 定义 不 变 积分 
| fae, 
其 中 了 为 具有 紧 支 柱 的 连续 图 数 .者 C 为 紧 连 通 李 
群 , 则 fQ2Cg) 必 为 右 不 变 的 ,这 时 称 为 哈 尔 测 度 . 
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毛 瑞 尔 - 嘉 当 形 式 (Maurer-Cartan form) Jil 
“不 变 测度 ”. 

线性 紧 李 群 的 不 变 内 积 (the invariant inner 
product of a linear compact Lie group) ”线性 空间 
上 的 一 种 双 线 性 型 ,在 线性 李 群 作用 下 保持 不 变 . 设 
G HAER., A GOGL). Hep V AA RHE RTE 
la) EV 上 内 积 Cz,y) 满 足 

(Cg(Cr)yg(Cy)) 一 (zy) (V x,yC€V.gCcG), 
则 称 它 为 G 不 变 内 积 . 由 于 G 有 测度 2, 所 以 对 V 
中 任 一 内 积 (x,y)， 


Ce | GO. 66000) 


为 不 变 内 积 . 由 于 线性 连通 紧 李 群 C AG 不 变 内 
积 , 所 以 C 的 任 一 线性 表示 完全 可 约 , 且 任 一 表示 
为 酉 表示. 

紧 李 群 表示 的 特征 (character of the represen- 
tation of compact Lie group) Z| ES 2E BE 3x zs B 
— FPR. C 为 连通 紧 李 群 , (V ,Pp) 为 G 的 表示 ， 
E V 为 n 维 线性 空间 , 则 Xp(g)==tro(g),V g EG 
为 G 上 解析 也 数 , 称 为 表示 (0,V ) 的 特征 . 连通 紧 李 
Bf G 的 任 两 表示 (0,V),(p1,V1) 等 价 的 必要 充分 条 
件 为 它们 的 特征 相同 ,所 以 ,特征 为 表示 在 等 价 意义 
下 的 全 系 不 变量 . 

Bm BAT 
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卡 次 - 穆 迪 代数 


卡 茨 - 穆 迪 代数 (Kac-Moody algebra) ÆR% 
B — 4 3r OP X. cR yx ERE IUE FA Kac, V. ) 和 
$ iH (Moody, R. 22r Fil F 1967.1968 年 独立 引入 
的 , 它 是 有 限 维 复 半 单 李 代数 的 推广 . 进入 20 世纪 
80 年 代 以 来 ,数学 家 们 对 卡 蒋 - 称 迪 代数 及 其 表示 
进行 了 深入 广泛 的 研究 ,很 多 有 限 维 复 半 单 李 代数 
的 结果 (如 结构 理论 中 的 根 链 、 实 根 重 数 ; 外 尔 群 中 
元 素 的 长 度 等 ;表示 理论 中 , 费 马 模 的 特征 标 分 式 ， 
不 可 约 最 高 权 模 的 特征 标 分 式 等 ) 都 推广 到 了 卡 沈 - 
穆 迪 代数 上 . 另外 还 得 到 了 更 丰富 的 结果 . 例如 , 结 
构 理 论 中 ,关于 非 有 限 维 卡 欧 - 穆 迪 代数 的 根系 的 刻 
画 , 仿 射 李 代数 的 实现 ;表示 理论 中 , 仿 射 李 代数 的 
可 积 表 示 的 刻画 及 其 实现 ,顶点 算 子 等 .并 且 发 展 了 
一 些 与 之 相关 的 理论 . 例如 , 卡 欧 - 称 迪 和 群 , 维 拉 索 罗 
代数 及 其 表示 理论 , 李 超 代数 ,量子 群 等 . 此 外 还 发 
现 它 对 偶 微 分 方程 .组 合 数学 .理论 物理 等 学 科 具 有 
重要 的 应 用 . 

和 矩阵 4 的 实现 (realization of a matrix A) Hi 
28 xe FEE 4 作出 的 一 个 三 元 组 . 任意 给 定 一 个 nXn 
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EM A= (co), 它 的 秩 设 为 4; 设 9 是 一 个 2n—1 


维 复 空 间 ,多 为 其 对 个 空间 ， Zi r—ía,aG.",.e)C 
六 一 (ao CC 并 且 它 们 满足 : 

lrt 均线 性 无 关 . 

2 laat YI ln 
则 三 元 组 ,x,x  ) 称 为 矩阵 4 的 一 个 实现 .和 矩阵 4 


的 实现 总 是 存在 的 , 且 在 同 构 意 义 下 是 惟一 的 . 
矩阵 4 SRK Bg SE Fa CAD (Lie algebra 9(A) 
associated to matrix A) HATCHER AZZA TH 
又 所 确定 的 一 个 李 代 数 . 设 4 是 一 个 nxXn REE, 
H, re) E A 的 一 个 实现 ,0(A) 是 由 @,f,(i= 二 1,2， 
025 5 生成 的 李 代 数 , 其 定义 关系 如 下 : 
1.[h,h’ 1=0 (h,k €b). 
2. | h.e; |= (a;.he;5 
[A.f;]2- — (a, hof; G=1,2,. 
3. [es f/;] 9849. (i, j—1.2, 7m. 
9(4) 有 惟一 的 一 个 与 9 具有 平凡 交 的 最 大 理想 r, 
商 代 数 8(4) 二 8C4)/r 称 为 关联 于 4 的 李 代数 ,此 
时 A 称 为 84(4) 的 嘉 当 和 矩阵 ,e;,f;(i 二 1,2,…,n) 称 
为 CA) ET BG SR AE Ao. PR CAD I ES FIR 
Bl. n 称 为 8(4) 的 根基 ,x 称 为 9(4) 的 余 根基 ;zx 
中 元 素 称 为 单 根 ,x 中 元 素 称 为 单 余 根 ; 


n;h € D. 


Qe zs 
称 为 根 格 ; 记 E 
oy Y a. 
对 于 
a= Xka EQ, hte = t 


WIN a 的 高 度 . 当 AA nXn 零 矩阵 时 ， 右 

Cum DCW =a 
则 C 包 在 89(0) 的 中 心中 , 李 代数 8(0)/Ci A n 阶 海 
森 伯 (Heisenberg,W. K. ) 李 代数 , 它 有 基 esf G5 


142,*** 52.2 48 [ei f; 1 0520, 1.2. 12 Hh 
换 位 运算 均 为 0. 
0(4) 的 根基 (root basis of G(A)) 见 “ 和 矩阵 4 


关联 的 李 代 数 a CAD". 

aCA) BJ iR dE (coroot basis 9(A)) FL“ 4p [e 
4 关联 的 李 代 数 69(4)”. 

9(C4) 的 嘉 当 和 抢 阵 (Cartan matrix of 9(A)) IL 
"AREE A 关联 的 李 代 数 a CAD". 

à CAO BY 3E 4 FR MW (Cartan subalgebra of 
gCA)) ILERE 4 关联 的 李 代 数 8(4)”. 

a C4) 的 谢 瓦 莱 生 成 元 (Chevalley generators of 
89(4))” 见 “矩阵 A 关联 的 李 代 数 G CAO". 

+ OR - % iB HOG CA) (Kac-Moody algebra 


GCA)) 整数 矩阵 A 所 关联 的 李 代 数 . 设 A= (27) 
是 一 个 nXn 整数 矩阵 , 它 满足 以 下 条 件 : 

l.aj;— 2 G—10,2,.*,n). 

204/80: (95 7X 

3 0, SRA 4 i0. 

此 时 A 称 为 广义 嘉 当 和 矩阵. 广义 嘉 当 矩阵 4 关联 的 
李 代 数 9(4) 称 为 卡 次 - 穆 迪 代数 . 

广义 嘉 当 矩阵 (generalized Cartan matrix) Ji, 
“RAB IB RB GCA)”. 

TEX RAY 4R Croot of Kac-Moody alge- 
bra) 复 半 单 李 代数 同一 概念 的 推广 . 设 8(4) 是 关 
联 于 和 矩阵 4 的 李 代数 ,对 € QNO) FR 

Za = {x € gCGAD |[A, x ] = a(h)z,h € b) 
AAR [B] mult e—dim g. KA a WERGE multa 
0, 则 称 a 为 根 ,此 时 a 或 一 a 一 定 属于 Q1,aE Qi 时 
PR a 为 正 根 ,反之 称 为 负 根 . 

卡 茨 - 穆 迪 代数 的 根 空 间 (root space of Kac- 
Moody algebra) 见 “ 卡 次 - 称 迪 代数 的 根 ” 

卡 茨 - 稳 迪 代数 的 根 的 重 数 (multiplicity of root 
of Kac-Moody algebra) 见 “ 卡 茨 - 穆 迪 代数 的 根 ” 

卡 茨 - 穆 迪 代数 的 正 根 (positive root of Kac- 
Moody algebra) 见 “ 卡 茨 - 称 迪 代数 的 根 ”. 

卡 茨 - 穆 迪 代数 的 负 根 (negative root of Kac- 
Moody algebra) J“ -WRA P. 

卡 茨 - 穆 迪 代数 的 根系 (root system of Kac- 
Moody algebra) 根 的 集合 . 设 0(4) 是 关联 于 和 矩阵 
A 的 李 代 数 . 所 有 的 根 组 成 的 集合 AMARA. 
中 正 ( 或 负 ) 根 全 体 的 集合 A, (或 4-) 称 为 正 根系 
(或 负 根 系 ).9C4) 有 根 空 间 分 解 


8 = CO 3.) DHOCH ga) 


AR —f8^rffgC A) =n 中 5Gn_ ,其 中 
He Gas to Qas 
b E aCAD BS 4TFRE. 

QCA) RSS EI 4Y iX (gradation of type S of 9(A)) 
9CA) B — BURR NIK. OCA) ARIK F nxn R 
矩阵 4 的 李 代 数 ,S==(51,52，… ,5,) 为 n 元 整数 组 ， 
£i dege;— —deg f;,— 5,6 —1,2,*:,n2),degB— 0, Ml 


Z 一 分 次 
0(4) = GG), 
PRA GCA A S 型 分 次 ,其 中 
O= O Ge. 
a= Ù ka, EQ 
Es 


特别 地 ;9g(4) 的 1=(1, 1,…，,1) 型 分 次 称 为 0(4) 的 
主 分 次 ， 


(4) 的 主 分 次 (principal gradation of g(4)) 


W CAOR S 型 分 次 ”. 
GCA) BY AS SE XT BRM Be HE YC | 


e ) (invariant 
。) of gA) 2S fH 
于 有 限 维 复 半 单 李 代数 基 灵 型 . 设 A=(4i) 为 nXn 
复 和 矩阵 ,并 且 4 为 可 对 称 化 的 , 即 存在 可 逆 的 对 角 


symmetric bilinear form ( * | 


矩阵 D-diag(e 6,6) M —^ P Xt PR FBS B fA 
— DB. d; CA EXE HET 4 的 李 代 数 , 则 存在 一 个 
9(C4) 的 C 值 非 退 化 对称 双 线 性 型 (， | ), 它 有 以 
下 性 质 : 

1.《。|。) 是 不 变 的 , 即 

([xz,yilz)= (zr|[Ly,z)) Gy;z€98CAD). 

2.C* | + dy PRABHA Ca; 1h)= (Cai De, A € b 
r— ee 多 是 


= Dow 


在 0 中 某 个 固定 补 子 空间 . 

3. (galg) —0. (a4- 8220). 

4. Ce | e e+e dE ft. ! 

《。|，) 一 般 称 为 48C4) 的 一 个 不 变 对 称 双 线性 
型 .(。|。) 是 研究 可 对 称 化 矩阵 关联 的 李 代 数 的 结 
构 及 其 表示 的 重要 工具 . 男 外 ,由 (。|。)|s 的 非 退 
化 性 ,可 引入 一 个 重要 的 同 构 映 射 :~ : 

(ulh), h) = (Alh), RA,h = b, 
及 日 的 对 偶 空 间 D ERRER | 
Al) = eae Hi HEH. 

F R-E E ROB te A B (standard form of 
Kac-Moody algebras) 一 种 特殊 的 不 变 对 称 双 线 
性 型 . 设 4 是 可 对 称 化 的 广义 嘉 当 矩阵 (参见 “9(4) 
的 不 变 对 称 双 线性 型 (。|，)”),9(4) 是 关联 于 A 
的 李 代数 ,9%(4) 一 定 存在 满足 以 下 条 件 的 不 变 对 称 
X VET C* | e): 1070206 — 1,2, 00. 此 不 
变 对 称 双 线 性 型 称 为 9(4) 的 一 个 标准 型 . 

广义 卡 西 默 算 子 (generalized Casimir opera- 
tor) 复 半 单 李 代数 卡 西 默 算 子 在 卡 茨 - 称 迪 代数 
中 的 推广 . 设 站 是 一 个 4(4) 模 , 若 对 任意 的 vEV， 
除 有 限 个 正 根 外 均 有 0,600 — 0, RR V. 为 限制 模 . 
X A 是 秩 为 1 的 n 阶 可 对 称 化 的 复 和 矩阵 ,8(4) 是 关 
联 4 HERR. 取 oc b WE a —1/2a;G—1, 
2,"…,n); 再 对 每 个 正 根 a, 取 定 9. 的 一 个 基 {es?)}G 


=1,2,. multa), 并 设 {e e) } 是 9- -的 对 偶 基 ; 然后 
定义 线性 算 子 

(2, TE Sees e» 
再 设 pum. uu, vU, ur 是 b 关于 


(。|，) 的 对 偶 基 ,广义 卡 西 默 算 子 0 就 定义 为 


2n—i 


Q = 2v (p) + 5 wu + A. 


广义 卡 西 默 算 子 是 卡 蒋 (Kac,V. ) 借 鉴 了 物理 学 中 
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李 群 与 李 代 数 


的 思想 引入 的 . Ke AI 13 FR (Peterson, D. H. ) F 
1984 年 证 明了 人 2 和 9(4) 在 限制 模 V 上 的 作用 可 交 
换 . SR GR FTE F FR ST A 
其 表示 具有 重要 意义 . 
Q (4) 模 的 限制 模 (restricted module of 4 CA2- 
module) 见 “ 广 义 卡 西 默 算 子 ” 
卡 茨 - 穆 迪 代数 的 定义 关系 (defining relations 
of Kac-Moody algebras) 利用 一 组 关系 式 直接 定 
SOF RAB RH TK. CAD ERK F MT 
ET XR KEE A= Ca; nxn BERR, Om n0 
A 的 一 个 实现 , 则 8(4)? 是 由 生成 元 e 广 G 王 1，2， 
…,2) 和 日 及 如 下 定义 关系 定义 的 : 
[A sh’ | = 0, Lensa] = Òa , 
[hee |= (maius [Asf bens 
(ade) me 0, (adf wf o5, 
Kuh hh €5,i,j—1,2, n. RIL TE FR X 
- 穆 迪 代数 的 定义 关系 是 加 伯 (Gabber,0O. ) Fl R XX 
(Kac, V.) F 1981 年 证 明 的 ,不 可 对 称 化 条 件 下 的 
9(4) 的 外 尔 群 (Weyl group of 9(A)) 复 半 单 
李 代 数 同 一 概念 的 推广 . 设 84(4) 是 关联 于 阶 广义 
嘉 当 矩阵 的 李 代 数 . 对 每 个 1—]152,** nj KE X b' (b 
的 对 偶 空 间 ) 的 基础 反射 x;: 
r(A) =A— (Md,a)a (AC b*). 
由 所 有 的 rx; 生成 的 GL(b"* ) 的 子 群 称 为 84C4) 的 外 
尔 群 , 记 为 W 或 WC(4). 它 是 考 克 斯 特 群 , 同 有 限 情 
形 一 样 可 定义 其 每 个 元 素 的 长 度 , 记 为 
Llw) (wEW). 
aCA) AY A E (compact involution of 4 CAD) 
8C44) 的 一 个 特殊 的 半 线 性 自 同 构 . 它 是 复 半 单 李 代 
数 同 一 概念 的 推广 . A GO ADRK n 阶 实 矩 阵 的 
李 代 数 ,89(4) 的 紧 对 合 wo 由 它 在 9(4) 的 谢 瓦 莱 生 
成 元 上 的 作用 决定 : 
wole;)=—f;, wolf;)=—e; (j=1,2,°,n), 
wolh)=—h, hEDbs ,ba 
是 实 向 量 空间 , 2:3 [e] b. 的 一 样 ,9=CC@r 了 0, 当 A4 是 
FY XY PRAE BY SEAE FERT UU ww。 及 9%(4) 上 的 不 变 双 线 
性 型 (。|。) 可 定义 9(4) 的 一 个 重要 的 埃 尔 米 特 型 
(e |. * Jp, 

(rz|y)6 = (rlwoly)) Gy € QCA)). 
埃 尔 米 特 型 (。|“，) 在 卡 获 - 称 迪 代数 的 每 个 根 空 
IR] a 上 的 限制 是 正定 的 . 

QCA) AY A (compact form of go(4)) AP 
于 有 限 维 复 半 单 代 数 的 同一 概念 . 设 9(4) 是 关联 于 
KEE A 的 李 代 数 ,wo。 是 9(4) 的 紧 对 合 ,9(4) 在 
wo 下 的 固定 点 集 天 (4) 称 为 0(4) 的 紧 形 式 . 
广义 嘉 当 和 矩阵 的 分 类 (classification of general- 
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ized Cartan matrices) JHLABESE-R vx Ag i (CR B 
分 类 . 此 分 类 可 对 更 一 般 的 实德 阵 

A= (Caij)uxs 
进行 ,其 中 4 满足 : 

1. A 不 可 分 解 , 即 不 存在 置换 方 阵 PP 使 PAP' 
是 准 对 角形 方 阵 . 

2.a; <0 GFZ). 

3. a; = 062a j; — 0. 

这 时 4 可 以 分 成 三 大 类 : 

1. CE FR iD det AzE0, TE TE u>0 {E Au>0, Av 
Z0 推出 v0zv-0. 

2. (fj S] D corank A— 1, f£ E u>0 fi& Au—0, 
Av=0 推出 Av—0. 

3. (不 定型 ) 存 在 ul 0 {E Au 二 0; Av 宇 0,v 宇 0 
推出 v=0. 

当 4 是 广义 嘉 当 和 矩阵 时 ,根据 4 的 类 型 ,9(4) 
分 别称 为 有 限 型 的 、 仿 射 型 的 .不 定型 的 ,其 中 有 限 
型 的 即 为 有 限 复 单 李 代数 . 仿 射 型 卡 黎 - 称 迪 代数 
《简称 仿 射 李 代数 ?是 一 类 重要 的 李 代 数 , 人 们 对 它 
的 结构 、 外 尔 群 、 表 示 均 进行 了 深入 的 研究 ,并 发 现 
了 它 大 量 的 应 用 ， 

有 限 型 卡 茨 - 穆 迪 代数 (Kac-Moody algebra of 
finite type) 见 “ 广 义 嘉 当 和 矩阵 的 分 类 ”. 

15518 A-E E (X A CK ac-Moody algebra of 
affine type) 见 “ 广 义 嘉 当 和 矩阵 的 分 类 ”. 

不 定型 卡 茨 - 穆 迪 代数 (Kac-Moody algebra of 
indefinite type) 见 “ 广 义 嘉 当 和 矩阵 的 分 类 ?” 

邓 金 图 (Dynkin diagram) 复 半 单 李 代数 同一 
概念 在 卡 茨 - 称 迪 代数 中 的 推广 . 设 AS a)n NT 
义 瘟 当 和 矩阵 ,如 下 引入 4 的 一 个 图 SC4) 称 为 4 的 
邓 金 图 :SC(A) 有 个 顶点 , 记 为 1,2,…,23 对 于 顶 
点 iA, ,如 下 用 边 连 结 ， 当 aiai4 H. | ai; | 之 | 2, | 
TR By Alla, RAE, AY ajl 1 时 
ER |a; | A 31 E PN EJ. TBA MAA. RZWA 
附 ; 知 aijaj: 之 4, 则 用 粗 边 连 结 顶 点 1 5 JE IRE VALE 
TOW aj! lail 按照 4 的 不 同类 型 ,SCA) 分 为 有 限 
型 的 、 仿 射 型 的 .不 定型 的 .所 有 有 限 型 邓 金 图 参见 
“R (fin)”, 所 有 仿 射 型 邓 金 图 参见 “ 表 (affl 一 
aff3)”. 

Kdi 所 有 有 限 型 邓 金 图 


A! 0——Q--*—0——O 


B, | Q——Q--—0—0 


C, Q——O-*—0c€——O 


D, a 


O 
Qi A> Q;—2 Q;—| 
[ 
E,  O——O ———Q-——-—O 
a a a3 a as 
a7 
E,  o——O I O——O——O 
a, 0; Qs e, as Qs 
E, O Qe AE 
Cl a> Q3 a, 
F, O 四 二 人 
a a Q3 a, 
G O50 
a, a: 
X (affl—aff3) 所 有 仿 射 型 邓 金 图 
# (aff) 
AQ Oe 50 
1 1 


] 
BP 23) g—— ——0-——À50 
2 2 2 2 


1 

C? 22) O——0--*—0€——O 
1 9 2 1 
1 1 

— ] 

O——-O-—O-—— see —O——O 

1 2 2 2 1 
Gi? | O——O—350 

2 3 


] 


O 
d 
E 
O—O—-O—-O——O 
1 2 3 2 1 


2 

E (1) ` 

7 ars ssa 
1 2 3 4 3 2 1 


3 


Ej' O——O——O-—O——O—— 0—-0——0O 
Lr 2 3 4 5 6 4 2 


# (aff2) 
A e ——e 
2 1 
ASP m2) OC——O- * *——OcC——O 
2 2 2 1 
1 
Ax, U3) ——O OC 
1 2 2 2 1 
D) m2 une aed O=O 
1 1 


E O———O——O <0 ——O 
1 2 3 2 1 


# (aff3) 


pe 9 — — 9 


2 1 
表 (affl) 中 , 邓 金 图 对 应 的 卡 蒋 - 称 迪 代数 称 为 


无 扭 仿 射 李 代数 . 表 (aff2 一 aff3) 中 邓 金 图 对 应 的 卡 
茨 - 称 迪 代数 称 为 扭 仿 射 李 代数 . 


无 扭 仿 射 李 代 数 (non-twisted affine Lie alge- 


bra) WER”. 


1105 St ER (twisted affine Lie algebra) — d 


RER”. 


XX BR AY -E 2x - $3 i (C Kac-Moody algebra of 


hyperbolic type) — fh REFER BS S E N F PX HR L4 
数 . 若 广义 嘉 当 和 矩阵 4 是 不 定型 的 且 SC(4) 的 任 一 
个 真 连通 子 图 是 有 限 型 或 仿 射 型 的 , 则 称 4 为 双 曲 
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型 的 . 双 曲 型 广义 嘉 当 矩阵 对 应 的 李 代 数 9(4) 称 为 
双 曲 型 卡 次 - 称 迪 代数 . 

XC fh BY [7 V. 3E S6 5B FE (generalized Cartan ma- 
trix of hyperbolic type) JL“ H Æ -F »x - h f. 
Br. 

卡 茨 - 穆 迪 代数 的 实 根 (real root of Kac-Moody 
algebra) 卡 菊 - 穆 迪 代数 的 一 类 性 质 较 简 单 的 根 . 
设 GCA) Jd Rx-Bol fiac ACER we W 使 
wa) 是 一 个 单 根 , 则 称 o A SEAR. 用 A, AY 4} ll 
示 实 根系 和 正 实 根系 ,显然 AT — Wm. 

卡 茨 - 穆 迪 代数 的 虚 根 (imaginary root of Kac- 
Moody algebra) 不 是 实 根 的 根 . 设 9(4) 是 卡 欧 - 
穆 迪 代数 ,A\A"* 中 的 根 称 为 虚 根 . 用 A",A? 分 别 表 
示 虚 根系 和 正 虚 根系 . 若 对 


= X kia; EQ, 


4E X. a 的 文 承 ( 记 为 supp Q) 为 S(4) 的 子 图 , 它 由 所 

有 了 关 0 所 对 应 的 顶点 及 其 间 连 线 组 成 = (€ Qu 

\{0} [supp à 连通 且 (ayw ? C0, 1,2, 7*0) , W 
AT— U wK). 


EW 


设 4 是 不 可 分 解 的 广义 嘉 当 矩阵, 有: 

1. 若 4 为 有 限 型 的 , 则 AT — c. 

2. 若 4 为 仿 射 型 的 , 则 ATP — (nd [n—1.2, 7), 
这 里 d= 2.44, sd; HK (affl—aff3) rH S CAD NILA 


上 所 标的 数 . 


3. 车 4 是 不 定型 的 , 则 存在 正 虚 根 e= Xa. 


fü BIOH(aa—001;.2,-,2). 

正规 化 标准 型 (normalized standard form) 4) 
射 李 代数 的 一 种 特殊 的 标准 型 . 设 A = (ai)i.;-o 是 仿 
射 型 广义 嘉 当 矩阵 , 设 ao,a1,…,ai A SCADA Mt 
应 的 数值 ,其 编号 是 最 左边 的 顶点 为 0;S(A)\(0) 
是 有 限 型 邓 金 图 ,SLA)\10} 的 顶点 如 同 表 (fin) 一 
样 ;但 对 Ee” ,Di” 则 是 从 左 到 右 编号 为 0,1,… 用 
apsal otsal 表示 S CAO (还 是 仿 射 型 邓 金 图 ) 的 顶 
点 上 对 应 的 数值 ,于 是 ,数值 


h 一 2,4 A g= 2,4 
分 别称 为 考 克 斯 特 数 和 对 侦 考 克 斯 特 数 . 元 素 
UR Salat 


E GCA) FAY UD zo RARAN A oc. WW AB (aid? = 0 
(i 二 1,2,… ,1), (ad) —1 的 元 素 d € Bo s C 
X. 在 g(C4) 上 存在 惟一 的 不 变 对 称 双 线性 型 (，| 
S ) 满 足 : 

(a lal) = aa a5 (sj = 01s 0)s 

(a |d) = 0 GES Ls 

(ay |d) = a, (d\d) = 0. 
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称 它 为 仿 射 李 代 数 的 正规 化 标准 型 .正规 化 标准 型 
在 研究 仿 射 李 代 数 的 结构 和 表示 论 时 经 常用 到 . 

考 克 斯 特 数 (Coxeter number)” 见 “正规 化 标 
准 型 ”. 

xy OE Se RE A (dual Coxeter number) J, 
“正规 化 标准 型 ”. 

典型 中 心 元 (canonical central element) Ji 
“正规 化 标准 型 ”. 

标量 元 素 (scaling element) 
型 ”. 

平移 群 (translation group) 仿 射 李 代数 的 外 
尔 群 的 子 群 . 设 9(4) 是 仿 射 李 代数 ,4 一 (ao， 
设 W 是 由 ri(i==1,2,…,7) 生 成 的 W 的 子 群 ,9=6 
^ ARo U 是 9(4) 的 正规 化 标准 型 决定 的 hp" 的 同 
构 ( 见 “不 变 双 线性 型 ”),M==a51Z WO) ER 
BÉ aec M, 引 入 如 下 ON ARAL: 

£CÀ) =À + (À,c)a — (CAla) 
72 9]* 0490030, AE 

其 中 c 是 98(4) 典 型 中 心 元 .T= ula ME CAD 
的 外 尔 群 的 子 群 称 为 平移 群 . 仿 射 李 代 数 的 外 尔 群 
W —WocT. | 

仿 射 李 代 数 的 第 一 实现 定理 (first realization 
theorem of an affine Lie algebra) 无 扭 仿 射 李 代 
数 的 结构 定理 . 设 A= (01, X 型 (X=4,B， 
…,G) 广 义 嘉 当 和 矩阵 ,4 为 A 去 掉 第 0 行 第 0 Wea 
所 得 的 矩阵 ,8 一 9( 和 4) 是 有 限 维 单 李 代数 , 设 = 
Clty c R EARRA LG) = LOG, E 
义 复 李 代数 艺人 9) 一 工人 9) 中 Ce 四 Ca ,其 方 括号 运算 
为 


见 “ 正 规 化 标准 


[4^ 69 x CD Àc CD pd ;t^ C9 y CD Aic CO md] 
= (Ht e [r y] + zkt & y 
— pwkt* © 2) CD ors (| 
其 中 high CZ Avis Aste Core ant 。|。) 是 
0(4) 的 标准 不 变 双 线性 型 , 且 满 足 (919) 二 2,9 是 
%(4) 的 最 高 根 . 李 代数 L(8) 就 是 关联 于 4 的 仿 射 李 
代数 . 
仿 射 李 代 数 的 第 二 实现 定理 (second realiza- 
tion theorem of an affine Lie algebra) 扭 仿 射 李 
代数 的 结构 定理 . 设 9 是 关联 于 有 限 型 广义 嘉 当 甜 
ME Xu C— Aa Agi Dii Ec Di) HA BR AE ER 
数 , 分 别 设 & 二 2,2,2,2,3;v 是 9 的 & 阶 图 自 同 构 ,9 
有 问 量 空间 分 解 : 


g= Qa, 
J€ Z/AZ 
其 中 8; db o 的 特征 值 为 
€ = exp 2 
k 


的 特征 子 空间 . E 
L(a,v) — Gp Q g;mod , 

则 LXI. -—L(G.0€O0CcOC4 ,其 方 括号 运算 为 

Ltn 69 x CB Ac CD ud, Q y CD Ac CD fod] 

= (fit Q [rsy] + mkt C9 y — whit Q x) 

CD hd -e Gr | ye, 
其 中 Ri ko € ZA spaisà foe Cr rEg modb, y E g, 
mod &,(。|。) 为 9 的 标准 不 变 双 线性 型 ,分 别 为 
关联 XN? = CA, APDIP, ES DY?) BY) OF SE 
PE 4 的 扭 仿 射 李 代数 . 

aCA) HIO n[ xJ f$ MY 3$ (5-diagonalizable module 
ofgCAD) 一 种 具有 直 和 分 解 的 特殊 模 . 设 6(4) 是 
关联 于 NEEE AMER. OAR V ARK 
空间 分 解 

V= Ov, 


AEH" 
CHP V;— (v€ Vh * v—AGOO A € B), Wes V A b 
可 对 角 化 的 . 24 V,z50 BT, Va 称 为 权 空 间 ,4 称 为 权 ， 
dim V; 称 为 4 的 权重 数 , 记 为 multv A. V. 的 所 有 权 的 
集合 称 为 权 系 , 记 为 P(V). 

权 空 间 (weight space) 
化 模 ”. 

权重 数 (multiplicity of weight) 
可 对 角 化 模 ”. 

QCA) BY AY R3 Cintegrable module of 9 CAD) 
9C4) 的 0 对 角 化 模 的 子 类 . ROCA ERK T n Xn 
复 矩 阵 4 的 李 代 数 ,V 是 9%(4) 的 一 个 日 可 对 角 化 
模 , 若 生成 元 e, 访 G=1,2,…,2) 在 上 的 作用 是 
局 部 客 零 的 , 则 称 了 为 9(4) 的 可 积 模 . 

范畴 CQ (category A) 0(4) 的 一 类 模 . 设 0(4) 
是 关联 于 一 个 n 阶 复 矩 阵 的 李 代数 ,V 是 9(4) 的 一 
个 0 可 对 角 化 模 ; 男 对 4E90* 定 义 DA)= {pEb |à 
一 LEQ+). 范畴 C 的 定义 如 下 , 它 的 对 象 是 具有 以 
下 性 质 的 8C(4) 模 V:V 是 0 可 对 角 化 的 , 权 空 间 维 
数 有 限 , 且 存在 有 限 个 Ay Acs ttt AE” (FE 


PW) CUDQ); 
i=] 


C 中 的 态 射 是 9(4) 的 模 同 态 . 范畴 OC 中 模 的 任意 
TE HERK QO 中 有 限 个 模 的 和 或 张 量 积 也 在 C 
中 ;范畴 2 中 模 是 限制 模 . 

最 高 权 模 (highest weight module) yiii © P 
模 的 重要 例子 . 它 推 广 了 有 限 维 复 半 单 李 代 数 的 同 
一 概念 . 设 8C(4) 是 关联 于 复 和 矩阵 4 的 李 代 数 ,V 是 
9(4) 模 . 若 存 在 一 个 非 零 向 量 vEV ,使 得 n4 w= 
0.h 0 — AGOv (hE) UCA) W=V, Kn AE 
5* UG ADA a CAO BE 3B FR BARR, DU] 4 称 为 最 
高 权 , 称 V 为 最 高 权 A 的 最 高 权 模 ,v 称 为 最 高 权 
mE. 


见 “9(4) 的 0 可 对 角 


见 “9CA4) 的 0 


FR 穆 岂 代数 


最 高 权 向 量 (highest weight vector)” 见 “最 高 
权 模 ”. 

最 高 权 (highest weight) ” 见 “ 最 高 权 模 ”. 

费 马 模 (Verma module) 一 类 重要 的 最 高 权 
模 , 设 9(4) 是 关联 于 复 和 矩阵 AFERA, MA) E 
以 4 为 最 高 权 的 6(4) 模 , 若 每 个 以 4 为 最 高 权 的 
9(C4) 模 都 是 ( 同 构 于 )M(4) 的 一 个 商 模 , 则 称 M(A) 
为 费 马 模 . 对 任意 的 AE90* 均 存在 惟一 的 一 个 费 马 
模 MC(A). 若 Ul(9(4)) 是 9(4) 的 普遍 包 络 代数 ， 
J(A) 是 由 ni 及 hh 一 A(h) (hE9) 生 成 的 U GADH 
Zc SHAE FG MCA) —U (9(4))/J(4), 则 UCC4)) 的 
左 乘 运算 就 可 在 M(4) 上 导出 004) 模 结 构 , 它 就 是 
9(4) 的 一 个 费 马 模 . 

不 可 约 最 高 权 模 (irreducible highest weight 
module) 亦 称 标准 模 . 它 推广 了 有 限 维 复 半 单 李 
代数 的 同一 概念 . 设 9(4) 是 关联 于 复 和 矩阵 4 的 李 
代数 ,以 4 为 最 高 权 的 9(4) 的 最 高 权 模 中 存在 惟一 
的 一 个 不 可 约 模 , 即 了 (4) = M CAD /M' CAD RLA) 
为 不 可 约 最 高 权 模 ,其 中 M (4) 是 费 马 模 M(A) 的 
惟一 的 极 大 真子 模 . 不 可 纹 最 高 权 模 L(A)(AE 90*) 
穷尽 了 范畴 C 中 的 全 体 不 可 约 模 . Bc 是 89(4) 的 典 
型 中 心 元 ,数值 (A,c) 称 为 (A) 的 水 平 , 记 为 
level (A). 

标准 模 (standard module) 
模 ”. 

不 可 约 最 高 权 模 的 水 平 (level of irreducible 
highest weight module) JL“ AnTAR BRR”. 

整 权 (integral weights) 复 半 单 李 代数 同一 概 
念 的 推广 . 设 9(4) 是 关联 于 区 阶 广义 嘉 当 和 矩阵 A 
的 卡 茨 - 穆 迪 代数 . X: 

P—(A€b* |G,a/ 2€ Zii1,2, n); 

P,—(A€ P|(.ai)z0,i—1,2. n); 

P..—(ACP]|(23,0a1220,121,2,;*** n); 

则 称 己 为 权 格 ,已 ,P+,P++ 中 的 元 分 别称 为 整 权 、 
文 配 整 权 .正则 文 配 整 权 . 

权 格 (weight lattice) W SE E". 

x Bü $€ 4X (dominant integral weight) 
Bu. 

正则 支配 整 权 (regular dominant integral 
weight) Ji “REAL”. 

完全 可 约 性 定理 (complete reducibility theo- 
rem) 有 限 维 半 单 李 代数 表示 论 中 外 尔 完 全 可 约 
性 定理 的 推广 . 若 4 是 可 对 称 化 的 广义 嘉 当 矩阵， 
则 范畴 C 中 的 每 一 个 可 积 9(4) 模 V 同 构 于 一 些 
LIA) (ACP) HAA. 

HEN (fundamental weight) 一 种 特殊 的 权 . 
仿 射 李 代 数 CA) (其 中 A= (2:01, WIE CA; a7) 
—ó,,,j—0.1. 4 RO Nd) =0 MR A CÓ G-0, 
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即 “ 不 可 约 最 高 权 


J :-- 


SRA HK B 


1,…, 工 ) 称 为 基本 权 . 仿 射 李 代数 9(4) 的 不 可 约 最 
BILA) (i 二 0,1,… ,7) 称 为 基本 模 . 

基本 模 (fundamental module) 见 “ 基 本 权 ”. 

RAM (maximal weight) 仿 射 李 代 数 的 不 可 
约 最 高 权 模 中 的 一 些 特殊 的 权 . 设 工 (4) 是 仿 射 李 
代数 89C4) 的 不 可 约 最 高 权 模 . A LOA, 
4 十 6 不 是 权 , 则 4 称 为 极 大 权 . 艺 (4) 中 全 体 极 大 权 
的 集合 记 为 max(4). 极 大 权 对 研究 仿 射 李 代数 的 
可 积 不 可 约 模 的 权 系 具 有 重要 意义 . 

形式 特征 标 (formal character) 复 半 单 李 代数 
表示 特征 标 概 念 的 推广 . 设 9(4) 是 关联 于 复 矩 阵 4 
的 李 代 数 ,V 是 范畴 中 的 98(4) 模 ,V, 是 V 的 权 空 
间 ,V 的 形式 特征 标 为 

chV = >) (dimV)eQ), 


acp" 


RP eC A BUE SNB chV € &, HPC LAM 


有 形 如 
> 


的 级 数 做 成 的 C 上 的 代数 ， 其 运算 由 e (he (4) = 
e(4 十 外) 及 其 线性 扩充 决定 . 

外 尔 - 卡 茨 特 征 标 公式 (Weyl- Kac character 
formula) 有 限 维 情形 外 尔 特征 标 公 式 的 推广 ,是 
表示 论 的 基本 公式 . 若 4 是 可 对 称 化 的 广义 嘉 当 憩 
M LAE ANA ARE RM AMEP ) 的 不 可 
约 最 高 权 模 , 则 有 外 尔 - 卡 蒋 特 征 标 公 式 
> Ewe(wlA + p) — p) 


chL(A) = “*— 
INI (1 = e( 一 gi) ute 
aca 


其 中 elw) =det,+w(p 参见 “广义 卡 西 默 算 子 ”). 
的 一 个 特例 是 
dd (1 — e(— a) )™" = Dj eCw)e lw Cp) 一 p), 


:cW 


— S 当 8(4) 是 仿 射 李 代 数 时 ,由 分 母 
恒等式 可 得 麦克 唐 纳 恒等式 . 

分 母 恒等式 (denominator identity) 
卡 蒋 特征 标 公子 

#5 1E BR eB (function of character) 对 特征 标 
采用 一 种 函数 形式 的 表述 . 设 (4) 是 关联 于 矩阵 4 
的 李 代 数 ,将 形式 指数 eGA) 用 日 上 如 下 定义 的 函数 
e 来 代替 eh) =e, Y hEN. RO PRG AK 
V REPO tr PE XUI: 

h — ch, (h) = 25 multydAe?*’, 


AE PW) 

Hi X (multiplicity formula) 有 限 维 情形 
科斯 滕 特 (Kostant) 公 式 的 推广 . 设 工 (4) 是 卡 欧 - 称 
迪 代 数 9(4) 的 不 可 约 最 高 权 模 ,AE PLA 是 可 对 


称 化 的 .天 是 多 上 的 一 个 函数 天 (8) 一 0,8 拉 Qi 


见 “外 和 尔 - 
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KO) =1. 对 LEQ KORR B8 分 拆 成 正 根 之 和 
的 分 拆 数 , 从 而 有 重 数 公 式 


multra 一 d)e(w)K(w(A+ p) — A+ p». 
wew 


by 38: 02,0,, c? (functions 64,4,,c4) 表示 论 的 
三 个 重要 函数 . 设 0(4) 是 仿 射 李 代 数 , 了 (4) 是 2 171) 
的 不 可 约 最 高 权 模 . 对 于 L(A4) 的 极 大 权 A62 为 如 
下 生成 函数 


= 2 mult; (A = nÓ)e ". 
n=0 


设 7 了 是 9(4) 的 平移 群 , 设 AE9*，, Asc) =m>0,8, 
是 如 下 theta 函数 
0, = e yen, 
ET 
g 是 对 侦 考 克 斯 特 数 ,ad 为 标量 元 素 (p 参见 “广义 卡 
西 默 算 子 ”) ,满足 (o,d) 王 0, 设 


s Atel? Jer 
^ 2m + g) 2g 


对 L(A) 的 每 个 权 4, 引 入 数值 S44 二 Ss 一 
称 为 4 的 特征 . 对 于 A4E€max(A), 记 
ED e 54? X \ multra (A — nó) re ? 


nz 


lA|*/2m, 


函数 cf 称 为 4 的 弦 函 数 , 它 是 一 个 模 形式 . 
0A WEE (string function) WRX 62,0; , c1". 


基本 表示 (basic representation) 一 种 特殊 表 
ZR. 指 由 仿 射 李 代 数 8C4) 的 不 可 约 最 高 权 模 L(A) 
所 定义 的 表示 ,其 中 Ay 是 第 0 个 基本 权 . 基本 表示 
E FA (Kac, V.) F 1978 年 首先 注意 的 . 利用 无 限 
多 个 不 定 元 的 微分 算 子 构造 仿 射 李 代 数 的 基本 表示 
称 为 基本 表示 的 主 实现 . 卡 蒋 . 莱 彼 斯 基 (Lep- 
owsky,J.). E&2R Æ (Wilson, R. L. )、 戴 特 (Date， 
E. ) 等 人 均 在 此 理论 上 有 过 重要 工作 ,并 发 现 它 在 
解 偏 微分 方程 中 著名 的 KdV 方程 和 Ks 方程 时 有 
重要 应 用 . 

基本 表示 的 主 实现 (principal realization of ba- 
sic representation)” 见 “基本 表示 ”. 

顶点 算 子 (Vertex operator) 一 种 微分 算 子 . 
设 R=CLz, (22, 是 无 限 多 个 可 交换 不 定 元 x: 的 
多 项 式 代数 ;RR 二 CLzi,zs，,…j] 是 这 些 Ti BUE XX RR 
数 . 顶点 算 子 是 R> 的 一 个 线性 映射 , 即 


9 
[exp >) mz: exp| — rae] 
这 里 4,mEC,z 一 1,2,… 顶 点 算 子 是 构造 仿 射 李 代 
数 的 基本 表示 的 重要 工具 . 


St oW EMI VIN 
审 A A B R 


环 论 


环 论 (ring theory) 抽象 代数 学 的 主要 分 文 之 
— 它 是 具有 两 个 运算 的 代数 系 .在 非 空 集合 RR 中 
定义 加 法 “十 ”和 乘法 “。 ”运算 ,使 得 R 中 任意 元 a， 
b.c 适合 条 件 : 

1. R 对 加 法 为 交换 群 , 称 为 R 的 加 法 群 , 记 为 
CRF); 

2. R 对 乘法 适合 结合 律 , 即 (R,，。，) 是 半 群 , 称 
为 R 的 乘法 半 群 ; 

3. 乘法 对 加 法 的 左 、 右 分 配 律 成 立 , 即 

a。(《b 十 c) 二 a，5 十 a*c【〔( 左 分 配 律 )， 
(b+c) a=b a+c a (Aah); 

则 称 R 为 结合 环 , 简 称 环 (通常 a， 5 写 为 a5). 它 是 
环 论 研 究 的 主要 对 象 . 环 论 起 源 于 19 世纪 关于 实数 
域 的 扩张 与 分 类 ,以 及 戴 德 金 (Dedekind, J. W. 
R. ) I E ji CHamilton, W. R. ) 等 人 对 超 复 数 系 的 
建立 和 研究 . HAA Wedderburn, J. H. M. ) 于 
1907 年 给 出 的 结构 定理 给 出 代数 人 研究 的 模式 ,也 成 
为 环 结构 研究 的 模式 . 20 世纪 20 一 30 年 代 , 诺 特 
(Noether, E.  £ vr f X B 3848 38 iB . Bu] ££ CArtin, 
E. ) 又 将 代数 结构 定理 推广 到 有 极 小 条 件 的 环 . 同 
时 ,对 非 极 小 条 件 的 环 , 汉 “， 诺 伊 曼 (von Nenmann, 
H. ) 建 立 了 正则 环 理 论 , 相 继 盖 尔 范 德 (Ferpbbaia， 
H. M. ) 创 立 了 赋值 环 , 克 鲁 尔 (Krull,W. ) 建 立 了 局 
部 环 理 论 , 以 及 哥 尔 迪 (Goldie, A. W. 09638 SRK 
条 件 环 理论 . 

20 世纪 40 年 代 , 根 论 迅速 发 展 ,尤其 是 雅 各 布 
# (Jacobson, N. ) F 1945 年 引入 的 被 称 为 雅 各 布 
森 根 的 概念 后 ,建立 了 本 原 环 理论 . 半 本 原 环 的 结构 
定理 与 本 原 环 的 稠密 性 定理 ,完善 和 深化 了 不 带 附 
加 条 件 环 的 理论 . 20 世纪 50 年 代 中 期 , 阿 密 苏 
(Amitsur,S. A. )、 库 洛 什 (Kurosh,A. ) 创 立 了 根 的 
一 般 理论 , 环 论 已 趋 完善 . 

另 一 方面 ,由 群 表示 研究 的 影响 ,产生 模 、 群 环 
与 分 次 环 的 理论 . 20 世纪 20 年 代 初 RESTA T ES 
的 概念 ,并 人 研究 模 对 有 限 群 表示 的 作用 与 环 结构 之 
间 的 关系 ,用 模 的 语言 去 刻画 环 , 特 别 是 20 世纪 50 
年 代 以 后 ,同调 代数 的 迅速 发 展 ,使 环 的 理论 进入 更 
高 层次 虽然 , 早 在 1854 年 , 凯 莱 (Cayley,A. ES] 
入 了 群 代数 ,然而 , 它 的 研究 是 从 20 世纪 30 年 代 开 
始 直到 60 一 70 年 代 , 受 群 表示 论 与 环 的 理论 的 推动 


代 S 


A E 3 A x o AY. 20 世纪 70 年 代 后 ,由 于 分 次 代 
数 的 推动 , 群 代 数 进入 新 的 阶段 交 又 积 的 研究 . 
分 次 环 与 模 发 展 的 另 一 动力 是 交换 代数 几何 中 射影 
代数 得,20 世纪 70 年 代 以 来 ,由 于 非 交 换代 数 几 何 
及 群 表 示 论 的 推动 , 环 论 已 进入 一 个 新 的 阶段 . 

Xp B R 的 乘法 适合 交换 律 , 则 称 R 为 交换 环 . 
乘法 半 群 的 左 ( 右 ) 单 位 元 , 称 为 环 R 的 左 ( 右 ) 单 位 
元 . 乘法 半 群 的 单位 元 称 为 环 R 的 单位 元 .(R, 十 ) 
的 零 元 称 为 环 尺 的 零 元 .在 一 个 元 构成 的 环 中 ,和 零 
元 是 单位 元 ,但 两 个 以 上 的 元 构成 的 环 中 , 零 元 一 定 
不 是 单位 元 . 环 R 的 一 个 非 空 子 集合 S, 若 对 R 的 
加 法 、 乘 法 也 构成 环 , 则 称 S 是 R 的 子 环 .S 是 R 的 
子 环 当 且 仅 当 对 任意 a,bES HA a—b€ S.ab€ S. 

比 结合 环 条 件 较 弱 的 是 非 结 合 环 , 非 结合 环 与 
代数 受 量子 力学 的 刺激 发 展 起 来 ,但 其 研究 的 方法 
和 思路 基本 上 沿 痢 结合 环 的 格式 ,并 早已 趋 完 整 . 比 
结合 环 更 弱 的 环 类 是 拟 环 与 半 环 ,虽然 早 在 20 世纪 
40 EAR LAT Fil E TU ARSE T CZassenhaus H. ) fI y 
ili Z& KR (Vandiver, H. S. ) 提 出 ,但 它们 的 发 展 是 20 
世纪 60 年 代 以 来 , 受 自 然 科学 和 数学 其 他 分 支 ( 如 
非 线 性 同调 代数 、 非 线性 几何 、 泛 函 分 析 、 组 合 数学 、 
动力 系统 和 计算 机 科学 ) 的 推动 而 迅速 成 熟 起 来 的 ， 
现 已 成 为 环 论 的 独立 分 文 . 

结合 环 (associative ring) 见 “ 环 论 ” 

交换 环 (commutative ring) 见 “ 环 论 ” 

环 的 单位 元 (identity element or unit element 
见 “ 环 论 ”. 

ER AY SFC (null element of ring) 

子 环 (Csubring) Yl“ Mie”. 

数 环 (number ring) 由 数组 成 的 环 , 是 环 的 最 
基本 的 例子 和 模型 . 非 空 数 集 对 数 的 加 法 .乘法 所 构 
成 的 环 , 称 为 数 环 . 如 全 体 整 数 的 集合 Z, 全 体 有 理 
数 的 集合 Q ,全体 实 数 的 集合 R 和 全 体 复 数 的 集合 
C, 对 数 的 加 法 、 乘 法 均 构 成 环 ,分 别称 为 整数 环 、 有 
理 数 环 、 实 数 环 和 复数 环 . 

整数 环 (ring of integer numbers)” 见 “ 数 环 ”. 

A H žr JA (ring of rational numbers) Jl “3X 
Yr”. 

实数 环 (ring of real numbers) 

复数 环 (ring of complex numbers ) 
Hr”. 

函数 环 (function ring) 环 的 一 类 具体 模型 . 
定义 在 集合 KL 上, 取 值 于 某 数 域 K 中 的 全 体 ( 具 有 
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of ring) 
见 “ 环 论 ” 


网“ 数 环 i 
见 “ 数 


环 与 RA 


某 种 给 定性 质 的 ) 郴 数 的 集合 天 ,关于 函数 的 加 法 、 
乘法 运算 做 成 的 环 , 称 为 定义 在 元 上 的 (具有 某 种 
ERA) BH. 例如 , 若 开 =R, 二 是 区 间 , 则 亏 上 
全 体 实 连续 函数 的 集合 C"(L) 是 LL 上 实 连 续 函 数 
环 ;全 体 r 次 连续 可 微 函 数 的 集合 C"(L) 称 为 r 次 
BY fo PKA 629 

SE E Sk UU MR (ring of real continuous func- 
tions) 见 “图 数 环 

可 微 函 数 环 (ring of differentiable functions) 
JL" P ACE. 

全 和 矩阵 环 (full matrix ring) 一 类 具体 日 重要 
的 环 . 即 由 和 矩阵 构成 的 一 类 有 零 因 子 的 非 交 换 环 . 环 
R E— JJ n 阶 和 矩阵 的 集合 (Laijjixn1ai;E€R) 对 矩阵 
的 加 法 和 乘法 构成 的 环 , 称 为 R 上 全 和 矩阵 环 . 也 称 
EAR En 阶 和 矩阵 环 , 记 为 R, M,R). SEH 
的 子 环 称 为 矩阵 环 . 域 LSE PF, 是 单 环 , 且 
是 下 上 和 矩阵 代数 ,从 而 也 是 上 单 代数 .和 窍 阵 环 在 
表示 论 中 有 重要 意义 ,fF 上 有 限 维 代 数 常 可 用 相应 
的 矩阵 代数 来 刻画 . 

矩阵 环 Cmatrix ring) WM LERE”. 

多 项 式 环 (polynomial ring) 环 的 重要 类 型 . 
设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,x 是 R 上 的 未 定 元 (或 
称 r 是 变量 ),R 上 一 切 多 项 式 f (zx) =a Hax 十 
二 ar,nEN,aERG=0,1,.…,7n) 的 集合 记 为 
RL ax |, AE RLzj] 的 加 法 是 同 次 项 的 系数 相 加 ,乘法 
是 分 配 相 乘 , 即 

m+n 
Qe = >| abe | 
j=l 


i=0 i 


HP glr) =b tbir te tHon” mEN, R x IMB 
项 式 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 , 称 为 环 R 上 一 元 多 
项 式 环 . E R—F 是 域 , 则 FLzx j] 是 主 理想 整 环 . 多 项 
式 环 也 可 在 非 交 换 环 R 上 定义 ,此 时 RLzxj] 是 非 交 
换 环 . FEn 个 未 定 元 Lis Tos °° 9 Ln 的 多 项 式 环 
Flay 2st zj 是 代数 几何 研究 的 基础 . 

自 同 态 环 (endomorphism ring) 一 类 特殊 而 
重要 的 环 . 它 在 环 论 中 的 作用 类 似 于 对 称 群 在 群 论 
中 的 作用 . 加 群 G 的 自 同 态 是 指 映 射 f:a— f (a) € 
G,Va€ G ,适合 : 

fla 十 0) — fla) -- fü», NVa,b € G. 

@ End'G X G 的 一 切 自 同 态 的 集合 ,对 任意 gE 
End'G 规定 : 

(fi+g)(a)= f(a)+g(a), 

(fe)(a)=f (g(a)) (V a€G), 
WW End'G 为 有 单位 元 ( 恒 等 映 射 ) 的 结合 环 , 称 为 加 
群 G 的 自 同 态 环 ,简称 自 同 态 环 . 奇 G 的 自 同 态 映 
BI f BJ FH Cao f£ xm, 则 类 似 地 有 自 同 态 环 
End’G, Pj 3 f IR] 43. 即 End’G= (End’G)” (RF). 
因此 ,常用 EndG 表示 CHAMAKH. 与 群 中 凯 莱 定 
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HAW. Em RA 1.00] R 同 构 于 End CA, +) TP 
环 RL( 由 R 中 元 左 乘 所 定义 的 自 同 态 构成 的 环 ). 

EA E ZREEXMOormal power series ring) — 
类 特殊 而 重要 的 具体 环 . CAI RRR AIR 
BM. x R 是 有 单位 元 的 交换 环 919 之 29》 "9 Xn AEn 个 
可 交换 变量 (未 定 元 ) ,Rs dé R E xix ttd 
次 齐 次 多 项 式 的 集合 . 形 如 

>,，av 一 ao 十 ai 十 …， 


d 一 0 


称 为 n 个 变量 Lis 2 °*% 9 Xn 的 形式 帘 级 数 , 其 中 
OaE RIRH d 次 齐 次 分 量 ,a6 为 常数 项 . AE 
X: 


SJaa t+ Sib = > la, + ba), 
(Xe) (De) = (Det), 


WR 上 变量 xi ,xs,… ,x 的 一 切 形式 窜 级 数 的 集合 
Rízis zi, xj CRIA RU Lays 22. x] DR, 
有 单位 元 的 交换 环 , 称 为 形式 震级 数 环 . d 大 于 
某 目 然 数 SR aa=0 Af, M) /一 co 十 ci 十 … 十 ax 是 
RE Liss" Tn 的 多 项 式 , 因 此 ， 
Ritta usn (CO R a a, 

IF DHORÉEBMDEACRRAGCBOAFix)EXEYR.SU N 
域 称 为 单 变量 形式 寡 级 数 域 , 记 为 下 ((z)). 形 式 震 
级 数 环 是 研究 代数 簇 局 部 特性 的 工具 ,形成 代数 几 
何 的 解析 方法 . E R 为 下 列 类 型 的 环 , 则 Rin x 
…,X,} 也 是 相应 类 型 的 环 ; 即 诺 特 环 、 局 部 环 、 半 局 
部 环 、 正 则 局 部 环 、 诺 特 正 则 环 . 

单 变量 形式 窜 级 数 域 ({formal power series 
WF NFER”. 

Ur ar 3E BLEAK (convergent power series ring) 
JE KERR AY FH. 设 v 为 域 REALE. Xt 
F ford. a = QU E PE € Fiz, 
25,724) 9 AF TE IE SCAN Tisas tsr, M , (EIRT — 
Jy Ci ,is,… ,i,) EN 


ü DT i 
AC ririver! M, 


WI ER f Gru. AXES EA. d FQ 215225 
Ux) Og Fnac ttt) PA RU FER TS ji 
ES] P^ WU ERE AU ERR. Ed yu ERR ERA n 
的 正则 局 部 环 . 
模 m 的 剩余 类 环 (residue class ring modulo m) 
有 限 环 的 重要 例子 ,由 整数 除 以 m, 按 余数 分 类 所 
构成 的 环 . 两 个 整数 a,。 称 为 同属 一 类 , 当 且 仪 当 a 
—b-—km,k€Z. X; Z,— (0, IT, 元 一 IT) ,其 中 ;一 
{km +i|kEZ} ,对 Z。 PER a,b, atb=km+i, 
ab=Im+ j HME :a+b=atb=i, a+ b=ab=j 
G,j—0,1,*,m— 1), WI Z, 对 此 剩余 类 的 加 法 和 
乘法 做 成 一 个 环 , 称 为 模 关 的 剩余 类 环 . m 是 合 


field in one variable) 


数 时 ,Z 是 有 和 零 因 子 、 有 单位 元 的 交换 环 ; 当 m — p 
是 素数 时 ,Z, 是 域 , 称 为 模 p 的 剩余 类 域 . 

ES p By s BE HR (residue calss field modulo p) 
见 “ 模 m 的 剩余 类 环 ” 

反 环 (opposite ring) 由 给 定 环 构造 的 一 个 新 
H. E RÆ, R” AERA H” S RAe, 
而 R* 的 乘法 “x "EMA axb=bra, “ZRK 
乘法 , 则 R”* 对 “十 ”“x ”构成 一 个 环 , 称 为 R 的 反 
iF MMH. R 与 RUE. 

逆 环 (inverse ring) ” 即 “ 反 环 ”. 

零 因子 (zero divisor) 亦 称 零 除 元 . 环 的 一 种 
特殊 的 非 零 元 . 环 尺 中 一 个 元 az£0. PH OFOER 
使 得 ab —0 RK ba-—0. PR a 是 环 R 的 零 因子 .在 非 交 
换 环 中 有 左 、 右 零 因子 之 分 ,如 上 ab=0 时 ,a MA 
零 因 了 于 ;pa 三 0 时 ,a PASAT. EA RAFAT., 
则 消去 律 不 成 立 . 与 零 因 子 意义 完全 相反 的 元 , 即 不 
是 零 因子 的 非 零 元 , 称 为 正则 元 . 

SEB&JL(zero divisor) “Af”. 

正则 元 (regular element) 见 “ 零 因子 ” 

零 化 子 (annihilator) XE RT E BRL T HERA. 
设 S Em R 的 子 集 ,R P-YAR S 中 每 一 个 元 都 
等 于 零 的 元 素 的 集合 , 称 为 S 的 左 零 化 子 ,通常 记 
JdJLGS) BK ann S,, Bl ann S;— (rE R|rs=0, 对 任意 s 
€ Si. ann S, 是 R 的 一 个 左 理想 .同样 地 ,S 在 R 中 
的 右 零 化 子 r(S) 二 ann $,— (r€ R|sr=0 XEFE sE 
S) fi R WAHM. anns, anns, RA S E RPH 
FET. EE R 的 理想 . 

Zr CBE ALT Cleft (right) annihilator) 
i". 

$ [X (integral domain) 重要 而 广泛 的 环 类 . 
没有 等 因子 的 非 零 环 称 为 整 区 . 环 R 是 整 区 当 和 且 仪 
当 RAO} EL iB X e Sr. 交换 整 区 称 为 整 环 , 它 是 
交换 代数 研究 的 重要 对 象 . 

整 环 (integral ring) “RK”. 

环 的 单位 群 (unit group of a ring) PA ws 
元 构成 的 群 . Y R 有 单位 元 1,a 是 R PAE DOL. A 
存在 R 中 元 6 有 ab= 二 1( 或 ba 二 1), 则 称 5 是 a 的 一 
个 右 逆 元 (或 左 道 元 ). 奉 ab 1— ba , N] b HA a 的 
逆 元 , 记 为 6 二 a . 环 中 有 逆 元 的 元 , 称 为 可 逆 元 ， 
也 称 为 环 R 的 单位 . A R 中 一 切 单 位 的 集合 ,对 R 
的 乘法 构成 一 个 群 , 称 为 R 的 单位 群 , 常 用 U(R) 表 
不 . 

JE Jo (inverse element) 


网 “ 零 


见 “ 环 的 单位 群 ”. 
A] 3 jr (invertible element) 见 “ 环 的 单位 
BE 
单位 Cunit) 见 “ 环 的 单位 群 ” 
除 环 (division ring) Jp PRE aK RE. 接近 于 域 
的 一 类 条 件 很 强 的 环 . 设 R 是 一 个 有 单位 元 的 环 . 


环 论 


重 尺 中 至 少 含有 一 个 非 零 元 , 且 每 个 非 零 元 都 是 可 
3i 76 . WU ER R ON ER YR. 交换 的 除 环 是 域 . 

t% (sfield) BIER H”. 

$l (skew field) EI “KER”. 

(quotient field) 一 类 特殊 日 重 要 的 域 . 
包含 给 定 整 环 的 最 小 域 . 从 整 环 构 作 商 域 的 方法 类 
似 于 由 整数 环 构 作 有 理 数 域 . 设 R 是 整 环 , R= 
R\(0}) FER RR RXR" 中 定义 等 价 关 系 : 

(a,b)~ Cc, d) Cad — bc. 
将 RXR° 中 元 素 按 等 价 关 系 分 类 ,用 a/b HA Ca D) 
所 在 的 等 价 类 . AF ESAS HRM ES HEF 
中 规定 加 法 和 乘法 运算 


a c dd-Fbc ac ac 


b d bd ^ b d bd’ 
则 五 构成 一 个 域 .而 a—aq/q.q€ RE R 到 下 的 一 
^r lel Fg SX A BRT. 因此 ,R 可 视 作 下 的 子 环 . 如 此 所 
构造 的 域 F 称 为 R 的 商 域 ,或 称 为 R 的 分 式 域 . R 
HAE Soc AA FP ay ioc. 商 域 的 重要 性 在 于 常 可 
通过 商 域 f 去 研究 环 R. 

分 式 域 (fractional domain) — B[ ^ fj dex, ". 

嘉 当 - 布 饶 尔 -华罗庚 定理 (Cartan-Brauer-Hua 
theorem) 关于 除 环 的 一 个 著名 定理 . 该 定理 断言 : 
ERR D 在 它 的 所 有 内 上 自 同 构 下 不 变 的 子 除 环 仅 有 
D 本身 和 DD 的 中 心 D. #4 (Cartan, H. ) 于 1947 年 
Fi (n 27 BLE WER LD : © 17 BR ta Ol ; A G8 2K (Brauer, 
R. CD. )) F 1949 年 证 明 此 定理 ;同年 ,华罗庚 独立 
地 给 出 了 另 一 证 明 . 4 D BJ REAEZE2 时 ,这 一 定理 对 
求 导 也 成 立 ， 

X^ AY AE 1E SD (characteristic (number) of a 
rng) 域 特 征 的 推广 . 设 尺 为 任意 环 .使 na =0 
(V a€ ROB IE SE n BRA R GRE CBD 5 IX 
FF RU n ANTETE UPR ROR IE A) DUAE TCP. YR 
的 特征 ( 数 ) 常 记 为 chR. 有 1 整 环 的 特征 ( 数 ) 是 素 
ERF. 

n F # MH (n-torsion free ring) 一 类 特殊 环 . 
指环 的 加 群 (R, 十 ) 不 含 周 期 为 n 的 元 . 即 对 任意 x 
€ R,zi nx—0,TH/H x—0, WI ER R Æ n JG BRE. n 无 
挠 第 是 对 无 单位 元 的 环 而 言 ,因为 ,车 R 有 单位 元 ， 
HR 的 特征 数 为 m, MILERS n RE m 不 能 
整除 n,nzx 二 0 民有 x 二 0. 

环 的 理想 (ideal of ring) 环 论 的 基本 概念 之 
一 . 环 R 的 非 空子 集 1, 寿 (1, 十 ) 是 (R, 十 ) 的 子 可 
群 ,并 且 对 任意 a€71,r€R 恒 有 ra€1I(lar€7), 则 了 
RAR 的 左 理想 ( 右 理 想 ). 环 的 左 理想 与 右 理 想 统 
称 为 单 侧 理想 .大 了 既是 R 的 左 理想 又 是 右 理想 ， 
i I PAW CR) WY BER. 理想 这 一 概念 在 环 论 中 的 
作用 ,类 似 于 不 变 子 群 概念 在 群 论 中 的 作用 . 

单 侧 理 想 (one-sided ideal) UL" Rf) HEAR”. 
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环 与 代 数 


极 大 理想 (maximal ideal) 一 类 特殊 理想 . IX 
4 是 环 尺 的 左 ( 右 理想, 者 4 关 尺 且 尺 中 没有 真正 
包含 a 的 左 ( 右 ) 理 想 , 则 称 4 为 R 的 一 个 极 大 左 
( 右 ) 理 想 . 类 似 地 ,可 定义 极 大 理想 ,任意 有 单位 元 
的 环 一 定 有 极 大 理想 .4 是 R 的 极 大 理想 当 且 仅 当 
R/a 是 单纯 环 . AREA 1 的 交换 环 , 则 4 是 R 的 极 
KEM AMY R/a dé Bi. 极 大 理想 在 局 部 环 的 研 

AKA (A ) HERB (maximal left (right) ideal) 
见 “ 极 大 理想 ”. 

极 小 理想 (minimal ideal) 一 类 特殊 理想 . 与 
极 大 理想 相对 偶 的 概念 . 环 R 的 一 个 左 ( 右 ) 理 想 a， 
大 4 不 真 含 R 的 非 零 左 ( 右 ) 理 想 , 则 称 4 为 R 的 极 
小 左 ( 右 ) 理 想 .类似 地 ,可 定义 极 小 理想 . 极 小 理想 
在 本 原 环 理论 中 有 重要 作用 . 

极 小 左 ( 右 ) 理 想 (minimal left (right) ideal) 
见 “ 极 小 理想 ”. 

子 集 生 成 的 理想 (ideal generated by a subset) 
一 类 具体 的 理想 . 指 由 环 的 一 个 子 集 生 成 的 理想 . 设 
S 是 环 R 的 非 空子 集 ,R 中 含 5 的 一 切 理想 ( 左 、 右 
理想 ){A4。} 的 交 是 R 中 含 5 的 最 小 理想 ( 左 、 右 理 
想 ), 记 为 

(S)=Nh,, ((S),= N Aas (S) = Aar)» 


称 为 由 S 生成 的 理想 ( 左 、 右 理想 ). 4 S= {a)i}, 
(a) = [ax ya + 2 xay; 


cna|xz.yx;,y;€ Ren 为 整数 ); 


(a), = (za + na); 

(a), = {ax + na}, 
KP re Rin 为 整数 .分 别称 为 由 a 生成 的 主 理想 
( 主 左 、 主 右 理想 ). 当 S= lai;as,**,a,) AY, 

G) = |. E (a) a; € S) À 

FREH R 的 每 个 理想 恒 为 主 理想 , 则 称 R 为 主 理想 
环 .例如 ,整数 环 、 域 上 一 元 多 项 式 环 、 欧 氏 环 皆 为 主 
理想 环 . 


主 理 想 (Cprincipal ideal) W “T Æ Æ W kJ E 
TH "m 

主 理想 环 (principal ideal ring) 见 “ 子 集 生 成 
的 理想 ”. 


商 环 (factor ring) 一 类 重要 的 环 . 环 R 的 元 
素 对 给 定理 想 T 定义 一 种 等 价 关 系 ; 元 素 ab 等 价 
当 且 仅 当 4a 一 5E1( 或 a 二 bmod7)), 按 此 等 价 关系 
将 R 中 元 分 为 等 价 类 ,a 所 在 的 类 记 为 &==a 十 1. 车 
R/I={ala€R}, WE: 

atb=atb, a+b=ab, 
则 R/T RY M-TH KA R XT I AAR R 模 
I 的 剩余 类 环 . 例如 ,整数 环 Z Km 的 剩余 类 环 ,就 
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是 Z 关于 理想 Cm) 的 商 环 , 即 Z,,=Z/Cm) =Z/mZ. 
而 a 一 a 十 T= 二 a 是 R—R/I 的 自然 同 态 . 

剩余 类 环 (residue class ring)” 见 “ 商 环 ”. 

oe SE FEAR (nilpotent ideal) 一 类 特殊 理想 . 任 
E ”个 元 素 的 乘积 恒 为 零 的 理想 . 环 ( 代 数 )R HE 
AAT GA EER n 使 得 7" 二 0, 即 了 中 任意 个 元 素 
Fe RAS MURR IARE GRAB. Aon FEE TI" =0 
Ka iESEA in KAT MRS TERM. ARRAS 
AEE AR EROS EAE YR RED. 

ER CA) (nilpotent ring (algebra)) W 
“Fe > FEHB”. | 

A E jg H (nilpotent index) Ji“ HAHA”. 

ig SEM Cil ideal) 亦 称 证 零 子 环 . ERF 
想 更 广 的 一 类 理想 . 它 是 描述 克 德 (Kothe,C. ) 根 的 
基础 . 环 R 中 元 a ÉD ESR n fi a" —0, Ka 为 
WEIL. a” 二 0 的 最 小 正 整 数 称 为 a HRS 
数 . 零 元 的 窜 零 指数 为 1. E 4 是 环 R 的 理想 (或 子 
环 ) A PEs ARS 7c WW AAR HSH 
E. R PRP ERS ICM R 称 为 证 零 环 , WH 
杰 于 1955 年 证 明 : 左 、 右 零 化 子 各 满足 极 大 条 件 的 
H WETE EER. VEF PROPRE (Levitz- 
ki, N. ) 7K B) S (Herstein, I. N. ) 也 相继 证 明 这 一 
结论 ， 

ig EF Cail subring) BPE RHE”. 

REJ (nilpotent element) — J^ 1g 2E FB AB". 

素 理 想 (prime ideal) 一 类 特殊 理想 . CEB 
数 环 中 素数 生成 理想 的 推广 . 设 P 是 环 R 的 理想 ， 
对 R 中 任意 理想 A,B, Æ ABCP WA ACP XB 
和 CP, 则 称 P 为 R 的 素 理想 . 它 等 价 于 对 VY n yE 
R, Æ cRySP 则 xEP 或 yEP. 当 R 是 交换 环 时 ， 
P 是 R 的 素 理 想 当 且 仪 当 对 R PEALK a,b, É 
abEP, 则 aEP 或 6E PP. 率 理想 在 交换 环 的 理想 理 
论 中 有 重要 作用 . BM (ERM Ra, bER, HabEP 
得 出 aE€P 或 5EP, 则 称 P 为 R 的 完全 素 理 想 . 因 
此 ,对 交换 环 来 说 , 素 与 完全 素 概 念 是 一 致 的 . 

完全 素 理 想 completely prime ideal) 
理想 ”. 

素 环 (prime ring) 一 类 重要 的 环 . EXP R 的 
零 理 想 是 素 理想 , 则 称 R 为 素 环 . WR 是 素 环 当量 
仅 当 下 列 等 价 条 件 之 一 成 立 : 

LBA B E REBĦA, A AB — (0), RJ A= 
(0) B= (0). | 

2. 尺 中 任意 非 零 左 ( 右 ) 理 想 的 左 ( 右 ) 零 化 子 为 

3. 对 任意 z€ RE RIR==(0), 则 z—0. 

例如 , 整 环 \ 单 环 、 本 原 环 都 是 素 环 . 素 环 与 素 理 
想 有 如 下 关系 :P 是 R 的 素 理 想 当 和 日 仪 当 R/P ER 
KH. 


LR 


mM AJF (rank ofa ring) 3 AB I fX ESI P BJ 
扩展 . 设 Spec GO (XI. R 的 一 切 素 理想 的 集合 . 任 
意 PESpec(R),P 的 秩 是 指 在 素 谱 Spec (RO H gi 

站 和 
的 最 大 正 整 数 m IDA rank CP) — m. MAR 的 秩 定 
义 为 

rank CR) 2 max (rankCP) | P € SpecCR)). 

F£ m (idempotent element) 环 中 的 一 类 特 
殊 元 . 环 或 代数 A 中 非 零 元 ec eh =e, ER e NR 
等 元 ， PT E SEL €i sez F eye: — ese1 — 0 , Ill €1 9€2 BK 
KEZ. E AARTI e N A 有 皮尔 斯 分 解 : 

A=R,+eA(A=L,+ Ae) 
称 为 A KT SEIL € 的 左 ( 右 ) 皮 尔 斯 分 解 , 其 中 , 

R.— la—eala€ AY (GL. la—ae|a€ A}) 

E e 的 右 ( 左 ) 零 化 子 . RSI AN BWIA, 

LAA 中 没有 与 e EAH eI. MK e 为 主 
Fe ETC TERS A RER ADA OE ES TC. 

2. Æ e AN AE Fe RP IE 20 Fe SE 7c ZA, MY BK e 
Ay AS Sih FG C. FEE TCT HT FE M SE Y 55 A BR ZEE 1K g 
的 结构 起 重要 作用 . 例如 , 夺 4 是 有 限 维 单 代 数 , 则 
eAe FEF] BRINK 4 A 4 eet e 是 本 原 的 . 

E% A$ 7 (orthogonal idempotent elements) 
W FES IC”. 

cS JL (principal idempotent element) Ji, 
“ETE” 

Je R$ (primitive idempotent element) 
M RẸ”. 

Ih AIR (blocks of a ring) 一 种 特殊 理想 .由 
Xf 的 本 原 寡 等 元 所 决定 的 理想 . 设 E = le ?EC29 9 
e,} 是 有 单位 元 1 的 环 R BIE SCA Jg SG ES. H 1 
=e tet te, 在 五 中 定义 关系 "一 ”:e 一 6j 3A 
仅 当 存在 1 委 & 委 2 1 eReleRe;0. HK 
系 一 可 得 出 对 玖 的 等 价 关 系 “”:eis*ej SAMS 


存在 15h sa HE eme e eoe HEE 
HC FR ah AEE LE, Be Ee 
uU; = > er 
ej € E, 


则 1，K29” "Ur 是 两 两 正 交 的 响 等 元 ,其 和 为 l. 这 
Bu; PRAM R WIRES IC FALE ui Ru; PKA R 的 
块 , 它 是 不 可 分 解 环 . 于 是 


R= oi Ru ; 
i=] 


BU R 分 解 为 不 可 分 解 环 的 直 和 . 这 种 块 分 解 与 的 
FS ILS E 的 选择 无 关 , 由 R 惟一 决定 . 
Khe Sz (block idempotents) W I HHR”. 
环 的 同 态 (homomorphism of rings) 两 个 环 
之 间 的 一 种 映射 . 设 pÆ R Bl R' 的 一 个 映射 , 若 
它 保持 环 的 加 法 和 乘法 运算 , 即 对 任意 a0 € RA 


环 论 


PC 十 0) 一 PC) 十 PCO) Plab)=GlarGb), 
则 称 o RS R' 的 同 态 .在 9g 下 R 在 R' 中 的 像 集 
记 为 Im9, 称 为 8 的 同 态 像 .R 中 一 切 在 2 下 的 像 等 
于 零 的 元 素 的 集合 , 记 为 kerg- (iz€ Rig) —0), 
称 为 8 的 同 态 核 . Img R , BIX R PERT a fB 
FE RPT a BERE Ga) =a! UR e 2g R Bl R BS 
同 态 , 或 称 为 R 到 R' 上 的 同 态 ,简称 R 同 态 于 R'， 
WA RoR. R pÆ RR HAS. AR 中 不 同 元 
RE 2 下 的 像 也 不 同 , 则 称 o AIS. o 为 单 同 态 
4 AMS ker g=0. 4 R'—R BE OHARA B [e] ds. 

X^ B [8] A f$ Chomomorphic image of a ring) 
见 “ 环 的 同 态 ”. 

环 的 同 态 核 (homomorphic kernel of a ring) 
见 “ 环 的 同 态 ”. 


环 的 单 同 态 (monomorphism of rings) 见 “ 环 
WES”. 

环 的 满 同 态 (epimorphism of rings) 见 “ 环 的 
AAS”. 

ih AY BIZ (endomorphism of ring) W“ W 
HS”. 

EB AY [a] #4) (isomorphism of rings) 一 类 特殊 的 


AHS. 即 既 单 且 满 的 环 同 态 . 设 R,R' 是 两 个 环 ,p 是 
R 到 R' 的 满 同 态 且 是 单 同 态 , 称 98 为 R 到 R' 上 的 同 
H. AP R 与 R' 同 构 , 记 为 R 袜 R'. 当 R'==R 时 , 称 
OW R WARM. # AutR 是 环 R 的 一 切 自 同 构 的 

合 , 则 Aut R 关于 映射 的 乘法 构成 一 个 群 , 称 为 环 
R 的 自 同 构 群 . 若 8 是 加 和 群 (R, 十 ) 到 (R' ,十 ) 的 同 
t Hab) = gb) gla) ,对 任意 a bER, WEK GAR 
到 R' 上 的 反 ( 道 ) 同 构 . R 5 R ERHI R5 R 
的 反 环 同 构 . 

环 的 自 同 构 (automorphism of a ring) 
的 同 构 ” 

X AY E OF ) f4 Canti (inverse )-isomorphism 
of rings) 见 “ 环 的 同 构 ” 

MA A Eg (automorphism group of a ring) 
见 “ 环 的 同 构 ” 

环 的 同 态 基 本 定理 (fundamental theorem of 
homomorphism of rings) 环 论 的 基本 定理 之 一 . 
E 8p 是 环 R 到 R' 的 满 同 态 , 则 9 的 核 kerp 是 R 的 
理想 ,并 且 RRL ker e 的 商 环 与 R' [RÀ  BÜR/kero 
衬 R'. 这 一 定理 在 某 些 文献 中 也 称 为 第 一 同 构 定 理 . 
许多 代数 系 都 有 相应 的 定理 . 

第 一 同 构 定 理 (first isomorphism theorem) 
见 “ 环 的 同 态 基本 定理 ”. 

环 的 同 构 定理 (isomorphism theorem for 
rings) 环 论 的 重要 定理 .许多 代数 系 都 有 相应 的 
EM. Æ OR 是 环 ,S 是 R 的 子 环 ,T 是 R 的 理想 , 则 了 7 
E SH 的 理想 , 且 在 映射 s 十 Is 十 (SN 门 1)( 任 sE€ 
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见 “ 环 


环 与 代 OS 


S) F88 STI/IZS/SUM. 

dr OF FH AA characteristic ideal) 与 特征 子 群 相 
类 似 的 概念 . 设 了 是 环 RY AT R 的 任何 自 
AA e. HA DETE, We ICON R BRER. WE R 
是 有 单位 元 的 交换 环 ,T 是 R 代数 4 BRR XT A 
的 一 切 代 数 自 同 态 o. EA gp(7)S7T, 则 称 了 为 代数 
A 的 特征 理想 . 

环 的 半 同 态 (semi-homomorphism of rings) 
较 同 态 为 弱 的 映射 . 设 R 与 R' 是 任意 结合 环 ,p 是 R 
到 R BRI, E 适合: 

glatb)=gla) to), 

ola) =la)’, 

€CGba) —9(a)g(b)gCa) , 
WE o RS R' 的 半 同 态 . 4 9XiRS RU BB. 
单 映射 时 , 称 eA R 到 R' 上 的 半 同 构 或 称 R 与 R 
3E fa] 43. 关于 半 同 态 ( 半 同 构 ) 在 什么 条 件 下 是 同 态 
〈 同 构 ) 的 问题 ,中 国 数学 家 华罗庚 于 1949 年 得 出 : 
当 环 R' 无 零 因子 时 , 半 同 态 ( 半 同 构 ) 必 为 同 态 ( 同 
构 ) 或 反 同 态 ( 反 同 构 ). 

环 的 半 同 构 (semi-isomorphism of rings) JW 
“ 环 的 半 同 态 ”. 

FRAY Xt Â Cinvolution of a ring) 环 的 一 个 特 
殊 的 反 自 同 构 . 设 x 是 环 R 自身 的 一 个 映射 , 寿 对 
任意 a,b5ER, 映 射 x 都 满足 : 

(a* )* =a; 

(a+b)* =a* +b"; 

(ab)' —b'a', 
则 x 称 为 R 的 对 合 . 有 对 合 的 环 具 有 一 些 特殊 的 性 
E. PM. SRA BHA R ERARA, 
WR 同 构 于 除 环 D 上 全 矩阵 环 D, OTK ARR 
5 ); 或 者 对 每 一 个 自然 数 n ETE R 的 子 环 , 记 为 
Rn), A RnD, X ROGD0ZEDs. 对 合 对 人 研究 结合 
环 上 李 结 构 与 在 尔 当 结 构 有 重要 意义 .任何 群 环 
RLGj 都 是 有 对 合 的 环 . SSC EA 

人 az) = ae (a, € R,x EG), 

则 x 就 是 RLGj 的 一 个 对 合 . 

全 直 和 (full direct sum) 代数 系 的 一 种 广义 
(无 限 ) 分 解 形 式 . 设 OQ 是 指标 集 , (Rala EN) EAR 
IK. 设 TR. 是 对 每 个 a€ 82 取 值 于 R 的 一 切 QE 
的 函数 的 集合 , 即 

[|R = (2 一 URAa € Ra € 0). 
r «En 
对 TER, 中 任意 元 素 /,g 规定 加 法 与 乘法 ， 
(f+g)(a)=f (a)+g (0); 
(fg)(a)=f la)» gla) WEN) 
(这 相当 于 卡 氏 集中 的 元 素 按 坐标 运算 ),1|1R。 关 于 
上 述 运 算 做 成 环 , 称 为 R.(a€ 0Q) 的 全 直 和 ,也 称 直 
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则 R. 是 1[R, 的 理想 , 且 在 映射 fof (a) (V f€ RO 
F RSR.. Ë R 是 结合 代数 , 则 [IR 也 为 结合 代 
数 , 称 为 代数 RCECONE AA. 

直 积 (direct product) ” 即 “ 全 直 和 ”. 

直 和 (direct sum) 环 的 直 积 的 对 偶 概 念 . 设 2 
是 指标 集 , (Relec N) 是 环 族 . 行 尺 为 对 任意 <cED 
取 值 于 Re 而 仅 有 限 个 f(a) 40H 2 ERAR SAS 
th HR = (F: UR.SC) € Ra € O BAUR 
限 个 (a) AO}, WR ETIR, WF AHR. [ae 
2} 的 外 直 和 , 记 为 

R= ÐR.» 

SORAK S 的 a 分 量 .车 R。 = {f € RIf(B8) —0, 
V B 25 oj, fra KHAK 

f(a)=as.€ Ra, f (8)=0, 
则 RoR. RS 为 R WER, H 

Re Rs RN ,Reed (VE 
a€E DN B 


a 
gen 


RRA ENER R IS BENE A 
R= NA.RH A.f1 >,4 = (0) (V a € (D, 
a€ Q BHa 


pHa, V BEN, 


BEN 
则 称 RE{A (eC DHARM. ESRF R 中 任 一 
元 工 可 惟一 表示 为 有 限 个 A. 中 元 的 和 . A A. 表示 
R 到 A. 的 射影 , 即 A, = (f :a 一 UU A| J Ca) =a, € 
Ao S B) =0V PA}, MA. EMA AHA, FH 
R= ÐA, 

R 也 为 A 的 外 直 和 . 因此 ,内 、 外 直 和 是 互相 转化 
的 ,而 统称 直 和 . 当 人 2 是 有 限 集 时 , 直 积 与 直 和 一 
致 .关于 结合 代数 ( 李 代 数 ) 的 直 和 概念 与 环 的 直 和 
概念 是 完全 类 似 的 . 

外 直 和 (external direct sum) 见 “ 直 和 ”. 

内 直 和 (inner direct sum) 见 “ 直 和 ”. 

亚 直 和 (subdirect sum) 亦 称 亚 直 积 .全 直 和 
的 一 类 特殊 子 环 . {Ra EN ERR 是 全 直 和 
TLR. WFH p E [RB R. 的 投射 .车 对 每 个 4€ 
N, ÆR EA PR HH ale ER 到 R 的 满 同 态 ( 即 
QR) 二 R,), 则 称 R 是 {Rla€EQ) 的 亚 直 和 , 记 为 R 
二 ,DR A.—kerq |a. Jl] R&R/A A 

ae 

Ah. Æ (Alec OQ} R 的 理想 族 , 则 R E CR/ A. |a 
EO HH BRIM BL N A=0. 

WBA (subdirect product) BPE ÉM”. 

We Á BE £3 3S (subdirectly irreducible ring) 一 
类 特殊 环 . 即 在 亚 直 分 解 观 点 下 的 既 约 环 . A R 
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有 极 小 非 零 理 想 了 , 它 含 于 民 的 任意 非 零 理想 中 , 则 
称 R 是 亚 直 既 约 环 ,T 称 为 环 R 的 心 . 从 亚 直 分 解 
观点 , 环 R ELERA AMS R 的 一 切 非 零 理 
想 的 交 非 零 ( 即 环 R 有 心 ). FE RH SAW BREA 
环 . 亚 直 既 约 的 右 本 原 环 是 左 本 原 环 . (BRK 
(Birkhoff,G. ) 证 明 : 任 何 环 都 是 亚 直 既 约 环 的 亚 直 
All. 

环 的 心 (heart of a ring) UWL“ PARA”. 

中 心 化 扩张 (centralizing extension) 环 扩 张 
的 一 种 类 型 . VE R 是 环 S 的 子 环 , 它 们 有 相同 的 单 
位 元 . BE RES 的 中 心 化 子 Cs (R) 的 子 集 T， 
使 得 S$ 二 RT= (Zarr ARA lao ET, r ER), WER 
S 是 R 的 中 心 化 扩张 . 4 T BARRA. S AR 
的 Lib F sk. Zr S Æ R W Lib 扩张,R,S 中 有 一 个 
是 下 列 环 类 之 一 , 则 男 一 个 也 是 阿 廷 环 、 诸 特 环 、 雅 


各 布 森 环 、 希 尔 伯 特 环 . 
Lib 扩张 (liberal extension) V, * rp» 4E d 
jk". 


环 的 正规 扩张 (normal extension of a ring) 
应 用 较 广 的 有 限 扩 张 . 设 R 是 环 S 的 子 环 ,它们 有 
相同 的 单位 元 1] ,者 存在 $ 中 元 41sd25***,a,(a1— 1) 
使 得 


oc S Ra, 


H Ra;—-a;R G=1,2,°.n) MER S A R 的 正规 扩 
ck. PW. AH BRC 的 正规 子 群 , 且 [G : H]< 
co, MFI RLGj 是 RLHj] 的 正规 扩张 . 正规 扩张 S 
SEW R 有 许多 相关 性 质 , 例 如 ,S 是 诺 特 环 ( 阿 廷 
环 ) 当 且 仅 当 R 也 是 ,并 且 关 于 雅 各 布 森 根 与 贝尔 
根 有 如 下 关系 :J(R)= 二 RN 站 TCS);B(R)=RNMBCS). 

雅 各 布 森 环 (Jacobson ring) 一 类 特殊 环 . 它 
是 希 尔 伯 特 环 的 拓 广 . 若 环 R 的 每 个 素 理 想 都 是 R 
的 若干 个 本 原理 想 的 交 , 则 称 R 为 雅 各 布 森 环 . 它 
SEAT OR 的 每 一 个 真 同 态 像 的 贝尔 根 与 雅 各 布 森 
根 一 致 ; 或 R 的 每 一 个 素 同 态 像 是 雅 各 布 森 半 单 . 
雅 各 布 森 环 的 多 项 式 扩 张 .正规 扩张 也 是 雅 各 布 森 
环 . EI R 是 交换 的 , 则 此 雅 各 布 森 环 称 为 布尔 介 
特 环 . 它 源 于 希 尔 伯 特 零点 定理 的 原始 陈述 . 

希 尔 伯 特 环 (Hilbert ring) 见 “ 雅 各 布 森 环 ”. 

布朗 - 麦 柯 环 (Brown-McCoy ring) 简称 BM 
环 . 与 雅 各 布 森 环 相 类 似 的 环 类 . 一 个 环 R 称 为 布 
朗 - 麦 柯 环 ,是 指 R 的 每 一 个 同 态 像 的 贝尔 根 等 于 布 
朗 - 麦 柯 根 . CSF OR 的 素 理 想 是 若干 个 极 大 理想 
的 交 ; 也 等 价 于 OR 的 每 个 素 间 态 像 是 布朗 - 麦 柯 半 单 
环 . BM 环 的 多 项 式 扩张 .正规 扩张 仍 是 BM 环 . 当 
R 是 交换 环 时 ,BM 环 就 是 希 尔 伯 特 环 . 

BU (simple ring) 与 群 论 中 单 群 类 相对 应 的 

基本 环 类 .一 个 环 ( 代 数 )R, 奉 只 有 平凡 理想 ( 即 除 


环 论 


R 和 和 零 理 想 外 不 含 其 他 理想 ), 则 称 R 为 弱 单 环 或 
单纯 环 ( 弱 单 代数 ). 弱 单 环 ( 弱 单 代数 ) 可 分 两 类 ;一 
类 是 R* 隆 0, 此 类 环 ( 代 数 ) 称 为 单 环 ( 单 代数 ), 它 的 
4E AER 22,55 — 38 j& R^ —0. R RAER, CH 
REE R 本 和 喘 . 域 f 上 的 全 和 矩阵 环 是 单 环 ,也 是 
F 上 的 单 代数 .F 上 有 限 维 单 代 数 必 含 单位 元 ， 

弱 单 环 (weak simple ring) W XH”. 

单纯 环 (simplicial ring) J“ BHR”. 

# FEW (zero multiplication ring) JL“ RHR”. 

MRE (simple algebra) J“ 8& ”. 

弱 单 代数 (weak simple algebra) J“ HAH”. 

X^ AY BE $i 3 fF (descending chain condition for 
rings) ”刻画 环 的 一 种 有 限 条 件 . 环 R 中 给 定 适合 
某 种 条 件 6 的 子 环 , 简 称 6 子 环 ( 常 指 左 (或 右 ) 理 
想 、 理 想 . 零 化 子 单 侧 理想 ). AHR 对 6 子 环 的 任 
一 降 链 

Ay A; 9. DA, —9 vs 
都 存在 自然 数 N 使 Av=Angi = mW RO 
子 环 的 任 一 降 链 序列 都 终止 于 有 限 项 , 则 称 环 R 对 
6 子 环 满足 降 链 条 件 . 它 等 价 于 环 R 对 6 子 环 的 极 
小 条 件 : 环 R 中 6 子 环 的 任意 非 空 集合 @, 必 有 极 小 
元 , 即 存在 6 子 环 4EG6,4 除 本 身 外 不 含 @ 中 任 一 
ô T. 

Y^ By $R 7] $ fF (minimum condition for rings) 
见 “ 环 的 降 链 条 件 ”. 

A (A) BAYER Clift (right) Artinian ring) — 
类 具有 降 链 条 件 的 环 . E EME Artin, E. ) 引 入 的 . 
对 左 ( 右 ) 理 想 满足 降 链 条 件 ( 或 说 对 左 ( 右 ) 理 想 满 
足 极 小 条 件 ) 的 环 称 为 左 ( 右 ) 阿 廷 环 . 左 阿 廷 环 未 必 
是 右 阿 廷 环 . 阿 廷 环 R 的 一 切 客 零 ( 单 侧 和 双 侧 ) 理 
想 的 和 , 记 为 入 , 称 为 R SIR. N 是 R AKG 
FHE, H R/N AN EAE BY ES SR f] SAB. 但 对 一 
般 环 (或 代数 ) 不 成 立 . HE AR tT BUG ep. EU 
限 维 代数 ,可 同样 定义 老 零 根 . 阿 廷 对 类 域 论 .实数 
域 理 论 、 代 数 数论 及 拓扑 学 的 辫子 理论 都 有 重要 贡 
献 . 他 于 1927 年 创立 的 阿 廷 环 理论 推动 了 抽象 代数 
学 的 发 展 . 

Bay $= DR AY Fe S FR Cnilpotent radical of Artinian 
ring) 见 “ 左 ( 右 ) 阿 廷 环 ” 

阿 廷 环 的 古典 根 (classic radical of Artinian 
rng) 见 “ 左 ( 右 ) 阿 廷 环 ” 

半 单 阿 廷 环 (semisimple Artinian ring) 一 种 
特殊 的 阿 廷 环 . BD AERE H3 A 2E AY Bn] SE X0. 38 R 是 半 
单 阿 廷 环 当 且 仅 当 左 ( 右 ) 正 则 模 是 半 单 模 . 常 简称 
半 单 环 . 著名 的 韦 德 伯 恩 - 阿 廷 定理 给 出 :R 是 半 单 
环 的 充分 必要 条 件 是 R 为 有 限 个 单 阿 廷 环 的 直 和 ， 
看 不 计 顺 序 则 是 惟一 的 .并 且 , 单 阿 廷 环 同 构 于 一 个 
RI D 上 有 限 维 向 量 空间 的 线性 变换 环 . 换言之 ， 
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单 阿 廷 环 同 构 于 某 除 环 D 上 全 和 矩阵 环 D, HP n E 
单 阿 廷 环 表 为 极 小 左 理想 的 直 和 的 长 度 . 这 一 定理 
是 对 有 限 维 半 单 代数 结构 定理 的 完美 推广 . 

Æ ATR (semisimple ring) ” 见 “ 半 单 阿 廷 环 ”. 

半 极 小 条 件 (semi-minimun condition) 极 小 
RHE. AM R 的 任意 真 同 态 像 ( 即 同 态 核 不 
为 零 ) 对 6 子 环 ( 即 具有 某 种 性 质 的 子 环 ) 满 足 极 小 
RIF MER R 对 6 子 环 有 半 极 小 条 件 . 例如 ,整数 
环 .整数 环 上 和 矩阵 环 、 多 项 式 环 、 一 元 多 项 式 环 上 的 
矩阵 环 对 左 理想 都 适合 半 极 小 条 件 而 不 适合 极 小 条 
件 . B.E. (Cohen, I. S. ) 于 1950 年 对 交换 环 引 入 有 
限制 的 极 小 条 件 , 即 半 极 小 条 件 . 谢 邦 杰 于 1963 年 
对 一 般 环 引 入 半 极 小 条 件 , 并 刻画 了 理想 ( 左 理想 ) 
满足 半 极 小 条 件 的 半 本 原 环 、 半 素 环 与 证 零 半 单 纯 
环 , 推 广 了 韦 德 伯 恩 - 阿 廷 定理 . 

核 环 (kernel ring) 一 类 特殊 环 . 谢 邦 杰 研究 
理想 适合 半 极 小 条 件 的 环 时 ,作为 一 个 重要 工具 于 
1963 年 提出 的 环 类 . 设 REA: 

1. R 含 非 零 本 原理 想 且 其 全 部 非 零 本 原理 想 之 
交 K 非 零 ; 

2. R 为 不 含 非 零 本 原理 想 的 本 原 环 ; 

WA R 为 有 本 原核 的 环 . 34 R 满足 条 件 1 时 , 称 R 
AR IE KIM R 满足 条 件 2 时 , 称 R 有 本 原核 R， 
并 称 R 为 本 原核 环 . 类 似 地 ,可 定义 质 核 . 克 德 质 
核 、 质 核 环 与 克 德 质 核 环 . 除了 用 以 刻画 理想 满足 半 
极 小 条 件 的 环 , 有 核 环 本 身 也 有 许多 有 趣 的 性 质 . 

环 的 升 链 条 件 (ascending chain condition for 
rings) 与 降 链条 件 相 平行 的 有 限 条 件 . AHH R 中 
任意 6 于 环 ( 具 有 茶 性 质 的 子 环 ,如 左 ( 右 ) 理 想 、 理 
想 、 零 化 子 理想 ) 的 升 链 

RO ELA Coe RI C.M 
都 终止 于 有 限 项 , 即 存在 正 整数 N, 使 得 对 任意 自 
SR 1, AR 

Ry=Ry y= = Ryu, 
则 称 R 对 6 子 环 适合 升 链条 件 . 它 等 价 于 环 R 对 任 
意 非 空 6 子 环 的 集合 CARAT MEE O FHT 
CO, IHES O FR XED, MA TEX) MAE 
HH R 对 6 子 环 满足 极 大 条 件 . 环 R 对 ( 左 ) 理 想 满 
足 极 大 条 件 当 且 仅 当 尺 的 每 一 ( 左 ) 理 想 是 有 限 生 
成 . 

环 的 极 大 条 件 (maximum condition for rings) 
刻画 环 的 一 种 有 限 条 件 ( 参 见 “ 环 的 升 链条 件 ”). 许 
KEF 1977 年 给 出 极 大 条 件 等 于 极 小 条 件 的 充分 
必要 条 件 . 设 R 是 结合 环 ,N 是 谐 零 根 , 则 4 的 左 理 
想 极 小 条 件 等 价 于 左 理想 极 大 条 件 加 上 N 是 有 限 
多 个 极 大 左 理想 之 交 , 当 且 仅 当 存 在 正 整 数 记 ,使 
kEN'CRN'.,RH'BgN'-lka|la€ N')41.2.*.m, 
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m m iie N”=0. 

A (A) iS M (left (right) Noetherian ring) 
与 阿 廷 环 相 对 偶 的 具有 有 限 条 件 的 重要 环 类 . BH 
R 对 左 理想 满足 极 大 条 件 ( 等 价 地 ,R 对 左 理想 有 升 
链条 件 ), 则 称 R 为 左 诺 特 环 . 同样 可 定义 右 诺 特 
Y. HM & (Hopkins , C. 2 , Jk X HK Æ (Levitzki, J. ) 
T 1939 年 各 自 独立 证 明了 有 单位 元 的 左 ( 右 ) 阿 廷 
环 是 左 ( 右 ) 诺 特 环 . 更 精确 刻画 它 与 阿 廷 环 的 关系 
是 许 永 华 - 富 永定 理 : 一 个 阿 廷 环 R RY HA 
当 分 式 模 J GO / RJ GO REB ER BJ GO RE R 的 雅 各 
dp gx. 

阿 廷 -里 斯 性 质 (Artin-Rees property) 对 诺 特 
环 的 一 种 刻画 . 指 诺 特 环 的 某 些 理想 所 具有 的 特殊 
TER. 诺 特 环 R KREE I ANEDE RER R 模 和 
适合 

MI’ (\U=CMI"(\U)"”, 

则 称 了 有 ( 强 ) 阿 廷 -里 斯 性 质 ,简称 AR 性 质 . 4 n= 
m--1.8 MI'(1U-UI WRI 55 AR 性 质 . 阿 廷 - 
里 斯 引 理 证 明 : 诺 特 环 的 任意 有 限 个 中 心 元 素 生 成 
的 理想 有 AR 性 质 (1956 年 ). 从 而 交换 诺 特 环 有 
AR EE. 诺 特 环 的 多 中 心理 想 有 弱 AR TERR. 

强 AR 性 质 (strong Artin-Rees-property) JL 
“ 阿 廷 -里 斯 性 质 ”. 

88 AR 性 质 (weak Artin-Rees property) Wl 
“ 阿 廷 -里 斯 性 质 ”. 

科恩 环 (Cohen ring) 以 科恩 (CCohen) 命 名 的 
特殊 环 . 车 对 环 R 的 每 一 个 素 理 想 P,R/P 都 是 半 
单 环 ,或 者 说 ,R/P 是 右 阿 廷 环 , 则 R 称 为 科恩 环 . 

半 极 大 条 件 (Semi-maximum condition)” 较 极 
大 条 件 为 弱 的 有 限 条 件 . AH R 的 任意 真 同 态 像 对 
ô 子 环 ( 即 满足 给 定 条 件 的 子 环 ) 适 合 极 大 条 件 , 则 
WR R 对 6 子 环 有 半 极 大 条 件 . ERU RH ERR E 
适合 左 理想 半 极 大 条 件 及 右 理想 的 半 极 大 条 件 . 但 
tH R 的 理想 而 言 , 半 极 大 条 件 与 极 大 条 件 是 一 回 
5. 

Zr 4 (left denominator set) 环 的 一 种 特 
殊 的 乘法 闭 子 集 . 设 S 是 环 RARER FR. AS 
i AEH ;ES,aER, 则 存在 :ES,5E R 使 得 bs 
—ta,Bl Rs 门 Sa 关 名 ; 若 as= 二 0 对 某 sES 恒 有 ta==0 
对 某 上 ES, 则 称 S 是 左 分 母 集 . 类 似 地 ,可 定义 右 分 
母 集 . ATE E KL RXS 中 规定 关系 : (a,s)~ (6,0) 
当 且 仅 当 存在 c,d 使 得 ca — db ,cs 二 di, 则 此 等 价 关 
系 将 RXS 中 元 分 为 等 价 类 . A a/s 表示 (a,s) 所 在 
的 等 价 类 , 则 ST!'R= {a/s|aE€ER,sE5S}) 对 等 价 类 的 
加 法 和 乘法 : 

4 sb 


i he e 


(ts =s, s €) 
m 1 s 1 stissi E , 


a,b 
s t PE (aat; € S,a, —R), 
l 


构成 一 个 环 , 称 为 R 的 左 分 式 环 , 也 称 左 商 环 . 同样 
可 构造 右 分 式 环 RS RSR AY BRA AWK 
ker A= {aE€ER| 存 在 :ES F ta—0). 

右 分 母 集 (right denominator set)” 见 “ 左 分 母 
集 ”. 

左 ( 右 ) 分 式 环 (left (right) fractional ring) 
见 “ 左 分 母 集 ”. 

左 ( 右 ) 商 环 (left (right) quotient ring) W 
“ 左 分 母 集 ”. 

左 ( 右 ) 全 分 式 环 (total left (right) ring of frac- 
tions) 整 环 的 分 式 域 概念 的 推广 . 设 S 是 环 R 的 
一 切 正 则 元 的 集合 ,Q 是 R R99 HE SR roo. Aw 
ESHE -TER FADN: REI 2x TE n] X 
示 为 + 二 a '6,65ER,a€5, 则 称 Q 为 R 的 左 全 分 式 
H, RKR 的 左 次 环 .此 时 5 AENG, HRS 
S "R. 同 理 可 定义 右 全 分 式 环 \ 右 次 环 . KARAS 
分 式 环 当 且 仅 当 尺 是 左 奥 尔 环 . 此 时 R—S RR 
自然 同 态 4 的 核 为 零 ,从 而 RIBERA Q=S'R 
中 . 

左 ( 右 ) 次 环 (left (right) order ring) 
METAM”. 

奥 尔 环 (Ore ring) 一 类 特殊 环 . 它 是 可 构造 
分 式 环 的 非 交 换 环 .一 个 环 R 称 为 满足 左 奥 尔 条 
件 , 是 指 对 环 R 中 任意 元 素 ab HFb 是 正则 元 ， 
一 定 存 在 R 中 元 c,d,4d 是 正则 元 ,使 得 da — co. Bp 
存在 R 的 正则 元 的 集合 ,使 得 Saf) ROA OS MIL. 
这 是 奥 尔 (Ore,O. ) 于 1931 年 提出 的 . 同样 可 定义 
右 奥 尔 条 件 . 左 \ 右 奥 尔 条 件 统称 为 奥 尔 条 件 . RE 
则 元 的 环 R, 若 满足 左 ( 右 ) 奥 尔 条 件 , 则 称 为 左 ( 右 》 
奥 尔 环 , 统 称 奥 尔 环 . 左 ( 右 ) 奥 尔 环 必 有 左 ( 右 ) 分 式 
M. 

Baer #44 (Ore condition) D," PR ZR AA". 

哥 尔 迪 环 (Goldie ring) RBRHA ET WH 
X. RR 的 左 理想 集合 {4;1i€E7), 奉 其 中 每 个 A 都 
是 非 零 的 , 且 


见 Fe 


2,4 -QA 


为 左 RR 模 的 直 和 , 则 称 左 理想 集 {4;|i€E7T}) 是 无 关 
HJ. X 3^ R 的 左 理 想 组 成 的 任意 无 关 集 都 是 有 限 
EJ. H. R 对 左 零 化 子 有 极 大 条 件 , 则 称 RAZ BER 
迪 环 . 同样 可 定义 右 哥 尔 迪 环 . 左 诺 特 环 是 左 哥 尔 迪 
环 . 左 、\ 右 哥 尔 迪 环 统称 哥 尔 迪 环 . 

哥 尔 迪 定 理 (Goldie theorem) 非 交 换 环 论 中 
的 重要 定理 . 关于 素 、. 半 素 哥 尔 迪 环 的 结构 定理 . 尺 
是 哥 尔 迪 半 素 ( 或 素 ) 环 的 充分 必要 条 件 为 尺 是 半 
单 ( 或 单 ) 阿 廷 环 Q 的 左 次 环 . 哥 尔 迪 定 理 在 诺 特 环 


环 论 


中 的 作用 类 似 于 阿 廷 环 中 的 韦 德 伯 恩 - 阿 廷 定理 . 这 
是 继 韦 德 伯 恩 (Wedderburn, J. H. M.), fay ££ 
(Artin, E. ) fE & fp Æ (Jacobson, N. ) BJ 9f 3B iC f 
又 一 类 重要 结构 定理 . 

9332 Zr CE FB (dense left (right) ideal) p 
的 一 类 特殊 的 左 ( 右 ) 理 想 . 它 可 用 于 构 作 极 大 商 环 . 
环 R 的 左 理想 DD, 若 对 任 一 a€ER, 左 理想 (D : a)= 
{rE R|ra€ DD} 的 右 零 化 于 0Q2(D : aD SEE E, WIR D 
A R 的 稠密 左 理 想 . 类 似 地 可 定义 稠密 右 理 想 .两 
个 稠密 左 理 想 的 交 是 稠密 的 , 环 R 中 含 稠密 左 理 想 
的 任 一 左 理想 也 是 稠密 的 , p D,D E R 的 稠密 左 
SHAR o: D> D' E RRAS, U D WERE o 'D' 也 
是 稠密 的 . Em R 有 单位 元 ,7 是 R 的 两 侧 理 想 , 则 
I 是 稠密 的 充分 必要 条 件 是 了 的 右 零 化 子 0(7)= 
0. 

th X fi (maximal ring of quotients) 一 种 特 
殊 的 商 环 . £429 3h (Johnson, R. E. ) AMA% (Utumi, 
Y. ) 从 环 的 稠密 左 理 想到 环 目 身 的 模 同 态 出 发 构造 
的 一 种 分 式 ( 商 ) 环 . 设 R 是 有 1 环 ,@ 是 含 一 切 序 
对 (D,o) 的 集合 ,其 中 ,D 是 R 的 稠密 左 理 想 ,o:D 
>R Æ RERS. EP PRE: D. o~, 
且 仅 当 存 在 稠密 左 理 想 D"CDND' ,使 得 o,o' 在 D” 
上 一 致 . 于是， 一 "是 下 的 等 价 关 系 , 从 而 决定 更 的 
一 个 分 类 . 若 LD,c] 表 示 (CD,c) 所 在 的 等 价 类 ， 
Qa(R) 是 一 切 等 价 类 的 集合 ,规定 

LD.,o|J+[LD' ,o ]2- [Df] D' ,oo ]; 

[Ds De =o Dyoo |; 
则 Q, (RD) 构成 一 个 以 LR,1j 为 单位 元 的 环 , 称 为 R 
的 极 大 商 环 . 对 任意 rER, 才 :RR 为 右 乘 上 映射， 
Wr> Roc JAR BQ, CRO RS [RE FJ HAC. BIQ, CR) 
* RON. 上 述 方法 是 内 海 于 1956 年 构造 的 . 若 
R 是 奥 尔 环 , 则 由 R 所 构造 的 左 全 分 式 环 

Q,CROCQ, CR). 

Eh AY He 7 (representation of a ring) 环 到 一 个 
加 群 自 同 态 环 的 映射 . AR 到 一 个 加 群 M B3 B [8] s 
环 End ad) 的 一 个 环 同 态 映射 

9: à—p, Cp, € End’(M),V a€ R) 

PAW R 的 一 个 表示 . A Pp 是 环 R 的 一 个 表示 , 规 
XE ma — mp,,W| M ARR RZ. MEAR 
B&.0,:m— ma (V m€ M), 则 o, 是 加 群 M 的 自 同 
态 , 且 0:a— o, Æ R BBA End (MAA MA 
m o dk R 的 一 个 表示 . 环 的 表示 与 右 R 模 之 间 的 这 
种 转化 关系 ,可 将 模 的 一 些 概念 和 性 质 平移 到 环 的 
表示 上 .例如 ,p BHA RK BUBB ARAN, BD o 
所 相应 的 右 R 模 分 别 是 忠实 的 、 可 约 的 . 其 他 类 似 . 

环 的 忠实 表示 (faithful representation of a 
环 表示 的 一 种 类 型 . 设 2 是 环 R 的 表示 , 若 
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ring ) 


环 与 RR 数 


e 相应 的 右 刃 模 M 是 忠实 的 , 则 称 o 是 忠实 的 . 环 
R 的 表示 o 是 忠实 的 当 且 仅 当 ker o— 0. 

环 的 既 约 表示 (irreducible representation of a 
ring) ” 环 表 示 中 最 简单 的 一 种 类 型 . 设 p BARA 
表示 , 若 OTA NA REM ERARE RAXA 
元 时 , 即 单 模 ), 则 称 o 是 既 约 的 . 

AR (primitive ring) 一 类 重要 的 环 . 研究 
雅 各 布 森 根 时 引入 的 ,其 后 被 广泛 讨论 与 应 用 . AH 
R 有 一 个 忠实 右 ( 左 )R 单 模 ( 即 忠 实 既 约 右 ( 左 )R 
模 ), 则 称 R 为 右 ( 左 ) 本 原 环 .通常 将 右 本 原 环 简称 
本 原 环 .一 般 说 来 , 左 本 原 环 未 必 是 本 原 环 ,但 当 R 
有 极 小 单 侧 理想 时 , 左 本 原 性 与 本 原 性 一 致 . 任何 本 
原 环 皆 为 素 环 . 雅 各 布 牺 (Jacobson,N. ) 引 人 本 原 
环 来 代替 有 限 条 件 下 的 单 环 ,从 而 得 出 在 没有 有 限 
条 件 限 制 下 的 一 般 半 单 环 的 结构 定理 ,这 是 环 论 的 
重大 发 展 . 

右 本 原 环 (right primitive ring) 见 “ 本 原 环 ” 

左 本 原 环 (left primitive ring) 见 “ 本 原 环 ” 

BE #4) FR Cirreducible ring) 一 类 特殊 的 环 . 加 
群 自 同 态 环 的 特殊 子 环 . 设 E—End' OM) EJ SE M 
HJ B Ila. RE End’ (MAFA, H M BRN 
ARE. WER R ARA. R EAA HNA 
R 是 本 原 环 . 

舒 尔 引 理 (Schur lemma) 环 论 中 的 著名 引 
H. 它 在 环 表示 理论 中 起 重要 作用 . 设 R 是 环 , Mi， 
M; ERAR ER. p J Æ M, BM, BS R SS Du] 
f=0 或 f Æ Mi 到 M, 上 的 同 构 . 由 此 引 理 可 知 : 既 
2 R 模 的 自 同 态 环 是 除 环 . 

n 重 可 迁 环 (n-fold transitive ring) ”让 称 nn 重 
传递 环 . 用 以 刻画 稠密 环 的 概念 . 除 环 D 上 右 向 量 
空间 的 线性 变换 完全 环 ( 简 称 全 线性 变换 环 ) 的 一 个 
子 集 M, AXE k(<n),D FER [0] ft TDi sj25»*** 9 Lp 
与 任意 个 向 量 yoyo ,yi, 均 存在 a€ 4M 使 得 
Ta=yei=1.2,° k, WH M An 重 可 迁 集 . 当 M 
是 全 线性 变换 环 的 子 环 时 ,人 M FRA n 重 可 迁 环 .一 
重 可 迁 环 是 既 约 的 上 自 同 态 环 ,从 而 是 本 原 环 . 除 环 DD 
上 右 向 量 空 间 V 的 任何 二 重 可 迁 环 是 V 的 全 线性 
变换 环 的 稠密 子 环 ;反之 ,稠密 环 对 任意 正 整数 ”都 
E n mn itm. 

n B f& j$ XM (n-fold transmission ring) — B[l "n 
mu xpi. 

n Æ RJ XE $& (n-fold transitive set) 
iH”. 

稠密 环 (dense ring) 一 类 特殊 环 . CRRA E 
右 向 量 空间 的 全 线性 变换 环 的 一 个 子 环 ,在 雅 各 布 
森 拓扑 下 , 它 的 闭 集 等 于 全 线性 变换 环 . 其 代数 定义 
是 : 设 R 是 除 环 D 上 向 量 空间 V 的 全 线性 变换 环 
的 一 个 子 环 TES BRR nV PIER DAK 
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Ji"n mn 


量 Lis Ts" Ln 及 任意 n 个 向 量 Yis 29°" yu TEC 
aCcR 使 得 Lia= yi5t=1,2,°% on, lil R PKA V AY) Bal 
密 线性 变换 环 , 简 称 稠密 环 . V 是 D EG E o 
量 空 间 时 ,V 仅 有 惟一 的 稠密 环 , 即 Y 的 全 线性 变 
换 环 . 

稠密 线性 变换 环 (dense ring of linear transfor- 
mations) JA, “Aa RH”. 

JE & th SR-OU ELE B8 WE HB (Jacobson-Cheval- 
ley density theorem) 本 原 环 的 结构 定理 . CHEF 
# 4 BC Wedderburn, J. H. M. ) 关 于 单 阿 廷 环 结构 
定理 的 推广 . 夺 R 是 本 原 环 ,有 上 忠实 既 约 右 R 模 MM， 
yu M BS ARASH D—End'OM;Od& — T ERA H. M 是 
D 上 的 向 量 空间 .该 定理 断定 :R 同 构 于 除 环 D 上 
向 量 空间 的 全 线性 变换 环 End (pM) 的 一 个 稠密 子 
环 . 换言之 ,R 是 本 原 环 当 且 仅 当 存在 除 环 DAM 
oMr 有 Ma 是 忠实 单 模 , 使 得 对 M 中 每 一 组 有 限 
DERI ri 9*3, 及 任意 给 定 元 Yis 29 8 Yn 
都 存在 <cE 尺 ,满足 ra 一 (一 1,2，…)7). 

A (AL) EBS (modular right (left) ideal) 从 
环 的 内 部 去 刻画 雅 各 布 森 根 而 引 和 人 的 一 个 概念 . 对 
XR Bj— oh ADB YB COR 使 得 对 RR 
中 任意 元 4 BA 

eu ta-age a 

WER AZAR 的 模 右 ( 左 ) 理 想 ,而 e MAR YHA 
( 右 ) 单 位 元 . 有 单位 元 环 的 任意 右 ( 左 ) 理 想 恒 为 模 
右 ( 左 ) 理 想 .一 般 说 来 , 环 R 的 一 个 右 理想 了 是 模 
右 理 想 , 当 且 仅 当 了 ERMA RE M 的 生成 元 
u( Bl M= 二 xR) 的 阶 理想 , 即 f= 二 (0:w) 二 {XER|ux 
— 0). FERRA BEA RAR 的 极 大 (必然 是 
BO S. 

A I8 38 48 (primitive ideal) 与 ( 右 ) 本 原 环 窗 
切 相 关 的 一 类 理想 . 它 可 刻画 环 的 雅 各 布 森 根 . 设 0 
EK RW FB R/a 是 本 原 环 ( 左 本 原 环 ), 则 称 a 
E R 的 本 原理 想 ( 左 本 原理 想 ). 本 原理 想 也 可 由 下 
面条 件 刻画 : 环 R 的 理想 a 是 本 原理 想 的 充分 必要 
条 件 是 4 为 某 既 约 右 R 模 的 零 化 子 . 男 一 个 充分 必 
要 条 件 是 对 R 的 某 极 大 模 右 理想 1,4 二 (7 : R)— 
(rE R|RaCl}. 任何 本 原理 想 都 是 素 理 想 . 

左 本 原理 想 (left primitive ideal)” 见 “本 原理 
"T 

38 Æ f XA (weakly primitive ring) ” 比 本 原 环 
更 广 而 又 具有 一 定 的 稠密 性 的 环 类 . 一 个 右 RE 
M , 藻 它 不 能 能 和 M 的 任意 真 商 模 , 则 称 M. 是 临界 
HJ. Xr M BEBE A M 的 任意 非 零 真子 模 中 , 则 称 右 R 
模 是 可 缩 的 . 若 右 民 模 是 临界 的 也 是 可 缩 的 , 则 称 
M 为 临界 可 缩 右 RR. 对 于 环 RABE TRE 
的 临界 可 缩 右 RR 模 , 则 称 为 右 弱 本 原 环 .类似 地 ， 
可 定义 左 弱 本 原 环 . 右 弱 本 原 环 简 称 弱 本 原 环 .本 原 


环 、 素 右 哥 尔 迪 环 是 弱 本 原 环 . 弱 本 原 环 是 查 尔 马 洛 
H Jk CZelmanowitz,J. ) 于 1981 年 定义 的 ,并 建立 了 
相应 的 稠密 性 定理 . 

临界 可 缩 模 人 critically compressible module) 
见 “ 弱 本 原 环 ”. 

右 ( 左 ) 弱 本 原 环 (right Cleft) weakly primitive 
rng) 见 “ 弱 本 原 环 ” 

环 的 基 座 (socle of a ring) 环 论 的 一 个 重要 概 
念 .对 研究 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 有 重要 作用 . 环 
R 的 一 切 极 小 右 理 想 的 和 ( 即 右 RR 正则 模 R 的 一 切 
极 小 子 模 的 和 ) 写 MA R 的 右 基 座 , 也 称 右 基层 . 当 
R 无 极 小 右 理 想 ,规定 R 的 右 基 座 为 零 . 类 似 地 ,可 
定义 环 R 的 左 基 座 C'. SHOWA R 的 理想 .一 
般 SAS',.-4 RTS HRS SMA. A 所 一 
C ER R 的 基 座 . 4 R 是 有 极 小 单 侧 理 想 的 本 原 
环 时 ,R 的 基 座 © HR 的 最 小 理想 旦 为 单 环 . 基 座 
由 近 厄 多 内 (Dieudonné,J. ) 首 先 引 人 . 

BAL) E (right Cleft) socle) 
座 ”. 

基 座 的 齐 次 分 量 (homogeneous component of 
a socle) 环 论 的 一 个 重要 概念 . 基 座 的 特殊 直 和 
Jj. 同 构 于 一 个 环 R 中 给 定 极 小 右 理 想 的 一 切 极 小 
右 理想 的 和 .2 是 环 R KHER, HX RHEE © ny 
HMW. 7 称 为 基 座 S 的 齐 次 分 量 . 

半 线 性 变换 (semi-linear transformation) 线 
性 变换 的 推广 . 设 V; 是 除 环 D; 上 的 左 向 量 空 间 , 记 
为 p Vi,i 二 1,2. 者 8 是 加 群 (Vi 十) 到 (Vs, 十 ) 的 同 
S HFE D, 到 D, 上 的 同 构 对 应 r, 使 得 

€(dx)-— t(d)g(x) (Vd ED ;x€ V,), 
则 称 9 Xp, V, Fil pV. 的 半 线 性 变换 . 它 对 刻画 含 极 
小 单 侧 理想 本 原 环 表 示 成 稠密 环 的 惟一 性 有 重要 作 
H. 

A, EE RT XEXA C ,-fold transitive ring) 有 限 
重 可 迁 环 的 推广 . 它 是 刻画 vy 基 座 本 原 环 的 结构 的 
重要 概念 . 设 R 是 除 环 D 上 的 向 量 空 间 m 的 全 线 
性 变换 环 Q BS TH, 42, AFR DEC. ArT m 中 任 
E 2X TE JG E ER 16€ 7 与 任 一 相对 应 的 辐 
gfiylc€I.IBMdx-——.frtrcR 使 得 xir 
=y EI MKA RAÄ 人 %, 重 可 迁 环 ,也 称 4, E 
传递 环 . 当 A= A, CBI ACHR AY Be FE) A OA BR 
可 迁 环 . UU HE Se EZ 88g x (Johnson, R. E. ) F 1948 
年 引入 的 . 

A, BR uS XN C -fold transmission ring) 
BN, 重 可 迁 环 ” 

NEERA (almost zero matrix ring) 和 矩阵 
环 的 推广 . 它 对 刻画 规范 本 原 环 结构 有 重要 作用 . 设 
1 为 基数 A HEBER RHF EA 阶 和 矩阵 


见 “ 环 的 基 
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Cj)rxr 称 为 几乎 零 矩 阵 ,是 指 它 的 元 素 除 有 限 多 个 
DBAS. 一 个 矩阵 环 BEN Bho ea ARH 下 
E BEJLSESEAB a A AO 阶 几乎 零 
矩阵 环 .下 EH Z BrJLSE 2E B EET JB] Y BRN 
FEA 阶 几乎 零 矩 阵 环 . 

规范 本 原 环 (normalizable primitive ring) 有 
附加 条 件 的 特殊 本 原 环 . 它 有 相应 于 单 阿 廷 环 的 结 
构 定 理 . 设 尺 是 本 原 环 且 含 非 零 基 座 握 , 若 存 在 R 
EY) TE 20 Fe SCT SEE bier AG 

C= RE = > ER; 

其 中 ERRE) A R 的 极 小 右 ( 左 ) 理 想 , 则 称 R 为 
规范 本 原 环 . a NERA AM RAR A 的 
规范 的 本 原 环 . 对 任 一 基数 7 来 说 , 必 和 存在 秩 7 
的 规范 本 原 环 . 这 是 许 永 华 于 1983 年 引入 的 ,并 证 
明了 下 面 的 广义 韦 德 伯 恩 - 阿 廷 定理 : 秩 为 — 的 任 
一 单纯 规范 本 原 环 R 必 同 构 于 除 环 EC 阶 几 
PERERA, HE, A RAITRE F E ATRL 
FREER, M OA —UBHFIF.ORIÉSOGRMBE 
A Fk AR SLAF REB EXP E ER ah ML AS RH. 

Xj hy Æ (correspondent base) 与 基 相 关联 的 
一 组 特定 的 线性 变换 . 设 

V= pror 


rer 

ARH D 上 的 向 量 空 间 ,R 为 全 线性 变换 环 N= 
End (nV) 的 一 个 子 环 ， UE Segel R 的 一 个 子 
RATE V 的 一 组 基 ({ui};ei, 对 任意 i,j€E7, 满 足 
wk 二 Wi;UjEi 二 0,1 关 j; 则 称 (E;);el 为 R 的 一 组 对 应 
dk. TH R 中 元 素 /存在 全 的 子 集 7 ,使 得 对 任意 
je r'N A EL=1E,=E,;E1=lE,=0 Wiel, 
PLA R WIE) crit FIC. 

(Fi) ec pee S IC ({E;};<-idempotent element) 
见 “ 对 应 基 ”. 

v 规范 本 原 环 (Cnormalizable primitive ring) 
规范 本 原 环 的 推广 . KR ERY ES, 的 本 原 环 ， 
* TE R BJ — £H Xt nr dE CE er, Hn IT| = o ,使 


得 
CQ >, RG 


HF L, 是 R PRA AS NES crt SICK , MEK R 
为 了 规范 本 原 环 . 4 v-0 时 ,R 是 规范 本 原 环 . 

对 偶 模 (dual module) 推广 本 原 环 结 构 定 理 
而 引 人 的 一 种 模 类 . 设 M 是 除 环 D 上 的 向 量 空间 ， 
0 二 End(pM),/ 为 NA PRH Z, NaS IC. A AS 
I0, A? =01,K,=101,A) H AZ W K, TER, MX} 
(4,,A;) 称 为 对 侦 的 当 且 仪 当 在 eA; —0 BEEN w 
一 0, 对 任意 we A, 成 立 . 对 偶 模 对 (4,,A',) 称 为 E, 
型 , 当 且 仅 当 对 除 环 K=EQE 上 的 向 量 空 间 A= 
ER 上 任意 势 小 于 Z, 的 线性 无 关子 集 {Xi lici 
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环 与 代 m»* 


<O K WFR (khen A a’ CAL, PEM 
(ER (CL A ra =k. 这 是 许 永 华 于 1983 年 引入 
AY. 

v 基 座 (socle) 基 座 概念 的 推广 . 设 是 除 
环 上 向 量 空间 ,R 是 V 的 全 线性 变换 环 2 的 子 
KA ID.—(oe€0l|ranke« X,), 8, -I.(| R.W| G, 
称 为 R iv EAE. SAMY S, 满足 : 

LOO- G. 

2.6, Æ 2, BATE. 

3. 若 o€ D, H oS, S, MMA cc S.. 

o FEES, REGE BME. AREA, BAA 
RH MS, E RK v ARH SC, ou 
EA, RAZER HHNH S.=0.v 基 座 是 许 永 华 
为 发 展 本 原 环 理论 于 1979 年 引入 的 . 

Av 基 座 的 本 原 环 的 结构 定理 (structure theo- 
rem for primitive ring with v-socle) 本 原 环 结构 
定理 的 推广 . 此 定理 包含 通常 本 原 环 结构 定理 . 当 v 
是 极限 数 时 ,R EA v ERER HN RÆ 
AY, FY EA). AOE SE RRR uev R 含有 一 个 
秩 为 有 的 元 素 ; 当 且 仅 当 存 在 K, 型 对 偶 模 对 
CM, Mi) ,使 得 对 每 一 个 非 极 限 数 e VR 

(M: Ma ={w € Q = End CM,) |wM', CM} 

SOREGM,, 

其 中 G 是 (Mi, Ma A — UL Fk — A, 的 元 素 的 集 
合 . 当 v 不 是 极限 数 时 ,R EA v EEG, 的 本 原 环 
SAMS RERI D 上 癌 量 空间 线性 变换 环 的 一 
YA, HERD XEXR. HEA NESK, HAS 7C 
Rs HHA A EMT ROT CM, MOEI R 是 (M 
: Mda BEST TRH & GyM, 其 中 OQ=End(M). È È 
许 永 华 于 1983 年 证 明 的 . 

PP 环 (p-ring) 布尔 环 的 推广 . 若 对 素数 p 而 
言 , 环 R 的 每 一 个 元 z 都 适合 =r H px 二 0, 则 
KR RR 是 p 环 .布尔 环 是 2 环 .任意 pp 环 都 是 交换 环 . 
* p' 个 元 素 的 环 R 是 p 环 当 且 仅 当 R 是 个 域 Z， 
的 直 和 . TRA R 是 p 环 当 而 且 仅 当 R Æ Z, HM 
AM. 

te Ft RH Ciifting idempotent element) 3$ 
论 的 基本 概念 之 一 . RRA Ra ES CR 1 
ALR We Soc. wa ER 的 理想 ,e 一 x 十 a 是 R/a 
HREL FETE R ESIC e FER AMAL PA 
UCe) — e, WER © 提升 到 e. 若 对 R/a IE AC FES ICR 
(e i € Ij. f£ fg R WIE REA CR leli cI), EG 
v(e,)=e,, WW £k R/a BS iE 36 RE AE EE (e |; € I) n] d 
升 为 R WIE 30 48 SCR. A0 Æ R Hiss ERA, Du 
R/a f] FE C FR ak FY BX TE 20 FE AG 7C SOS n] RFP A R 
HELFTE. aT OR 的 每 个 理想 a 而 言 ,R/a 
OREA ERA RERET, DU ERR 为 提升 
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环 . 若 N 为 R 的 一 个 根 ,R/N By SE TUR] GETTIN R 
的 大 等 元 , 则 称 R 对 根 N 是 提升 的 . 

提升 环 (ifting ring) WEHR EJ”. 

局 部 环 (local ring) 它 和 半 局 部 环 分 别 是 完全 
准 素 环 和 半 准 素 环 概念 的 推广 . 环 RGEO PAA 
可 逆 元 ( 即 非 单位 ) 集 4 对 于 加 法 是 封闭 的 , 则 R 称 
为 局 部 环 . 以 下 性 质 是 等 价 的 : 

1. R 是 局 部 环 . 

2. R PAH MICH A 是 (双边 ) 理 想 . 

3. 4 是 极 大 左 ( 右 ) 理 想 . 

4. 对 于 任意 rER,r 或 1 一 r 必 是 左 ( 右 ) 可 逆 


Hi 


5. R 的 雅 各 布 森 根 J(R) 是 极 大 左 ( 右 ) 理 想 . 

6. R/J(R) 是 除 环 . 

7. JUR) — A— (x € RU Rx ER) Cx 称 为 非 生成 
a): 

A R/RGDOJ&2E S BS, WUE R 是 半 局 部 的 , 局 部 
环 的 概念 对 于 模 的 分 解 性 质 十 分 重要 . 对 于 任意 R 
HM. € M 的 自 同 态 环 End (MM) 是 局 部 的 , 则 MM 是 
不 可 分 解 的 .反之 , 若 M 是 不 可 分 解 且 是 内 射 的 , 则 
End (M) ÆRA. ZR Eg d BB CAzumaya ,G. ) 曾 利用 
局 部 环 的 概念 ,把 古典 的 克 鲁 尔 - 锐 玛 克 - 施 密 特定 
理 推广 为 项 数 可 以 是 无 穷 的 情形 . 局 部 环 也 具有 特 
殊 的 同调 性 质 . 卡 普兰 斯 基 (Kaplansky,I. ) 于 1958 
年 证 明 : 对 于 局 部 环 R, 任 意 R 投射 模 是 R 自由 的 . 

+ BBM (semi-local ring) 见 “ 局 部 环 ” 

完全 环 (perfect ring) 一 类 具有 同调 性 质 的 
W. i R 是 环 , 若 任意 左 R 模 有 投射 包 , 则 称 R 为 左 
完全 的 . 以 下 性 质 是 等 价 的 : 

1. R 是 左 完全 环 . 

2. R/J GO EEN A CR) ET REW. 

3. 任意 平坦 左 RR 模 是 投射 的 . 

4. 的 任意 右 主 理想 链 满足 极 小 条 件 . 

完全 环 的 概念 是 巴 斯 (Bass,H. ) 于 1960 年 研 
究 模范 畴 的 同调 性 质 时 引进 的 . 上 面 的 结果 也 就 是 
著名 的 巴 斯 定 理 . 

半 完 全 环 (semiperfect ring) 介 于 完全 环 与 半 
局 部 环 之 间 的 一 类 环 . 设 J(R) 是 环 R DIES Hi 
根 , 若 R/J(R) 是 半 单 环 , 有 日 R/J GO BS S sU n] 2E 
升 为 R 的 寡 等 元 , 则 称 R 为 半 完 全 环 . 例如 ,左右 
阿 廷 环 、 局 部 环 都 是 半 完 全 环 . 半 完 全 环 是 左 、 右 对 
称 的 ,从 同调 论 的 观点 看 ,R 是 半 完 全 环 意味 着 xR 
或 Rk 是 半 完 全 模 , 即 它们 的 任意 同 态 像 有 投射 包 . 
半 完 全 模 和 完全 模 是 马 雷 斯 (Mares ,下 . A. DEWR 
完全 环 的 推广 时 引进 的 . 半 完 全 环 还 有 以 下 的 等 价 
AME 

1. 任意 有 限 生成 R 左 ( 右 ) 模 有 投射 包 . 

2. 任意 单 R 左 ( 右 ) 模 有 投射 包 . 


3. FÆ R HEE IE 36 RE AE IT Lei Keg te ,ev } 使 
得 eRe 是 局 部 环 . 

环 的 基 环 (basic ring of a ring) 在 同 构 意 义 下 
HY HH PR BY SE AS aE OR EH EH. SLR 都 是 
环 ETE R A — PSEA FES ț e 1H SSeRe, MH 
S 是 R 的 一 个 基本 环 , 简 称 基 环 . FEIT CCR YRON 
基本 的 ,是 指 存在 R 的 一 组 正 交 、 本 原 知 等 元 eise: 
… ,emy 使 e 二 el 十 es 十 … 十 e, H Rei Re; Re, 是 
本 原 左 R 模 的 完全 代表 系 . 对 于 半 完 全 环 R,R 的 基 
本 环 存 在 且 在 同 构 的 意义 下 是 惟一 决定 的 .任意 半 
完全 环 莫 锐 塔 (Morita) 等 价 于 它 的 基本 环 . AK SE 
ZI R 的 单位 元 1 是 基本 适 等 元 , 则 R 是 自己 的 基 
本 环 , 后 者 的 一 个 充分 必要 条 件 是 R/J(R) 是 除 环 
的 直 和 . | 

基本 环 (basic ring) 见 “ 环 的 基 环 ” 

E AN SED basic idempotent element) Jil, 
“IRJIEH”. 

半 准 素 环 (semiprimary ring) 7H EAE JR HIE 
RIR. A J(R) 是 环 R AES AH RAR, H J(R) 是 
FEB. uj 24 R/J(R) 是 ( 阿 廷 ) 半 单 环 时 , 称 R 是 半 
HER A; 当 R/J(R) 是 ( 阿 廷 ) 单 环 时 , 称 R 是 准 素 
KR; 当 R/J(R) 是 除 环 时 , 称 R 是 完全 准 素 环 . HER 
环 是 完全 准 素 环 上 的 全 和 矩阵 环 . AR EKER, 
Ju] R 是 右 阿 廷 环 当 且 仅 当 R 是 右 诺 特 环 . 


准 素 环 primary ring) WM PEKA”. 

完全 准 素 环 (completely primary ring) W“Æ 
HE RIP”. 

戴 德 金 有 限 环 (Dedekind finite ring) —2 4% 


殊 环 . 它 的 左 闭 元 也 是 右 逆 元 . 一 个 环 ROMER m. 
yER, Æ zy=1 则 yz 二 1, 就 称 R 为 戴 德 金 有 限 环 . 
例如 半 局 部 环 、 左 ( 右 ) 自 内 射 环 都 是 戴 德 金 有 限 环 . 

完全 戴 德 金 有 限 环 (completely Dedekind finite 
rng) 一 类 特殊 的 有 限 环 . 若 环 ROR RRA 
R/T BARBS AY WM R 为 完全 戴 德 金 有 限 
环 . 在 此 类 环 中 ,任意 两 个 互 素 的 循环 右 理想 A= 
aR,B-—bR 是 可 交换 的 , 即 AB—BA. 

右 ( 左 ) 双 环 (right(left) duo rings) 用 以 推广 
交换 环 理 论 中 理想 的 准 素 分 解 定 理 和 克 重 尔 交 和 定理 
到 非 交 换 环 中 而 引入 的 环 类 . ELI R 的 任意 右 ( 左 ) 
理想 皆 为 双 侧 理想 , 则 称 R 为 右 ( 左 ) 双 环 . AH R 
是 右 也 是 左 双环 , 则 称 R 为 双环 . 右 双 环 R 的 理想 
Q 称 为 右 准 素 的 ,是 指 对 任意 a. DOR, ab€Q,6 
&Q, WM 

aE Y/Q —(x€ R|TEXEIE S n. [E18 EQ). 


VOE R 的 素 理 想 . 在 一 般 非 交 换 诺 特 环 中 ,不 能 
保证 每 个 理想 均 有 (有 限 ) 准 素 分 解 , 也 不 能 保证 克 
鲁 尔 交 定理 成 立 . 但 对 于 右 ( 左 ?双环 来 说 相应 定理 
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成 立 . 诺 特 右 双环 R( 理 想 有 升 链条 件 ) 中 每 个 理想 
A 篆 可 分 解 为 上限 个 不 可 短 缩 的 右 准 素 理想 的 交 : 
A=Q NNQN OQ. FAA A AAA AT fe FY 
准 素 理 想 之 交 A=Q' NRN OQ rs. Bid 
当 排 列 次 序 有 


o. == Q' «e = 1525***.5). 
BREA 1 的 左 诺 特 右 双环 ,A 是 R 的 理想 , 则 
(1 A"=0, 


当 且 仪 当 1 一 A 二 {1 一 z|z€ AS BARE R 的 零 因子 . 
ha EE ^ CHabeb,J. M. ) F 1987 年 证 明 : 阿 廷 双环 是 
局 部 子 环 的 直 和 . 他 同时 研究 了 阿 廷 双环 的 正 合 性 
和 单列 性 . E DEC 1989 年 证 明了 哈 比 卜 提 出 的 一 
个 猜想 : 阿 廷 双环 上 极 小 余生 成 子 的 自 同 态 环 仍 是 
阿 廷 双环 . 

右 ( 左 ) 准 素 理 想 (right (left) primary ideal) 
见 “ 右 ( 左 ) 双 环 ”. 

双环 (duo ring) WAAI”. 

I 环 (l-ring) 比 工 正则 环 更 为 广泛 的 环 类 . 环 
REA THOR 的 每 个 非 语 零 的 右 ( 左 ) 理 想 含 一 个 
非 零 的 帘 等 元 .I 环 的 根 是 证 零 的 .但 I 环 的 同 态 像 
未 必 为 1 环 ( 参 见 “ I 正则 环 ”). 

I 正则 环 ( I -regular ring) 一 类 特殊 环 . 正则 
环 的 推广 . OTD R 的 每 个 元 素 4a, 都 有 正 整 数 与 
zE R, EG a'ra" =x, MER R 是 工 正 则 环 .每 个 代数 
的 代数 是 工 正则 环 . 

双 正 则 环 (biregular ring) 一 类 特殊 环 . 指 每 
个 主 理想 丝 为 直 和 项 的 环 类 . AR R 的 每 个 主 理想 
都 可 由 一 个 中 心 究 等 元 生成 , 则 称 R 为 双 正 则 环 . 
有 1 的 双 正 则 环 的 所 有 主 理想 构成 布尔 代数 . 双 正 
则 环 是 半 本 原 环 , 它 是 本 原 环 当 且 仅 当 它 是 有 单位 
元 的 单 环 . 不 含 非 零 帘 零 元 的 1 正则 环 是 双 正 则 环 ; 
而 不 含 非 平 几 窜 等 元 且 不 是 除 环 的 有 1 单 环 是 双 正 
则 的 ,但 不 是 1 正则 环 . | 

双 正 则 理想 (biregular ideal) 一 类 特殊 理想 . 
X M R 中 元 素 a 所 生成 的 主 理想 有 单位 , 则 a 称 为 
R 的 双 正 则 元 . WR 的 一 个 理想 称 为 双 正 则 理想 ， 
是 指 该 理想 中 每 个 非 零 元 都 是 双 正 则 元 . 双 正 则 理 
想 是 双 正 则 环 . GAR 的 双 正 则 理想 ,B 是 4 的 
双 正 则 理想 , 则 B 是 R 的 双 正 则 理想 . 8 R 的 双 正 
则 理想 的 和 也 是 双 正 则 的 , 且 R 含 惟 一 极 大 双 正 则 
理想 , 记 为 多 (R). 但 至 今 不 知 ,R/ 多 (R) 是 否 不 会 
XE Nu] zg £8 . 

XX IE Mij 75 Cbiregular element) 
TH 


冯 。 诺 伊 曼 正则 环 (von Neumann regular 
一 类 重要 正则 环 . Gxt R 的 任意 元 x 都 有 


Z4 3 


见 “ 双 正则 理 


ring) 


环 与 代 OE 


R 中 元 a 使 得 xax — x. WR RAS: VEU AR IE 
H. 环 R 是 冯 ，。 诺 伊 曼 正 则 的 当 且 仅 当 R 的 每 个 有 
限 生成 右 ( 左 ) 理 想 可 由 一 个 帘 等 元 生成 ;又 当 且 仪 
当 每 个 右 ( 左 )R 模 是 平坦 模 . 正则 环 起 源 于 冯 。 诺 
伊 曼 连续 几何 的 坐标 环 ,是 由 汉 ， 诺 伊 曼 (von Neu- 
mann,H. ) F 1936 年 引入 的 .有 极 小 单 侧 理想 而 不 
满足 极 小 条 件 的 单 环 是 正则 环 而 非 双 正 则 环 . 正则 
环 的 每 个 左 ( 右 ) 主 理想 都 是 投射 的 ,因此 半 单 环 是 
正则 的 ,正则 环 是 左 和 右 半 遗传 的 . 

if tE SE SEXAhereditarily idempotent ring) 对 
一 般 根 的 研究 有 重要 价值 的 环 类 . GH R 的 每 个 理 
AG AR Ae FE SEY UK R ARE ES. PH R E 
i fe SI SAMS R 的 任意 理想 B,C, 恒 有 
BN 站 C= BC. 例 如 ,一 个 环 R 的 反 单 根 的 补 根 是 遗传 
TE B. 

88 IE MJ IR Cweakly regular ring) 介 于 正则 环 
2 5j 3t [RE A V 2S IB I] — 28 Y. HR RR 88 E 
BAX R PEA a ABA OE (zc) ,使 得 < 一 20， 
其 中 (a) 是 由 4a 生成 的 主 理想 ; 它 等 价 于 R 的 每 个 
AHR I EES BI PHD. ATH R 中 每 一 个 元 
a, 都 有 rxER [EI asar, WR R 为 强 正则 环 .每 
个 强 正 则 环 都 是 冯 。 诸 伊 曼 正则 环 . 

强 正 则 环 (strongly regular ring? 
iW. 

SBI X^ (ring suitable for building idempotent 
elements) REOX fi £t 7h FRA n] $87] AY 3828. 12 
J OO ER R WHER ZEB. r—r:—zcJO)Ot 
R RAR r=z [818 z ERD PUM CA GO 5 zi 
fr R 的 中 心 化 子 Cx(z1) 相 等 , 则 称 R 是 SBI 环 .这 
个 概念 是 卡 普兰 斯 基 (Kaplansky,I. ) 引 入 的 . 例如， 
根 为 证 零 理想 的 环 是 SBI 环 .在 SBI H BE Gn 
Uy st oy} HE R=R/J CR) AY JE AERE S 7 » DU] AEE R 
HJ IE AC FES IE (e eo ed. TS u;-e; G=1,2, 
eras 

算术 环 (arithmetical ring) 比 交 换 遗 传 环 更 
广 的 环 类 .一 个 交换 环 R RAAR, AX R PIE 
两 个 元 素 a,b, 恒 有 

(a: b) - (b: a)=R, 


见 “ 弱 正则 


其 中 
(a: bog {rE RIarCoR). 

xx fi BoE HB (Fuchs, L.) F 1949 引入 的 . KEKE 
(Camillo, V. P.) F 1975 年 证 明 :R 是 算术 环 当 且 
LH RER R 模 是 分 配 的 ( 即 对 任意 RZ 模 A,B,C 
适合 AN(B+C)=ANB+ANC). ER Jenson, 
C. U. )F 1966 年 证 明 : 环 R 是 算术 环 , 当 且 仅 当 它 
对 于 任意 极 大 理想 m 的 局 部 化 Rs 是 赋值 环 . 同时 ， 
他 把 这 样 的 环 与 弱 整 体 同调 维 数 达 1 的 环 联系 起 
来 ,从 这 里 可 看 到 这 类 环 密切 联系 到 戴 德 金 环 . 贝 伦 
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Wr (Behrens, E. A. ) 把 算术 环 的 概念 推广 到 非 交 换 
的 情形 ,他 在 扎 里 斯 基 (Zariski,O 〇 .) 及 沙 欧 尔 
(Samuel, P. ) 工 作 的 基础 上 ,把 这 类 环 刻 画 为 在 其 
中 孙子 定理 成 立 的 环 . 

一 致 环 (uniform ring) 一 类 特殊 环 . 在 一 定 条 
件 下 ,任意 个 元 有 相同 零 化 子 的 环 类 .在 环 的 
左 或 右 零 因子 生成 的 理想 4 中 , 奉 对 任意 有 限 个 元 
C15C29 ”Cn d TEE R 中 元 素 c, 使 得 aC — A260 — te? 
—a,c- 0 WẸ ca = ca; =" = ca, = 0, WR R 2 — 8X 
环 . 例如 ,任意 有 两 侧 零 化 子 的 环 以 及 每 个 无 零 因子 
的 环 都 为 一 致 环 .一致 环 R 上 全 和 矩阵 环 的 零 伪 根 玉 
HA F(R, SFR). 

n-fir 环 (n-fir ring) IRER n A h EH. 一 类 
特殊 环 . BM R PER n STCE RD AR AA 
相同 秩 的 自由 R 模 , 则 称 环 R 为 n 自由 理想 环 , 简 
PK n-fir 环 . 环 尺 是 1-fir 环 的 充分 必要 条 件 是 尺 无 
真 零 因子 . 这 种 环 与 研究 群 代数 有 无 真 零 因子 有 密 
WRA. 

n 自由 理想 环 (n-free ideal ring) 
RU. 

序列 环 (serial ring) 一 类 特殊 环 . 指 可 表 为 其 
单 侧 理想 有 线性 序 的 ( 单 侧 ) 理 想 的 有 限 直 和 的 环 
类 .一 个 模 M, AEN TERM AAKACACB AB 
CA ) FEB PEE WU ER M 是 单列 模 . 环 R 当 看 做 左 正 
WW BERR 是 有 限 个 单列 模 的 直 和 时 , 称 R 是 左 序列 
环 . 同样 地 ,可 定义 右 序列 环 , 但 R 是 左 序列 环 未 必 
为 右 序列 环 . GH R 是 左 序列 环 也 是 右 序 列 环 , 则 
WR R 是 序列 环 , FE fey Bay KE E A OO 者 
尺 是 左 遗传 环 且 任意 左 尺 模 的 内 射 包 是 平坦 的 , 则 
R 的 任意 左 阿 廷 商 环 是 左 序列 环 . 克 德 (Kothe,G. ) 
于 1935 年 首先 引入 了 阿 廷 序列 环 并 称 之 为 单列 环 . 
中 山 正 (Nakayama,T. ) 1940 年 称 之 为 广义 单列 
环 . 在 有 些 文献 中 ,单列 环 一 词 通常 用 来 指 准 素 可 分 
解 的 阿 廷 序列 环 . 浅野 启 三 (Asano,K. ) F 1949 年 
曾 刻 画 阿 廷 序列 环 为 任意 单 侧 理想 都 是 主 理想 的 
环 . 阿 廷 序列 环 是 特殊 的 QF 环 , 它 也 具有 良好 的 同 
调 性 质 . 毕 尔 德 (Byrd,K. A. ) 于 1970 年 证 明 : 环 R 
是 序列 环 当 且 仅 当 任意 尺 模 是 拟 内 射 的 ;又 当 且 仅 
当 它 是 拟 投射 的 . 

单列 模 (uniserial module) Jl“ Fg yi 35". 

ZE (A) FRE JU XR Cleft (right) serial ring) 
列 环 ”. 

单列 环 (uniserial ring) JL" Fray”. 

广义 单列 环 (generalized uniserial ring) J 
“序列 环 ” 

HE RETR (coherent ring) 一 种 与 理想 的 有 限 生 
成 相关 的 环 类 . PER R 的 任意 有 限 个 有 限 生 成 左 理 
想 的 交 , 以 及 有 限 生 成 左 理想 的 左 零 化 子 均 为 有 限 


BO “n-fir 


见 “ 序 


生成 的 , 则 称 为 左 凝 聚 环 . 从 模 的 观点 来 说 ,R 是 
ARRAY ANA R 的 每 个 有 限 生 成 左 理想 是 有 
限 表示 的 (作为 左 RR 模 ), 又 当 且 仅 当 平坦 右 R 模 的 
每 一 个 直 积 是 平坦 的 . 设 X 是 基数 为 a 的 未 定 元 
R GRX|IZARRH WK RAL a 稳定 凝聚 
环 . 于 是 ,对 于 基数 <p, ÉE R 是 左 4 稳定 凝聚 环 ， 
N) R 也 是 左 a 稳定 凝聚 环 . 阁 对 任意 自然 数 n,R 是 
Ain 稳定 凝聚 的 , 则 对 任意 基数 a,R 也 为 左 a 稳定 
凝聚 的 . 

a 稳定 凝聚 环 (a-stably coherenting) 
iR. 

ig fg X^ (hereditary ring) 对 投射 性 具有 遗传 
性 的 环 类 . 任意 环 R 作为 正则 模 都 是 投射 的 . BR 
的 任意 左 ( 右 ) 理 想 都 是 R 投射 的 , 则 称 R 为 左 ( 右 ) 
遗传 环 . 它 等 价 于 :任意 投射 左 ( 右 )R ES P 的 任意 
子 模 都 是 投射 的 ;也 等 价 于 ;任意 内 射 左 ( 右 )R 模 QQ 
的 任意 商 模 是 内 射 的 . 遗传 环 的 概念 在 讨论 模 的 自 
由 性 与 投射 性 向 子 模 传递 的 可 能 性 时 是 重要 的 . 这 
也 是 它 命名 的 由 来 .从 同调 论 的 角度 看 ,遗传 环 就 是 
整体 同调 维 数 (及 余 维 数 ) 科 1 的 环 . 因此 主 左 理想 
整 环 是 左 遗 传 环 . 但 Z(v 一 5) 是 戴 德 金 环 ( 即 遗传 
环 ) 而 非 主 理想 环 . 若 尺 是 左 遗 传 环 , 则 任意 自由 左 
R 模 的 子 模 同 构 于 R 的 左 理 想 的 直 和 . 因此 ,者 R 
是 左 主 理想 环 , 则 任意 自由 左 R 模 的 子 模 是 自由 
BJ. AREA ERE GER 的 任意 有 限 生 成 左 
理想 都 是 投射 模 . gm 1% d TR EH BK OE B Xu 
(Prüfer, HOW. 戴 德 金 环 是 普 吕 费 尔 环 . 赋值 环 和 
非 紧 致 黎 曼 面 上 的 解析 函数 环 也 是 普 吕 费 尔 环 . 后 
4 ft OR (Helmer ,O. ) 于 1940 年 就 得 出 的 结果 .斯 
马尔 (Small,L. ) 曾 得 到 一 些 关 于 半 遗 传 环 左 、 右 对 
称 的 条 件 ( 参 见 "PP HR”). AR RAKIM, AR 
的 任意 有 限 生 成 左 理 想 都 是 平坦 左 R 模 . R 是 左 半 
遗传 的 当日 仅 当 R eA BEY MAKER. 

左 ( 右 ) 遗 传 环 (left (right) hereditary ring) 
ROMER”. 

3E 遗传 环 (semi-hereditary ring) Jl “i f£ 


见 SERE 


i^". 
次 遗传 环 (subhereditary ring) WARE”. 
普 吕 费 尔 环 (Priifer ring) IMRE”. 


PP 环 (PP-ring) 半 遗 传 环 的 推广 . oH RY 
(ES AC EHS BRA WK R 为 左 PP 环 . 右 
PP 环 可 以 相应 地 定义 . R 是 左 半 遗 传 的 , 当 且 仪 当 
对 于 任意 正 整 数 2 之 1,R E n NEEEM R, BA 
PP 环 . 交换 PP I R 的 商 环 Q(R) 是 有 限 个 域 的 积 
当 且 仅 当 R EARTE GEE Levy, L.S. )， 
1963 年 ). 


自 内 射 环 (self-injective ring) 一 类 特殊 环 . 即 


环 论 


正则 模 是 内 射 模 的 环 .一 个 环 ROERRORSIOJE N 8] 
KM MW R 称 为 左 ( 右 ) 自 内 射 环 . 环 的 自 投射 性 是 平 
凡 的 ,然而 它 的 自 内 射 性 却 是 决定 其 模范 畴 的 对 偶 
性 的 重要 因素 ,因此 ,可 用 它 来 刻画 一 些 重要 环 类 ， 
如 拟 弗 罗 贝 尼 乌 斯 环 等 . 在 交换 环 的 情形 ,R 的 商 环 
的 自 内 射 性 与 RR 上 模 的 分 解 性 有 密切 联系 , 即 任意 
R 模 是 循环 模 的 直 和 当 且 仅 当 RR 是 阿 廷 主 理想 环 ; 
M BOUM R 是 诸 特 环 且 对 于 任意 理想 1 ,R/T RB 
内 射 的 . 

完全 对 偶 环 (ring with perfect duality) ” 亦 称 
广义 QF 环 . 具有 近似 于 (有 限 维 ) 向 量 空间 那样 的 
良好 的 对 偶 性 质 的 特殊 环 类 . 它 介 于 PF 环 与 QF 
环 之 间 . 若 环 尺 上 任意 有 限 生成 的 ( 左 或 右 ) 尺 模 是 
反射 的 , 即 对 于 任意 有 限 生成 尺 模 AM， 

M''zM,M' =Homg(M,R), 

WE R 为 完全 对 偶 环 . 尺 是 完全 对 偶 环 当 且 仅 当 AR 
和 Re 是 余生 成 子 ;又 当 且 仅 当 gR 是 余生 成 子 且 Rpr 
是 内 射 的 ;又 当 且 仅 当 Rg 是 余生 成 子 且 及 是 内 射 
的 ;又 当 且 仅 当 kxR 和 Rk 是 内 射 的 且 任 意 单 R 模 同 
WFR 的 一 个 理想 . 完全 对 偶 环 R 是 半 完 全 的 且 rR 
和 Re 是 有 限 余 生成 的 ( 即 Soc (eR) Al Soc (Re) BA 
限 生成 本 质子 模 ). 最 早 对 这 一 类 环 进行 研究 的 有 迪 
厄 多 内 (Dieudonné, J. ,1958 Æ), 森田 纪 一 (Mori- 
ta, K. , 1958 4E) Al KF Jil 8A 3€ (Tachikawa, H. ， 
1958 4£) 48 A. 

对 偶 环 (ring with duality) AF QF 环 和 半 完 
全 环 之 间 的 环 类 . AMAR ETAT HM R—TOX 
模 rE7z ,使 得 x:E 和 Er 是 内 射 余 生成 子 且 存在 自然 
的 环 同 构 Endr CE) ZET" ,End (EDSR (CT T W 
RA) WA R ERADSHBSIS. X; RST., IE ROB 
偶 环 . E R=E=T, WK R 为 完全 对 偶 环 或 广义 
QF X^. 左 ( 或 右 ) 诺 特 完 全 对 偶 环 是 QF 环 . 对 偶 环 
是 森田 纪 一 (Morita,K. ) 于 1958 年 首先 提出 并 研 
RH. E EFE ORR A AH GE COsofsky B. L., 
1966 4F) HEAR AY). 3f EL A 0G] ES I E J BR BR A R 
直 和 . Bay (Muller,B. J. ) 证 明 : 环 尺 是 对 偶 环 当 且 
HRR AMA R 模范 畴 的 极 小 余生 成 子 都 是 线性 紧 
致 的 且 对 于 对 偶 环 ,线性 紧 致 模 和 反射 模 是 等 价 的 . 

自 对 偶 环 (ring with self-duality) 见 “ 对 偶 
IR". 

£k PEE SES (linearly compact module) 一 类 
具有 某 种 有 限 性 的 特殊 模 . 设 M dé 7c R ES AER 
有 限 可 解 同 余 方 程 组 

x= zx; (mod N>) (N,CM,:E1) 
是 可 解 的 , 则 称 M 是 线性 紧 致 的 (对 离散 拓扑 ). £X 
性 紧 致 模 的 概念 和 环 的 对 偶 性 有 密切 的 关系 .事实 
上 ,对 于 对 偶 环 , 模 的 线性 紧 致 性 和 模 的 反射 性 是 等 
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X 与 mW AX 


ffr B9. EX Jk Er 3& (Zelinsky, D. ) fu Z2 By (Müller, B. 
J. ) 等 对 线性 紧 致 模 做 了 深入 的 人 研究 . 

拟 弗 罗 贝 尼 乌 斯 环 (quasi-Frobenius ring) A 
有 对 偶 性 质 的 重要 环 类 . E R 是 ( 左 或 右 ) 诸 特 的 
且 满 足以 下 等 价 条 件 之 一 : 

l. aR 或 Re 是 内 射 的 ; 

2. kR 或 Re 是 内 射 余生 成 子 ; 

3. R 具有 对 侦 零 化 子 性 质 , 即 对 R 的 任意 左 理 
想 A 和 任意 右 理想 B,1r(A4)= 二 4A 目光 (B)= 二 B, 其 中 
r(A)={xrE€ R|Ax=0}, 
L(B)={xE€R|xB=0}; 

WK R AM a Dl fe SSM fal EK QF H0. QF H 
是 中 山 正 CNakayama,T. ) F 1939 年 引入 的 , 它 是 
左右 对 称 的 且 是 左 和 右 阿 廷 的 .阿尔 门 滩 尼 (Ar- 
mendriaz, E. P. ) F 1980 年 把 诺 特 条 件 减 弱 为 本 质 
左 (或 右 ) 理 想 满足 降 链 条 件 . 胡 恩 (Huynh , D. 2 和 
$ SEK CWisbauer, R. ) 于 1989 年 进一步 把 上 述 
降 链 条 件 减弱 为 升 链条 件 . QF 环 的 一 个 重要 同调 
性 质 是 :R 是 QF 环 当 且 仪 当 任意 R 投射 模 是 内 射 
的 ,又 当量 仪 当 任 意 内 射 R 模 是 投射 的 .和 若 QF 环 R 
满足 以 下 条 件 之 一 : 

1. Soc CGROZx4CR/rad CR)); 

2. Soc (R4) 2X (Ge /rad CR) pe; 

则 称 R 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 环 . 

QF 环 (QF ring) ” 即 “ 拟 弗 罗 见 尼 乌 斯 环 ”. 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 环 (Frobenius ring) Jl“ HL SEE. 
Ug Sd. 

QF-1 CAM) (QF-1 ring (algebra)) HUF 
PWS OV WASTED. 它 是 思 罗 尔 
(Thrall, R. M.) F 1948 年 提出 的 . 即 QF-1,QF-2 
和 QF-3 环 ( 代 数 ). EI RIOR 的 任意 忠实 左 R 
模 M 是 平衡 的 , 即 规范 同 态 A: R>Biend (rM) 是 满 
的 ,其 中 Biend (kM) — End (Mr), m T — End (kM), 
WP RAZ QF-1 Ws BACRBOR 是 半 完 全 的 且 
任意 不 可 分 解 投射 左 R 模 和 右 R 模 都 有 单 和 本 质 
的 基 座 , 则 称 R 为 QF-2 Ws RAP RADNER 
左 RE M 称 为 极 小 忠实 的 , 寿 它 是 任意 忠实 模 
T 的 直 和 项 ), 则 称 R 是 QF-3 的 .例如 QF 代数 是 
QF-1 代数 . 中 心 为 阿 廷 的 有 限 生 成 代数 R 的 商 环 
是 QF-1 的 当 且 仅 当 R 是 准 素 可 分 解 序 列 环 ,而 诺 
特 交 换 QF-1 环 是 QF Xf. | 

QF-2 CR 38D (QF-2 ring (algebra)) Jl, 
"QF-1 环 ( 代 数 )”. 

QF-3 环 ( 代 数 ) (QF-3 ring (algebra)) Jil 
“QF-1 环 ( 代 数 )”. 

伪 弗 罗 贝 尼 乌 斯 环 (pseudo-Frobenius ring? 
fal PK Ze PF 环 . 比 完全 对 偶 环 ( 即 广 义 QF 环 ) 更 一 
般 的 环 . XR OROEROS USB JE SPH. RU ED 
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下 等 价 条 件 之 一 : 

1. «R. 是 内 射 模 且 基 座 Soc GRO EA RERE 
质 的 . 

2. 丸 是 左 半 完 全 的 . 左 自 内 射 的 且 Soc GRO E 
本 质 的 . 

3. gR 是 左 余 生成 子 且 单 左 RR 模 同 构 类 是 有 限 
HJ. 

4. «R de ZE ASIE BTE XR IE RRIF R 
的 某 个 左 理想 . 

5. 任意 忠实 左 RR 模 是 生成 子 . 

6. 任意 余生 成 子 是 生成 子 . 

PF 环 的 概念 是 东 屋 五 即 (Azumaya,G. ) 于 
1959 年 在 讨论 内 射 模 的 对 偶 性 质 时 提出 的 ,他 提出 
T £ PF 环 是 否 是 右 PF 环 的 问题 . 狄 斯 勤 格 
(Dischinger, F. ) Z2 $h (Müller, W. ) F 1986 年 证 
明了 答案 是 否定 的 . 

PF 环 (PF ring) WARP WE S SER. 

局 部 可 分 解 环 Clocal-decomposable ring) 局 
部 环 的 推广 .者 环 尺 是 局 部 环 的 有 限 积 , 则 称 环 OR 
为 局 部 可 分 解 的 . E R 是 摩 锐 塔 等 价 于 一 个 局 部 可 
分 解 环 , 则 称 R 为 准 素 可 分 解 的 .一 般 地 , 环 R IEEE 
锐 塔 等 价 于 局 部 环 的 有 限 积 , 当 且 仪 当 R/J(R) 是 半 
局 部 的 且 R 的 基本 环 是 局 部 环 的 积 ; 又 当 且 仅 当 RR 
是 局 部 环 上 全 阵 环 的 有 限 积 . 对 于 半 准 素 环 RR 是 
准 素 可 分 解 的 当 且 仪 当 R 的 素 理 想 是 交换 的 . 

准 素 可 分 解 环 (primary-decomposable ring) 
见 “ 局 部 可 分 解 环 ”. 

B 环 (B-ring) ”以 引入 者 巴 斯 (Bass,H. ) 第 一 
个 字母 命名 的 一 种 特殊 环 . 设 R EY. AER AES 
左 尺 模 M 有 极 大 子 模 ( 或 等 价 地 ,对 于 M 的 任意 子 
ii N.rad M/ ND SE M/ ND , WR REA BW. #1E 
意 非 零 循环 左 R 模 有 极 小 子 模 ( 或 等 价 地 ,对 于 任 
意 非 零 左 RE M,Soc(M) 关 0), 则 R 称 为 左 基 座 
环 . 完全 环 和 V 环 都 是 B 环 . 半 准 素 环 是 左 和 右 B 
环 .也 环 和 基 座 环 是 巴 斯 为 了 研究 环 R MES S 
(Jacobson,N. ) 根 J CRO Bf] T REEF 1960 年 引 人 
HSE. AREA B 环 或 右 基 座 环 , 则 J(R) 是 
T ER. 

基 座 环 (primitive ring) — B," B X". 

QI 环 (QI-ring) 半 单 环 的 推广 .QI 即 拟 内 射 
(quasi-injective) ZZ &&. KR Em, ETE AI SER 
REAN WK REA QI 环 . 任 意 左 QI 环 是 左 
诺 特 环 . 由 拟 内 射 模 的 定义 可 知 左 QI 环 是 左 V 环 . 
We ae S (Koehler, A.) F 1970 年 兽 给 出 下 面 的 刻 
画 : 尺 是 左 QI 环 当 且 仅 当 任意 两 个 拟 内 射 左 RE 
的 直 和 是 拟 内 射 的 . 

FP 内 射 环 (FP-injective ring) 自 内 射 环 和 正 
则 环 的 推广 . 设 尺 是 个 环 , 若 从 尺 的 任意 有 限 生 成 


左 理想 了 到 R 的 同 态 FIR 可 以 扩充 为 R 的 自 同 
& g:R>R, WH R 是 左 FP 内 射 环 . R 是 左 FP 内 
射 的 当 且 仅 当 任意 有 限 表示 左 R 模 MM 是 无 扭 的 . 

PS 环 (PS-ring) 一 类 特殊 的 环 . PS 是 投射 的 
基 座 英文 缩写 . 若 基 座 Soc (rxR) 是 投射 模 , 则 环 R 称 
H E PS 环 . PS 环 的 概念 是 尼 柯 尔 孙 (Nicholson， 
W. K. ) 和 瓦特 斯 (Watters,J.F. ) 于 1988 年 引 人 
的 ,他 们 证 明 : XR AE URL) ie] BAR LIR; ze PS 环 当 且 
仅 当 每 一 个 R 是 PS 环 ; 并 提出 命题 对 于 亚 直 和 是 
否 成 立 . 薛 卫 民 于 1990 年 证 明 答案 是 否定 的 . 

V 环 (V-ring) 亦 称 余 半 单 环 . 半 单 环 的 推广 ， 
若 环 R 满足 以 下 的 等 价 条 件 之 一 : 

l. 任意 单 左 RR 模 是 内 射 的 ; 

2. 任意 左 R 模 是 余 半 单 模 ( 即 它 的 任意 子 模 是 
ERTER); 

3. 任意 左 理想 是 极 大 左 理 想 的 交 , 即 xkR ERF 
单 模 ; 

4. 对 任意 左 尺 模 M rad MD —0; 
则 称 RAA V 环 . 

V 环 的 概念 是 维 拉 玛 约 (Villamayor,O. 下 上 . ) 提 
出 的 . 左 QI 环 是 左 V 环 而 左 V 环 是 半 素 的 . H R 
是 交换 环 时 ,R E VRAHY RB ED EIE 
M; HANKI F R OER BPH. 科 真 斯 
(Cozzens ,J. H. ) 证 明 : 非 交换 V 环 未 必 是 正则 环 . 
卡 普 兰 斯 基 (Kaplansky,I.)、 奥 思 斯 坦 (Ornstein, 
A. ) 证 明 : 任 意 半 素 诺 特 V 环 是 单 V 环 的 直 和 . 


余 半 单 环 (co-semisimple ring) BJ" V HR”, 
余 诺 特 环 (co-Noetherian ring) 诺 特 环 的 对 


R. 称 环 RARE BED. a RIEU FE 
等 价 条 件 之 一 : 

1. R-mod 有 阿 廷 ( 诺 特 ) 余 生成 子 . 

2. 任意 有 限 余生 成 左 R 模 是 诺 特 ( 阿 廷 ) 的 . 

3. 任意 有 限 余 生成 左 R 模 的 子 ( 商 ) 模 是 有 限 
余生 成 的 . 

4. ETRE RES 的 内 射 包 E(S) 是 阿 廷 ( 诸 
特 ) 的 . 

余 阿 廷 环 是 阿 廷 环 的 对 偶 . R 是 余 阿 廷 环 当 且 
仅 当 任意 有 限 余生 成 左 RR 模 是 有 限 生成 的 . 例如 ,2Z 
是 诺 特 的 和 余 诺 特 的 ,但 不 是 阿 廷 的 ,也 不 是 余 阿 廷 
的 . 而 对 于 交换 环 而 言 : 余 阿 廷 环 是 余 诺 特 的 ; 诺 特 
环 是 余 诺 特 的 ; 阿 廷 环 是 余 阿 廷 的 ; 余 诺 特 ( 阿 廷 ) 环 
对 于 任意 极 大 理想 的 局 部 化 是 诡 特 ( 阿 廷 ) 的 . 

余 阿 廷 环 (co-Artinian ring) M RAII”. 

投射 替换 环 (projective-exchange ring) HAH 
上 模 是 投射 且 有 可 替换 性 质 的 特殊 环 类 . 环 R ER 
ARR M EXE ERA REALS 

A—M'ON =A; (其 中 M' = M) 


环 论 


时 ,存在 ASA GE Dfii fS 
A=M OA 

则 称 M 是 可 替换 的 . BERRA RR 模 是 可 替换 
的 , 则 R 称 为 左 投 射 替换 环 . EIE UBER 是 可 替换 
的 , 则 称 R 是 左 蔡 换 环 . 相应 地 , 右 蔡 换 环 的 定义 可 
类 似 地 给 出 . 模 的 可 替换 性 是 克 莱 伍 利 (Crawley， 
P.) AA A A (Jonsson, B. ) F 1964 年 为 研究 代数 
系统 ,特别 是 阿 贝 尔 群 的 (无 限 ) 直 和 分 解 的 加 细 性 
而 引 人 的 ,在 模 的 分 解 理论 上 占有 重要 地 位 . TREK 
德 (Wartfield,R. B. ) 于 1967 年 证 明了 具有 局 部 自 同 
态 的 模 是 可 替换 的 ,从 而 改进 了 著名 的 克 和 鲁 尔 - 雷 马 
特 - 施 密 特 - 东 屋 五 即 定 理 , 并 且 内 射 模 和 拟 内 射 模 
是 可 替换 的 ,而 投射 模 的 替换 性 不 成 立 .但 完全 环 上 
的 任意 投射 模 是 可 替换 的 . 苏 特 斯 (Shutters,W.) 
于 1974 年 和 斯 托 克 (Stock,J. ) 于 1982 年 引进 了 投 
射 蔡 换 环 的 概念 并 证 明 : 汉 “' 诺 伊 曼 正则 环 是 左 和 
Att RH. 

替换 环 (exchange ring) 见 “ 投 射 蔡 换 环 ” 

可 替换 模 (module with exchange property) 
见 “ 投 射 替 换 环 ”. 

3Y-C 环 (o-C 环 )(3-C ring (Co-C ring)) 其 环 
上 模 有 直 和 分 解 的 环 类 . 设 R 是 环 ,C REA RRA, 
4 [E XS CR BR AE BR A R 模 可 以 写成 C 中 成 员 的 直 
Al, WW RRA SC XR Co-C 环 ). 例如, 若 把 C 取 为 循 
环 模 类 , 则 o-C 环 就 称 为 o 循环 环 . 一般 地 , 设 m 是 
为 一 个 左 RIB E m 中 任意 (有 限 生成 )R 模 可 以 
写成 C 中 成 员 的 直 和 , 则 称 R 为 m3-C 环 . 环 (上 模 
范畴 ) 的 3-C 和 o-C 性 质 为 环 的 分 类 提供 了 重要 的 
刻画 . 例如 ,R 是 左 庄 特 环 , 当 日 仅 当 任意 内 射 左 R 
模 是 不 可 分 解 模 的 直 和 ;R 是 QF 环 时 ,任意 内 射 模 
是 循环 模 的 直 和 ;R 是 局 部 环 时 ,R 是 o 循环 环 , 当 
月 仅 当 R 是 几乎 极 大 赋值 环 . 

c ff X& X^ Co-cyclic ring?) 
iR. 

正 合 环 (exact ring) 一 类 特殊 环 . 对 于 一 个 双 
模 , 若 它 有 一 个 合成 列 且 其 中 的 合成 因子 都 是 平衡 
双 模 , 则 称 它 是 正 合 的 . AHA RMB eRe 是 平衡 
双 模 , 则 称 环 R 为 正 合 环 . 

ERRBES E ZR ES ABB (Azumaya.G.) Og 
研究 序列 环 于 1983 年 提出 的 . FAF (Camillo, V. 
P.).#@ Sj(Fuller, K. R. ) 和 了 蛤 殉 (Haack,J. K. ) 在 这 
基础 上 引进 了 正 合 环 的 概念 . 阿 廷 序列 环 是 正 合 的 ， 
哈 比 人 (Habeb,J. M.) F 1987 年 证 明了 阿 廷 双环 
是 正 合 的 . ZR Ee BE SR DE HUE AB : 正 合 阿 廷 环 是 自 对 
(8j 3n. jk Hr Sy d CDischinger, F. ) $81 B $) C Müller, 
W.)F 1984 FUR EL fF te fT. CWaschbusch, J. 2 F 
1986 4F UEH T X} BI Ee Be DR 1989 年 

Zhe 


WL“ S-C KH Ca-C 


环 与 代 XS 


证 明了 对 于 雅 各 布 森 根 的 平方 为 0 的 阿 廷 双环 猜想 
是 成 立 的 . 

良好 环 (good ring) ”其 根 具 有 良好 性 质 的 环 
类 . 设 R 是 环 ,J dé ROMS NR. ECMWF 
等 价 条 件 之 一 : 

1. 对 任意 左 R 模 M,.JM=rad(M); 

2. 对 任意 左 RR 模 M,N AER RAS 9: M—N, 
有 p(rad M)=rad(g(M)); 

3. 对 任意 左 RE 1M ,任意 U<M, 

(rad M + U)/U = rad(M/U);: 
则 称 尺 是 左 良好 环 . 右 良 好 环 可 以 相应 地 定义 . 同 
时 是 左 良好 与 右 良好 的 环 称 为 良好 环 . R/J 为 半 单 
环 的 环 R 和 单 边 阿 廷 环 都 是 良好 环 . 但 是 ,存在 着 
良好 环 R 而 R/J 不 是 半 单 的 . 良好 环 的 概念 是 卡 什 
(Kasch, F. ) 在 研究 环 的 根性 质 时 提出 的 .事实 上 ， 
对 于 任意 环 R 和 其 上 的 任意 左 模 M, 恒 有 

JM Crad M. 

有 限 模型 环 (ring of finite module type) 简称 
FBG 环 . 具有 某 种 有 限 条 件 的 环 类 . RR EA, BGA 
可 分 解 左 R 模 的 同 构 类 是 有 限 的 , 则 R 称 为 左 有 限 
模型 环 (FM 环 ). EDARRA BR AE XR 模 的 间 构 
类 是 有 限 的 , 则 R 称 为 有 限 的 有 限 模型 环 (FFM 
环 ) 或 有 限 表 示 型 环 . 对 于 环 Ro TEAEnCN 使 得 任 
意 有 限 生成 R 模 都 有 一 个 生成 系 BB IBI <n, W 
BK R 为 有 限 有 界 生 成 的 . 关于 FFM A FBG HA 
重要 的 布 伐 尔 - 思 罗 尔 猜 想 ; 左 FBG- 7c FFM. 9 ft 
特 尔 (Roiter ,A.V. ) F 1968 年 、 奥 斯 兰 德 (Auslan- 
der,M. ) F 1974 年 分 别 证 明了 猜想 对 域 天 上 有 限 
维 代数 和 阿 廷 代数 成 立 . 

有 限 有 限 模 型 环 (ring of finite finite module 
type)” 见 “有 限 模 型 环 ”. 

有 限 表 示 型 环 (ring of finite representation 
type)” 见 “有 限 模 型 环 ”. 

有 限 有 界 生 成 环 (ring of finite bounded gener- 
ators ring) 见 “ 有 限 模型 环 ” 

+E Z £$ (semi-perfect module) 与 半 完 全 环 
相 平 行 的 概念 . 半 完 全 环 看 做 自身 的 模 , 即 为 半 完 全 
模 . ARNE RE P 的 任意 间 态 像 有 投射 包 , 则 P 
称 为 半 完 全 的 . 以 下 性 质 是 等 价 的 : 

1. P 是 左 半 完 全 模 . 

2.JP 在 PP 中 是 多 余 的 ,P/JP 是 半 单 的 且 它 的 
任意 直 和 分 解 可 以 提升 为 P 的 直 和 分 解 . 

3. JP Æ P PEERK, EH P 是 局 部 模 的 直 和 和 
QL 是 局 部 模 , 当 和 且 仪 当 工 是 某 个 单 模 的 投射 包 , 当 
和 且 仅 当 工 衬 Re,e 是 局 部 寡 等 元 )， 

4.P 的 任意 真子 模 包 含 于 一 个 极 大 子 模 中 且 P 
的 任意 单间 态 像 有 投射 包 . 

ERIA RE OP 的 同 构 像 的 任意 (有 限 ) 直 和 
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是 半 完 全 的 ,P 称 为 左 完 全 的 , 则 P 是 左 完 全 模 当 
且 仅 当 P 的 任意 真子 模 包 含 于 一 个 极 大 子 模 中 且 
P 的 单 同 态 像 的 任意 直 和 有 投射 包 . 半 完 全 模 和 完 
4 TR IN ES ES HH (Mares, E. A.) 于 1963 年 在 
研究 完全 环 的 推广 时 引进 的 . 肯 宁 汉 (Cunningham, 
R. S. ) 和 和 鲁 特 (Rutter,A. Jr.) F 1974 年 证 明 ESE 
全 模 是 完全 的 当 且 仅 当 它 的 不 可 分 解 直 和 项 是 完全 
RJ. 


完全 模 (perfect module) 见 “ 半 完全 模 ” 
局 部 模 (local module) 见 “ 半 完全 模 ” 
赋值 环 (valuation ring) 一 种 特殊 的 局 部 环 . 


也 是 重要 的 交换 环 类 . 交换 环 R PAM, Et 
它 满足 以 下 等 价 条 件 之 一 : 

1. 对 任意 a,5ER, 恒 有 aE Rb 或 5€ Ra, 换 言 
之 , 必 有 a 整除 5 或 5 BR a. 

2.R 的 所 有 理想 (对 于 包含 关系 ) 组 成 线性 序 
f. 

3. R 是 局 部 环 且 任意 有 限 生成 理想 是 主 理 想 . 
满足 条 件 3 B RUE DITS. 

赋值 环 是 交换 的 特殊 序列 环 . LAESA 
密切 的 关系 . 事实 上 ,交换 诺 特 局 部 整 环 是 赋值 环 当 
且 仅 当 它 是 戴 德 金 环 . 赋值 环 上 的 模具 有 良好 的 分 
解 性 质 , 马 特 利 斯 (Matlis,E. ) 于 1957 年 证 明 : 赋 值 
环 R 上 任意 有 限 生成 模 M 的 内 射 包 五 (M) 是 有 限 
个 不 可 分 解 内 射 模 的 直 和 ,或 等 价 于 M 有 有 限 哥 尔 
迪 维 数 . 赋值 环 RR 上 任意 有 限 表 示 模 是 循环 表示 模 
的 直 和 ,从 而 推广 了 卡 普兰 斯 基 (Kaplansky I. ) 的 
THE. 

贝 祖 环 (Bezout ring) — DL" RE (B RH”. 

KURA EA (maximal valuation ring) 一 类 特 
殊 的 赋值 环 . 赋值 环 R, 知 任意 两 两 可 解 同 余 组 = 
r,(InodI)2(a€ A,x,C€ R,I, Æ R 的 理想 ,A 是 任意 
足 码 集 ) 有 同 解 , 则 称 R 为 极 大 的 . 若 以 上 同 余 组 在 
AE ERES Te f WE R 为 几乎 极 大 的 . 这 两 个 概 


念 是 卡 普兰 斯 基 (CKaplansky,I. ) 在 人 研究 赋值 环 上 所 

自由 模 和 有 限 生 成 模 的 分 解 性 质 时 引入 的 . 

几乎 极 大 峰值 环 (almost maximal valuation 
见 “ 极 大 赋值 环 ”. 

(gamma ring) 比 结合 环 更 广 的 环 类 . iz 
R= {x,y;z,"…} 和 和 D-—(a,B,Y,- $e Bal DI ZR BE, H 
定 RX XRR 的 乘法 :对 任意 c yeR cel H 
A ray€ R. £3& tt RUA: 

].Cr-Ly)ezr-zxoz-Lyaz, 

r(Ca-c-g)z-—xoz-J- rz, 
ra(yd-z)-—rayd- raz; 

2. (xay) Pz= xa Cygz), 

对 任意 r y, ER, a, BET RA; MPR By D RID 


ring) 


Xf Ré VE Hi BE SE (Nobusawa,N. ) F 1964 年 引入 的 .本 
环 的 概念 和 理论 与 结合 环 有 许多 是 平行 的 . BIA 
S 是 R 的 子 加 群 , 且 对 任意 x,yES,aE 厂 恒 有 xay 
ES, 则 S 称 为 R 的 研 子 环 . R WF MHI. A ILIR 
CICRIICI) Wal ETH ROA). A 7 
是 厂 环 R 的 右 理 想 也 是 左 理 想 , 则 称 了 是 R 的 理 
想 ,人 简称 醋 ARB. A IETA RKA, w R/T 二 {x 
十 T|xER}), 规 定 : 
GF DaCy- Io — xay I, 

则 R/T 也 为 荆 环 , 称 为 R 对 了 的 本 剩余 类 环 . AL, 
矿 环 的 概念 与 结合 环 相 类 似 , 因 此 , 仪 列 出 几 个 主要 
的 名 词 . 

r F (gamma subring) — UL" D 3$". 

Di8i38(gammaideaD Wh“ 3$". 

r FR AETR (gamma residue elassring) 
Hr”. 

r E% (gamma homomorphism) 类似 于 环 的 
AA. d RU D;3RG1.2),0 是 (Ri, 十 ) 到 (R,， 
十 ) 的 同 态 ,p 是 D, 20, 的 同 构 . 若 对 任意 r.y€ 
R yer 满足 : 

(xrY y)0— (xO) C 9) (yO), 

则 称 序 对 (9,9) 是 D, AR, 8| D; HR, HAA. x dn] 
ASO ORK K={rER,|\cO=0}=0, RE 0 Æ R 到 
R: 的 单 同 态 , 若 0 也 为 满 同 态 ; 则 称 C9, p) Æ Dx 
Ri 8| D; AR, WAY. ÆI E D YR R OBR. JE D 
的 同 构 映 射 , 则 R 一 R/T 的 自然 同 态 (p,r) 是 指 zp 
二 xX 十 17, 任意 xzER. 对 研 辐 态 \ 厂 同 构 具 有 完全 类 
似 于 环 的 同 态 . 同 构 基 本 定理 . 

r EH (gamma isomorphism) ” 见 “ 工 同 态 ”. 

Ar Y (prime Gamma ring) 平行 于 素 环 的 一 
ECVHA.CHR 的 理想 PP, 夺 对 任意 理想 A,B,“ 
4PBSEP 时 有 4SEP 或 BSP, 则 称 己 为 卫 素 理想 . 
知 忆 环 尺 的 零 理 想 是 卫 素 理想 , 则 民 称 为 素 DA. 
FFM AE: RAR OAM AM 4MIER a, bE 
R,F al RFO=0, WR a=0 3 0—0; 4H TH A.B 
为 右 理想 (或 左 理想 ), 若 ADB—0,W| A=0 KR B= 
0. 同 素 环 类 似 ,P J& DR 的 素 理想 的 充分 必要 条 
件 是 R/P ÆR T WH. 这 些 是 久 野 升 司 (Shoji 
Kyuno) F 1978 年 证 明 的 . 

r R (gamma prime idea) W“RE W. 

r %#R (gamma prime radical) 与 贝尔 根 平 行 
HHS. CA R 的 素 根 是 R 的 一 切 械 素 理 想 的 交 ， 
记 为 (R). 设 S 是 栈 环 R 的 子 集 ,车 S= 名 或 对 
任意 a,bES VR (GOD OD [(]1Sze 2 ,WIERS Jy m-r 
R.R AETH REKAH, ZA) = rER|E rH 
任意 ml RASA MMI SR ON A Hy RR. 
P(A)DA. E P EBES A Bj Dr RHA, M 
POS (GO, Auk, O0dE& S 4 BS DX 


“T 


环 论 


理想 的 交 . MMF CR) — e? COD. 

m-I'f&COm-D system) Wr RR”. 

+ XE D M (semiprime gamma ring) 平行 于 半 
VRBES. Ux QiEDESRIHIEIAIJZEDIRIN 
任意 理想 . 若 UTUCQ-AUCQ,W$k Q^ rex 
A8. CSMF: A aU 使 得 aPRIaCQ.W acq. 
aACARASHM EER MR AER 
HR ÆFRKT HAHAHA RYT RRR); 
M4AM4 R R6 AERE ISI RES A E)E CB T 
是 RW A CA) IH. RETE TEE ECC n 18979 UD)" = 
OM I RAR EAE BD. 与 半 素 环 类 似 , 半 素 D AE 
素 研 环 的 亚 直 和 ;Q ÆT FREM HA RQ 
fe FR TH. 这 是 久 野 升 司 (Shoji kyuno) F 1978 
年 得 出 的 . 

D EX HH (gamma semiprime ideal) 
mI. 

RI f& (gamma module over ring) 3$ R FE B 
推广 . 设 M 是 加 群 ,R ET HME MXDXR—AM 
的 运算 :任意 mEM,aET,T7ER 有 mar€ MEM 
足 条 件 : 


l. Gntnoax=marxrtnax. 


见 “ 半 


2. ma (x y) — mor may. 

3. mBCra y) — (mBr)ay, 
对 任意 r.y€ Ra, BPEL, m, nE M 成 立 , 则 称 M Æ 
RT 模 . 若 RT 模 M PER ms£0 fS mD R—M Wi 
M 称 为 既 约 RT 模 ; 它 等 价 于 ,对 每 个 029m € Mff 
在 a€ D Efa maR— M. AMER x€ R24 MIP'r—0 
HA r=0, UK RD EE M 是 忠实 的 , 它 等 价 于 ,M 
的 零 化 理想 为 零 , 即 

ACM = {x E RIMPa = 0} = 0. 


BEA RI i CGirreducible RP-module) | 见 “RT 
模 ”. 

忠实 RT 模 (faithful RP-module) | AJ "RP 
a” 

本 原矿 环 (primitive gamma ring) 与 本 原 环 


类 似 的 概念 ,也 是 它 的 推广 .一 个 荆 环 RARER 
实 既 约 RE RMR PARI HA. HR 的 理想 J 
称 为 荆 本 原理 想 , 是 指 R/T RAD DR. 

r 本 原理 想 (gammaprimitive ideal) 
D». 

¥ 5 IRI 环 semiprimitive gamma ring)  3É 
本 原 环 在 荆 环 上 的 推广 . 设 R 是 栈 环 ,Jr(R) 表 未 
R WES i RAR. 若 不 存在 既 约 RD 模 , 称 Jr (RD = 
RAT RA; AREER A RT 模 , 定 义 Jr (CR) = 
NAM) AWA RD 模 MM WSF HC. A 
bis Jr(R)= (1M 跑 遍 RR 的 一 切 极 大 正则 厂 右 理 
想 }( 即 存在 eE€R,aETT, 使 得 对 一 切 xER AA r 
ear El). Jr ROLF) IE WE eR. 当 R dé Pf E 
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见 “ 本 原 


环 ou 代 S 


环 Jr GO EGRE B. A JRCRO — 0, 0 R RATES TR 
SEE RD WR CRO YR. EXE D 环 . 例 
A .R/JrCRO KAI DH, [B] E38 RAR A 
AR CB APSE A. 

JE & dp HR E BE XR (Jacobson semisimple T- 


ring) BERET HR”. 
88I'. 环 (weak [y-ring) 亦 称 二 群 结合 环 . 设 
R-—ixr.y.z,),D-—(a.B,Y 7) Æ AA Bn] OO ZR itl 


群 , 对 一 切 x.y.z€ R;a.B,6€ D Aiea: 
1l.zxay€ R,axrBer; 

2. (xt y)az-— xaz- yaz, 
r(ad-B)y— xay rhy, 
ralytz)=xey + raz, 

(a+ B) xà —axó d- Pre, 
ala+y)B=arBt+ayf, 
ax(B+0)=axB+axd; 
. Cxay)Bz=xlayß)z=zxalyßz), 
(arg)yó-—o(rBy)6—ax(CByó); 
WER 是 弱 Ts A.E RETT AMT hes 
Ry W. 88 Dy BORGIR: 
4. 对 一 切 x. y€ R.a€C DP, Æ xay—0 则 e=0, 
则 RRA Py 环 . r) ,但 它 
一 般 不 是 Ds 环 ,然而 它 是 弱 Tw 环 
Py WL y-ring) JL“ 55 D. " 
D R% (gamma algebra) 结合 代数 的 推广 . dx 


ve 


R= wb or ee ee r= {a,ß, Y, 
ABL ARH. E = yee} APRA REGE 
EE WAAUS 


(ray)a = xa(ya) = x(aa)y = (xa)ay, 
WERE AR ED RR. Bu. DXYRR 都 可 视 作 
整数 环 Z EN CRM. E RST, MCHA RAL 
代数 . 

RO A RER WAM 
*" B 牛 风 文 刘 绍 学 FKE R= 


m d 


一 般 根 论 (general theory of radicals) ”用 公理 
化 方法 研究 根 概念 的 一 般 理论 . 20 世纪 50 年 代 初 ， 
由 阿 密 苏 (Amitsur,S. A.) 和 库 洛 什 (Kurosh,A.) 
同时 独立 建立 的 理论 ,其 自 的 是 对 环 构 造 理 论 中 的 
不 同 的 根 进 行 概括 和 抽象 ,研究 它们 的 本 质 属性 . 

根 的 概念 的 引入 基于 下 述 企图 ;对 所 有 的 环 进 
行 分 类 ,并 对 这 种 由 抽象 的 代数 系统 所 成 的 类 有 所 
前 明 . 这 是 一 个 十 分 困难 的 问题 . 韦 德 们 恩 (Wed- 
derburn, J. H.M) F 1908 年 提供 了 一 个 巧妙 的 方 
法 :舍弃 结构 中 的 某 一 指定 部 分 ,保留 其 中 具有 良好 
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性 质 的 部 分 ,从 而 把 研究 一 般 环 的 结构 归结 为 较 容 
易 研 究 的 “保留 ”部 分 的 环 结 构 , 舍 弃 的 那 一 部 分 就 
称 为 根 . 此 后 ,人 们 对 许多 不 同 的 根 进行 探讨 与 研 
究 ,获得 许多 深刻 的 结果 . 特别 是 雅 各 布 森 (Jacob- 
son, N. ) 于 1945 年 的 工作 ,对 环 构造 理论 作出 了 杰 
出 的 贡献 . 

一 般 根 论 则 离开 了 构造 理论 的 本 意 ,建立 了 根 
的 公理 化 体系 , 拓 广 了 根 的 概念 ,使 得 根 的 研究 进入 
一 个 更 高 的 层次 . 

an property) 一 般 根 论 中 的 重要 
概念 . 由 阿 密 苏 (Amitsur, S. A.) 和 库 洛 什 
(Kurosh, A. ) 以 公理 化 的 方式 定义 ,是 各 种 不 同 的 
根 的 抽象 和 概括 .在 不 区 分 互相 同 构 的 环 的 前 提 下 ， 
用 字母 A 表示 环 可 能 具有 的 一 个 抽象 的 代数 性 质 . 
具有 性 质 2€ 的 环 记 为 AW. BH 4 的 理想 B( 作 为 
—PIP BAY NR B 是 环 AW RA THAR. AE 
统 适合 下 述 条 件 : 

1. 琉 环 的 同 态 像 仍 是 AFH; 

2. 任 一 环 A 都 有 一 个 RARAN CAES AW 
一 切 A 理想 ; 

3. 剩余 类 环 A/N CR ERE A 理想 ; 
则 A 称 为 根性 质 . 

RIBMCR-ideal) OL“ RAM”. 

İR (radical) AAS AR B 388 56 :— P ERE 
质 的 简称 ; 男 一 个 是 指环 4 在 确定 的 根性 质 有 下 
适合 根性 质 中 公理 2 的 理想 N , 称 为 环 4 的 统 根 ， 
WA ACA) SS ILARA”). 

FAIR (A-radical ring) ARBHARHH 
类 . 当 久 是 一 个 根性 质 时 , 色 环 也 称 为 Z 根 环 . 对 
于 S6 cB A,ACAV=A. 

HE (radical class) 全 体 根 环 做 成 的 环 类 . 一 
般 根 论 中 的 重要 环 类 ,党 和 对 应 的 根性 质 用 同一 个 
符号 表示 . 给 定 结合 环 类 的 一 个 子 类 经, 称 属于 此 
子 类 中 的 环 为 A WMG SIT TERR A. FRA 成 
为 根 类 的 充分 必要 条 件 是 : 农 环 的 同 态 像 仍 是 FA 
环 ; 奋 一 个 环 4, 它 的 任意 非 零 同 态 像 都 含有 非 零 
R 理想, 则 ARGE 97 环 . 上 述 条 件 也 是 根性 质 的 
3) — FE 9.7] XX. 

Z SES XRCAXC-semisimple ring) A RASH 
环 . 在 给 定 的 根性 质 A P BHA EUH ERR I) A XH 
想 , 即 ACAD — COO BUR YR 4 为 A RBH. 任 一 环 
A X TA BH ZR S38 A/ 2C CAD E A FRH. A 
半 单 环 的 任 一 理想 ,作为 一 个 环 ,也 是 A 半 单 环 . 环 
构造 定理 描述 的 是 各 种 不 同 的 半 单 环 的 结构 ,将 它 
们 表示 为 一 些 环 的 亚 直 和 和. 例如 ,贝尔 半 单 环 表示 为 
素 环 的 亚 直 和 和 , 雅 各 布 森 半 单 环 表示 为 本 原 环 的 亚 
直 和 . 


半 单 类 (semisimple class) 一 般 根 论 中 与 根 


类 相对 照 的 重要 环 类 . 给 定 根性 质 SX GROS A, EH 
所 有 A” 半 单 环 组 成 的 环 类 称 为 根性 质 76 的 半 单 
X. 它 由 根性 质 或 根 类 惟一 确定 . 结合 环 类 的 子 类 
LC 成 为 半 单 类 的 充分 必要 条 件 是 :: 闪 中 环 的 理想 
仍 在 环 类 HX 中 ;在 环 A 的 每 个 非 零 理 想 都 有 一 个 
非 零 同 态 像 是 .% 中 的 环 , 则 环 4 也 是 OC 中 的 环 . 
给 定 半 单 类 .和 ,由 所 有 没有 非 零 同 态 像 属 于 OO 的 
那些 环 组 成 的 环 类 是 一 个 根 类 ,因此 根性 质 也 可 由 
半 单 类 惟一 确定 . 

高 根 (upper radical) 一 种 根性 质 . 若 .% 是 由 
M 中 环 的 所 有 次 理想 ( 环 的 理想 的 理想 ) 组 成 的 环 
X, A 是 由 所 有 不 能 同 态 满 射 到 OV 中 非 零 环 上 的 
那些 环 组 成 的 环 类 , 则 A 是 一 个 根 类 ,对 应 于 一 个 
根性 质 A. 这 个 根性 质 就 称 为 环 类 . 确定 的 高 根 . 
根性 质 的 “高 "“ 低 ?是 指 ,对 于 两 个 根性 质 26, 和 
Ze, MF AEP A, 根 环 都 是 A, 根 环 ,或 者 等 价 地 
ji. A, 半 单 环 都 是 A, 半 单 环 , 则 称 ARP” 
元 ,或 R AF A A ALA. 按 上 述 方法 由 
环 类 € 构造 的 根性 质 安 满 足下 述 条 件 :: 交 中 环 
都 是 AFAR BA ARTE ,使 得 € 中 环 都 
是 2 YAAR, MASSA. IER TEXX I ER OX P ER 

ARR ower radical) 与 高 根 相 对 偶 的 根性 质 ， 
由 环 类 : 交 - 确定 的 低 根 是 指 下 述 意义 下 的 根性 质 
cv 中环 都 是 AR; BAARH IA ,使 得 
KH 中 环 都 是 2 根 环 , 则 有 ASS. RHR OO 确 
定 的 低 根 安 通常 由 超 穷 归 纳 法 构造 :将 .% 中 环 的 
同 态 像 称 为 OC bd 次 环 , 对 任意 序数 a, 当 a 一 1 存 
在 时 ,者 环 4 的 每 个 非 零 同 态 像 都 有 一 个 非 零 理 想 
是 :关上 ae 一 1 次 环 , 则 称 环 4 是 .关上 ea 次 环 ; 当 w 
是 极限 序数 时 , 若 存 在 某 个 序数 Ra, EI 4 是 
KH 上 有 次 环 , 则 称 环 4 是 .关上 wx 次 环 . 由 所 有 在 
KH 上 具有 某 个 次 数 的 环 组 成 的 环 类 恰好 是 一 个 根 
类 ,这 就 得 到 所 要 求 的 根性 质 A. 例如 ,由 所 有 和 需 零 
环 组 成 的 环 类 确定 的 低 根 是 贝尔 根 . 

遗传 根 (hereditary radical) ”对 理想 也 保持 的 
一 种 根性 质 . ABP REA ARUN BS 
理想 作为 一 个 环 仍 是 9€ 根 环 , 即 根 类 A 是 一 个 对 
理想 的 遗传 类 , 则 称 根 性 质 € 是 一 个 遗传 根 . 根性 
质 令 是 遗传 根 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ,对 任 一 环 4 
的 任 一 理想 BTA S6CB) — B() ACA). 遗传 根 的 半 
单 类 是 本 质 扩张 闭 的 , 即 , 若 一 个 环 在 这 个 根性 质 下 
有 一 个 本 质 理 想 是 半 单 环 , 则 这 个 环 本 身 也 是 半 单 
KARZ BO EAE BS Img say. 
则 这 个 根性 质 是 遗传 的 . 

EB oe BS HR (supernilpotent radical) ”一 类 重要 
的 根性 质 . 一 种 根性 质 A AEA P RARE TO 是 遗 
ER ENRERE ERA, MR HON BES 


AR ie 


AR. HES AR B] 2E A JE E D. SK PH B Hf BE RAS 
mp YR BB EAE ACA .BIS A ERE BU AERE PRI BJXT. 

55 WEEK BE (weakly special class) LA SB E E He 
为 半 单 类 的 重要 环 类 . 环 类 OU 称 为 弱 特 殊 类 ,在 
— 满足 下 述 条 件 : 

1. 2€ 中 环 都 是 半 素 环 . 

2. .XY 是 遗传 的 , 即 .XY 中 环 的 理想 作为 一 个 环 
仍 是 X 中 的 环 . 

3. 2€ BART RAN. aH 4 有 一 个 本 质 
理想 是 .% 中 的 环 , 即 环 4 本 身 也 是 .XY 中 的 环 . 

弱 特 殊 类 的 重要 性 在 于 超 寡 零 根 的 半 单 类 是 弱 
特殊 类 ,而 弱 特 殊 类 确定 的 高 根 是 超 才 零 根 . 有 这 种 
高 根性 质 的 半 单 环 , 都 可 表示 为 这 个 弱 特 殊 类 中 环 
的 亚 直 和 ， 

特殊 类 (special class) 一 般 根 论 中 与 特殊 根 
相关 连 的 一 类 重要 的 环 类 . 满足 下 述 条 件 的 环 类 
DU 称 为 特殊 类 : 

1. 2€ 中环 都 是 素 环 . 

2..7€ 是 遗传 的 . 

3..7€ 是 本 质 扩张 闭 的 . 

每 个 特殊 类 都 是 一 个 弱 特 殊 类 ,因此 由 特殊 类 
确定 的 高 根 是 超 寡 零 根 . 特殊 类 概念 的 建立 ,是 为 了 
引入 特殊 根 的 概念 ,以 概括 环 结构 理论 中 给 出 的 各 
种 具体 的 根性 质 . 

特殊 根 (special radical) 一 类 重要 的 根性 质 . 
是 环 结构 理论 中 各 种 具体 根 的 概括 与 抽象 . 由 特殊 
类 确定 的 高 根 , 称 为 特殊 根 . 环 的 各 种 结构 理论 中 的 
根性 质 都 是 特殊 根 . 对 特殊 根 而 言 , 每 个 半 单 环 都 可 
表示 为 相应 的 特殊 类 中 素 环 的 亚 直 和 ,这 也 正 是 环 
的 结构 定理 所 表述 的 . 

反 单 根 (antisimple radical) 一 个 具体 的 根性 
质 . 亚 直 既 约 环 R 中 一 切 非 零 理 想 的 交 了 J 是 R 的 非 
零 极 小 理想 PRA OR ob. a PHT, MER AE 
等 心 的 亚 直 既 约 环 . 由 所 有 带 寡 等 心 的 亚 直 既 约 环 
组 成 的 环 类 是 一 个 特殊 类 ,这 个 环 类 确定 的 高 根 是 
一 个 特殊 根 , 称 为 反 单 根 . 

XE ER BE £5 XA Bj i Cheart of subdirectly irre- 
ducible ring) JL“ BAR”. 

TB Gm Sob BJ ME ED BE £3 X& Csubdirectly irre- 
ducible ring with idempotent heart) — D," Rz HR”. 

反 单 环 (antisimple ring) 一 种 特殊 环 . 反 单 根 
的 根 环 称 为 反 单 环 . BES EHH Re fis BB RE SH E 
反 单 环 . 反 单 环 的 一 个 特征 性 质 是 , 它 的 任 一 同 态 像 
都 可 表示 为 带 窒 零 心 的 亚 直 既 约 环 的 亚 直 和 . 

MERE SS IR (subidempotent radical) 一 个 特殊 
的 根性 质 . dE PE PRA AA 是 遗传 
的 ;每 个 R ASG BR TE dE SEPT. 在 环 结构 定理 中 ,通常 
FHP WY FES ETE OR PEE PE. WY a EAR 
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是 与 传统 根 完 全 不 同 的 另 一 类 根性 质 , 它 的 出 现 不 
再 是 为 了 研究 环 的 结构 ,而 是 根 理论 本 身 的 需要 ,是 
公理 化 根性 质 中 一 种 重要 的 类 型 . 

补 根 (supplementing radical) 由 一 个 根性 质 
确定 的 性 质 相 反 的 另 一 个 根性 质 . 设 € 是 一 个 根性 
质 ,2 eA REHAB. Ae PRA 
件 : 对 任 一 环 A, A ACAI SYS (AD — COO HE 
前 者 的 任 一 根性 质地 VEA SY, WR 97 为 根 
性 质 A 的 补 根 . 对 每 个 根性 质 2C. ABE HE HE — UE 
的 补 根 2 FFA 97 是 由 全 体 非 统 半 单 的 亚 直 既 约 
环 组 成 的 环 类 确定 的 高 根 . 

EE FES AB OY Fh AR E UE AS TT ME AR HP 

对 偶 根 (dual radical) 由 补 根 导出 的 一 个 概 
DQ hp 有 和 2 是 两 个 根性 质 , 其 中 每 一 个 是 另 一 个 
的 补 根 , 则 称 ( 肥 ,2 是 补 根 的 一 个 对 偶 对 ,而 称 这 
两 个 根 中 的 每 一 个 为 对 偶 根 . 实际 上 ,一 个 根性 质 ， 
在 是 某 个 根性 质 的 补 根 , 则 这 个 根性 质 与 自身 的 补 
根 就 形成 补 根 的 一 个 对 偶 对 ,因而 是 一 个 对 偶 根 . 对 
遗传 根来 说 ,只 要 它 是 由 某 个 亚 直 既 约 环 类 确定 的 
高 根 , 它 就 是 一 个 对 偶 根 . 遗传 对 偶 根 仅 有 两 类 : 超 
老 零 对偶 根 (是 特殊 根 ) 和 亚 寡 等 对 偶 根 . 

补 根 的 对 偶 对 (dual pair of supplementing rad- 
ical) JL“ XHBIWR . 

— fig $$ JE (general class of modules)  — AE AR 
论 中 的 重要 模 类 . 对 每 个 环 4 ,给 定 非 平凡 右 4 模 
的 一 个 类 Mh. 定义 AM a 的 核 为 M a 中 全 体 A 模 
的 零 化 子 的 交集 

ker a =N ((0: MDAIM € Mats 
它 是 环 4 的 一 个 理想 . A, 为 空 类 , 则 规定 
ker - 4,=A;4 ker <í a= (0), WR AM a 为 忠实 的 . 
设 模 类 
tut, 
称 A AMR A .A 满足 条 件 : 

1. ME Ars 蕴涵 M € Aa JEP BEA 的 理 

2. ME .AL4,A 的 理想 BTO: MD4 蕴涵 ME 
A arne 

3. E Aa 忠实 , 则 对 4 的 每 个 非 零 理想 B,_A8 
非 空 ， 

4. XXE YR 4 的 每 个 非 零 理想 B, Ar 非 空 , 则 
A , FASE, 

— MRA A 确定 一 个 根性 质 , 只 要 规定 环 4 
的 根 ACAO RRR .za WK. 给 定 一 个 根性 质 R, 
也 可 构造 一 个 一 般 模 类 EMER ATA 
RCA) — o CA). FK XX FE B — MRK A 为 根性 质 
5 的 模 表 示 或 模 刻 画 . 
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Fe SCR JE (faithful class of modules) — 4," — fot 
模 类 » 
根性 质 的 模 表 示 (modular representation of 


radical property) — UL" — RRX”. 

XE (prime module) 刻画 素 环 而 定义 的 一 种 
模 . 右 4 模 M 称 为 4 素 模 , 是 指 M 满足 条 件 :MA 
了 关 (0); 关 XEM,B 是 环 4 的 理想 , 则 zB=(0) 列 涵 
x=0,K BOO: MO4. I A 是 素 环 的 一 个 充分 必 
要 条 件 是 存在 一 个 忠实 AGE M. 

特殊 模 类 (special class of modules) 一般 根 
论 中 与 特殊 根 相 关连 的 重要 模 类 . RA o — LU) 
Ma, 其 中 4 为 任意 环 , 若 适 合 下 列 条 件 : 

1. & M€ 4 .,W| MEARS; 

2. di BEA A 的 理想 , M € 4, Mj MBE 
Mas 

3. 车 MEAM, BÆI A 的 理想 ,MB 天 (0), 则 
MEM g; 

4. 一 般 模 类 中 的 条 件 1.2 成 立 ; 

则 称 模 类 -zl 为 特殊 模 类 . 每 个 特殊 模 类 都 是 一 般 
都 可 由 特殊 模 类 来 表示 . 例如 ,所 有 既 约 模 组 成 的 模 
类 是 特殊 模 类 ,表示 的 根性 质 是 雅 各 布 森 根 ; 所 有 素 
模 组 成 的 模 类 也 是 特殊 模 类 ,表示 的 根性 质 是 贝尔 
TR. 

im fe 2% (hereditary class) 一 种 特殊 环 类 .一 
个 环 类 ,车 其 中 每 个 环 的 每 个 理想 作为 一 个 环 仍 在 
该 环 类 中 , 则 称 这 个 环 类 是 一 个 遗传 类 .一般 根 论 中 
常见 的 许多 环 类 ,例如 ,每 个 半 单 类 .遗传 根 的 根 类 
都 是 遗传 类 . 

- 同 态 闭 (homomorphically closed) 对 环 类 的 
一 种 附加 性 质 . 一 个 环 类 , 寿 其 中 每 个 环 的 每 个 同 态 
像 仍 在 该 环 类 中 , 则 称 该 环 类 是 同 态 闭 的 . 同 态 闭 是 
一 般 根 论 中 许多 环 类 所 具有 的 重要 性 质 . 每 个 根 类 
都 是 同 态 财 的 . 

扩张 闭 (closed under extensions) 对 环 类 的 
一 种 附加 性 质 . 环 类 DV 奉 满 足 : 对 任意 环 4,4 的 
理想 了 及 剩余 类 环 A/I 都 是 € 中 的 环 字 4 本 身 也 
EX 中 的 环 , 则 称 环 类 D 为 扩张 闭 .例如 , 根 类 
和 半 单 类 都 是 扩张 闭 的 环 类 . 

本 质 扩 张 闭 (closed under essential extensio- 
ns) 对 环 类 的 一 种 附加 性 质 . 一 个 环 类 A BRA 
下 述 性 质 : 对 任意 环 4,4 有 一 个 本 质 理想 CBD XY 
A 的 任意 非 零 理想 J,T 们 J 关 0) 是 0€ IRR A 


本 身 也 是 K 中 的 环 , 则 称 OC 为 本 质 扩 张 财 . 遗传 


根 的 半 单 类 是 本 质 扩 张 闭 的 ， 

A ME BR XM (strong A-semisimple ring) fa] 
人 态 像 保 持 半 单 性 的 特殊 环 类 . 设 灾 是 一 个 根性 质 ， 
A 是 一 个 ARAR A 4 的 每 个 同 态 像 也 是 经 半 


单 环 , 则 称 4 D st A SEE ER. TR PE It A 的 补 根 的 每 
个 根 环 都 是 强 统 半 单 环 ; 当 A 是 遗传 根 时 ,每 个 强 
R PRAPER EIRE A 的 补 根 的 根 环 . 

强 半 单 性 (strong semisimplicity) 对 半 单 类 
的 一 种 附加 性 质 . 对 根性 质 A, eS 统 半 单 环 都 
是 强 A 半 单 环 , 即 统 半 单 类 是 同 态 闭 的 , 则 称 根 
性 质 A 所 对 应 的 A 半 单 性 质 是 强 半 单 的 . 夺 € 
是 由 全 体 布尔 环 ( 一 个 环 称 为 布尔 环 ,是 指 对 环 中 每 
个 元 素 a, 等 式 a 二 a RA) ARRAK, A 是 由 环 
类 A 确定 的 高 根 , 则 经 半 单 性 质 是 强 半 单 的 . 实 
际 上 , 环 类 .% 本 身 是 一 个 半 单 类 ,并 且 是 同 态 闭 
的 . 

强 根 (strong radical) 一 类 特殊 的 根性 质 . 一 
个 根性 质 FS BRP A 半 单 环 的 每 个 非 零 左 ( 右 ) 
理想 作为 一 个 环 都 不 是 SOROR CSS fr db os FERA 
4, 若 4 的 左 ( 右 ) 理 想 了 作为 一 个 环 是 A 根 环 , 则 
有 了 包含 在 环 4 的 根 AAA) WR 9€ 为 左 ( 右 ) 
强 的 . Zr PERS A 既是 左 强 的 ,又 是 右 强 的 , 则 称 
KH 是 一 个 强 根 . 在 常见 的 根性 质 中 贝尔 根 、 林 文 区 
基 根 、 雅 各 布 森 根 都 是 强 根 . 

TE W 4R (normal radical) 刻画 两 个 环 的 根 的 
相互 关系 的 一 个 概念 . 设 ZA 是 一 个 根性 质 , 知 对 任 
意 莫 锐 塔 六 元 组 (Morita context (A, V,W, Bst, gu) 
均 有 

VA(BW c RCA), 
或 等 价 地 

WZC(A)V C ACB), 
则 称 A 为 一 个 正规 根 , 其 中 A, B 是 环 ,V Æ A-B 
WHEW 是 B-A I, r: VOW >A, u,WGOAV— B 
为 双 模 同 态 . A R 是 一 个 正规 根 , 则 R 是 一 个 强 根 ， 
并 且 对 任意 环 A 和 全 矩阵 环 4, ,有 

RCA,) = ACA), 
在 常见 的 根性 质 中 ,贝尔 根 、 林 文 获 基 根 、 雅 各 布 森 
根 都 是 正规 根 , 而 布 归 - 麦 柯 根 不 是 正规 根 . 

交 TR (intersection radical) 由 一 组 根性 质 构 
造 的 一 个 新 根 . 给 定 一 组 根性 质 , 每 个 根性 质 对 应 一 
个 根 类 ,所 有 这 些 根 类 的 交 作 为 一 个 环 类 ,也 是 一 个 
根 类 ,这 个 根 类 所 对 应 的 根性 质 就 称 为 这 组 根性 质 
的 交 根 . 环 4 的 交 根 SABA PIR RK 
的 理想 :对 这 组 根性 质 中 的 每 一 个 根性 质 02,6 CA) 
都 是 A 根 环 . 交 根 多 (4) 可 由 超 限 归纳 法 构造 : 取 
VV 二 4, 对 任意 序数 8, 当 8 是 极限 序数 时 ,规定 

Vs 
当 序数 8 一 1 存在 时 , 若 在 这 组 根性 质 中 存在 某 一 
个 根性 质 P, TEN p) EV MR Ve = 
AV 1); AM, ME Ve=Ve 1. 由 此 存在 某 个 Vy， 
对 于 这 组 根性 质 中 的 每 一 个 V» BAR TR XP. UI £2 CA) 


=V, 是 环 4 的 交 根 . 

JfiR (union radical)” 交 根 的 对 侦 概 念 . 给 定 一 
组 根性 质 , 每 个 根性 质 对 应 一 个 根 类 ,所 有 这 些 根 类 
的 并 (一 般 来 说 ,不 是 一 个 根 类 ) 确 定 的 低 根性 质 e 
称 为 这 组 根性 质 的 并 根 . 环 4 FR AR ZC CAD SE A OY 
具有 下 述 性 质 的 最 小 理想 :在 这 组 根性 质 中 ,对 每 个 
根性 质 Z, RR AKUARE P 半 单 环 . 并 
根 经 (4) 可 由 超 限 归纳 法 构造 : 取 Wi 二 0, 对 任意 
序数 8, 当 8 是 极限 序数 时 ,规定 

Wa= UW.: 

根性 质 多, 使 得 A/W 1 不 是 多半 单 环 , 则 取 环 A 
的 理想 W DW, 4G PAW) =W /W p1; 
否则 ,规定 We=Wo 1. 由 此 存在 某 个 W;y, 使 得 在 这 
组 根性 质 中 ,对 每 个 根性 质 多, A/W, 都 是 F OP 
环 , 则 24 CA) —W; 是 环 4 的 并 根 . 在 一 组 根性 质 
恰好 与 并 根 的 半 单 类 相 重 . 并 根 的 一 个 应 用 是 确定 
根性 质 A 的 补 根 ,这 个 补 根 是 所 有 满足 下 述 条 件 的 
根性 质 Z 的 并 根 ; 对 任意 环 4, 等 式 ZAN 
Zt CA) —0 WL. 

预 根 (preradical) fe HTM 55 F 4R TE 83 — FH 
性 质 . 环 类 € 上 的 预 根 EEO 上 的 一 个 
图 数 , 它 将 .% 中 每 个 环 4 对 应 于 4 的 一 个 理想 
多 4, 且 对 于 任意 环 的 满 同 态 w:4 一 有 B,BE. 交 ,都 
有 aCE ACC B. RF ENAA 上 的 预 根 ,A 是 
K PHA, 4G FA=AMR ANTS SF 环 , 也 称 
ATR ; AH 4 的 理想 了 是 一 个 多 环 , 则 称 了 为 
环 4 的 一 个 多 理想 . — iH WA 本 身 不 是 一 个 
F 环 . 若 对 PEAR 4,4 WEF TA 的 理想 
都 是 c^ 理想 , 则 称 预 根 — 是 遗传 的 ;大 对 CÓ 中 
每 个 环 4,4 的 每 个 多 理想 都 含 于 Z A, WUDERPUE 
多 是 完全 的 . 奇人 是 一 个 根性 质 , 对 每 个 环 4 , 规 
E V ASRA) WM 多 是 一 个 完全 预 根 . 在 这 个 意 
义 下 ,每 个 根性 质 都 是 一 个 完全 预 根 . 

预 根 环 (preradical ring) 见 “ 预 根 ” 

遗传 预 根 (hereditary preradical) 见 “ 预 根 ”. 

完全 预 根 (complete preradical) 见 “ 预 根 ” 

拟 根 (quasiradical)” 介 于 预 根 和 根性 质 之 间 的 
一 个 概念 . 设 多 是 环 类 OC ENT RR. AT OO 
中 每 个 环 4, 均 有 FS (A/F A) —0, Sg 多 为 环 类 
AH 上 的 一 个 拟 根 . 每 个 根性 质 都 是 一 个 完全 的 拟 
mR. 多 是 定义 在 由 所 有 环 组 成 的 环 类 上 的 拟 根 ， 
HAF 既是 遗传 的 ,又 是 完全 的 , 则 多 是 一 个 遗 
传 根 . 

s HR (zeroid-pseudoradical) 对 每 个 环 所 规 
定 的 与 零 因子 理想 有 关 的 一 个 理想 . 零 伪 根 不 是 一 
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个 根性 质 ,甚至 不 是 预 根 . 设 工 是 环 4 的 一 个 理想 ， 
大 了 中 每 个 元 素 都 是 环 ANA ASAT. MK I 
AR 4 的 左 ( 右 ) 零 因子 理想 . 环 4 的 零 伪 根 I CA) 
是 4 的 满足 下 述 条 件 的 最 大 理想 :对 环 4 的 任意 左 
零 因 子 理想 C. CAD RC 仍 是 一 个 左 零 因子 理想 ; 
对 环 4 的 任意 右 零 因子 理想 D,. CA) 3- D 仍 是 一 
个 右 零 因子 理想 . 环 4 WAAR SY (ABER 4 的 
所 有 极 大 左 零 因子 理想 与 极 大 右 零 因 子 理想 的 交 . 
由 于 这 些 零 因子 理想 都 是 素 理 想 , 因 此 多 是 环 A 
的 一 些 泰 理想 的 交 . 对 环 4 的 全 和 矩阵 环 A,， 
F (A) =F (A), 

零 因 子 理 想 (zero divisor ideal) — A," 2E (RR ". 

TEM 4#R (regular radical) PRG: BHRSE 
WR. 它 是 亚 才 等 根 的 一 个 重要 例子 . 2AB + 诺 伊 
曼 环 组 成 的 环 类 是 一 个 根 类 ,这 个 根 类 对 应 的 根性 
质 称 为 冯 ，。 诺 伊 曼 正则 根 . 这 意味 着 每 个 环 都 含有 
一 个 最 大 的 冯 。 诺 伊 曼 正 则 理想 . 

冯 ， 诺 伊 曼 正则 根 (Von Neumann regular 
radical)” 即 “正则 根 ”. 

克 德 根 (Kothe radical) Ap MIG 2E JR. 简称 OK 
IR. 它 是 对 一 般 环 引入 的 第 一 个 具体 根 . IRAE TE RC IE 
根性 质 . 环 R 的 最 大 蜘 零 元 理想 ( 即 最 大 讶 零 理 想 ) 
称 为 环 的 区 德 根 ,用 Nk 表示 . Nk 包含 RBI—UB 
FOME. A Nx — 0. ER RAK PARA Ld ER 
德 半 单 环 . 王 湘 浩 于 1955 年 得 出 天 半 单 环 的 结构 
定理 : 环 R 是 半 单 的 充分 必要 条 件 是 R 为 一 些 
K 半 单 素 环 的 亚 直 和 . 


if ZAR (nil radical) 即 “ 克 德 根 ”. 

克 德 半 单 环 (K6the semisimple ring) — Ul ^ 5g 
德 根 ”. 

近似 讶 零 根 (quasi-nil radical) — 4F-F iE ER 5j 


TE & Th RAR L I8] E] — PR AR TE IR. 设 R 为 一 环 ,R 的 
SHAE Cc ARIDA AT R 的 任 一 双边 理想 M, 
或 有 MDA, RE R/M 中 (4 十 MM)/M & R/M 的 非 
Eis SH H.W AHR WIE WIS SHER. R 
的 全 部 近似 证 零 单 边 理想 之 和 , 称 为 R 的 近似 证 零 
根 , 用 No 表示 . WAA F 1956 年 引进 的 这 个 根 是 
遗传 根 . No—0 的 环 称 为 Q 半 单 环 , 吴 品 三 于 1988 
年 得 出 Q@ 半 单 环 的 结构 定理 : 环 R 是 Q@ 半 单 的 充分 
必要 条 件 是 R 为 一 些 Q@ 半 单 素 环 的 亚 直 和 . 对 环 R 
的 证 零 根 入 而 言 ,N ERBA ROHSMiES BW 
理想 ,是 个 未 解决 的 问题 . 而 R OWES RAS 
了 R 的 全 部 讶 零 单 边 理想 . 

Vr (D iR SE FE 48 (quasi-nil ideal) 
根 ”. 

ARAFA (local nilpotent ring) J PRA RE 
零 环 . Jay BB ESE FEY OES ES i SPE IB OY — 
种 性 质 . Am OR BERARDIK ^E FRI] T 3 28 8E 
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零 环 , 则 R ERO Je Bb AE YR. HR 的 左 ( 右 ) 理 想 以 
及 理想 ,者 它 们 作为 环 是 局 部 需 零 的 , 则 分 别称 为 局 
BERE SAL Ay») BAS A JE) BD AE FR B. 

Æ CREE XA (seminilpotent ring) 
环 “. 

lj ep SS 38 7B (local nilpotent ideal) 
BER”, 

PK x He ERR CLivitzki radical) IRBs 
AR. BRED CR ARA NAR TEXRO HD FESR BATE. E 
E VA Jay Bi eS EO AR PE It — BAR. 环 R 的 惟一 最 
A Jay BB eS SAR BRA ORO ROC REAR AH N, 表 
me Ni REBI—U EAE BA R/N, 不 
含 非 零 的 局 部 输 零 理想 . Bp AE SHR NL =O 的 环 ， 
称 为 元 半 单 环 或 林 文 茨 基 半 单 环 . 单 环 必 为 工 半 单 
W.R 为 工 半 单 的 充分 必要 条 件 是 RR 为 工 半 单 的 
素 环 的 亚 直 和 . 

FASB BS # (ocal nilpotent radical? 
茨 基 根 ” 

林 文 茨 基 半 单 环 (Livitzki semisimple ring) 
见 “ 林 文 深 基 根 ”. 

#8 BR XR 3E (transfinite nilpotent) iB 2E TENES 
的 扩展 . (RI ER TRS. KS 是 环 R 的 一 个 子 集 ,在 
中 任意 序列 aisar," sans" s BRIF TE IE H A n, fi 15 
ayaza, — 0 CX a,a, 7a, 00 MER S 是 左 ( 或 右 ) 
T WX.T XT. 

T $3E(CT-nilpotent) — IL" 28 RRS”. 

m FR3JCn-sequence) WN RRL SE. XR R 的 
一 个 子 集 $, 若 S 中 任意 元 素 ab. BFE x € R fh 
f axb ES, WFK S Æ R Hm R. Em ERAD 
是 m 序列 : 环 R CR FB by so ttt burn AITE 
R 中 元 素 C1*C25» Cn ,使 得 bi, = b;cib, , Wl FF žij 
by sb rtt bum BRA m 序列 . 
见 “m 序列 ” 

E A EJ (strongly nilpotent element) — XE2E 
元 概念 的 推广 . 它 可 以 用 来 刻画 贝尔 根 . 环 R 中 元 
RAN RRS. Bia a 为首 的 任 一 m 序列 


B " Jey Sp Ae 


见 “ 局 部 


即 “ 林 文 


m 系 (m-system) 


a-—aj, a;7—a,D,dj. ***, Ang, =AmbnAms tt BER, 
DEB IBIEZE IET AE. XR R OR ARR BR 的 一 切 
9m Ae 2 7C AM. 

NRR (Bear radical) ”一 种 常见 的 重要 的 根 . 


它 是 具有 阿 密 苏 - 库 洛 什 和 意义 下 根性 质 的 根 . 环 R 的 
一 切 素 理 想 的 交 , 称 为 R 的 贝尔 根 ,用 多 (R) 表 示 . 
贝尔 根 恰 由 R 的 一 切 强 宏 零 元 组 成 , 它 包 含 尺 的 一 
TD) Fe A PE Al) AR. 贝尔 根 是 由 寡 零 环 类 所 确定 的 低 
HR. R/ ACR) BS V ZR A E. DUR ABA BM BEA VI 
尔 半 单 环 ,通常 用 A Be. 一 个 环 是 贝尔 半 单 
环 的 充分 必要 条 件 为 它 是 素 环 的 亚 直 和 ,从 而 刻画 
了 贝尔 半 单 环 的 结构 . 


贝尔 半 单 环 (Bear semisimple ring) IW“ Dl ZR 
AR”, 
半 素 理想 (semiprime ideal) 与 半 素 环 密切 相 


关 的 概念 . 环 R 的 理想 QO. EX R 的 任意 理想 4 和 
RT ARR n A ACO MEA ACO, WMP QAR 
的 半 素 理想 . 它 等 价 于 ,对 R 中 任意 元 素 rd eRe 
CQ, cq. 

半 素 环 (semiprime ring) 一 类 重要 的 环 . GH 
R 的 零 理 想 是 半 素 理想 , 则 称 R 为 半 素 环 . 环 R E 
半 素 的 充分 必要 条 件 是 R 的 贝尔 根 为 零 ;或 R 无 非 
零 的 寡 零 理想 . 半 素 环 恒 为 素 环 的 亚 直 和 . 半 素 环 与 
半 素 理想 有 如 下 关系 :Q 是 环 R 的 半 素 理想 当 且 仪 
3 R/Q 是 半 素 环 . 

右 拟 正则 理想 (right quasi-regular ideal) 一 
类 重要 的 理想 . 元 素 的 拟 正则 性 是 元 素 窒 零 性 的 自 
然 推广 ,是 从 元 素 刻 画 雅 各 布 森 根 而 引入 的 概念 . 对 
环 R 的 一 个 元 4 而 言 , 若 存 在 R 中 元 6 使 得 a 十 6 十 
ab — 0Cad-b-- ba — 0) , WR a 为 R 的 右 ( 左 ) 拟 正则 
元 ,6 为 a 的 右 ( 左 ) 拟 道 元 . 38. R. 的 一 个 理想 4, 若 
A 中 每 个 元 都 是 右 ( 左 ) 拟 正则 元 , 则 称 4 AACE) 
拟 正则 理想 . 环 R 的 一 个 右 理 想 称 为 右 拟 正则 右 理 
想 , 若 它 的 每 个 元 丝 为 右 拟 正 则 元 . 同样 地 ,可 定义 
左 拟 正则 左 理想 . 任何 证 零 左 ( 右 ) 理 想 是 左 ( 右 ) 拟 
正则 左 ( 右 ) 理 想 .有些 文献 采用 a 十 6 一 ab 二 0(a 十 b 
一 ba 二 0) 来 定义 拟 正 则 元 . 

右 拟 正则 右 理想 (right quasi-regular right ide- 
al)” 见 “ 右 拟 正则 理想 ”. 

右 ( 左 ) 拟 正则 元 (right Cleft) quasi-regular ele- 
ments)” 见 “ 右 拟 正则 理想 ”. 

ACA) Wi st (right (left) quasi-inverse) Ji, 
“ 右 拟 正则 理想 ”. 

雅 各 布 森 根 (Jacobson radical) ”以 右 ( 左 ) 拟 正 
则 性 为 根性 质 的 一 种 重要 的 根 . 设 尺 是 任意 环 ,各 
R 有 本 原理 想 , 则 环 R 的 一 切 本 原理 想 的 交 称 为 R 
的 雅 各 布 森 根 ,用 J CR) em. R 无 本 原理 想 , 规 
E J(R)= 二 R, 此 时 RRA J AR HES Th RH). 雅 
各 布 森 根 还 可 以 从 多 种 角度 描述 :J(R) 等 于 R 的 一 
切 左 本 原理 想 的 交 , 又 等 于 R 的 最 大 的 右 拟 正 则 理 
想 , 它 包含 R 的 一 切 右 拟 正则 右 理 想 ,还 等 于 RR 的 
最 大 左 拟 正则 理想 , 它 包 含 R 的 一 切 左 拟 正则 左 理 
想 , 同 时 , 亦 等 于 R 的 一 切 模 的 极 大 右 理 想 的 交 , 也 
等 于 R 的 一 切 模 的 极 大 左 理想 的 交 , 又 等 于 (rER | 
za 是 右 拟 正则 ,对 任意 a€ R). 雅 各 布 森 根 是 雅 各 
布 森 (Jacobson,N. ) F 1945 年 引入 的 . 

雅 各 布 森 根 环 (Jacobson radical ring) 
各 布 森 根 ”. 

半 本 原 环 (semi primitive ring) JR PK J 半 单 
环 . 一 类 重要 的 环 . AM R WES RRR CR) =0, 


VM: 


TR dt 


WW R 称 为 半 本 原 环 , 又 称 雅 各 布 森 半 单 环 . 环 尺 是 
半 本 原 的 当 且 仅 当 对 R 中 任意 元 素 a 关 0, 存 在 一 个 
既 约 表示 p, 使 得 p(4) 关 0, 当 且 仅 当 R 有 一 个 忠实 
完全 可 约 表示 . 对 任意 环 R,R/J(R) 都 是 半 本 原 环 . 
一 个 环 R 是 半 本 原 的 充分 必要 条 件 是 R 为 本 原 环 
的 亚 直 和 . 

J 半 单 环 (J-semisimple ring) ” 即 “ 半 本 原 
JR. 

JE tS p HR AE 8 XR (Jacobson semisimple ring ) 

见 “ 半 本 原 环 ” 

g IEW 7E Ce-regular elements) 拟 正 则 元 的 推 
广 . 它 是 为 描述 布朗 - 麦 柯 根 而 引入 的 概念 . 环 R 的 
元 素 4, 右 属 于 R 的 理想 
Gla) = {r +ar + 2, Gay; + ry) |Y xy; € R}, 
WAS a RAB g EMC. 从 而 

Jla) = (r--ax|NV x € R) C G(a), 

Ha€G(a)M BM GGO—R. 

g 正则 理想 (Cg-regular ideal) g 正则 元 的 推 
V. BAGO ERE J (a). BH R 的 理想 a 中 每 个 
eA g 正则 元 , 则 称 a AR BS g 正则 理想 .g 正则 
理想 之 和 仍 为 g 正则 理想 . 

4p BA- 3 4 HEC Brown-Mccoy module) 刻画 布 
朗 - 麦 柯 根 而 引入 的 一 种 模 . 设 尺 是 环 ,M EAR 
RAX R BRTH B, RER 

BÆ 0: M) — {rE€ R|Mr=0}, 

就 存在 B 的 一 个 元 素 5. ERER m € M. BA 
mb — m MW fk M 为 布朗 - 麦 柯 模 , 布朗 - 麦 柯 模 是 素 
模 , 布 并 - 麦 柯 模 类 是 模 的 特殊 类 . 

布朗 - 麦 柯 根 (Brown-Meccoy radical) B g IE 
则 性 为 根性 质 的 一 种 根 . 环 R 的 最 大 g 正则 理想 
(包含 R BS— 9] g 正则 理想 ) 称 为 R 的 布朗 - 麦 柯 
根 , 简 称 BM 根 , 记 为 Ny. R 中 元 bE NeM 的 充分 必 
要 条 件 是 ROR 中 任意 元 a EUH a€G(GO. Now dé Hi 
有 单位 元 单 环 所 确定 的 高 根 , 且 Nsvw(R) 汪 J(R). 若 
-Uk 是 R 的 一 切 布朗 - 麦 柯 模 的 集合 , 则 

Ny eral 《0 : MD. 


推广 雅 各 布 森 根 到 布朗 - 麦 柯 根 的 目的 是 用 有 单位 
元 的 单 环 去 代替 本 原 环 , 即 BM 半 单 环 是 有 单位 元 
单 环 的 亚 直 和 . 当 Nom=0 时 ,R 称 为 布朗 - 麦 柯 半 单 
5:35 Nau CRO — R 时 ,R 称 为 布朗 - 麦 柯 根 环 . 
布朗 - 麦 柯 根 环 (Brown-Mccoy radical ring) 
见 “ 布 朗 - 麦 柯 根 ”. 
布朗 - 麦 柯 半 单 环 (Brown-Mccoy semisimple 
ring)” 见 “布朗 - 麦 柯 根 ”. 
Bb A 朱 元 森 RE 
审 阅 刘 绍 学 FKE RAH 
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X 与 代 数 


群 M 


群 环 (group ring) 环 论 与 群 论 的 交 义 学 科 . 由 
群 与 环 两 个 代数 系 结合 而 成 的 新 代数 系 ,也 是 环 的 
基础 模型 之 一 . 设 R 是 有 1 结合 环 ,G 为 群 , 令 RLGJ 
是 一 切 形式 和 
2,40 (a, € R, 仅 有 限 个 a RAE) 


rea 


的 集合 . 规定 : 
2,0. + Dy bot = 2, (a, 十 5,93 


2,2. x \{ Xs. oes P" = 2,68 
其 中 
C, 一 s 2d by, 


则 RLG] 对 上 述 加 法 和 乘法 构成 有 单位 元 的 结合 A 
环 , 称 为 环 R 上 群 G 的 群 环 , 有 了 时 也 用 RG 或 RC(G) 
表示 . 特别 地 ,R==F 为 域 时 ,FLG EROS F EEG 的 
群 代数 . 当 R 为 交换 环 时 ,RLGj 也 称 群 代数 . 奉 S 
是 半 群 , 则 RLS jj 对 上 面 加 法 和 乘法 也 构成 环 , 称 为 
R EFR S 的 半 群 环 ;R 为 域 时 ,RLS [th RK SETS 
数 . 

群 代数 产生 于 群 的 表示 论 . 群 G 的 一 个 表示 决 
定 了 一 个 FLGj 模 ;反之 ,一 个 FLGj] 模 刻画 了 群 的 
一 个 表示 . 1898 年 ,著名 的 马 施 克 定 理 : 若 域 六 的 特 
征 不 能 整除 有 限 群 G 的 阶 , 则 G TE F 上 的 每 一 个 表 
示 是 完全 可 约 的 . 男 一 方面 群 代数 F CKAN 
要 条 件 是 F 的 特征 不 能 整除 C 的 阶 . 这 就 将 群 表 示 
的 可 约 性 转化 为 群 代数 FLGj 的 半 单 性 ,等 价 表示 
又 与 群 代 数 模 的 同 构 密切 相关 .无限 群 的 群 代 数 的 
半 单 性 的 研究 是 从 里 卡特 (Rickart,C. ) 于 1950 年 
证 明 复 数 域 上 群 代数 是 半 单 开始 的 . A 7 年 后 , 阿 密 
苏 (Amitsur,S. A. 2, FE 3£ = Hr 3E (Kaplansky,I. ), 
由 斯 曼 (Passman ,D, S. ) 等 才 逐 渐 扩 展 到 其 他 域 , 然 
ity AEG Be AY Ee A RE M 20 世纪 60 年 代 中 期 开始 
的 . 
早 在 1929 年 ,与 群 代数 密切 相关 的 交叉 积 ,在 
Hi fr (Noether, E. ) 的 讲义 中 已 经 出 现 . 1932 年 , 哈 
Æ (Hasse, H. ) 的 “代数 数 域 上 循环 代数 "给 出 交叉 
积 的 重要 类 型 BE Jes 7h GE ZR (Brauer, R. CD. ) ) 将 域 
F 上 中 心 单 代数 按 相似 分 类 ,每 一 个 等 价 类 都 有 一 
个 交叉 积 为 代表 元 ,从 而 建立 了 布 贷 尔 群 理论 . 交叉 
es a E aS 
积 推动 了 群 表示 论 的 发 展 ,导出 了 和 群 的 投射 表示 ,和 群 
到 向 量 空间 的 半 线 性 变换 的 正规 表示 ,以 及 由 和 群 的 
同调 所 决定 的 投射 交叉 表示 . 群 代 数 以 及 相关 的 碎 
积 与 霍 普 夫 代数 密切 相关 ,同时 群 代 数 又 是 对 称 巴 
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SUMI EZ PRI} BT PA ER iy FA. 

群 代数 (group algebra) Jl“ AER”. 

3EBÉXR (semigroup ring) — DL" BE XP". 

x FH (support subgroup) ” 群 环 的 基本 概 
念 之 一 . 它 是 利用 局 部 去 研究 整体 的 工具 . 设 a= 
Zag E RLGJ, 称 

suppa— (g€ Gla,750j 

为 a 的 文集 ,由 a 的 支 集 所 生成 的 子 群 (suppa) 称 为 
a 的 文集 子 群 . 

截断 映射 (trunction mapping) 和 群 环 中 由 整体 
Pe AAA HBR. GH ER GTE., M 
RUH ]Æ RLGj] 的 子 群 环 . 从 RLGj 到 RLH IA BRS 


II. 2,2. x= n ds 


称 为 截断 映射 . Ty 不 仅 是 R 线性 映射 而 且 当 
RLGJ 视 作 RLHjJ 双 模 时 , Hn 是 RLG IE) RLH I 
RLH DURA. H fk G 中 左 ( 右 ) 陪 集 表现 的 集合 
Y. FONS HEC 中 的 左 ( 右 ) 截 断 . 因此 ,RLGjJ 中 任 
一 元 a 可 惟一 表示 为 

a= yo, 


其 中 wo = HygCy 'a) € RLHj] .于 是 ,截断 的 重要 性 
在 于 将 RLG Jj 转化 为 以 y 为 基 的 自由 右 ORLA Jf. 
A (A) MH eft (right) trunction)” 见 “截断 
映射 ”. 
WAR St (trace map) 和 群 环 RLG 到 基 环 R 的 一 
种 映射 . 设 R 是 有 1 结合 环 ,G 是 群 , 将 RLGj] 中 任 


意 元 
wa = p» am 


r€G 


对 应 到 二 1 WAM a, 的 映射 称 为 迹 映射 , 记 为 
tr(a). Efe RLGj] 到 R 的 R 线性 映射 ,al 称 为 a 的 
W. 当 R=F 是 域 ,G 是 有 限 群 时 ,fF[Gj] 是 上 有 限 
维 线 性 空间 ,以 G 中 元 x 做 右 乘 变换 (以 C 的 元 为 
基 ) ,其 矩阵 r(Cz) 的 迹 是 r(z) 的 对 角 线 上 元 素 之 和 . 
所 以 ,XxX 关 1 时 , 迹 T(x)= 二 0;xX= 二 1 时 , 迹 T(x)==|G | 
=n. 从 而 对 FLGjJ 中 任意 a 来 说 ,矩阵 r(a) 的 迹 与 a 
的 迹 tr Ca) B tr(r(a))=tr(a) * |G]. 

群 代 数 马 施 克 定理 (Maschke theorem for 
group algebra) 域 上 有 限 群 代数 半 单 性 的 判别 定 
理 . 域 尺 上 有 限 群 C 的 群 代数 FLGj 为 半 单 的 充分 
必要 条 件 是 F 的 特征 数 不 能 整除 |G|. ERE E 
定理 在 群 表示 论 中 有 重要 价值 . 例如 , 群 G 的 一 
F 表示 是 完全 可 约 的 充分 必要 条 件 是 到 的 特征 数 
不 能 整除 1c|. 马 施 克 定理 已 由 朱 元 森 于 1987 年 推 
广 为 下 面 更 普遍 的 定理 : 设 R 是 有 1 结合 环 ,G 是 
JH BR E A R 的 特征 数 的 因数 不 是 G 的 子 群 的 
阶 , 则 JRLGj= (JR)LGj, 即 法 拉 哈 特等 式 成 立 . 

增 广 理 想 (augmentation ideal) 研究 群 环 的 


重要 工具 . 设 尺 是 有 1 结合 环 ,G 是 群 , 由 {1 一 x|x 
EG) 在 RLGJ 中 生成 的 理想 , 称 为 RLGjJ 的 增 广 理 
wr(G)= > x — DR[G] 
"T 


= [9a € REG]| Ma. = 0]. 
ix H 4G.RIGT -RG/HOfR H 然 同 态 Du: 

Sage) qo meu 

TEG r€G 
的 核 ker on = or EDRIG]-- REG Ta CD. 34 H —G 
时 , 称 映射 oc; 为 RLG JESSE BARN. 此 时 

px; Saa] = 250; 

是 RLGJ 到 R 的 环 同 态 , 且 ker oe = ar (G), F Æ 
R[G]/e&(GOZER. 3S BR ASS) PRAB TE E] y R 
中 也 有 重要 应 用 . 

1B I" RÀ Bt (augmentation map? 
4H ". 

H5 > zB 48 By gm F (filtration of augmentation 
ideal) ” 滤 子 概念 在 群 环 中 的 应 用 . 它 在 群 环 中 与 维 
子 群 密切 相关 . 以 RLGjJ 的 增 广 理想 wr QA, 
RUG 的 理想 的 降 链 序列 

wr(G) = E DE,D ss DED (1) 
且 满 足 EECE. 1.41.9 02g ex (G) EF. 
X G;—ix€Glrx—1€ E —G(YQG-- EO, WX a 
降 链 序列 (1), 群 C 的 正规 子 群 降 链 序列 


G=G 2G 2 26,27 (2) 


见 “ 增 厂 理 


适合 
(G;,G;) C Gi+;. (3) 
RE G 满足 (3) 的 正规 子 群 降 链 序列 (2) 称 为 G 的 六 
序列 .因此 ,wx(C) 的 一 个 滤 子 决定 了 GC 的 一 个 入 
序列 ;反之 , 群 G 的 任意 一 个 NN 序列 (2), 用 7Y(g) 表 
示 gE€G 的 最 小 下 标 称 为 g Wi WW YC) =; 
gzlHb.Yg)—9megCc€G,NG, a. E; 是 由 一 切 乘 
FR gi —1) Gen — Dg — 1) Ot k Ae) +1 (22) 
tee tY¥(p,) SiS RAAF. WM E Æ RIG] 
的 理想 , 且 序 列 
wr(G) =E DE, D DE, 

适合 EESE Am CGE N EYERE T 
wr(G) 的 一 个 滤 子 . ex (G) BO E T E FES REIS EY 
研究 中 有 重要 作用 . 

N 序列 (N-Sequence (N-series) 
想 的 滤 子 ”. 

N, 序列 (N-series) IAF p 的 限制 入 FF 
列 . N 序列 的 子 类 . 设 G—G,2G,2--26G,2-- E 
G 的 N 序 列 , 若 对 任意 121. Gi /Gic 是 无 扭 群 , 对 某 
自然 数 p 则 称 此 N 序列 为 No FRO. aN 序列 中 对 
每 一 个 G 中 任意 元 2 BA ^ CG, (对 某 自 然 数 


见 “ 增 广 理 


群 YA 


p) MPR N 序列 为 N, 序列 . N, 序列 在 群 环 中 有 
特殊 意义 : 当 R 有 单位 元 且 chR==p( 素 数 ) 时 ,任意 
BÉ C 的 增 广 理想 wx(G) 的 滤 子 所 对 应 的 入 序列 必 
AN, 序列 . 

No 序列 (No-series)” 见 “N, Fee”. 

维 子 群 (dimension subgroup) 由 增 广 理想 的 
特殊 滤 子 所 决定 的 子 群 . 群 环 RLG |] 的 增 广 理想 
og CGO RS UE T 

wr(G )DerR(G) D+ Deok(G)D*" 
所 对 应 的 入 序列 

Dr(G) D D(C) 2D ee 2D, gl YS 

称 为 维 子 群 序列 ,其 中 

Da(G)= ig E Gl g —1€ ex(G)j 

=G N A + eG)» 

PRA n HEF AE. REG BJ N 序列 一 般 未 必 是 维 子 群 序 
列 .但 G 的 任 一 有 限 N 序列 

G 主人 5 
# dE chR —0 时 为 No 序列 ,在 chR — p 时 为 N, 序 
列 , 则 此 序列 必 为 维 子 群 序列 , 且 

G: =G N A + @e(G)). 

HE T HE XE UE R A E E EE BS PE poe EE 
FA. 

大 子 集 (large subset) 群 的 一 个 特殊 子 集 . 群 
G 的 子 集 了 称 为 大 子 集 , 是 指 了 不 含 于 C 中 有 无 限 
指数 的 若干 子 群 的 有 限 个 陪 集 的 并 , 即 

TEU Hx, 《有 限 并 )， 
H[G: H,]-—oo. REG UTET, EX CG 的 任意 具有 
有 限 指数 的 子 群 W 与 G 中 任意 元 zx,T 门 Wx 总 是 
大 子 集 , 则 称 7 为 充分 大 子 集 . KF HE HAH S 
(Passman,D. S. ) 于 1962 年 研究 半 素 群 环 与 其 中 心 
的 关系 时 引入 的 一 个 概念 . 

群 的 子 集 指数 (index of a subset of a group) 
子 群 指数 概念 的 推广 . 它 是 研究 PI 群 代数 的 基本 概 
念 . 设 工 是 群 G 的 子 集 ,G 中 适合 — 

人 三 和 了 
的 元 x1 ,zz，… ,Xi 的 最 小 个 数 , 称 为 工 在 G HHA 
指数 , 记 为 LG : TJ. 大 这 样 的 最 小 正 整 数 不 存 在 ， 
WidALG: 了 Tj,= 0. 同样 地 ,可 定义 左 指数 . 群 的 
子 集 的 左 、 右 指数 统称 为 群 的 子 集 指数 . 一般 地 , 子 
ST 的 左 、 右 指数 不 相等 . 例如 
G= | wr 

ELR HAR, A S= ir “yln 宇 0}, 则 5 mz 
指数 为 无 限 , 而 右 指数 为 2. 

群 代数 半 单 性 定理 (semisimplicity theorem of 
group algebra) 和 群 代数 的 雅 各 布 森 半 单 性 判别 定 
FB. Wt G 是 群 ,K 是 域 且 天 不 是 它 的 素 域 上 代数 ,者 
ch 天 一 0 或 ch 开 王 户 >>0 时 ,G AF PE. KIG] 
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是 雅 各 布 森 半 单 (简称 yy 了 半 单 ). B 50 v 
(Maschke,H. ?证 明了 对 有 限 群 的 半 单 性 后 ,对 无 
限 群 的 情况 历经 25 年 之 久 才 得 到 完全 解决 . 于 
1950 年 里 卡特 (Rickart,C. ) 证 明 复数 域 上 和 群 代数 
CLGj 是 7 半 单 的 ,9 年 后 , 阿 密 苏 (Amitsur,S. A. ) 
扩展 到 特征 为 零 的 任意 域 .由 斯 曼 (Passman D. S. ) 
T 1962 年 证 明了 域 的 特征 为 p 的 情况 .此 定理 是 至 
今 关 于 任意 域 上 群 代数 最 好 的 半 单 性 判别 定理 . 

正规 化 基 (Cnormalizing basis) 研究 环 与 扩 环 
的 根 之 间 关 系 的 工具 . 设 R 是 环 S 的 子 环 , 有 相同 
HJ 1. Æ S 中 元 lH xi ret ,YX,， 使 得 S= Rr 十 Rr， 
十 … 十 Rz,,， 且 存在 R OBIIT: —9 
PEREA x; B—oCBox; 成 立 , 则 称 zi,xs，… ,Xx 为 
S 在 R 上 的 正规 化 基 , 此 时 ,S ERA R 的 自由 正 
WIK. E HIG, [G : H]9n«oo. MHEG HR 
Wiri =l, Tst stn} 是 RLGj 在 RLH J E 1E fb, 
其 中 o. 使 得 

o, (B) — x  Bz;— 85, V BE RLH]G=1,2,5+4n) 
为 RLH I B SI. gi ult ZEE fr £j CVillamayor,O. 
E.) T 1958 年 证 明 域 尺 上 和 群 代 数 对 雅 各 布 森 根 有 : 
JF[G] = JF[H ] * F[G]. 

自由 正规 扩张 (free normal extension) 
规 化 基 ”. 

R 投射 (R-projective) ”研究 环 与 扩 环 上 的 群 
环 的 根 之 间 关 系 的 工具 . OR 是 环 S 的 子 环 ,有 相 
同 的 1, 若 V 是 右 S 模 , 记 为 Vs, 则 Y 也 是 右 R 模 ， 
WA Vre RW 是 Vs ATR, £ W WIE RRE VR 
的 直 和 项 ( 即 Vg 二 Wr 中 UR) ,就 蕴涵 Ws 是 Vs 的 直 
和 项 , 则 称 S 是 RR 投射 的 . 设 五 是 G 的 子 群 ,大 
[G: H |n Æ R 中 单位 , 则 RLGj 是 RLH BESTES. 

优 扩张 (excellent extension) 具有 投射 性 的 
正规 扩张 . A R 是 环 S 的 子 环 , 有 相同 的 1, 若 满足 
条 件 : 

1.S 是 R 的 自由 正规 扩张 , 即 存 在 S 的 有 限 子 
集 {al 二 1,a,，,… ,a,) ,使 得 


Su Raha. cR. ds Tos 


H SRAZ A RE aaz, ,a 为 自由 基 ; 
2.S 是 R 投射 的 ; 
则 称 S 为 R 的 优 扩 张 . 
#2 il (controller) 理想 的 最 小 控制 子 群 . 设 
K #M.H 是 群 G 的 子 群 ,T 为 天 LCJ 的 理想 XT 
I = Ha(DK[G], 

WS A h, RI H Æ SHR. CEF 
I=UNKLEHD * K[IG],BrEALH h J AMS 
IQDKLH]=H;(D), 

其 中 ID, 为 截断 映射 .G 的 正规 子 群 6(7) 称 为 了 的 
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控制 子 , 是 指 对 任 H IG Ri. A H 4) MAR 
当 HO€QG).K[G ]BE E — 3818 INKS EDE 
在 且 惟 一 , 它 是 工 的 一 切 控制 子 群 的 交 . Ae 是 
天 LG] 的 过 等 元 , 则 I —eK[G 的 控制 子 
&(I)-—(Supp e). 

$3 | F # (controlling subgroup ) 
Ta 

F 5E@#(F-complete group) 一 种 特殊 的 阿 
贝尔 群 . 它 在 研究 群 代数 根 的 控制 中 有 重要 作用 . 设 
G ER, F 是 域 , Hom(G,F,) Æ G A| R F= 
F\{0) 的 同 态 集合 ,其 中 同 态 的 乘法 为 

AuCx)-—ACGO u(x), Y à yE Hom(G,Fo),rEG. 
E RE G 中 任意 元 x 关 1, 恒 有 AC Hom(G,F°), FH 
ACL), WER G HE 完全 群 .F 完全 群 的 子 群 以 及 
Ff 完全 群 的 直 积 都 是 完全 群 .F 完全 群 G 对 的 
(ERD MK EK 完全 群 .对 代数 闭 域 来 说 , 阿 贝 
尔 群 必 为 下 完全 和 群 . 

AG) 群 代数 中 的 常用 符号 . A(G) 是 群 G 中 
A BR 3E SE 7C B 76 ZR ELI SS e BI 

ACG) = (x € G|[G: C; (22] < œ}, 
它 是 G 的 特征 子 群 . 
A'CG) 和 群 环 中 的 常用 符号 . 群 C 中 一 切 有 有 
限 个 共 斩 元 的 有 限 阶 元 的 集合 , 即 
At (G) = {z CGG Ce) Go， 
Holz) < œ}, 
它 是 G 的 特征 子 群 , 且 
At (G) C ACG), A(G)/ A* (G) 
FETHH. EC EY + HS (von Neumann,H. ) F 
1951 年 给 出 的 . 

AG) ” 群 环 中 的 常用 符号 . A OER G 中 阶 
为 p 的 究 且 有 有 限 个 共 罗 元 的 元 组 成 的 集 , 即 

A(G) = {g € ACG) |g 的 阶 是 p ADF). 
EEG BRET, H A O/A OERE p 阶 元 
的 局 部 有 限 群 . 

局 部 有 限 指 数 的 子 群 (subgroup of locally fi- 
nite index) 一 种 特殊 的 子 群 . 它 在 研究 群 代数 根 
的 控制 中 有 重要 意义 . 设 太 是 群 G 的 子 群 , 若 对 G 
的 任意 有 限 生 成 子 群 工 ,[ 虐 : L(0)H ] «oo Wl gk A 
EG 中 有 局 部 有 限 指数 , 记 为 LG : H ]—4. f.. 

AG) 和 群 环 中 的 常用 符号 .由 群 C 内 一 切 满足 
其 中 心 化 子 Celx) 在 G 中 有 局 部 有 限 指 数 的 元 xz 组 
成 的 集合 . 即 

ACG) = {x EGILG: Co(a) ] = LE}, 
AGE G BRETH. A G 是 有 限 生 成 , 则 ACG) 
一 4A(C), 它 是 为 研究 群 代数 N“ 根 的 控制 而 引入 的 
概念 . 由 斯 曼 (Passman,D. S.) F 1974 年 证 明 : 
4 (GOJ 控制 N* T8 , B 


见 “ 控 制 


N*F[G] = JFLAt (G)] + F[G] 

其 中 下 是 特征 为 p 的 域 . 

ANG) 和 群 环 中 的 常用 符号 .4 〈C) 是 由 C 中 
一 切 适 合 其 中 心 化 子 Ce(z) 在 G 内 有 局 部 有 限 指数 
的 有 限 阶 元 x 组 成 的 集合 , 即 

At (G) = (x € A(G) |x EK RIC), 
E E G 的 特征 子 群 .局 部 有 限 , 且 A(G)/A*(G) 为 无 
扭 阿 贝尔 群 . | 

N* $R (N*-radical) 一 种 特殊 根 . (8 Nr e 
(Passman, D. S. ) 为 研究 群 代 数 根 的 控制 ,于 1974 
年 引入 的 一 种 新 根 . wR 是 有 单位 元 环 , 对 R 中 一 
切 有 限 生成 子 环 $ ,使 得 aS RSH R 中 元 a HR 
合 , 称 为 R 的 NN'* 根 , 即 N*R= (a€ RiaS ERF, 
对 R 的 一 切 有 限 生 成 子 环 S). 同样 地 ,可 定义 尺 代 
数 A 的 N* 根 NN*A=={a€ AlaS LEE, X 4 的 一 
切 有 限 生 成 子 代 数 $). NT RAE R ORES HH, 
且 JRON'RONR,.R'p J RES ARN SUN ER 
FRC URFA) ,但 N* 根 不 是 库 洛 什 、 阿 
密 苏 根性 质 的 根 , 因为 存在 域 上 代数 E. 
N “(E/N “EE) 关 0, 但 对 群 代数 而 言 , 当 chF = p 时 ， 
对 任意 群 G 恒 有 NN (F[GJ/N*F[G]) = 0 成 立 . 

正规 化 单位 (normalized units) 和 群 环 中 的 一 
种 特殊 单位 . 群 环 RLGj] 中 平凡 单位 的 一 般 形 式 为 
rg,r 是 R 中 单位 ,gEG. RLGjJ 中 单位 = asg，, 蔡 
2a, 1, l| fk a 为 正规 化 单位 . RLG 中 一 切 正规 化 
单位 所 构成 的 群 称 为 RLGj 的 正规 化 单位 群 , 记 为 
V(RLG]). 当 RR 是 有 1 交换 环 ,G 是 阿 贝 尔 群 时 ， 
RLG J 的 单位 群 U (RLG]) 与 正规 化 单位 群 满足 

U (RIG) =U (R) X V(OR[G D. 

IE 3X [E & 4r Sf (normalized unital group) Ji 
“正规 化 单位 ”. 

正规 化 群 基 (Cnormalized group basis) 和 群 代 数 
的 一 种 特殊 基 . 对 简化 群 环 同 构 问题 的 研究 有 重要 
意义 . 设 RLGJ 是 有 单位 元 的 交换 环 R 上 的 群 代数 ， 
a BHU (RLGj) 的 一 个 子 群 V Æ RIG] RÆ, 
则 称 V 为 RLGJ 的 群 基 . A RLG] REESE V MA 
RLGj 的 正规 化 单位 组 成 , 则 V 称 为 RLGj] 的 正规 化 
群 基 . 者 RLGj] 衬 RLH], 则 五 同 构 于 RLGjJ 的 一 个 正 
规 化 群 基 . | 

多 重 中 心理 想 (polycentral ideal) 具有 特殊 
降 链 序列 的 理想 . 设 工 是 环 R 的 理想 , 若 存 在 有 限 
序列 1—1,21,21;2:- 2IL-— (0) (IR) ,使 得 了 I/ 
I; R/T;1 的 中 心 生成 的 理想 ,其 中 0s £— 1 
则 称 工 是 重 为 上 的 多 中 心理 想 . 每 个 理想 和 缘 为 多 重 
中 心理 想 的 环 , 称 为 多 重 中 心 环 . 多 重 中 心 环 的 任意 
同 态 像 是 多 重 中 心 环 . 多 重 中 心理 想 对 刻画 多 循环 、 
AREAN FLG )CF 是 域 ) 的 理想 有 AR( 即 阿 廷 - 
里 斯 ) 性 质 起 重要 作用 . 


BÉ I^ 
多 重 中 心 环 (polycentral ring) 见 “ 多 重 中 心 
Jg AB ". 

p 中 心 (p-central)” 中 心 概念 的 推广 . 群 G 中 
元 Z, 石 存在 C 的 正规 子 群 C, 使 得 G/C HEAR p 
RAC 中 心 化 xz, 则 称 z 为 G 的 pp 中 心 元 . 群 G 的 
一 切 p 中 心 元 的 集合 记 为 PEG RA G B p 中心， 
GH) p PLE G KIWETE. VEN GE N 中 元 
BAGH p 中 心 元 , 则 称 入 为 G B3 p 中心 子 群 . 
即 ,N 是 p 中心 的 当 且 仅 当 NCp&G. 

p 中 心 子 群 (p-central subgroup) 
ity”. 

RA BChyper-4 group) 同 态 像 保持 同一 
性 质 的 群 类 . BE. 是 群 C 关于 正规 子 群 N 具有 的 
A — PER CUI 是 p 中心 性质 有 限 性 ) 记 为 
NAG. EE G 的 每 一 个 非 单位 同 态 像 G 都 有 一 个 
非 单 位 的 正规 子 群 N 使 得 NAGE N 也 是 C 的 
HEE A 的 子 群 ), 则 称 C Ama Rea 群 的 
同 态 像 也 为 超 A HR. AC 是 超 p 中 心 群 , 则 存在 入 
ZADE G 的 pp 中心 子 群 . 

超 中 心 环 (hypercentral ring) 较 多 重 中 心 环 
广泛 的 环 类 . AH R 对 它 的 任意 理想 六 ,Y ,只 要 X 
DY, 就 存在 ce X\Y 使 得 x 十 Y 属于 R/Y 的 中 心 ， 
则 称 R 为 超 中 心 环 . 多 重 中 心 环 是 超 中 心 的 ;反之 ， 
若 环 的 所 有 理想 是 有 限 生 成 , 则 超 中 心 环 是 多 中 心 
环 . 1976 年 , 诺 塞 们 第 德 - 史 密斯 (Rosseblade- 
Smith) 完 全 解决 了 超 中 心 群 代数 的 分 类 问题 :天 [G J 
是 超 中 心 环 , 当 且 仅 当 :ch 天 =0 且 G 是 超 ( 中 心 或 
AR AEM chK — p>0 AG 是 超 ( 中心 或 有 限 p 
群 ) 的 . 

58 Bit 4E F (almost centralizer) 4 BR H Sg p 
的 推广 . RUG 是 群 , 且 作用 于 G 是 G 的 自 同 
构 . G rp — UI DURS BR A 34:88 JC AY 7C £8 AY SS 
PMA A EG 中 的 殖 中 心 化 子 . 若 对 ac ERIT 
G iJ :*27.2€G H Calr) = (e€ M |*r-— x), Mw 
TE G 中 的 殖 中 心 化 子 为 

DNJ = (x € GIA : Cy (22] « 00}, 

Dc QD G B9 9L 78S 2E -F- HE. E Do OU) — G, KU 5&8 
Hub G. Zi A<G,A REMC IE F OG. Do CHD 
<G;4 H IG, Mj D(H) <G. 特别 地 ， 

Do (G) = ACG) = (x € G|LG : Ce(x) ]« o9). 

零 化 子 自 由 理想 (annihilator free ideal) — 2E 4L, 
子 概念 的 一 种 引申 . 设 工 是 域 上 群 代 数 FLGj] 的 
一 个 理想 . 对 群 G 的 每 一 个 无 限 子 群 X, 若 
wr《X) 十 L 在 FLGI/L *B Ic EA T NE EP ee (X) 
是 XX 的 增 广 理想 , 则 称 工 是 零 化 子 自由 理想 . 

F|G 的 理想 艺 是 零 化 子 自由 理想 当 且 仅 当 G 
I SET JG THE X 和 FIG JB] 8E 76 a, Æ awr(X) 
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TL“ p 中 


环 与 代数 


CL,WjecL; X4 H4 4 G 的 每 一 个 无 限 子 群 
XX, 作 用 在 右 FLG lt F[G]/L 上 无 不 动 点 . 所谓 a 十 
L ÆX X 的 不 动 点 是 指 ,对 任 zEX, 恒 有 avc 
aCmod L). fi) ul G Æ FC ch =p, 4 G HRA p 
子 群 是 有 限 , 则 JFLG j 是 零 化 子 自由 理想 . 

BBA Bi(poly-2 group) ”和 群 代数 中 常用 的 
一 些 群 类 . 设 A 是 具有 某 种 性 质 的 群 簇 , 吉 群 C 有 
一 个 有 限 次 正规 序列 

G = GOG AG: D DG, = (1), 

它 的 每 个 因子 G/Gr EX, MR GELE A 群 . 
ERA 是 {无 限 循环 群 ), 则 得 多 重 { 无 限 循 环 群 ) 
的 概念 ,简称 多 重 无 限 循环 群 . AC 用 是 {循环 .有 
限 }, 则 所 得 多 重 A 群 为 多 重 { 循 环 、 有 限 } 群 . 此 类 
群 存在 一 个 有 限 指 数 的 特征 子 群 是 多 重 无 限 循环 
HE. 所 以 ,多 重 { 循 环 、 有 限 ) 群 是 多 重 无 限 循环 群 被 
有 限 群 的 扩张 .因此 ,也 称 多 重 循环 群 全 有 限 群 的 扩 
aK. 

2 BX BR 18 X # (poly-infinite cyclic group) 
MEE a RE”. 

多 重 循 环 群 (poly-cyclic group) 
HE”. 

2 Æ @ BR # (poly finite group) 
群 ”. 

代数 闭 群 (algebraically closed group) 一 类 
特殊 的 群 . 它 将 代数 财 域 概 念 引 申 到 群 方程 组 . 设 G 
是 群 ,W Ge ge) HS ER v; C jm 1,2, 085 G 
元 ge 的 一 个 字 . 群 C 称 为 代数 闭 群 是 指 对 字 方 程 和 
字 不 等 式 的 每 一 个 有 限 组 

WiCziygt) 一 1] G=1.,2.° 57), 
W/E pl G-r-cl;*5£0, 

ER CG 与 G 的 某 个 扩 群 中 同时 有 人 解 或 无 解 . 它 是 由 
斯 科 特 (Scott,W. R.) F 1951 年 引入 的 . 它 的 重要 
性 在 于 每 一 个 群 都 能 矢 人 到 某 个 代数 闭 群 .各 C 是 
代数 闭 群 , 则 FLGj 是 本 原 环 且 G 的 增 广 理想 wr(C ) 
是 惟一 极 大 理想 . 

惟一 乘积 群 Cunique product group) $E FF RE 
35 RJ TE 2S. 如 果 对 群 C 的 任意 两 个 非 空 有 限 子 集 
A4,B, 至 少 存在 一 个 元 zx 有 惟一 表示 :x 二 ab,a€ A, 
bEB, 则 称 G 是 惟一 习 积 群 ,通常 简称 u. p. HF. C. 
在 研究 群 代数 是 否 含 零 因子 或 单位 中 有 重要 作用 . 

u.p. 群 (u.p. group)” 即 “惟一 乘积 群 ”. 

双 惟 一 乘积 群 (two unique product group) 
介 于 右 序 群 与 惟一 乘积 群 之 间 的 一 类 群 . 设 ALB 是 
HEC 的 任意 两 个 非 空 有 限 子 集 , 且 |4| 十 | 如 | 盖 2， 
各 至 少 存在 C 中 两 个 不 同 的 元 z,y BATE dm: 
r—ab.y-—cd.a.c€ A.b.,d € BM G 为 双 惟 一 乘 
积 群 ,通常 简称 t.u.p. 群 ,在 群 代数 FLGj] 中 其 意义 
如 图 所 示 . 
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WL" A 


VEA a 


z; u. p. BF 
ZH .tunr pm F[G] 无 零 因子 


群 BE NN HORA FZ | FLG] | >9 
平凡 单位 
t. u. p. 群 (t,u. p. group) 即 “ 双 惟一 乘积 


HE. 
诱导 模 (induced module) ”用 表示 的 方法 去 研 
究 群 环 结构 的 重要 概念 . 设 R 是 有 1 结合 环 , 太 是 
BF G 的 子 群 ,对 给 定 的 右 RLH Jj 模 W, 由 张 量 积 所 
定义 的 一 个 右 RLGj 模 

W* —WOO9msiiRLG ] 
称 为 RLH SW WRF. A T— (gH fEG P 
右 截 断 , 则 

W'— 20V Ys). 
诱导 模 对 包含 . 交 、 和 、 直 和 关系 仍然 保持 并 有 泛 性 
Jn ukWdaRLH E.F£IW-WS di RU BE A BR 
JJ. WIERA RLGJ 模 V 和 任意 

qc Homgrm W V u) , 
存在 惟一 的 VE Homra WE VO ,使 得 了 =? 
H $ $} CH-projective) 投射 模 概念 的 扩展 . 

设 五 是 群 G 的 子 群 ,V EA RILOR, X RLGjJ] 模 的 


每 一 个 正 合 列 
0—U-—W--V-—0, (1) 
ESHI RLA JERY YI 
0— Un > Wy > Vn > 0 (2) 


是 分 裂 正 合 的 , 则 17) 也 是 分 裂 正 合 的 , 称 RLCJ 模 了 
是 五 投射 的 ,其 中 Vy 是 V WR. BIA VY A 
RLH] 模 ,其 余 类 似 . 

H 内 射 (H-injective〉 五 投射 的 对 偶 概念 . 设 
H AEG 的 子 群 ,V BA RLGj 模 ,对 RIGI K FE 
一 正 合 列 | 

Q—V —W--U--0,. 
ACHRE RUE ] 模 序列 : 
0—V yp Wa ey > 0 

是 分 裂 正 合 列 , 则 前 一 序列 也 为 分 裂 正 合 列 , 称 
RLGJ 模 V 是 五 内 射 的 ,其 中 Uy 表 U ME RLY] 
模 , 即 U 的 限制 模 . AR RW. a C 是 有 限 群 ,* 是 
WT E H EG 中 截断 ( 含 1), 则 下 列 条 件 等 价 : 

]l.V © H RH. 

2.V 同 构 于 (Vw)" 的 直 和 项 . 

3.V 同 构 于 Wr 的 直 和 项 ,其 中 W 是 FLH JE. 

4. 存在 YE Endrer (Vn) 使 得 (tyt 1)v 二 v ,对 
—JHJvcv. 

5.V 是 五 内 射 . 

这 是 希 格 曼 (Higman,G. ) 于 1954 年 证 明 的 . 

群 作 用 (group action) ”交叉 积 中 最 基本 的 概 


念 .由 群 的 元 所 给 出 集合 的 一 种 映射 . 设 C 是 群 ,X 
是 集合 ,sym(X) 表 集 X 上 对 称 群 ,所 谓 群 G 作用 于 
X 是 指 存在 一 个 同 态 fiG—symCOXO. 通常 省 去 S 
记 为 :入 =f(g)(x),TEX. 于 是 群 作用 于 XX 即 是 由 
RE G 的 元 素 所 决定 的 X 上 自身 的 一 些 映射 ,满足 : 

Ip rac =" Cr), XMfrc X,g,AcG. 
若 X 是 某 代 数 系 (如 域 . 群 . 模 .代数 ), 则 X 的 自 同 
构 群 Aut(X) 是 sym (X HF RE. JA T, 

f: G— Aut(X) C symCX) 

的 同 态 称 为 群 C 作用 于 XX, 也 称 X 为 G 代数 系 .其 
W HAI Go= tg EG|ir=z, 4f zxEX). 当 Go==1 
时 , 称 群 C 作用 于 X 是 忠实 的 . 

G 代数 系 (G algebraic system) W REH”. 

忠实 作用 (faithful action) WRH”. 

G AB(G-invariant) JRK GR. HG 的 元 
作用 下 的 闭合 性 . 设 S 是 代数 系 RGR BH, BH, 
代数 ) 的 子 集 , 且 群 G PEA R EX g © GC E 
有 “S 二 (“$1s€ES) 二 5S, 则 称 S EG HE. AS BHR 
的 理想 且 是 G 不 变 , 则 称 S 是 RR 的 G 不 变 理 想 . A 
HG, R 是 有 1 环 , 则 R[ 五 是 群 环 RLGj] 的 G 不 变 
子 环 ,并 且 RLGj 的 任意 理想 均 为 G 不 变 理想 . 

G 平稳 (CC-stable) 即 “G AAR”. 

G 不 变 理想 (CC-invariant ideal) 见 “G 不 变 ” 

不 动 环 (fixed ring) 由 不 动 域 引申 的 概念 . & 
群 G 作 用 于 环 R 为 R 的 自 同 构 ,*r 表示 rER 在 g 
作用 下 的 像 , 则 称 R 的 子 环 

R= {rE RI*r=r,VgEG) 
为 R 对 GG 的 不 动 环 . 当 G 是 有 限 群 , 且 1G| ER 
时 ,蒙哥马利 (Montgomery,S. ) 于 1976 年 证 明 : 
JOCR)-JSR(UITR, 

其 中 J ROAR AES B RAR. 环 R SAI RU 
AK. RIOGIGITLBE. R 是 半 素 环 , 则 “R BEER 
环 ; 若 尺 是 有 1 单 环 ,G 作用 是 外 自 同 构 , 则 “R 是 本 
MIE R 是 半 单 阿 廷 环 , 且 1G| C ER, WOR 也 是 
半 单 阿 廷 环 . 不 动 环 对 建立 环 上 伽 罗 瓦 理 论 起 关键 
EH. RD AURA . 素 环 、. 半 素 环 上 的 伽 罗 瓦 理论 已 
分 别 由 蒙哥马利 、 帕 斯 曼 (Passman,D.S. ) 和 卡尔 钦 
SF (Kharchenko, V. K. 2g yr. 

分 次 单位 群 (graded unit group) 一 种 特殊 的 

群 . 它 是 G 分 次 代数 单位 群 的 子 群 .G 分 次 代数 

A= ® Ag 

的 单位 群 U(A) 中 元 素 u FETE g € GC, AEI u € A,, 
WFK u 为 4 的 分 次 单位 . 4 的 一 切 分 次 单位 组 成 的 
集合 GrU(4) 为 U(A) 的 子 群 , 称 为 4 的 分 次 单位 
群 . Æ u€ GrU CAD. H u€ A, WK g X u 的 次 数 ， 
iU y degu — g. 4u 的 次 数 为 g 时 ,u 的 次 数 为 
B 


BE Y 


Alf (factor set) 决定 群 扩张 的 一 组 要 素 . 
设 N,G 为 群 ,a 是 G 到 Aut(N) 的 映射 ， 
a= (a(g)lg€Gi 
AN 的 目 同 构 集 . ic 
a(T) nn)="n (x€ G;n€ N). 
设 上 为 CXG 到 的 映射 , 若 对 任 zyy,zEC， 
n€ N.H 


"ose peter] PEN [QU yt ^ ir.) h (1) 
teta YI = ECS e) Aer are XO. (2) 
t(x,1) — t(1,x2— l, (3) 


MWR A.W G 在 入 上 的 一 个 因子 集 . 
因子 集 的 同 余 (congruent of factor set) 决定 
因子 集 分 类 的 一 种 关系 .对 GCG 在 入 上 的 两 个 因子 集 
(t,a),(¢',0') FEE G BN 的 映射 4 满足 4(1)== 
1,8 
“n= g) * “ne A(g) ! (V gEG nEN), 
Ü(x.y)-A(Qx) 9 ACY) * tas WACry)~! 
(V r,y€ 6»), 
WU AK Cea) ,lz ,a ) 同 余 . 这 种 同 余 关系 是 一 个 等 价 
X. 
AFTË (associated factor set) 和 群 扩张 所 
对 应 的 因子 集 . PV BE ON 被 G 的 扩张 ,是 指 存在 群 
KIER E:1—N—X-—-G—1. i 
E'; 1> N SY G>] 
AAD K EFE TEAS Y:X—Y 有 交换 图 : 
Ee Ns E 
le Ww d 
I= N Y Ee G == ] 
则 称 五 与 五 同 余 .这 种 同 余 关系 是 等 价 关 系 , 用 
Ej Xon E 的 同 余 类 . 设 E 是 NN 被 G 的 扩张 ,9:G 
>X 是 了/ 的 截面 ( 即 满足 9(1) 二 1,f9== 10). & 
t:GXG>NH (a(g)|lgEG}CAut(N) 满 足 : 
tr, y)—9(xr)Qy2g(xy) ! (V r,yEG), 
4*Pn-g(g)ng(g) ! (V gC G,n€ ND), 
则 (z,q) 是 因子 集 , 称 为 相伴 于 的 因子 集 .f 随 X 
的 选择 不 同 , 所 对 应 的 因子 集 同 余 , 因 此 , 群 入 被 G 
的 一 个 扩张 决定 了 惟一 的 G 在 入 上 的 因子 集 的 
同 余 类 ;并 且 N 被 G 的 扩张 的 同 余 类 与 G 在 NN 上 
的 因子 集 的 同 余 类 之 间 一 一 对 应 . Ep GO a) ER TEE 
E WAFER. E 是 分 裂 的 当 且 仅 当 存在 映射 4:G 
—N.,AGO-—1 使 得 
t(r,y)—aQDGG0 DGGO DAGy) 
(V r,y€G). 
X X f&(crossed system) 由 因子 集 引 申 的 与 
交叉 积 密切 相关 的 概念 . 设 4 是 有 单位 元 的 交换 环 
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环 与 代 数 


R 上 代数 ,G 是 群 , 对 a:G 一 Aut(4), 记 
a(g)b — *b (g € G,65 € A) 
E BR BT t:G X GPU CA) BME x,y,zEG,bE 有 A， 
满足 如 下 条 件 : 
1. Cb) —t(x,y0? bt x,y) 1 
2. tx, yotCryz)0 —"tCy,z)9t (x. yz); 
3.t£(r,1) —£(1.,22—1; 
WEG A. a, DH GEA EIIAESUA (Ges y RHA 
TE PEL. 
+ eR BE (twisted function) D, XLA”. 
E 4t SF X, KH (equivalent crossed system) X 
义 系 之 间 的 重要 关系 . 与 交叉 积 密 切 相 关 的 概念 ,并 
且 从 等 价 观 点 ,相互 惟一 决定 . 群 G 在 R 人 代数 A4 上 
的 两 个 交叉 系 (G,A,a,t) 及 (G,A,a ,t'), 若 存在 映 
ff u:G>U (4A),u(1) 二 1, 且 满足 : 
1. a (g)=iuwal(g),Y gEG, 其 中 
lao) —uCGg)ru(g) ^ (V r€C A); 
2x ry) sue wot uty) "s 


(V r,y€G); 
MEKC, A, at) 5G, A d Sth. 等 价 交 叉 系 所 
决定 的 交 又 积 等 价 ， 
交叉 积 (crossed product) 一 种 特殊 的 强 分 次 
代数 . d | 


ALG 4 HKINIIGUCADON A, 的 单位 群 ,GrU(A) 为 4 
的 分 次 单位 群 ,deg:GrU (A) >G, deg (u) —g 4H 
N uE Ay. AA AA Fe 
(SUAS Cay =e o 
是 正 合 的 ,或 等 价 地 , 任 eg € GL A,C)U CAD z5 SD, Wu] 
称 4 为 G 在 A; 上 交叉 积 , 记 为 4 一 A,xG, 且 hi 称 
为 A * G 的 基 环 .在 交叉 积 A—- AL G 中 ,对 每 个 g 
EG, 存 在 FE 4, 门 U (4), 有 T==1, 规 定 : 
a; G— ÁAut(A)), a(g)a = gag | 
t,GXGoU(A,), tr,y) = Ty Ty !, 
对 任意 a€E Ar yEG. A 是 以 A,=A Z=ZA HA 
的 g 分 量 的 强 G 分 次 代数 ， 


A= {Fas £:|a, € A}, 


MARR a,750 HAV glee Gi HB A, 双 模 ， 
其 乘法 为 


= fa, 


ag * bh = a*bt(g,h) gh, (x) 
"n Eí, A sa t) AGEA 上 交叉 系 , 称 为 相 
对 于 4*C 的 交叉 系 . Gr | € GP BUB A n] AS [n] fH 
所 得 相对 于 A * G 的 不 同 的 交叉 系 等 价 . 因此 ,一 
个 交叉 积 从 等 价 观点 就 惟一 决定 了 一 个 交叉 系 . 反 
之 ,给 定 C 在 尺 代 数 妃 上 一 个 交叉 系 (GC,B,a,t). 
奋 C 是 由 481gEC)} 为 基 生 成 的 自由 妃 模 , 且 以 
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《x ) 为 乘法 , 则 
C = @ Be = GC, 
是 G 分 次 RR 代数 ,其 中 C==B, 且 C 是 G 在 B 上 交 
LE, EAG, B a AXLA. 因此 ,为 强调 交叉 
系 对 交叉 积 的 决定 作用 ,也 记 为 4=B.(G). 
基 环 (basic ring) — M," Az WAR”. 
SE 4t SE X, FA Cequivalent crossed product) — 4£ 
又 积 之 间 的 重要 关系 . 它 与 等 价 交 叉 系 密切 相关 ,并 
决定 了 交叉 积 定义 的 合理 性 . 设 A.D 是 两 个 G 分 
次 R 代数 ,上 且 4,B 均 为 G 在 A! 上 交叉 积 , 若 存在 
A 到 B 的 分 次 同 构 f, 且 f 也 是 4 到 B 的 A RA 
构 ( 即 是 RR 代数 同 构 , 使 得 f(Ag)= 二 Bg(V g€ 62) 
H f(a)-—-a,V a€ 4i), 则 称 4 和 B 等 价 .G 在 4， 
上 两 个 交叉 积 是 等 价 的 当 且 仅 当 G 在 4, 上 交叉 系 
有 相同 的 等 价 类 . 
斜 群 环 (shew group ring) 
A=BA, 
是 G 分 次 R 代 数 ,UCA1) 是 A 的 单位 群 ,GrU CAD 
为 4 BY PUR BEL BE Ar BE TA] AS 
1 + U(A,) > GrU(A) SG > 1 
是 分 裂 正 合 的 (或 等 价 地 ,对 每 个 g€G, 均 存在 
g€ Ag[1U(4), 使 得 对 任 x,yEG, 有 y= 二 xy), 则 
称 4 为 G TEA, LRM ICA A=A, * G. RHEI 
A — A, * ,G 是 交叉 积 的 特殊 类 ,所 以 对 xzEG, 取 
(€ A, UCAA 1=1}, WE 
a; G— Aut(A,), t:Gx*G>U(A,), 
对 任意 aC Aix, yCG,axra=xax'="a,{A 
trsy =a y ry IS 
此 时 A, * G=A,,.(G)=(da,%la,E ALEG, 4X 
有 限 个 a.250) ,其 乘法 为 :az， by—a bx: y, FE, 
A, * ,G 所 对 应 的 交叉 系 为 (G, Al,a,1). 
挠 群 环 (twisted group ring) ”交叉 积 的 子 类 . 


交叉 积 的 子 类 . 设 


设 
是 GG 分 次 RRR WROTE gc CG. EA BEAN) 
U CAD ff g PDK A. HP UCADYA A 的 单位 
群 , 则 称 4 AG TEA, EREI, WASA * C.K 
群 环 ASA *,G 也 是 交叉 积 的 特殊 类 . 所 以 对 rE 
G, 取 {EALi 门 UC(4) 有 1=1), 并 规定 : 
a; G— Aut(A,), ar) = 1, 
t;GXG-—U(AD, t@,y) = xymy |, 
对 任 z,yEG, 此 时 
A, * G= Ai(G) 


= | > A,X 
其 乘法 为 


CE Ai. TA BE a. 天 o) , 


aT “by = abt(x,y) xy, 
A, *,G Pr XT BY 26 LARA (CG, Aj, 1, 0. Tr Hh 
A 含 于 4 的 中 心 , 则 4=4,*,C 为 C 在 4 ER 
代数 . 

对 角 等 价 (diagonal equivalent) ” 搁 群 代数 的 
一 种 特殊 等 价 . 其 重要 性 在 于 判别 [Gj 何 时 等 价 
T FLG]. i F ERER FIG j] 经 基 {z|x€EG} 的 
对 角 变 换 

T= 02I T; (*) 
其 中 6(z) 是 G 8| F' —FNUOSBI— A RRM. BMY 
{( 广 |zEC)} 为 基 , 以 
try) =O OC y tyo ary) 

为 挠 函数 的 挠 群 代 数 FLG]. P F^[G XE AS tt 
FLCj .FLG] 对 角 等 价 于 RELCj], 当 且 仅 当 

t(xr,y) = 0(y) !0(x) 0Czy)， 
HFRS SGF RA a 上 边缘 . 对 角 等 价 来 源 于 
当 G 是 有 限 群 时 , 基 变 换 (* ) 恰 为 对 角 阵 . 若 已 是 
ABR pE F 是 特征 数 为 p 的 完全 域 , 则 LP 总 对 
角 等 价 于 FLP]. 

单项 式 空 间 (monomial space) 可 表 为 一 维 子 
空间 直 和 的 向 量 空间 . 设 X 为 一 指标 集 , 若 存在 域 
F EARSTE V 的 一 维 子 空间 簇 (V ;|xE€ X HEI 

Us 
WEVX,(V.)) ARF 上 的 单项 式 空间 . 

半 线 性 单项 式 表 示 (semilinear monomial rep- 
resentation) ”和 群 表 示 的 一 种 类 型 . 设 V 为 域 f 上 
[a] et aS lB], VX, VA F 上 单项 式 空间 V 的 
一 切 非 奇异 半 线 性 变换 构成 一 个 群 , 称 为 半 线 性 变 
REWA GSO). AFE G 到 GSCV) 的 一 个 同 态 
UME eEG TOE V aE X), MWR A 
HG 关于 单项 式 空 间 (V,X,(V,)) 的 半 线 性 单项 式 
表示 . G 的 每 一 个 半 线 性 单项 式 表 示 本 ,决定 了 G 到 
X 的 置换 群 的 一 个 同 态 7, 使 得 Y(g)x 二 y SANS 
P(g)V,=V,. 

Æ ££ Tk dp þh BE (semilinear transformation gro- 
up) 见 “ 半 线性 单项 式 表 示 ”. 

投射 交叉 表示 (projective crossed representa- 
tion) 和 群 表示 的 一 种 类 型 , 设 GSR F EKS 
量 空间 Y 的 半 线 性 变换 群 ,对 G 到 GSCY) 的 映射 p， 
若 存 在 映射 ::GXG>F'* —FNOD ,使 得 对 任意 zyy 
EG, 有 

PoOeOwM=ta,wplry), p(-—lv, 
WER o 为 投射 交叉 表示 .由 2 对 上 的 相依 性 ,也 称 o 
AG HEV ER t Rm. AER zy,yEC, 恒 有 zx， 
Y=1, UK o AMF EG 的 交叉 表示 . 若 对 任 
g€G.A€ F,v€V ff plg) (Av) — ApCg) (v) , l| ER o 
为 投射 表示 . 当 o 为 交叉 表示 ,也 为 投射 表示 时 ,po 


群 环 


即 为 通常 的 线性 表示 . 

交叉 表示 (crossed representation) Il “Ft $f 
ZO MTR”. 

投射 表示 (projective representation) JL “# 
射 交 叉 表 示 ? 

投射 等 价 (projectively equivalent) FEL RAY 


一 种 特殊 等 价 . 它 与 线性 表示 等 价 的 意义 类 似 . 设 
Ai: G>GSWV,), 0 G —> GS(V,) 

分 别 是 域 尺 上 向 量 空间 VV. 的 两 个 投射 交叉 表 
示 , 其 中 GS(V,) 为 上 向 量 空间 V, 的 半 线 性 变换 
群 G=1,2). 若 存 在 映射 xy:G 一 Ff* —FN(OO B OD 
三 1 ,太一 个 向 量 空 间 的 同 构 f :V1 一 V,, 使 得 对 任意 
g€G/B p:lge)=ule) fpoiCgo f. sr , WRK o, 和 p» 
为 等 价 投 射 . AMER g € Go uGD — 1, UJ o, Al o 
即 为 线性 等 价 . art) 表示 o 和 ts 表示 CB SL “FR 
交叉 表示 ”) 为 等 价 投射 , 则 pj,p; 决定 G 在 上 有 
AA lA EA FF At) EAF t HET 6 tS po 
为 线性 等 价 . 

r 正则 元 人 CP-regular element) 指标 集 的 特殊 
元 . 指 半 线性 单项 式 表示 所 决定 的 指标 集 X 中 某 些 
元 . 设 研 是 群 G 在 单项 式 空 间 (V,X,(V,;)) 上 的 半 
线性 单项 式 表示 ,7 是 由 矿 确 定 的 G 到 X 的 置换 群 
的 一 个 同 态 , 即 7Y(g)(Cz) 王 > HA re), = 


Vy ce X AAV, 中 非 零 元 v. 使 得 对 xz WB 


定子 G(r) 二 {gE€EGl7(g)(z) 二 zx) 中 任意 元 8g A 


l'(g)v,.—v, 2, € V, MJER x 为 D 正则 元 . 


挠 正则 元 (twisted regular element)  # HY BF 
殊 元 . 它 是 由 挠 函数 决定 的 . EELE R G= 
Ri ,G 中 元 g AWE 

g EG = {gEG|r= grg .f£rc€R), 
存在 OAVE (Z(R) x G), 使 得 xv = vz, Xt — H 
XECclg), 其 中 ,ZC(R) 为 R 的 中 心 ,Colg) 为 g 在 G 
的 中 心 化 子 , 则 称 g 为 挠 正则 元 或 上 正则 .由 于 026v 
€ ZU)0 * GO, 有 形式 v—Ag.0zAC Z(R) g€G,, 
所 以 gECo 是 挠 正则 , 当 且 仅 当 

"At(r,y) = Ag. x), 

对 一 切 x€CcGO. 3; CERF ZR) LEENA, 
N| g EG, 是 挠 正则 , 当 且 仅 当 对 任意 zxECe(Ce) 恒 有 
try) =tlg, z). Æ R * G 是 斜 群 环 , 则 每 个 ZEG 
均 为 挠 正则 元 . Æ F—ZGOO.R ÆA, V=F * G 
HX &^g€G,V,-—(aglA€ FUCO GO,» 
为 KF 上 单项 式 空间 ,对 每 个 gE€G,T(g):V>V， 
D(g)v—gvg ,vwEV,T(g) 为 V 的 非 奇 异 半 线 性 单 
项 式 表 示 , 并 且 ,gECo 是 卫 正 则 , 当 且 仅 当 g BHR 
正则 元 . 

理想 集 的 强 置换 (strong permutation of ideal 
set) 和 群 对 环 的 理想 集 的 作用 . 设 尺 为 环 ,G AR, 
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环 与 MW 数 


Q—UIIZXR)EXHES g€G.ICQ.I 是 惟一 确 
定 的 RR 的 理想 , 且 对 任意 x,y€EG, 有 ”GIT) 二 1， 
ISI, MPR GEH R 的 理想 集 ,或 称 G BRR 的 理 
想 集 .者 C 作用 在 R 的 理想 集 Q 上 ,并 且 这 个 作用 
对 任意 gE€G,T,JEQ, 满 足 : 

LAIST, MIST 

2. CJ) —*I**5J; 
则 称 群 G 强 置 换 R 的 理想 . 

G 半 素 环 (G-semiprime ring) 附加 条 件 的 一 
类 半 素 环 . 设 C 是 群 ,I 是 环 R 的 G 不 变 理 想 , 若 了 
NS R 的 非 零 的 G AES TERR MW Sy I AAGE 
FHE. AW R 本 身 无 G REM RAG KB 
I. 因此 , 环 R E GRH OE R 的 惟一 
G NARS. AAT I PH RAES AH G 不 
HA A,B 有 ABzEO, WEI AE GRETHE. 
FA REGER GEETHA, MER AGRA. 

G XXM(G-prime ring) 见 “G ¥K W”. 

D £4 BHM (Martindale ring of quotient) — 
种 特殊 环 类 . E E 4E ik (Martindale, W. S. 2 ÆR 
环 的 理想 集 的 等 价 类 上 定义 的 环 类 . i R 是 素 环 ,X 
为 一 切 左 R 模 同 态 f:A 一 R(A 遍及 R 的 所 有 非 零 
理想 ) 的 集合 ,X 中 两 个 元 f:A>R M gg: BR 称 为 
等 价 , 是 指 存在 OZECQR.CEATD B. HB Foos 
glo) ,VY cEC. 将 XX 中 元 按 此 等 价 关 系 分 类 ,用 f= 
Lf,Aj] 表 示 f 所 在 的 类 ,Q,(R) 为 一 切 等 价 类 的 集 
合 , 规 定 : 

[ff ,A+ Le:B]= Lf +g.A NB], 
[/.A]*[g.B] = Lfg,BA], 
fg 是 先后 g 的 合成 ,于 是 Q. CR) 构成 一 个 环 , 称 
为 R 的 马 廷 达 ( 左 ) 商 环 , 这 是 马 廷 达 于 1969 FE 
MA. 马 廷 达 商 环 S 二 Q,(R) 是 素 环 , 它 的 中 心 2(5S) 
=C; (ROAR. Ao RAAB. Wl cc 可 惟一 扩张 
为 S 的 自 同 构 . 因此 , 当 G 是 有 限 群 时 ,S;(G) 是 交 
义 积 RC(G) 的 惟一 交叉 积 扩 张 . 
Bf ROGER KH 
E FAK PRS 


分 次 M 


分 次 环 论 (graded ring theory) 环 论 的 重要 分 
RZ—. 具有 分 次 结构 的 环 及 模 的 理论 .( 群 ) 分 次 环 
与 分 次 模 的 历史 源远流长 , 早 在 1854 年 , 凯 莱 (Cay- 
ley,A. ) 就 引入 了 域 K 上 的 群 代 数 KLG], EEG 
分 次 天 代数. 分 次 环 的 另 一 早期 例子 是 ( 实 ) 数 域 R 
上 的 多 项 式 环 RLzj, 分 次 环 与 模 最 初 发 展 的 主要 动 
力 是 交换 代数 几何 中 的 射影 代数 得 ,并 形成 代数 几 
何 研究 中 的 基本 方法 之 一 . B 20 世纪 70 ERAR, 
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( 群 ) 分 次 环 和 模 的 发 展 进 入 了 一 个 胃 新 的 时 期 , 主 
要 来 自 非 交换 代数 几何 及 群 表示 理论 的 推动 . 群 分 
次 环 理论 非常 活路 且 富 有 成 果 , 在 这 一 发 展 阶段 中 
代表 人 物 有 奥 西塔 因 (Oystaeyen,F. Van), Ais 
西 库 (Nastasescu,C. ) iA # (Dade, E.C.) # AS 
fll (Montgomery.S. ) #} A (Cohen, M. ) Aly dp = 
(Passman,D. S. 2 SE. HARA 5; fx E CEA X 
的 密切 联系 而 引起 人 们 的 极 大 兴趣 . 例如 : 

1. 相伴 于 滤 子 化 环 的 Z 分 次 环 理论 是 李 代 数 、 
代数 几何 尤其 是 层 理论 .微分 方程 尤其 是 微分 算 子 
环 等 理论 研究 中 的 有 力 工 具 . 

2. 非 交 换 环 的 任意 群 分 次 的 理论 在 群 作用 于 环 
及 不 动 点 ( 环 )、 群 表示 理论 尤其 是 稳定 克利 福 德 理 
论 等 发 挥 了 重要 的 作用 . 

3. 非 交 换 环 的 有 序 群 分 次 的 理论 及 由 此 而 产生 
的 分 次 序 理论 是 数论 、 代 数 表示 论 、. 非 交换 代数 几 
何 、 维 数理 论 和 环 理论 的 一 个 重要 的 基本 成 分 . 

4. 一 般 群 分 次 理论 与 霍 普 夫 代数 、 汉 。 庄 伊 曼 
代数 等 理论 有 着 深刻 的 联系 . 

值得 一 提 的 是 ,分 次 环 的 理论 固然 重要 ,而 更 重 
要 的 是 分 次 环 的 研究 方法 ,这 一 点 可 以 从 分 次 环 的 
广泛 而 富有 意义 的 应 用 中 看 出 . 

分 次 环 (graded ring) 具有 分 次 结构 的 环 . 设 
R 是 结合 环 ,G 是 有 单位 元 e POETE E ER 是 其 加 
法 子 群 族 ({R。jgEG} 的 直 和 (或 和 ) 且 


RR, - Rii (V g.h e G), ( x ) 
WE RAG 分 次 环 ( 或 C 系 ). 此 时 : 
LR. 是 R 的 子 环 . 


2.4 G 分 次 环 R 有 单位 元 1, 则 1€ R.. 
3. RS(V EOE R 的 R. 双子 模 . 
对 于 CARH RAE + ) 式 中 有 
RRi=Res (V gh €G), 
则 称 分 次 环 R 是 强 G 分 次 的 ,或 完全 分 次 的 ,也 称 
G ARER ARM R 有 单位 元 , 则 R= 
CecRs 是 强 G 分 次 的 当 且 仅 当 RR, 5R V gE 
G. XE XI— U eEG, R, 在 R 中 的 右 零 化 子 与 左 零 化 
THAR, EI YR) — COR — 0. HK RAGA 
环 . 任意 强 分 次 环 必 为 弱 分 次 的 .在 上 面 的 定义 中 ， 
若 R 是 有 单位 元 交换 环 S 上 的 代数 , 则 称 RR 为 分 次 
S (RR. AG 是 交换 群 ,R EC 分 次 环 , 记 环 S=R， 
并 规定 S 的 分 次 为 S, 一 Re V gEG, 则 称 S 为 R 
的 反 分 次 环 . YE G 分 次 环 
R= DR, 
中 , 称 Rs ARB g OR, 的 非 零 元 素 为 R 的 g 
次 齐 次 元 . 对 任意 rER 有 惟一 分 解 
r= > Fuse FERo 


其 中 仅 有 限 个 ER IERTE r BOW n 的 & 次 齐 次 


分 量 . 例如 ,G 是 群 , 环 R EREI R[G J 就 是 以 Re 为 
g 分 量 的 分 次 环 , 且 为 强 分 次 环 . 任何 一 个 环 R 都 可 
看 做 G 分 次 环 ( 对 任何 群 G)，, 只 需 视 R.==R,R, 二 0， 
e 关 gE€G, 如 此 所 得 分 次 环 称 为 平凡 GG 分 次 环 . 

强 分 次 环 (strongly graded ring) ” 见 “ 分 次 
HR”, 

88 5) RR (weakly graded ring) 见 “ 分 次 环 ” 

克利 福 德 系 (Clifford system) MORH”. 

反 分 次 环 (opposite graded ring) W NTR 
环 

分 次 代数 (graded algebra) 见 “ 分 次 环 ” 

分 次 模 (graded module) 具有 分 次 结构 的 分 
次 环 上 的 模 . 给 定 C KH RATER ER 

M = CM, H RMC M, (Vg,hcG), 
RAM, 为 子 加 群 , 则 称 M 是 G 分 次 左 模 . 类 似 地 ， 
可 定义 分 次 右 模 . R 和 Ra 分别 是 G 分 次 左 和 右 R 
B.A ROM. Mas V g,hEG, 则 称 M 是 强 分 次 的 . 
类 似 于 分 次 环 ,在 分 次 模 中 可 定义 g A X Vg 次 齐 次 
元 和 8& 次 齐 次 分 量 . 分 次 模 M 的 文集 规定 为 {Mi 六 
01gEG), 并 记 为 Suppc; CMM). M 的 G 分 次 子 模 N, 
是 指 NAM WR FRA N= Oes NOAM). KF 
fr -F xix € NU c 的 齐 次 分 量 也 在 入 中 .特别 地 ， 
RR 的 分 次 子 模 称 为 R 的 分 次 左 理想 . 类 似 地 ,可 害 
MR 的 分 次 右 理 想 和 分 次 理想 . 

98 4r zx He (strongly graded module) 
模 ”. 

分 次 子 模 (graded submodule) ” 见 “ 分 次 模 ”. 

分 次 理想 (graded ideal)” 见 “分 次 模 ”, 

非 退 化 分 次 (nondegenerate grading) 
画 具 有 某 种 特性 的 分 次 . 设 

| R= COR, 
是 G AKA. BMV OAr, CR rnRÁASORI 
Ror, 0s BEER R 的 分 次 为 非 退 化 的 . 车 Y Or, € 
R, hEG.A r,R,sEO, IER R 的 分 次 是 忠实 的 . 具有 
单位 元 的 强 分 次 环 , 其 分 次 是 忠实 的 . 
忠实 分 次 (faithful grading) 
次 ” 

] 零 基 座 (1 null socle) 分 次 模 的 一 个 特殊 分 
次 子 模 . 大 入 是 G 分 次 RR 模 MM 的 分 次 子 模 , 则 R 
商 模 M/N 也 为 G 分 次 模 , 其 g 分 支 为 

(M/N), = (M, + ND/N WegE€G). 
M 的 最 大 的 (在 包含 意义 下 )1 分 文 为 零 的 C 分 次 民 
TERN M 的 1 零 基 座 , 记 为 Si(M).SI(M) 的 g 
分 文 


见 “ 分 次 


H FZI 


见 “ 非 退化 分 


SiM), ma m, S M, | R, m, = 0j, 
R WE: 04r,E RV g € GR, ar, — 0. 这 对 分 次 


序 和 分 次 阿 兹 玛 亚 代数 的 研究 有 重要 作用 . 

分 次 模范 畴 (category of graded modules) 以 
分 次 模 为 对 象 的 范畴 . 给 定 G 分 次 环 R, 就 有 由 全 
Wk G 分 次 左 RR 模 组 成 的 分 次 模范 畴 R-gr. 设 M= 
O,ecM, 和 N —COeccN, 是 R-gr 中 的 两 个 对 象 ,在 
R-gr 中 M 8V N 的 态 射 集 

Hom, (M,N) 
= {f € Homr (M,N)|f(M,) ZE NV g € G}, 

对 任意 fEHomx_s, CM, NO TRAE 了 的 核 ker 了 与 余 
EX coker 了 了 均 在 R-gr 中 ,而 态 射 的 合成 按 通常 的 映 
射 合成 . 于 是 ,R-gr 是 格 罗 腾 迪克 范畴 , 即 R-gr 是 
具有 生成 元 中 secR(s) 的 阿 贝尔 范畴 , 且 满 足 条 件 ; 
恒 存 在 直 和 ,日 关 于 任意 4ER-gr 的 分 次 子 模 B 与 
分 次 子 模 的 全 序 序列 {4;), (U4,) 门 B=U(A; 门 B) 
成 立 . 从 而 任 一 G 分 次 模 在 R-gr 中 均 有 惟一 ( 同 构 
意义 下 ) 的 内 射 包 . t M=QrecM, EAM RR, g 
EG MB g CE M(g) 是 指 作 为 R 模 M(g) 二 MM， 
且 MGORS A 4b X: MCg0,— Mi N hEG, 从 而 M(g) 
也 为 G 分 次 模 . 于 是 由 映射 Mo M GORGE IST 
T,:R-gr—R-gr 是 一 个 范畴 自 同 构 . 

Æ (suspension) WL“ Y IE yb R”. 

(8850 &&B& (Cweakly) divide) 两 分 次 模 之 间 的 
一 种 特定 联系 . 设 M,NE R-gr. E R-gr P. M Fi] 
HFN 的 某 直 因子 (这 里 及 以 下 的 同 构 和 直 因 子 均 
在 R-gr $ m A), BIE E fE Home, (N,M), 
g€ Hom, (M,N ) 使 得 gf =1x, NER M 在 R-gr 中 
整除 入 .而 M fk R-gr PSB N, Et M 同 构 于 1 
个 N 的 直 和 NT? SNO CON. 的 某 直 因子 .在 R-gr 
中 M 弱 整 除 N, 当 且 仅 当 存 在 P, € Homere N, M) 
与 g,€ Homey (M,N) (i 二 1,2,… ,1) ,使 得 

figi faga td fgi—ly. 
M 5 N Æ R-gr 中 弱 同 构 是 指 它 们 在 R-gr 中 彼此 
35 SEER. 特别 地 , 震 对 任意 gE€EG,M 和 和 M(g) (Vg 
ECE R-gr 中 都 是 ( 弱 ) 同 构 的 , 则 称 M 是 ( 弱 )G 
NEW. MES CAREW. 当 且 仪 当 分 次 环 
ENDx(M) 是 强 分 次 的 .而 M Æ CRER, HNK 
序列 
1 > U(Endg,,(M)) > UCEND4,CM)) > G— 1 

REAJI. 

38 [al T4 (weakly isomorphism ) 
ERU. 

C55) AS SB 4 IX ES (C weakly) invariant graded 
见 “( 弱 ) 整 除 ”. 

45} XX [fa] AS Bf (graded homomorphism group) 
模 同 态 加 群 的 一 个 分 次 子 群 .给 定 C 分 次 环 R, 设 
M,N 为 两 个 分 次 R 模 ,由 同 态 加 群 Home( M,N) 
的 子 加 群 


见 “( 弱 ) 整 


modul) 
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^ 与 代 SN 


Hom; , (M,N (g)) 
= {pE Hom4 (M,N) |M EN nY AEG}, 
V SEC, 得 出 Hom, CM, ND I] G 分 次 子 群 
HOM,OM,N)— 5, .,Homa, (M,N (g)) 


—GQ,ecHoma (M,N (g)), 
称 为 M 到 NN 的 分 次 同 态 群 ,特别 地 ,ENDx(M) 二 
HOMx(M,M) 称 为 分 次 模 M 的 分 次 自 同 态 环 , 其 g 
分 支 为 Homey CM, M (5)). 关于 分 次 同 态 群 和 分 
次 目 同 态 环 ,有 下 列 结果 : 

1. £3 M 是 有 限 生成 R 模 ,或 M 入 的 支 集 均 
A BR ET ,Hom4 CM , ND) — HOM (M,N). 

2. M 是 弱 G 不 变 的 当 且 仅 当 ENDr(M) 是 强 G 
分 次 环 . 

3. 当 MM 是 G 不 变 时 ,ENDrCM) 是 G 在 

Endr (Mi) CCEEND4CMD) 
上 的 交叉 积 . 

4. M 也 是 G 分 次 右 END: MR, ALG 分 次 左 
R 右 ENDrCM) 模 , 即 

R,M, ENDg(M); € My (Y EDGE G), 

其 中 , HOMe CM, N) dé — A FR UK [al AS 4 JL EJ 
Hom CM , ND) BET E .ENDa OM & LW. 

4} YR B E A X8 (graded endomorphism ring) 
见 “ 分 次 同 态 群 ”. 

分 次 投射 模 (graded projective module) 投射 
模 的 分 次 形式 . 给 定 G 分 次 环 R 及 G 分 次 R 模 MM. 
A M 有 由 齐 次 元 组 成 的 基 , 即 

Mz R(g), SCG (R(g) 允 许 重复 出 现 )， 
则 称 M 为 分 次 自由 的 .在 范畴 R-gr 中 的 投射 (内 
射 ) 对 象 称 为 分 次 投射 (内 射 ) 模 . 行 M. EC R-gr, W 
M 是 分 次 投射 对 象 , 当 且 仅 当 M 作为 R 模 是 投射 
HJ LE 是 分 次 内 射 尺 模 , 当 且 仅 当 函 子 Hom,( 一 ,五 ) 
是 正 合 的 . BETKA ENK RER DENS 
的 . 

分 次 内 射 模 (graded imjective module) 
次 投射 模 ”. 

分 次 自由 模 (graded free module) 
射 模 ”. 

分 次 阿 廷 环 (graded Artinian ring) BT RE JR fj 
分 次 形式 . 设 R 是 G 分 次 环 , 奇 R 的 分 次 左 理 想 有 
极 小 ( 极 大 ) 条 件 , 则 称 R 为 分 次 左 阿 廷 ( 诺 特 ) 环 . 

分 次 诺 特 环 (graded Noetherian ring) — D," 7 
次 阿 廷 环 ”. 

阿 廷 分 次 环 (Artinian graded ring) 具有 分 次 
ARE GE AFI. REG AK. AR 还 是 阿 廷 
环 , 则 称 R 是 阿 廷 分 次 环 . 这 类 环 在 代数 表示 论 中 
有 不 少 应 用 . 

4y IR 2E 3X CO MH (graded semiprime (prime) 
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见 “ 分 


见 “ 分 次 投 


ring) 半 素 ( 素 ) 环 的 分 次 形式 . 给 定 G 分 次 环 R 的 
分 次 理想 I. 对 任意 G 分 次 理想 A CT BA J 
SCT, 则 称 了 为 分 次 半 素 理想 ;对 任意 G 分 次 理想 J， 
KE JKCI, BEA JEI R KOI, WEI HOKE 
HE. COMM RN AE PERROS ACER GRO FH 
48 , UL ER R 为 分 次 半 素 ( 素 ) 环 . R 是 分 次 半 素 环 当 
Al RANE AES Hy FES SD UR BAA. 此 处 第 零 分 次 
(7) 828 de 8 SH A CA RR. 

Sy VR ER ORO FB IB (graded semiprime (prime) 
ideal) 见 “ 分 次 半 素 ( 素 ) 环 ” 

4y ® BS (A) FR 88 (graded nilpotent (left) 
ideal) 见 “ 分 次 半 素 ( 素 ) 环 ” 

分 次 素 根 (graded prime radical) RKO 
形式 .G 分 次 环 R 的 所 有 分 次 素 理 想 之 交 称 为 R 的 
分 次 率 根 (或 称 Bear 分 次 低 根 ), 记 为 A(R). & 
BRIA R 作 为 环 的 素 根 , 则 

BCR) =P R; N BCR)); 


HBR) = BCR) N R = BCR) AN R.. 
特别 地 , 当 G 是 有 限 群 或 R 是 |G | FAN, Sc (R) 
=%(R). 

分 次 半 单 ( 单 ) 模 (graded semisimple (simple) 
module) 模 论 中 相 平 行 的 概念 . 给 定 C 分 次 环 R， 
分 次 R 模 M 称 为 分 次 单 模 ,或 分 次 不 可 约 模 ,是 指 
RM7*0, H. M 只 有 0 和 M 这 两 个 分 次 子 模 .分 次 单 
模 的 直 和 称 为 分 次 半 单 模 .分 次 R 模 V 的 分 次 子 模 
M, VAM 且 不 存在 V 的 分 次 子 模 真 包含 M, PR 
M 为 V 的 分 次 极 大 子 模 . M 是 V 的 分 次 极 大 子 模 
“4AM V/M 是 分 次 单 模 . 

雅 各 布 森 分 次 根 (Jacobson graded radical) 
雅 各 布 森 根 在 分 次 环 上 的 应 用 . 给 定 G 分 次 环 尺 与 
分 次 R E& MM,M 的 一 切 分 次 极 大 子 模 的 交 称 为 M 
的 雅 各 布 森 分 次 根 , 记 为 JcOMID. 24 M 无 真 分 次 极 
大 子 模 时 , 令 SoM — M. Je M) I d Ax REM 
到 一 切 分 次 单 R 模 的 分 次 同 态 核 的 交 . 当 视 C 分 次 
环 R 为 分 次 左 REN. RICA R MES BRD 
次 根 . 于 是 

JelR) 二 门 {AnnrV |V AG KE RO) 
=N |R 的 分 次 极 大 左 理 想 }. 

分 次 单 R 模 在 R 中 的 零 化 子 称 为 R 的 分 次 本 原理 
想 . 而 R 的 每 个 极 大 左 理想 售 一 个 R 的 分 次 本 原理 
想 , 且 每 个 分 次 本 原理 想 了 是 包含 了 的 行 干 分 次 极 
大 理想 的 交 . AE, J (DE R 的 一 切 分 次 本 原理 想 
的 交 . 一 般 地 ,分 次 环 R 的 J 根 与 R 的 J 分 次 根 无 
必然 联系 ;但 当 R 是 强 分 次 环 时 ,有 Jc CR) NR = 
JCR). 5 G 是 有 限 群 时 ,还 有 : 

1]. Jc C ROC CR). 

Be CR) EJ SCR), 


3. XE IG] ER, W JG CRO —J CIO. 

分 次 哥 尔 迪 环 (graded Goldie ring) SFZRiB Ef 
的 分 次 形式 .给 定 G 分 次 环 尺 , 分 次 左 模 M 的 分 次 
哥 尔 迪 维 数 , 是 指 M 在 范畴 R-gr 中 的 哥 尔 迪 维 数 . 
E R 作为 分 次 左 R 模 的 分 次 哥 尔 迪 维 数 是 有 限 的 ， 
且 关 于 分 次 左 零 化 子 有 极 大 条 件 , 则 称 R 为 分 次 
( 左 ) 哥 尔 迪 环 . EG. 是 有 限 群 且 R 是 分 次 半 素 , 则 
Ri 是 哥 尔 迪 环 当 且 仅 当 R 是 分 次 哥 尔 迪 环 ,或 当量 
DU R 是 哥 尔 过 环 . 

分 次 哥 尔 迪 维 数 (graded Goldie dimension) 
见 “ 分 次 哥 尔 迪 环 ” 

满 单 函 子 (epi-mono functor) — fb FH B A 
子 . 它 在 研究 分 次 模范 畴 时 有 重要 价值 . 给 定 C 分 
次 环 R. 在 范畴 R-gr 和 R-mod 间 有 四 个 常用 的 孙子 : 

1. 诱导 图 子 Ind: R,-mod— R-gr, N—RÓ9s N, 
IE G 分 次 模 的 8 分 支 为 R,CORNWV g€ OD. 

2. WERT R Qr- ;. R,-mod—R-gr , 

N > RON = R Qr N/S (R QeN), 
其 g 分 支 为 ReOrN HS RGN), Si RON) Æ 


RQR N 的 1 RERE, MF RO. Roe REMH , 
HEYF R ARTA KE RE. 
3. AFAT coind: R,-mod— R-gr , 
N — coind (N), 
它 是 Home (R,N) 的 尺子 模 , 其 g 分 支 为 
(f € Hom, (R, ND|(QROf =0 Y hz gj 
(= Hom, (R,-1,N)), 
coind RHP REER RT. 

4. BR B] PE C. Je: R-gr— R,-mod, AM 一 AM ,其 
中 g€G.M-—QG,ecM,€ R-gr, ¢ Je 是 共 变 的 正 合 
KT. 

jx HE RFA A FER: 

1. KT Ind 和 coind 47 3l] E& ATF € 
TE EB PR TF. 

2. KFC): R-gr R,-mod 是 范畴 等 价 , 当 且 
24 R 是 强 G KH, 4 AM RTF Ind: R.-mod 
—R-gr 是 范畴 等 价 . 

3. BF RO 诱导 出 范畴 R.-mod 与 R-gr 的 
( 某 满 ) 子 范畴 R-gr(1) 二 {ME R-gr|M=RM 且 
SG)=0} 之 间 的 范畴 等 价 . 

以 上 函 子 尤其 是 满 单 函 子 和 上 诱导 孙 子 在 克利 
福 德 理论 .分 次 半 单 模 的 结构 及 分 次 投射 和 分 次 内 
射 等 理论 中 有 着 重要 的 应 用 . 

+ i & & F Ccoinduced functor) 


B Ze AG 


见 “ 满 单 函 
p” 
稳定 克利 福 德 定理 (stable clifford theorem) 
有 重要 应 用 的 范畴 等 价 定理 . 给 定 C 分 次 环 RI 


K 是 有 限 生 成 的 左 Re BR, M — ROO K. GR ÆG 
分 次 的 且 天 ( 即 指 MOJ& 88S G 不 变 的 , 则 有 稳定 克利 
T fü XE XH. E—End4CMD , Mj KT 
M Qr: E-mod — CDM] 

EAX HomM, —) WCBS Fr. RR CDM] = 
(X € R-mod| FEHR I AJ K RREA IFY 
M?>M?>X—>0}. 此 定理 在 群 表示 理论 中 有 着 十 
分 重要 的 应 用 . 

碎 积 (smash product) 亦 称 冲 积 . 与 分 次 环 相 
伴 的 结合 环 . 伴随 着 C 分 次 环 RAC XORETA RH 
G CERA Evle Bm REO,e«cRv, tE 
是 结合 环 ,其 乘法 为 

(rv, Cyv,) =r gn (M x,y€ R,g, A € G). 
这 个 环 的 重要 作用 之 一 是 使 分 次 模范 畴 R-gr 同 构 
THEW RHG RW. 特别 地 , 当 G 作为 环 REG" 
R3 B IRA TE FH 29 Crv) = xv, FE. BECAUSE SURE RET 
(RHG") x*G, 其 生成 元 集 为 : (xvs * h|x € R.g.A€ 
Gj ,乘法 为 

(rv,*h)Cyv, x*q)= (rye) (yp 1) * gq. 

关于 分 次 环 碎 积 有 两 个 著名 的 对 侦 定 理 : 

1.《R#G*)xG 实 Mo(R)™", 其 中 MiCR)" 是 
以 G 中 无 作为 行 标 和 列 标 且 仅 有 有 限 个 非 零 元 的 
R 上 的 矩阵 环 . 

2. (S xG)##G* = MS)", HS 是 任意 结 
合 环 ,和 斜 群 环 SxG 为 G 分 次 环 , 它 的 g& 分 文 是 Sg. 

分 次 环 的 碎 积 在 分 次 环 研 究 中 的 作用 同 群 代 数 
在 群 表示 论 研 究 中 的 作用 类 似 . 

冲积 (smash product) Bl “AR”. 

JE 4} 2 (positive graded ring) 整数 加 群 上 
的 特殊 分 次 环 . 设 Z 是 整数 加 法 群 ,R== 中 ,ezR, 是 
Z 分 次 环 , 即 R, Rae Rn (V n,m€ 2. R0 
(Y 2<0), 则 称 民 为 正 分 次 的 ,也 称 正 则 分 次 环 ; 知 
R, —0, V n220, Wl] R FS f Ar IX B3. Z 分 次 环 与 层 
理论 有 着 密切 的 联系 . 

正则 分 次 环 (regular graded ring) 
Hr”. 

fa 5} XX Y (negative graded ring) 
YR". 

滤 子 化 环 (filtered ring) 一 种 与 整数 加 群 上 
的 分 次 环 有 着 密切 联系 的 环 .一 个 有 单位 元 1 的 结 
合 环 RARE R 的 加 法 子 群 升 链 1F,RIn€E2Z), 且 
满足 :1 EFR,FR，F,RCF,AR (Vn m€EZ), 
则 称 RAYE FM RF RRA. MH FR 表示 , 称 
为 R 的 一 个 滤 子 . 由 定义 ,FoR 是 R 的 子 环 .任何 环 
R 都 是 以 平凡 滤 子 ( 即 F,R—0 X4 n<0;F,R=R,% 
n=O) UEFA. 同时 环 R 的 任 一 理想 7 可 构造 R 
的 一 个 滤 子 :Ff,R 二 R 4 nmO0.F,R—I "M nO, fi 
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即 “ 正 分 次 


见 “ 正 分 次 


环 与 代 SX 


R RART. 此 滤 子 称 为 1-adic WET. 

I-adic F (I-adic filtration) W “yë PALI”. 

滤 子 化 模 (filtered module) 滤 子 化 环 在 模 中 
相 平 行 的 概念 . 设 R EVES ILM MAAR ER. BE 
TE M 的 子 加 群 升 链 {F,M|nE€Z) 使 得 

F,R * F.MCCF,,,M (V n,mC2Z), 
WW EK MM 为 滤 子 化 模 , 子 加 群 徐 FM= (FM |[n€ Z} 
称 为 M 的 滤 子 . 特别 地 : 

1. zr M= U,.ezF.M , 则 称 FM 是 穷 举 的 . 

2: A TEÓ nyo & Z ,使 得 FM=0 V in, , MJER 
FM 是 离散 的 . 

3. E (VF, M=0 Mil FM 称 为 分 离 的 . 

于 是 , 若 尺 是 滤 子 化 环 , 则 左 正则 模 R 是 滤 子 
4L FS LEER R 的 滤 子 FR 是 穷 举 的 , 则 | R 是 拓扑 环 ， 
簇 {(F,R),ez} 为 R 中 点 0 处 的 基底 . 

WF (filtration) W WFR”. 

3 举 滤 子 (exhaustive filtration) 
TR. 

B BE (discrete filtration) ” 见 “ 滤 子 化 模 ”. 

分 离 滤 子 (separat filtration) ” 见 “ 滤 子 化 模 ”. 

滤 子 化 R 模范 畴 R-filt(the category R-filt of 
filtered R-module) 以 滤 子 化 模 为 对 象 的 特殊 范 
BE. 设 R 是 滤 子 化 环 , M,N 是 滤 子 化 左 R 模 ,一 个 
R 同 态 £€ Homx CM, ND EXT M,N 的 滤 子 FM 和 
FN ,满足 1(FM)CFii,(N), 对 VY i EZ 成 立 , 则 称 
fA p KAS. 一切 有 限 次 同 态 组 成 Homa CM. N) 
的 子 群 HOMr(M,N), 而 一 切 p KIA d XS 
Homxr(M,NN) 的 子 群 ,HOMk (M,N). 特别 地 ,和 零 
次 同 态 构成 的 子 群 简 记 为 HOMrr(M,N). 设 R 是 
滤 子 化 环 , 一 切 滤 子 化 左 R 模 为 对 象 的 集合 R-filt 
与 以 HOMre( 一 ,一 ) 中 元 为 态 射 所 构成 的 范畴 , 称 
X WE TI RENK. C mH E SE 
HOMere(M,N), Mil kerf 与 coker f 也 在 R-filt 中 . 
见 “ 滤 子 


见 “ 滤 子 化 


p 次 同 态 (p-degree homomorphism) 
化 R 模范 畴 R-filt”. 

完全 滤 子 化 模 人 complete filtered module) 滤 
子 化 模 的 特殊 类 . 给 定 MER-filt, 即 M 是 滤 子 化 左 
RE. M 的 元 素 的 序列 (mi);en, 若 对 每 个 PEN 存在 
= NCB) e NO SUL SEEN CAA m; Hi 
F .,M , WW EK On: Jien PIS FF AM. XXI BET PEN, 存 
TENCE) EN, RB SSN (pti m,—m € F .,M , M 
称 序列 On: Jien SX P. m. 一 个 滤 子 化 模 ME R-filt, 
RS FM 是 分 离 的 且 M 中 一 切 柯 西 序列 是 收敛 
的 , 则 称 M 是 完全 滤 子 化 模 , 相 应 的 滤 子 FM 也 称 
为 完全 的 . 完全 滤 子 化 模 的 有 限 直 和 也 是 完全 的 . 

完全 滤 子 (complete filtration)” 见 “完全 滤 子 
化 模 ”. 
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相伴 分 次 (associated gradation) ”由 滤 子 所 产 
生 的 分 次 . 设 M 是 滤 子 化 环 R 上 的 滤 子 化 模 . 考察 
加 法 群 

GOOD —GQXezF;R/F;R, 
GM) = GiezF,M/F,; 4M. 
E ce F,M. Wid z, x 4E GCOMO,—F,M/F, M 
AR. aCcF,.rcF,WZES a;*r,—(x.; 
并 扩张 成 Z 双 线 性 映射 GCR X GOM)0—GCGMD. 
ER MM 二 R, 则 yy 使 G(R) 成 为 一 个 分 次 环 , 从 而 
GCM) 成 为 一 个 分 次 CCR) EE. G(R) 和 GCM) 分 别称 
ALR 的 相伴 分 次 环 和 M 的 相伴 分 次 模 . 若 分 次 左 
G(R) 模 GCM) 是 分 次 诺 特 的 , 则 M 也 是 诺 特 的 , 且 
K. dimM<K. dimcwyG(M) ,其 中 K. dim 表示 克 重 
尔 维 数 . 特别 地 , 若 G(R) 是 左 诺 特 环 , 则 R Al FOR 
也 是 左 诺 特 环 , 且 
K.dim RK. dim G(R), 
K.dim F,RxcK. dim G(R)+1. 
相伴 滤 子 化 环 的 分 次 环 理论 是 李 代 数 、 代 数 几 何 和 
微分 方程 等 理论 研究 中 十 分 有 效 的 工具 ， 

扎 里 斯 基 中 心 环 (Zariski central ring) 一 种 
拓扑 装置 的 特殊 环 . 设 空 (R) 为 环 R 的 中 心 , 若 空 间 
R=X 的 拓扑 有 一 开 集 基 X(S)={PSX|PES,S 
遍及 之 (R) 的 子 集 ) ;等 价 地 : 若 对 R 的 每 个 理想 了 
有 

rad(I)=rad(RONZ(R))), 
WE R 为 扎 里 斯 基 中 心 环 . 例如 , 半 单 阿 廷 环 、 阿 效 
玛 亚 代 数 、 分 次 除 环 均 为 扎 里 斯 基 中 心 环 . 设 尺 是 
G 分 次 环 ER qu TUS BE O LU R HE GZ 
环 . EX R 的 每 个 分 次 理想 三 有 
rad(J) = rad (RQU N € (R)5)), 
We R 是 ZG 环 . 由 定义 ,GZ 环 必 为 ZG 环 . 对 正 分 
次 ZG 环 R,R。 EILERA OI. 
GZ 环 (GZ-ring) 见 “ 扎 里 斯 基 中 心 环 ”. 
ZG 环 (ZG-ring) ” 见 “ 扎 里 斯 基 中 心 环 ”. 
E 稿 AUR UNDE 
E d] Wat FAK WEG 


微分 算 子 环 


微分 算 子 环 (ring of differential operators) 
环 论 的 重要 分 支 学 科 之 一 . 它 起 源 于 1932 年 奥 尔 
(Ore ,O. ) 对 非 交 换 多 项 式 理论 的 人 研究 . 设 尺 是 zx 微 
分 环 (参见 “zx 微分 环 ”),R 上 未 定 元 0 ,0 7.0, 的 
多 项 式 全 体 , 按 通常 的 加 法 和 乘法 满足 条 件 : 
00.— 00, 0r = ri = Or), 
Vi,7E (052,,uj (Y "€ R) 
所 构成 的 环 , 称 为 微分 环 R 上 的 微分 算 子 环 . 记 为 


R[0,.0,,-.0,50,,0, 7: , 0, | 或 R[6,,0,,---.,0,]. th 
称 为 R 关于 0,05, tton 的 奥 尔 扩张 . 由 归纳 法 可 
得 


Sa = y | | oF i (a). 


“4 u=1 时 ,VY x€R[0;8 ],78 

rar Ptr, pO dr Cri € R). 
K r, AON. Bn 是 xz 的 次 数 , 称 x 为 xz 的 首 项 系 
Nr. 

微分 算 子 环 的 理论 .方法 及 其 所 涉及 的 基本 概 
念 , 在 研究 多 项 式 环 、 域 . 李 代 数 、 代 数 几 何 、 微 分 方 
程 、 算 子 谱 理 论 .广义 解析 函数 以 及 物理 学 等 许多 领 
域 均 有 广泛 应 用 ,从 而 使 它 作 为 环 论 的 一 个 重要 分 
支 得 到 迅速 发 展 . 比 约克 (Bj6rk J. E. ) 于 1979 年 著 
《微分 算 子 环 ) 一 书 , 对 微分 算 子 环 的 理论 做 了 系统 
的 总 结 . 

奥 尔 扩 张 (Ore extension) WARA TH. 

带 算 子 环 (ring with operators) 以 通常 环 为 
特例 的 更 广 的 环 类 . 设 R 是 一 个 环 ,Z 是 一 个 集合 ， 
EN asbERV aC 3, 有 : 

l.aa€ER; 

2. a(a 4-5) —aa-- ab; 

3. alab) = Caa)b — a Cab); 
则 a 称 为 R 的 算 子 ,2 称 为 R 的 算 子 区 ,R FRE 
算 子 区 的 环 , 简 称 ( 带 ) 算 子 环 ,或 了 环 . NAR 
的 子 环 S 也 是 三 环 时 , 则 S 称 为 R 的 ( 布 ) 算 子 子 
AR RIFR MS AH. Al 是 整数 集 ,R 为 任 
意 环 , 则 VYV a, bER,Y n€l AE 1,2,3 成 立 . 因此 ， 
任意 环 R 都 可 看 做 以 整数 环 了 为 算 子 区 的 算 子 环 . 

上 环 (3-ring)” 见 “ 带 算 子 环 ”. 

算 子 子 环 (subring with operators) 
TH”. 

RY &F (derivation of ring) 分 析 中 导数 概 
念 在 环 论 中 的 引申 . 环 RR 到 R 的 映射 6, 大 VY a bE 
RB: 

1. 6(a 4-5) — 9a --ób; 

2. 8 Cab) = (da)btaldb) ; 
MFK S K REBIT. E RETRATA 三 的 环 , 则 在 
导 子 的 定义 中 ,除了 条 件 1 和 2 之 外 ,还 要 求 Y aE 
R,V aC X, 

3. Caa) =alda). 
YR R UFFELEN R 的 微分 . 

环 的 微分 (differential of ring) 
本 

内 导 子 (inner derivation) 亦 称 内 微分 . AH 
的 元 素 决 定 的 导 子 . 设 R 为 结合 环 ,r€E R, 对 a€R， 
di 0,(a) =ra—ar(X 6.(a)=ar—ra), I] 6, # RA 
SH , 称 为 尺 的 由 元 素 - 决定 的 内 导 子 . SAMAR 


见 “ 带 算 


BD "3^ B9 e 


m 分 AB F OM 


ETRY RRA TSARMAWAST. AR 
HER.r ER, Xt a€ R,id 6,(a) =ar ( M ô, (a) = 
ra) , 则 6, 是 李 环 的 一 个 微分 , 称 为 李 环 R 的 由 元 素 
r 所 确定 的 内 导 子 . 对 于 一 个 李 环 R, HNM RE 
零 环 时 ,R 没有 异 于 零 自 同 态 的 内 导 子 . 

内 微分 人 (inner derivation) 即 “ 内 导 子 ” 

微分 环 (differential ring) 带 导 子 集 的 环 . E 
环 R 有 一 个 导 子 集合 4, 则 A 称 为 R 的 微分 系 ,R 
称 为 有 微分 系 A 的 环 ,或 简称 微分 环 或 A 环 . 设 S 
是 有 微分 系 4 的 环 R 的 子 环 , 阁 S 也 是 有 微分 系 A 
的 环 , 则 S 称 为 R 的 微分 子 环 , 或 A 子 环 , 而 R 称 为 
S 的 微分 扩 环 . R BDA AFRO} AM RA 
R 的 平凡 微分 子 环 . 其 余 的 微分 子 环 称 为 非 平 凡 微 
分 子 环 ,或 真 微分 子 环 . 有 微分 系 4 的 环 RETA 
S 是 A 子 环 的 充分 必要 条 件 是 :VY acs, V 6E€ A, 有 
óa€ S. A— (6])E] ABR A 子 环 分 别 记 为 6 环 ,6 F 
M. 

微分 子 环 (differential subring) JL MA I”. 

微分 扩 环 (differential extension ring) Jl“ tx 
分 环 ” 

u 微分 环 Cu-differential ring) 一 类 微分 系 可 
交换 的 特殊 微分 环 . 设 R 是 非 零 的 有 单位 元 的 结合 
环 GE R 是 有 微分 系 4 一 (9; T PLL T 的 微分 环 , 且 
任意 0; 与 Ò; PAZOS, ju), W R 称 为 u 微分 
b. 

ft 5} 38 48 (differential ideal) 3E fT FUR RMN 
理想 . 设 R 是 有 微分 系 4 的 微分 环 ,R 的 理想 了 称 
为 R 的 微分 理想 ,或 4 理想 ,是 指 1 也 是 有 微分 系 A 
的 微分 环 . R 至 少 有 两 个 微分 理想 {0} 和 R, 称 为 R 
的 平凡 微分 理想 . 其 余 的 微分 理想 称 为 非 平 几 微分 
理想 或 真 微分 理想 .有 微分 系 4 的 环 R 的 理想 7 是 
A 理想 的 充分 必要 条 件 是 :Y a€ I. V 0€ A, 有 6a€1 
或 SITI. 当 A 一 6) 时 ,A 理想 又 记 为 6 理想 . 对 于 
任意 给 定 的 R 的 一 个 理想 J, E 

(J :6)={a€ R|ó"(a) € J, 
Xt ATA n = 0,1,2,*…)， 
则 (J : 86) 是 包含 在 PRAM RAY ò ERR. 

A 理想 (A-ideal)” 即 “微分 理想 ”. 

外 尔 代数 (Weyl algebra) 一 种 微分 算 子 环 . 
设 klt 9X29°°" Xn 是 域 k En 元 多 项 式 环 . 考虑 作 
用 于 其 上 的 通常 的 偏 导 算 子 


9 : 
9; = M. (i = 1,2,.…,n) 


QT, 
及 由 &Lziz，…,zj 的 元 素 做 成 的 乘法 算 子 ,这 些 
算 子 的 加 法 和 乘法 分 别 定义 为 算 子 的 加 法 与 合成 
(D + EB) Cp) = DM) + El); 
(DE)(p) = DLE(p) J, 
其 中 peklay (trn DE lé. 由 这 些 算 子 
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环 SK S 


生成 一 个 结合 环 BRA IE ME. ri] EB) E 
TFH. 它 是 一 个 非 交 换 环 ,同时 也 是 一 个 由 乘法 算 子 
Lis Tzs?" Tn 及 偏 导 算 子 qd ;生成 的 代数 ， 
称 之 为 外 尔 代数 , 记 为 4.(&). 其 中 元 素 可 写成 有 限 


和 
DY 
a. B 

的 形式 (此 处 kag € Box] m rna xp. ah = afi af +> 
TORT 8 — (Bis B5, ,PB,) 是 多 重 指 
TO. 外 尔 代 数 是 单 的 . 左 ( 右 ) 诺 特 的 .具有 限 整 体 同 
调 维 数 的 环 . 伯 恩 斯 坦 (Bernstein,I. N. )-F 1972 年 
通过 对 外 尔 代数 及 其 上 模 的 研究 ,把 1954 年 阿 姆 斯 
特 丹 国际 数学 家 大 会 上 提出 的 荆 函数 半 纯 扩张 (在 
右 半 复 平面 全 纯 的 某 种 分 布 半 纯 地 扩展 到 全 平面 ) 
这 一 分 析 的 问题 完全 转化 成 纯 代 数 的 问题 ,给 出 了 
这 一 问题 的 简洁 证 明 , 大 大 简化 了 由 他 自己 于 1968 
年 给 出 的 基于 奇 点 分 解 的 艰深 证 明 . 这 成 为 微分 算 
子 环 理论 时 有 成 效 的 运用 和 这 一 理论 发 展 的 最 初 原 
动力 之 一 .微分 算 子 环 ( 层 ) 及 其 上 的 模 ( 层 ) 理 论 围 
绕 着 这 一 问题 得 到 了 系统 的 发 展 . 

RFE | $45) BFR (ring of differential oper- 
ators over an algebraic variety) 特殊 的 微分 算 子 
环 . 它 是 仿 射 代数 得 的 坐标 环 上 某 些 自 同 态 算 子 构 
成 的 微分 算 子 环 . 设 & 是 特征 为 零 的 域 ,4 为 交换 上 
代数 . 设 DCA) = End, CAD ,归纳 地 定义 D' CA) Wn 
F:D'(A)= {0E End, (A)| l0 a] E DCA), V a€ 
A}. W DAS UZDA), RA A 上 上 线性 微分 算 
FH. DP (4) 产生 D(4) 的 一 个 滤 子 .一 个 重要 的 特 
殊 情 形 是 A 二 0(X) 为 仿 射 代数 簇 X 的 坐标 环 ,此 时 
D(A) fal eA DCX), RAR BR X 上 的 微分 算 子 
W. E X dk d 维 光 滑 既 约 仿 射 簇 , 则 DC(X) 作 为 k 代 
数 由 4 及 导 子 集 Derr XER. DOXO ER B Ze 、 右 
诺 特 整 环 ,其 左 、 右 克 鲁 尔 维 数 及 整体 同调 维 数 均 为 
d. "4 X — A" 为 仿 射 空间 自身 时 ,D(A") 即 为 n 次 外 
尔 代 数 A, (CR). 

全 律 模 (holonomic module) 一 类 特殊 的 模 . 
源 于 微分 方程 理论 的 全 律 组. VM 是 代数 RR 上 的 
B. 


ab a= (a, » 05, E 


GKK(M) = | GK (R/ann M), 


其 中 GK ) 表 示 盖 尔 范 德 - 克 锐 洛 夫 维 数 , 则 MY 称 
为 全 律 模 . 若 chK=0 而 R=A,(K) Ill Me HAE 
模 等 价 于 GKOM) =n. 

形式 震级 数 系 数 微分 算 子 环 (ring of differen- 
tial operators with coefficients of formal power se- 
ries) 微分 算 子 环 的 一 种 具体 类 型 . 设 忆 是 特征 为 
FHR ke Eon JOD SCR BUG. 由 CO, 上 通常 偏 导 算 
子 
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9 . 
9 一 ar. (i = 1,2,:,n) 


RAO, PERE CBE TEC HE RH REATI 
称 为 @, 上 的 微分 算 子 环 , 又 称 为 形式 寡 级 数 系数 微 
分 算 子 环 WAZ, 00. 解析 系数 微分 算 子 环球 , 可 
BMD, (BT. 

解析 系数 微分 算 子 环 (ring of differential oper- 
ators with analytic coefficients) ”微分 算 子 环 的 一 
种 具体 类 型 . 设 O, 是 ”元 复 空间 C^ 中 某 点 p 附近 
全 体 收 敛 寡 级 数 ( 即 p 点 的 解析 函数 芽 ) 所 成 环 . 由 
C, 上 通常 偏 导 算 子 


a . 
9; — à > (1,2, en) 


KO, 中 的 元 素 定 义 的 乘法 算 子 生成 一 个 C 线性 算 
FAH , 环 中 元 素 的 加 、 乘 法 分 别 定义 为 算 子 的 加 法 与 
合成 , 称 之 为 2, 上 C 线性 微分 算 子 环 , 又 称 为 解析 
系数 微分 算 子 环 , 记 为 D, TED, 是 整体 同调 维 
BA n WA. APR. 

解析 系数 微分 算 子 层 (sheaf of differential op- 
erators with analytic coefficients) 具有 好 的 环 论 
性 质 的 特殊 算 子 层 . 设 名 是 nn 维 复 空间 C” 上 解析 
函数 的 层 . 对 C" 中 的 每 个 开 集 Uc 

ro) 


= (c — p» f. Gi, zst ,2,29"| f. c OQU)], 
AR 
其 中 a=aar a, FE n BGR Rp o —9n939-237, 


9 ， 
TI (1 = 1,2,” n). 


这 样 得 到 一 个 C" 上 的 层 , 称 为 解析 系数 微分 算 子 
层 , 记 为 Z. CEC 上 任 一 点 p 的 茎 都 同 构 于 解析 
系数 微分 算 子 环 D, £2 是 个 ( 非 交 换 ) 环 组 成 的 凝 
聚 层 ,每 根 葵 都 是 左 和 右 的 诺 特 环 并 具有 左 和 右 的 
整体 同调 维 数 n. 

流 形 上 微分 算 子 层 (sheaf of differential opera- 
tors on a manifold) 有 较 好 应 用 价值 的 特殊 算 子 
层 . 设 XX 是 复 解 析 ( 或 代数 ) 流 形 .OC(X) 是 XX 上 解析 
PR Ac Cm, 1E D] p BOM. 由 O(X) 上 的 C 线性 导 子 与 
OX B 5r BS TEE T ^E RLOCXO E. C 线性 算 子 环 
D(X). Xt X 的 每 个 开 集 V, 记 

Dx(V)=O(V)Cox D(X). 

此 处 O(GY) 是 了 Y 上 的 解析 函数 环 . 这 样 定义 了 一 个 
X ENE Dx, 它 在 每 个 开 集 V 上 的 截面 是 DxCV), 
称 为 流 形 X 上 微分 算 子 层 . 它 是 一 个 拟 凝 聚 的 Ox 
模 层 . X 是 ”元 复 空 间 C" 时 ,Dx 就 是 解析 系数 
微分 算 子 层 E. 当头 是 C 上 仿 射 代数 簇 时 ,同样 
地 定义 可 得 到 层 €. 模 层 称 为 代数 oS 
Oz). 

RA Z BE (algebraic £2-module (sheaf)) 


见 “ 流 形 上 微分 算 子 层 ” 
微 局 部 微分 算 子 环 (ring of micro-local differ- 
ential operators) BAA RRA ARH V iF 
环 . 微 局 部 微分 算 子 层 ER pH, DET; (C) 
处 的 蕉 记 为 2,. 在 3, 上 定义 运算 。”: 对 


| = 3577 G = D 
i€Z 


id F » G= a (af) (dig). 其 中 和 号 之 指 对 
一 切 整 数 :,7 及 多 重 指 标 a= aasa RA, 

& = ae ae zm de s oS an 2 TT op. 
这 样 E, 做 成 一 个 环 , 称 为 微 局 部 微分 算 子 环 . ,是 
左 ( 右 ) 庄 特 的 且 具 有 限 整体 同调 维 数 的 环 . 

微 局 部 微分 算 子 层 (sheaf of micro-local differ- 
ential operators) 微分 算 子 环 理论 研究 的 重要 对 
象 之 一 . 设 Z= (215225 Fn E n JER [A] C 的 坐 
标 ,5 二 (51 Soo ,6,) 是 其 上 余 切 向 量 坐 标 . 记 

TOES ex 
Xt T? CONF Q. id ODA Q 上 全 纯 函 数 集 . 
Xp SE OD) f(z AQHA" * fe VERN ER 
WE SA mK CARRERA AR. Hid O LAA m 
KR CFR ABN Om) (2). BAK 


es 


满足 下 列 三 条 : 

LV i f G,De€oG0)(0; 

2.V p€ Q,3 p 的 开 邻 域 了 及 整数 w, E24 i> 
wiht fi(z,w)=07EV Em 

3.V p€ Q,3 p 的 开 邻 域 V 及 常数 ASK ,使 对 
—W i, 

£i G,8 |, sup{|fi(z,6)|:(2,6) € 0j 

« AC | DK"; 
则 把 所 有 满足 上 述 三 条 的 和 式 A 的 集合 记 
为 PC2,3), 它 定义 了 一 个 TY (C") 上 的 层 E, RA 
微 局 部 微分 算 子 层 .@ 是 一 个 凝聚 环 层 ,解析 系数 微 
分 算 子 层 Z2 可 看 做 是 SC WTR. ETO.) FEM 
合成 “ "S F—-Xf,.G-—Xg;€rGON,)g3g8 
PeG vta t to 


其 中 


则 工 (Q,@) 做 成 一 个 结合 环 , 称 为 微 局 部 微分 算 子 
的 芽 环 ,(Q,@) 是 左 和 右 诺 特 环 , 其 整体 同调 维 数 
为 nn. 

微 局 部 微分 算 子 的 芽 环 (ring of germs of mi- 
cro-local differential operators)” 见 “ 微 局 部 微分 算 
TES 

18 A Hr 1B - Pc RS 2 It Bernstein-Sato polyno- 


m 分 58 oT 环 


mial) 一 种 特殊 的 多 项 式 . 它 在 用 微分 算 子 环 理论 
研究 及 函数 半 纯 扩张 及 奇 点 分 布 时 起 重要 作用 . 设 
f Gi sz», d En 4 A REO BS MR ERRM, D, 是 
解析 系数 微分 算 子 环 . 若 存 在 复 系 数 一 元 多 项 式 
LAMAR FD, 中 的 一 元 多 项 式 Q(CA) 适 合 函 数 方 
程 6) 产 =QG) 六 1, 其 中 ， 


Qc) = XQ (QE D,), 
而 


QUIT e s NO CI, 


FPR SE GO TA MP) = At DIMMS $E X 
Qe 对 A" 的 作用 , 则 把 适合 此 函数 方程 的 5() 中 次 
数 最 低 的 首 一 多 项 式 称 为 f 的 伯 恩 斯 坦 - 佐 腾 多 项 
KWN bA). 

D#&(D-module) 微分 算 子 环 上 的 模 . 早期 是 
指 解析 系数 微分 算 子 环 D, 上 的 模 及 流 形 X 上 微分 
算 子 环 D(X) 上 的 模 , 随 着 微分 算 子 环 理论 的 发 展 ， 
各 种 重要 的 微分 算 子 环 不 断 出 现 , 其 上 的 模 总 称 为 
DR. D 模 和 层 论 结合 ,已 经 发 展 成 了 一 整套 系统 
的 理论 ,不 仅 形 成 了 环 论 的 一 个 独特 分 支 , 而 且 与 代 
数 几 何 、 复 函数 分 布 论 、 偏 微分 方程 、. 李 代数 、 微 分 几 
何 诸多 领域 有 紧密 联系 . 

D # E (sheaf of D-modules) ”微分 算 子 环 层 
上 的 模 层 .早期 是 指 解 析 系 数 微分 算 子 层 D 上 的 模 
层 和 流 形 X 上 微分 算 子 芽 的 环 层 Dx 上 的 模 层 . 随 
着 微分 算 子 环 理论 的 发 展 ,各 种 微分 算 子 环 层 上 的 
hie REA DRZ. DD 模 层 理论 是 微分 算 子 环 理论 
的 核心 之 一 . 它 最 初 是 在 20 世纪 70 年 代 围 绕 着 复 
流 形 上 全 纯 微 分 算 子 革 的 环 层 而 发 展 起 来 的 ,是 线 
性 偏 微分 方程 组 的 代数 化 形式 , 它 的 主要 结果 之 一 
是 黎 曼 - 希 尔 伯 特 对 应 .DD 模 层 理论 开创 了 一 套 建 立 
各 种 DD 模 层 的 深刻 的 拟 凝 察 、 凝 聚 性 质 、 全 律 性 质 
以 及 全 纯 、 诺 特 、 间 调 维 数 等 性 质 的 方法 .DD 模 层 理 
论 最 简单 的 情形 是 仿 射 2 空间 A" 上 的 微分 算 子 层 
Dy BS BR E. 此 时 层 2w 的 全 截面 形成 外 尔 代 数 . 由 
于 仿 射 答 上 拟 凝聚 与 正则 卫 数 环 上 模 的 理论 等 价 ， 
所 以 在 外 尔 代 数 上 只 须 考虑 其 上 的 模 . 这 一 最 初 的 
D ER COE Jie m BA r8 (Bernstein, I. N.) R EE 
来 ,至 今 已 形成 系统 的 与 许多 学 科 联系 紧 密 的 重要 
环 论 分 文 ,通常 称 为 微分 算 子 环 与 模 理 论 . 

黎 曼 - 希 尔 伯 特 对 应 (Rieman"-Hilbert corre- 
spondence) DW," D RE”. 

全 截面 (global section) DL" D E&Iz". 

46 E jt IH BF (Bernstein filtration) 一 种 标 
准 的 正 滤 子 .在 外 尔 代 数 4,(&) 中 ,对 整数 v 之 0, 用 
集合 {zx"af | lal 1B| sv) Gib aaa. B= 
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pigs B, 是 多 重 指 标 , x* = xuxmBexz.95— 
9hg$ 95, |a| = li o las] lal, 18|= 18i 
T8 ITeEIBIDIBZEXTEmN ACA) k FS N 
28,,18 BEF B.C B, CC C B,C e 这 个 滤 子 称 为 
们 恩施 坦 滤 子 .在 这 个 滤 子 下 相应 的 分 次 环 
gr(A,(k)) 是 一 个 可 换 诺 特 环 , 且 同 构 于 Zn 个 变 元 
的 多 项 式 环 . 这 成 为 给 出 A, (8) 及 其 上 模 的 伯 恩 施 
坦 维 数 的 基础 . 

R X F (good filtration) 
微分 算 子 环 D, 设 它 有 一 
Coe ,适合 

"UA MSD a 
RU RH APO Rn D. EDWM LET 
lest Iuclgy 1c 
Git UT;-M. EISI 


使 相应 y 于 的 分 次 模 grCM)( 作 为 分 次 环 gr(D) E 
B5 E EA RER, MET HDM EN RE 
Te 

2 X F (S-filtration) ”微分 算 子 环 的 一 个 滤 
子 . 对 交换 环 R, 记 R 上 导 子 集 为 G, 由 G 中 元 素 
《作为 RR 上 导 算 子 ) 与 RR 自身 的 元 素 ( 作 为 RR 上 乘积 
算 子 ) 生 成 微分 算 子 环 DCR), 其 中 元 素 的 加 、 乘 运算 
分 别 由 算 子 的 加 法 与 合成 定义 . 由 DCR) 中 不 多 于 vw 
个 导 算 子 的 乘积 的 集合 

(010,:-0,|0; C Gi — 1,2, , B, bv) 

AMA R d EO 2. FEX CRC 
上 的 滤 子 , 称 为 三 滤 子 . 

伯 恩 施 坦 维 数 (Bernstein dimention) D MY 
一 种 维 数 . 设 R 是 可 换 局 部 环 ,m 是 R 的 惟一 极 大 
理想 ,M 是 有 限 生 成 R 模 . M/ 1m" MORS RRK 


一 类 特殊 的 滤 子 . 对 


WE Fee CF CF C, 


FF CER S 


KÆ Le COM / (m * ' VE v 充分 大 时 适合 一 个 关于 wv 


的 有 理 系 数 多 项 式 fv). 这 个 f(v) 的 次 数 4d 称 为 
M 的 维 数 , 记 为 4C(M). 对 可 换 诺 特 环 R 及 有 限 生 成 
Rte M, AER R 的 极 大 理想 m,M 在 m 处 的 局 部 化 
Mn 作为 局 部 环 Rs 上 有 限 生 成 模 的 维 数 , 记 为 
AM). 取 数 集 {d Man) | MEOR R 的 极 大 理想 } 的 上 
pu 称 为 M 的 维 数 . E D 是 微分 算 子 环 , 有 滤 子 
},ez 使 相应 分 次 环 gr《(DD) 成 为 可 换 诺 特 环 . M 是 
s D, A RBH UO TETEI Ar UT gr CM) 
fe A IR AE gr CD) FR , 称 grCM) 作 为 gr(D) 模 的 维 数 
H D M 的 们 恩施 坦 维 数 . 伯 因 施 坦 维 数 还 特别 
指 外 尔 代 数 上 有 限 生 成 模 的 维 数 . 们 恩施 坦 维 数 与 
同调 维 数 有 密切 的 关系 , 它 被 用 来 考虑 D 模 的 全 律 
PE. | 
£ D 模 (holonomic D-module) 伯 思 施 坦 
维 数 可 达 最 小 的 特殊 D 模 . 设 M 是 微分 算 子 环 DD 
上 的 有 限 生 成 模 且 有 伯 恩 施 坦 维 数 . 若 M 的 伯 恩 施 
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JH ER YE Fr ya BR AE DA [ELI 8 2H. EK 
到 最 小 值 , 则 称 M HEE D 模 . 特别 地 , 伯 恩 施 坦 
维 数 比 全 律 D 模 大 1 89 D ER, RR URBE DE. 

伯 因 斯坦 类 D 模 (Beinstein class of D-modu- 
les) 一 种 特殊 的 模 类 . eH D RR. 尤 指 全 律 的 
A, CORO. 

次 全 律 D 模 (subholonomic D-module) W 
“全 律 D 模 ”. 

D 模 的 特征 理想 (characteristic ideal of a D- 


module) 一 类 特殊 的 理想 . 对 解析 系数 微分 算 子 
环 纺 ,,， 有 滤 子 {2,),ez 使 相应 分 次 环 gr CL, RA HT 


Ls 设 M 是 有 限 生 成 £7, 模 ,M EA RUE T 

,} 使 相应 的 分 次 模 gr (CM) 是 有 限 生 成 er (%,) 
E gr MEDR gr CD, PAY SC AB AY ARE TR TB. 
Ju = (a € gr(D,) | 存在 整数 zw 使 a’ gr(M) = 0) 
称 为 £2, 模 M 的 特征 理想 . 

D *S EZB E GE RR (charateristic variety of sheaf 
of D-modules) 一 类 特殊 的 得. 对 解析 系数 微分 算 
子 层 红 上 的 模 层 4, 它 的 每 个 茎 上 BD, 模 . 相应 
的 特征 理想 J, TI-AR J, E p SWEJ, D 
称 为 ye 的 特征 理想 层 . 几 EA T C) EA tl P 
理想 的 零点 集 V = (ze p +e, E) =0 对 一 切 E 
Judt RA D 模 层 u WIER N SS Go. 

& @ D 模 层 (holonomic sheaf of D-modules) 
一 种 特殊 的 D 模 层 . 对 解析 系数 微分 算 子 层 D 上 的 
模 层 nen ER RMER SS GOTEA MIA T" (CORR 
有 可 能 达到 的 最 小 维 数 , 则 称 py WATE DIEI. 

R A EDA RRK AS 
审 A 许 永 华 黄 维 明 


拟 环 


拟 环 (near-ring) IPERE I. 比 环 更 广泛 的 代 
数 系 . 一 个 非 空 集合 N 连同 N 上 的 两 个 二 元 运算 
DURS CERE 
1. CN ,十 ) 是 一 个 群 ( 不 必 交 换 ); 
2. (N, * ft — 2E RE ; 
3. 对 于 任意 ni,n;ni€ NS 
| (n, 十 nj)n, = ning + nonz; 
则 称 CN, 十 ,，) 为 一 个 ( 右 ) 拟 环 , 简 记 为 N. BHA 
件 3 中 的 等 式 换 成 ni na 十 23 ) — nina d nini, M) HK 
CN, 十 ,，) 为 一 个 左 拟 环 . 左 \ 右 拟 环 的 研究 是 平行 
的 理论 . 硅 (N ,十 ) 是 交换 群 , 则 称 (N ,十 ,。) 为 阿 
贝尔 拟 环 . 奉 (N,，。) 是 交换 半 群 , 则 称 (N, 十 ,，。) 
N,4—(ín€ N nin; tn.) nn, 4 
nno Y mnom € NJ) WERON, +, * OXJAF BUR. ^30 


X^ Cnear-ring )” — i8] Æ BMS A FL $& X Hm 


CZassenhaus, H. ) F 1936 年 最 先 提 出 的 . 拟 环 理论 
于 20 世纪 30 年 代 初 ,而 在 20 世纪 50 年 代 以 后 
得 到 迅速 发 展 . 它 同 环 论 有 许多 相似 之 处 ,但 比 环 论 
更 广泛 ,更 复杂 . 

By PS HB AY te A SE Bay OL OR BE G 的 所 有 自 同 
态 所 成 的 环 End (G), ifj SHH al gx ASE TE T 
(不 必 是 阿 贝 尔 的 ) 的 所 有 映射 所 成 的 拟 环 M CDD, 
因此 可 以 说 环 论 是 群 映射 的 线性 理论 ,而 拟 环 是 群 
映射 的 非 线 性 理论 . 拟 环 是 研究 非 线 性 同调 代数 、 代 
With iz wo AR een AD LA. CERE, 
组 合 数 学 、 非 线性 几何 、 动 力 系 统 和 自动 机 方面 得 到 
应 用 . 

准 环 (near ring)” 即 “ 拟 环 ”. 

阿 贝 尔 拟 环 (Abelian near ring) WM WMI”. 

交换 拟 环 (commutative near ring) W “H 
Hr”, 

4y BEL X (distributive near ring) — AL" LER". 

零 对 称 拟 环 (zero-symmetric near-ring) 其 乘 
法 接近 于 结合 环 的 一 类 重要 拟 环 . 一 个 拟 环 N 的 子 
集 N,—(in€ N |n0—0) FN N BEX PRB. E N 
=N, WI Pk N 为 零 对 称 拟 环 . 每 个 环 都 是 零 对 称 拟 
环 . TE — REEL YR P n0 — 0 并 不 恒 成 立 . 零 对 称 拟 环 
比 一 般 拟 环 更 接近 于 环 , 它 在 拟 环 理论 中 占有 重要 
地 位 . 

恒定 拟 环 (constant near-ring) IP AX. 
具有 特殊 乘法 的 一 类 拟 环 . 一 个 拟 环 N HRN. 
= {n€ N |n =n, Y n EN 称 为 的 恒定 部 分 . S| 
N= 二 NN., 则 称 N 为 恒定 拟 环 .恒定 拟 环 有 许多 重要 
特性 ,例如 ,每 个 恒定 拟 环 是 素 拟 环 , 恒 定 拟 环 的 加 
法 群 的 每 个 正规 子 群 都 是 素 理 想 . 

常 拟 环 (constant near-ring) “fae”. 

分 配 生 成 拟 环 (distributive generated near- 
rng) 一 类 零 对 称 拟 环 . 一 个 拟 环 N 的 加 法 群 
ON ,十 ), 生 由 分 配 元 素 集 合 

N= (in€ N n(n -n;)—nn,nn;,N nn EN? 
加 法 地 生成 , 则 称 入 为 分 配 生 成 拟 环 .分配 生 成 拟 
环 是 零 对 称 的 . 阿 贝尔 分 配 生成 拟 环 是 环 . E T, 
十 ) 上 的 自 同 态 生 成 的 拟 环 End()、 自 同 构 生 成 的 
拟 环 Aut(G 关 和 内 自 同 构 生 成 的 拟 环 7 六 ?都 是 分 配 
生成 拟 环 的 重要 例子 . 

拟 环 的 皮尔 斯 分 解 (Peirce-decomposition of a 
near-ring) 拟 环 加 法 群 的 一 种 分 解 . 4RUH N 
中 任意 一 个 宪 等 元 e, 则 对 于 任意 元 素 ”E N, 存 在 
惟一 的 zoE {7EN|ze 二 0} 和 惟一 的 r € Ne, 使 得 
n-—zazgm. 特别 地 , 取 e— 0, FF TETE— Bg n; € No fH 
惟一 的 n. € NL. f 1S n nod n Buff 

(N ,十 )==CNos 十 ) 十 (Nis 十 )， NI (YN. — (0). 
这 种 分 解 称 为 拟 环 N 的 皮尔 斯 分 解 . 


拟 环 


抽象 仿 射 拟 环 (abstract affine near-ring) 与 
仿 射 变换 拟 环 类 似 的 抽象 拟 环 .一 个 拟 环 N LER 
ERIE: CN, 十) 是 阿 贝 尔 群 ,No 二 Na, 则 称 N AGH 
象 仿 射 拟 环 . 抽象 仿 射 拟 环 N 的 恒定 部 分 N. 做 成 
N 的 一 个 理想 ,其 零 对 称 部 分 No 是 一 个 环 ， 

N 群 (N-group) 环 模 概念 的 推广 . 设 N 是 一 
SUH, HEAR, 4] eI N XD D fe 
Q1 ,0)-nY JAN] 4EX&BJ Y€ Doni m; € N 满足 : 

(n; d-n;)Y-—njY-Fn;; 

(nn2)7=n (nV), 
WED, OA—TN E WAT. 对 于 本 的 子 群 A， 
EWE NATA, ME 4 为 xz 的 一 个 N FH. = 
NO=N.0 是 wT 的 最 小 入 TE N 群 与 拟 环 之 间 存 
在 着 深刻 的 内 在 联系 , 拟 环 的 某 些 特性 可 以 用 入 群 
刻画 ,入 群 中 成 立 着 许多 与 拟 环 相 应 的 结 

拟 环 的 理想 (ideal of a near-ring) 环 论 中 理 
想 概 念 在 拟 环 中 的 推广 . 拟 环 的 加 法 群 (N ,十 ) 
的 一 个 正规 子 群 了 , 厂 满 足 条 件 :INCI, 对 任意 元 素 
nn EN,iET, 都 有 nl 十) 一 nn' ET, 则 称 T 为 N 
的 一 个 理想 , 记 为 1 SIN. EN, TO IE UT HE I 
满足 前 者 , 称 了 为 N BAHR; A I WERA, MEK 
IN 的 左 理想 . 拟 环 的 理想 与 环 的 理想 的 最 显著 
差别 是 环 RDM DA RICI, 但 拟 环 N 的 理想 
7 一 般 不 满足 NICI. 

N 群 的 理想 (ideal of a N-group) N 群 的 一 
类 特殊 正规 子 群 . 设 A 是 NN PEAT 的 正规 子 群 , 若 对 
于 任意 7YET,6EA 和 nEN, 都 有 nC(7Y 十 6) 一 n7YE€ 
AMP A 是 wT 的 一 个 理想 . xz 的 理想 不 一 定 是 N 
子 群 ,但 零 对 称 拟 环 的 理想 必 是 NN 子 群 . 


半 拟 环 (seminear-ring) 比拟 环 更 广泛 的 代数 
A. 设 9 是 一 个 非 空 集合 , “十” 和“。” 是 S 上 的 两 


个 二 元 运算 GE. 

1. (S ,十 ) 与 (S$,。) 都 是 半 群 ; 

2.53€ SCs ss) 5,53 +5053 (V. 5155225 
则 称 (5 ,十 ,，。) 为 一 个 半 拟 环 . 每 个 拟 环 都 是 半 拟 
环 . 

拟 环 的 素 理 想 Cprime ideal of a near-ring) FH 
论 中 素 理 想 概 念 在 拟 环 理论 中 的 推广 ,并 且 同 环 中 
素 理 想 的 定义 完全 相似 (参见 “ 环 的 素 理 想 ”). 

JU. X BY 3E XX JB AB (semiprime ideal of a near- 

类 似 于 环 的 半 素 理想 ， 

完全 半 素 理想 (completely semiprime ideal) 
比 完 全 素 理 想 条 件 弱 的 一 种 理想 . 设 己 是 拟 环 ON 的 
一 个 理想 ,对 入 中 的 任意 元 aHa! € P uff ac 
P, 则 称 P 了 是 六 的 一 个 完全 半 素 理想 . 

复合 环 (composition ring)” 亦 称 TRI 算 子 代 
数 . 是 由 环 与 拟 环 复合 而 成 的 代数 系 . 非 空 集合 R 
连同 及 上 的 三 个 二 元 运算 “十 ”，“。” 和 “。”， 
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ring) 


^ 与 代 3 


er AE: 

1. QR, +, * 2dÉ —" 95 

2.( 民 ,十 ,。) 是 一 个 拟 环 ; 

3. 对 于 任意 ristoor3 ER MA 

CF) Oe = FH OTD © Oe Oo TD 
WER. +,°,° A-TRAK. 一 个 环 到 自身 的 
所 有 映射 对 于 逐 点 相 加 、 相 乘 和 映射 的 合成 做 成 一 
个 复合 环 . 

TRI 算 子 代数 (TRI-operator algebras) Bf) 
“复合 环 ”. 

不 变 子 拟 环 (invariant subnear-ring) 一 类 特 
殊 的 子 拟 环 . 拟 环 ON. 的 子 拟 环 M EE MNCM 
H NMSCM, 则 称 M 为 入 的 一 个 不 变 子 拟 环 . 在 一 
个 环 中 ,不 变 子 拟 环 与 理想 是 一 致 的 ,但 在 拟 环 中 则 
不 然 . 例 如 ,N. EN 的 一 个 不 变 子 拟 环 ,通常 它 既 
不 是 右 理 想 也 不 是 左 理 想 . 

Feast N BÉ(faithful N-group) 一 类 特殊 的 入 
群 . E N Be BRETO: D0 — (0) , | SR D EE 
实 的 . 忠实 的 入 群 在 拟 环 的 艇 入 理论 中 有 和 较为 重要 
的 作用 . 

完全 可 约 拟 环 (completely reducible near-ring) 
一 类 特殊 的 拟 环 . BIH N 是 单 理想 的 直 和 , 则 称 
N 为 完全 可 约 拟 环 . 它 在 拟 环 分 解 理论 中 占有 重要 
地 位 . 

亚 直 既 约 拟 环 (subdirectly irreducible near- 
ring) 比 单 拟 环 更 广泛 的 一 类 拟 环 . EUR ON A 
同 构 于 者 干 拟 环 的 非 平 凡 次 直 积 , 则 称 入 为 一 个 亚 
直 既 约 拟 环 . 亚 直 既 约 拟 环 类 似 于 亚 直 既 约 环 , 有 如 
下 的 刻画 :NN dé ME ECBE ZA THER SUE: dacs N 
的 一 族 理想 ,并 且 站 7, 一 {0), 则 存在 a€ A. f 

I,-— (0e TUM. DAN 


包含 一 个 惟一 的 最 小 理想 , 它 含 于 所 有 其 他 非 零 理 
AH. 每 个 单 拟 环 都 是 亚 直 既 约 的 . 每 个 拟 环 都 同 构 于 
若干 亚 直 既 约 拟 环 的 亚 直 积 . 

拟 代 数 Cnear-algebra) 比 结合 代数 更 加 广泛 
的 代数 系 . 域 玉 上 的 一 个 向 量 空间 4 ,连带 一 个 二 
TER”, AA, +, EM, AV a, bEA, VÀ 
€ F, Ga) * b=Ala DD, ER A KF ERWI 
Be. 例如 ,取向 量 空间 *Y 上 所 有 变换 之 集 M(V), 规 
定 “ 十 ”为 逐 点 相 加 ，““。 ”为 合成 , 且 V a€E wsV ,VY FE 
MV) ,Af(a) =f (Aa) I MCV ) 做 成 一 个 拟 代数 . 

拟 环 的 模 左 理想 (modular left ideal of a near 
rng) 一 类 重要 的 左 理 想 . MA N 的 左 理想 LIA 
存在 eEN, 使 Y nEN,n 一 neEL, 则 称 工 为 N WR 
左 理想 . 此 时 也 称 工 是 由 e 模 化 的 , 且 e ER LBA 
单位 元 . 工 是 NN 的 模 左 理想 的 充分 必要 条 件 是 存在 
N By 及 YETT, 使 wT h Y GRO NY—ID.HB. 
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L=(0: Y). 

v 模 左 理想 (modular left ideal) ”用 以 刻画 拟 
环 某 种 类 型 的 根 的 一 类 左 理想 . 拟 环 和 N 的 一 个 左 理 
LEAN 的 v 模 左 理想 LAN 的 模 左 理想 ， 
且 N/LJ& v ON BE, rp vE 140,1,2). 一 个 0 模 左 
理想 是 一 个 极 大 模 左 理想 ,一 个 2 模 左 理想 二 是 在 
LSN 之 间 无 真 No 子 群 的 极 大 模 左 理想 . 

拟 环 的 雅 各 布 森 根 (Jacobson-type radicals of a 
near-ring) 环 论 中 雅 各 布 森 根 在 拟 环 理 论 中 的 推 
广 . 设 vE (0.1.2), EX 

J,CN) — N (0 : D») 


NT 了 是 v 型 的 入 群 
为 拟 环 N 的 v 根 , 即 N 的 雅 各 布 森 型 根 . 关于 v 根 ， 
还 有 如 下 的 等 价 定义 | 
J,CND— Q I= f) (iN), 
了 是 六 的 六 LÆ N Wv- 
本 原理 想 模 左 理想 
FLA ve (0,1,2} v0. 
JAN) = N L. 
LÆ N hv- 


i ie HE 
对 v= 二 0, 有 一 个 类 似 于 拟 环 的 根 的 结构 


Jo(N)=(JL(N) : ND. 


ES J,(N) 有 如 下 的 包含 关系 
JoAN) € J1 CN) CIN) CIN), 
J (N=), (NI) —J5CND) —JCOND, 
ICN) EM N 的 雅 各 布 森 根 . 

v 根 (Cv-radicals) 见 “ 拟 环 的 雅 各 布 森 根 ” 

JA DR AY iB SE HR (nil radical of near-ring) 一 类 
特殊 的 根 . Re AK 1S SHAB. 拟 环 N RA S 
零 理 想 之 和 称 为 N WISH du VON). EFIR 
含 于 所 有 v 根 . 

JU SK AY 3 TR (prime radical of near-ring) 一 类 
特殊 的 根 . 即 含 于 每 个 素 理想 的 根 理想 . 设 N 是 一 
TWA RN 的 所 有 素 理 想 的 交 为 N 的 素 根 , 记 为 
PN) BR JN) LAN). RR FON) — ALA d — 
个 素 理想 ,但 必 是 一 个 半 素 理想 . 素 根 与 其 他 根 之 间 
有 下 列 包含 关系 

S (N)C.AÁONDOJ.IONDCJ,CND QJ CN)， 

局 部 拟 环 Cocal near-ring) 一 类 条 件 较 强 的 
WH. iN 是 一 个 有 单位 元 的 零 对 称 拟 环 ,了 表示 
N 的 没有 左 逆 元 的 子 集 , 即 区 一 人 ENINR 天 六 }， 
若 工 是 一 个 和 N 子 群 , 则 称 拟 环 入 是 一 个 局 部 拟 环 . 
拟 域 是 工 == {0}) 的 局 部 拟 环 . 

HK (near-field) 接近 于 域 的 一 类 重要 拟 环 . 
设 N 是 一 个 拟 环 , 知 (N = 一 N\(0},，) 是 一 个 群 ， 
则 称 入 为 一 个 拟 域 . 在 整数 模 2 的 剩余 类 加 群 Z， 


FH XE SC HEE F 

0*0-—0*1-0, 1*:0-1*1-1. 
W CZ . * ABR — TS AS XLI] ULL f] EL BR X — 
A FU 3 Sb, E Ae Br. FL AB Jie ET BK B. BLU PE 
(Dickson.L. E. )-F 1905 年 首先 发 现 单 侧 分 配 域 ， 
获得 了 拟 域 的 概念 . 现在 拟 域 理论 已 发 展 成 为 拟 环 
的 一 个 独立 分 支 . 拟 域 可 以 协调 某 类 特殊 的 几何 平 
面 , 也 是 刻画 二 元 可 迁 群 .关联 群 和 弗 罗 贝 尼 乌 斯 
(Frobenius, F.G ) 群 的 有 力 工 具 . 

扎 森 豪 斯 判别 准则 (zassenhaus-criterion) — Jl 
别 有 限 拟 域 为 迪克 森 拟 域 的 一 个 充分 必要 条 件 . 有 
限 拟 域 N 是 一 个 迪克 森 拟 域 , 当 且 仅 当 G=N "= 
(N\{0},，。) 是 亚 循 环 群 , 即 [G,GjJ 和 G/LG ,Gj 都 是 
循环 群 . 

迪克 森 拟 域 (Dickson near-field) 一 类 著名 的 
拟 域 . AN 是 一 个 拟 域 ,pq: N*>Aut(N,+, Off 
n>, 是 一 个 耦合 映射 ,在 N 中 定义 为 一 个 乘法 
Pan) +m (m Æ 0), 
0 (m = 0), 
则 CN, 十 ,。?) 也 做 成 一 个 拟 域 , 记 为 NY. 知人 存在 某 
Pi FECE P= N UU N 称 为 一 个 迪克 和 森 拟 域 . 利 
用 扎 森 豪 斯 判别 准则 可 以 确定 在 目前 已 知 的 拟 域 
中 , 除 7 例 有 限 拟 域 之 外 ,其 他 拟 域 都 是 迪克 和 森 拟 
域 . xx 7 种 例外 情形 的 阶 数 分 别 为 p^ p—5.7.11, 
23,29 和 59. 

平面 拟 环 (planar near-ring) 有 着 广泛 应 用 的 
一 类 零 对 称 拟 环 . 设 N 是 一 个 拟 环 ,在 N 中 引进 等 
Ht X$X-:ambeVWVnC€N.na-—nbgdb N/=| 3, 
并 且 每 个 方程 ax 9 xb c. ab, c€ Ns.azÉb fg NP 
恰 有 一 解 , 则 称 N 为 一 个 平面 拟 环 .平面 拟 环 在 非 
交换 几何 、 弗 罗 贝 尼 乌 斯 群 以 及 组 合 结 构 中 有 着 广 
泛 的 应 用 . 

正规 拟 域 Cnormal near-field) 具有 特殊 性 质 
的 一 类 拟 域 . 设 是 拟 域 N 的 一 个 真子 域 , 行 : 

]. F* ZCFN(0), ORE N* —ONN(O), © DAVIE 
NUT RE | 

2.V f.fP € Fn € N BA 

nf t fP»)-—nf +nf'; 

则 称 入 是 上 的 正规 拟 域 .这 时 入 ATA A F ER 
向 量 空 间 . 正规 拟 域 具 有 特殊 性 质 : 者 N*/F EX 
换 群 ,并 且 dime (NO Ze 3, M N 是 一 个 域 . 若 
dim; CN) —2,JfF H N 是 有 限 的 , 则 N 是 域 GF Cp’) 
或 者 是 阶 为 9 或 64 的 迪克 森 拟 域 . 

相 容 拟 环 (compatible near-ring) 具有 特殊 忠 
X N 群 的 一 类 拟 环 , 设 N 是 一 个 拟 环 , 卫 是 一 个 N 
群 , 若 对 于 所 有 7YEPR 和 EN, 都 存在 某 个 mm EN， 
使 得 n O' 2-00 — nY — mo 对 于 所 有 的 OCT R, Wl 
称 醋 为 相 容 入 E RMA N 具有 一 个 忠实 的 相 


n 9, 一 


拟 环 


容 N 群 , 则 N 称 为 相 容 拟 环 . 

相 容 N 群 (compatible N-group) 见 “ 相 容 拟 
Hr”. 

驯 顺 拟 环 (tame near-ring 与 相 容 拟 环 密切 
相关 的 一 类 拟 环 .入 EE D EROS UBER de dS ID 的 每 
个 No 子 群 都 是 理想 ,这 里 N, 是 入 的 零 对 称 部 分 . 
BUA ON 有 一 个 忠实 的 驯 顺 N 群 , 则 称 ON 为 驯 顺 
拟 环 . 驯 顺 性 与 相 容 性 之 间 的 联系 可 表述 如 下 ix 
N 是 有 单位 元 的 拟 环 ,wT 是 单 式 N RE War Æ D 
顺 的 , 当 上 且 仅 当 对 于 所 有 7Y,SEN 和 nEN ,存在 某 
个 mE N, 48 n Y+) —nY —moó. 

驯 顺 N 8&(tame N-group) 见 " 驯 顺 拟 环 ” 

多 项 式 拟 环 (polynomial near-ring) 环 或 群 上 
的 多 项 式 集 做 成 的 拟 环 . 设 R 是 有 单位 元 的 交换 
环 , 厂 是 一 个 群 (其 运算 记 为 加 法 ),z 是 其 上 的 未 定 
元 , 记 

R[x]-— | > air'|nENo( 非 负 整 数 集 )， 


a,€ R,a, #0] U {0}; 
D[x]9 (M nix Y nizd +Y- Hnr 

CcY.ls€NY,CnDn€z'ZzNOD, 

JEBV (€ (1,2, ,5— 1) HB Y,250). 
若 在 RLzxj 和 TLxj] 中 定义 “十 ”为 多 项 式 通 常 的 加 
法 ,而 “。” 为 多 项 式 的 代入 , 则 (RLzj, 十 ,。) 和 
(TLxj, 十 ,。) 分 别 做 成 拟 环 , 称 之 为 多 项 式 拟 环 . 
通常 的 多 项 式 环 (RLxj], 十 ,，) 的 每 个 理想 都 是 多 
项 式 拟 环 (RLzj, 十 ,。) 的 左 理想 . 加 法 群 Do 189 
每 个 正规 子 群 都 是 多 项 式 拟 环 CPPLzj, 十 ,。) 的 左 
理想 . 

Z Iq st SQ EE WM Cnear-ring of polynomial 
functions) H Z Jit 3X e 2c 48 px, B9 SRW. 若 
RLzj 是 多 项 式 拟 环 ;PERLrj, 则 称 p:R—R 使 > 一 
p*r—pGON B NX p SHH A x wR, ic 
已 (R) 一 人 (五 |PERLzj) ou T AS rr]. RW 
地 得 到 PC). 多 项 式 函 数 之 集 P ORO 8I PMX F 
变换 的 加 法 和 乘法 各 做 成 拟 环 , 称 为 多 项 式 函 数 拟 
M. 

单 演 ON BÉ(monogenic N-group) 一 类 极其 重 
要 的 NN 群 . 设 卫 是 一 个 六 群 , 铝 存在 一 个 元 素 YE 
夏 ,使 得 NY —-D. WK AB y 单 演 的 ,7 FR ON ND 
的 一 个 生成 元 . 一 个 单 演 N REND ÉY YEr, A NY 
— (0j NY=C WPT 为 强 单 演 的 . 

强 单 演 N 群 (strongly monogenic N-group) 
见 “ 单 演 N RE”. 

y 8) N #(N-group of type v) N 群 三 种 类 型 
的 泛称 .一 个 非 零 的 单 演 NET AT 是 单 的 , 则 
PA 0; Aol 是 单 的 并 有 旦 是 强 单 演 的 , 则 称 NT 为 
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1 WN; 40 REN, 单 的 (Ne 是 N 的 零 对 称 部 分 )， 
则 称 w 荆 为 2 型 的 . 上述 三 种 类 型 的 入 群 统称 v 型 
N 群 ,v= 二 0,1,2. 引入 ”型 N 群 是 为 了 人 研究 本 原 拟 
环 .2 型 NN 群 必 是 1 型 入 群 ,1 型 入 群 必 是 0 型 NN 
BE. 因而 v N 群 不 是 N 群 的 一 种 分 类 . 

本 原 拟 环 (primitive near-ring) 本 原 环 的 概 
念 在 拟 环 中 的 推广 . 设 v€ 10,1,2}, 若 拟 环 N 存在 
一 个 > 型 忠实 的 N BEND BUYER N OA v 本 原 拟 环 , 或 
者 称 N 在 忆 上 是 本 原 的 .这 三 类 ”本 原 拟 环 统称 本 
原 拟 环 . 一 个 环 REET Ev O-O0,1, 
2) WRERE ENA. 

v AS JRF G- primitive near-ring) 
iR. 


见 本 原 拟 


半 XN 


半 环 (semiring) 介 于 半 群 与 环 之 间 的 代数 结 
FJ. 它 是 定义 在 同一 承载 集 上 由 分 配 律 联系 着 的 两 
个 半 群 , 即 在 非 空 集 S 中 定义 有 两 个 代数 运算 “十 ” 
与 “。”, 使 得 (CS ,十 ) 与 (9,，) 都 做 成 半 群 ,并 且 ,对 
于 S 中 任意 元 素 a,6,c, 有 | 

a*(b-d-c)-a*b--aec, 
(ad-b)*c—a-*c-r-b*c 
成 立 , 则 称 S 为 半 环 .例如 ,结合 环 是 半 环 ,全 体 自 
然 数 关于 通常 的 加 法 和 乘法 做 成 半 环 . 

半 环 概念 最 早 由 范 迪 维尔 (Vandiver,H.S. ) 于 
20 世纪 40 年 代 提 出 . 半 环 结构 的 研究 源 于 结合 环 
的 理想 理论 、 自 然 数 的 公理 化 ,以 及 线性 空间 的 正 孙 
数理 论 . 半 环 理论 的 发 展 过 程 ,大 致 分 为 三 个 阶段 : 

1. 经 典 结构 理论 ,主要 包括 有 效 半 环 的 韦 德 伯 
恩 - 阿 廷 理论 和 一 般 半 环 的 雅 各 布 森 理论 ， 

2. 近代 半 环 理论 ,主要 包括 半 域 . 半 模 、 半 环 的 
根 论 和 序 结构 理论 . 

3. 具有 无 限 和 代数 运算 的 半 环 理论 及 其 应 用 . 

半 环 理论 除 应 用 于 分 析 学 .拓扑 学 . 欧 几 里 得 几 
何 学 和 非 交 换 环 论 等 数学 学 科 外 ,还 广泛 应 用 于 图 
论 .最 优化 理论 和 量子 物理 的 数学 模型 理论 ,特别 是 
在 计算 机 科学 的 自动 机 和 语言 理论 中 有 重要 应 用 ， 

半 环 的 同 余 (congruence on a semiring) 研究 
半 环 结构 的 重要 概念 . 设 S 是 一 个 半 环 ,R 是 SL 上 
的 一 个 等 价 关系 , 若 R 做 成 半 环 SXS 的 子 半 环 , 则 
WR R 为 半 环 S 上 的 一 个 同 余 关系 ,简称 S 上 的 一 个 
AR. 设 R 是 半 环 S 上 的 等 价 关 系 ,R 是 半 环 S$ 上 
一 个 同 余 的 等 价 条 件 是 : 若 (x,y), uv) € RU C 
十 uyy 十 v0), (ru, yv) ER. 54 8 HA E H E E 
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S 的 理想 与 $ 上 的 同 余 并 不 保证 是 一 一 对 应 的 , 因 
而 ,构造 商 半 环 只 能 用 同 余 而 不 能 用 理想 . 以 至 半 环 
的 同 态 核 只 能 与 半 环 上 的 同 余 一 一 对 应 ,而 不 保证 
能 与 半 环 的 理想 一 一 对 应 . 

温润 理想 (saturated ideal) 研究 一 个 半 环 与 
它 的 同 态 像 之 间 子 系统 (理想 、 子 半 环 ) 对 应 关系 的 
重要 概念 . 设 /是 半 环 S 到 5S' 的 同 态 ,K(4) 是 5 的 
理想 ( 子 半 环 ), 对 任意 给 定 的 eaE 天 (aeE4) 及 任意 4 
CS, f()=fla) WE KOEA), WA KS BJ 
理想 K (FRA 4) 关 于 f 是 浸润 的 . 与 结合 环 不 同 
的 是 ,对 于 含 零 元 的 半 环 而 言 , 半 环 $ 包含 0=={xE€ 
S | f(x) 0) B 3828 (FARR) S 的 理想 ( 子 半 环 ) 
并 不 保证 是 一 一 对 应 的 ,只 能 是 S 的 理想 ( 子 半 环 ) 
5S 关于 f 浸润 的 理想 ( 子 半 环 ) 是 一 一 对 应 的 . 

浸润 子 半 环 (saturated subsemiring) Wi“ 
fuod. 

Æ XA AY 58 (B8) ÉL (strong (weak) direct sum 
of semirings) 直 和 概念 应 用 到 半 环 , 半 环 的 一 种 
分 解 . VE SiS 均 为 半 环 S 的 子 半 环 , 行 : 

1.9 —5,4-5;; 

2. to xi € St x; Si xo Hr =t Ht, H 

Lı 5l Le=t23 
则 称 S 为 51,S; 的 强 ( 弱 ) 直 和 , 条 件 2 可 改 为 

2 Sal Se 107. 

A SEE ER (potent semiring) “KHAN FA. A 
S dE RS AH IES RS ABR ETC HR AE 
环 , 称 为 有 效 半 环 . BAR S 的 每 个 非 零 理想 
包含 S 的 极 小 右 理想 与 极 小 左 理想 , 则 S 的 每 个 非 
零 右 理想 包含 一 个 乘法 客 等 元 . R S 是 含 单位 元 的 
DETR AREAS 包含 极 小 右 理想 与 极 
小 左 理想 ,并且 S 可 表 成 一 些 极 小 右 理 想 的 强直 
和 , 则 S 同 构 于 一 个 除 半 环 上 的 全 矩阵 半 环 . 这 是 
有 效 单 半 环 的 韦 德 伯 恩 - 阿 廷 结构 定理 , 它 是 关于 结 
合 环 中 相应 定理 的 推广 . 

F A H B Hp k tR (Jacobson radical of a 
semiring) 环 的 雅 各 布 森 根 的 推广 . 设 3 是 含 零 元 
的 加 法 可 换 的 半 环 ,T 是 S 的 右 理想 , 若 了 满足 条 
件 :对 任意 it EIL, FE jo 45 €1 f£ 

ty Jr nfi taa — tat Jod nac tJ 
WR IMS 的 右 半 正 则 右 理 想 . 类 似 地 ,可 得 左 半 正 
则 左 理 想 的 定义 . 称 S 的 所 有 右 半 正 则 右 理想 之 和 
RAS 的 右 雅 各 布 森 根 ,类 似 地 ,可 定义 5 WAH 
各 布 森 根 . 并 且 二 者 是 一 致 的 , 称 之 为 S 的 雅 各 布 
JR ICA JGO-—ROGEJGO- (0) WES 为 了 半 
BK; Be (5S) 二 5S, 则 称 S AJ 根 半 环 .关于 半 环 
的 雅 各 布 森 根 与 J 半 单 半 环 ,有 与 结合 环 相应 结果 
类 似 的 完整 刻画 ,并 且 是 结合 环 相 应 结果 的 整齐 


推广 . 

半 单 半 环 (semisimple semiring) 一 种 结构 整 
齐 的 半 环 . 设 4 是 一 个 含 零 元 的 加 法 可 换 半 环 ,S 
是 一 个 么 半 群 ,共有 一 个 运算 AXS->5 ,运算 结果 
记 为 az,aE4,zES, 满 足 条 件 : 

l.a Cro y)-—azr-tay. 

2. (ad-b) xr —ar-t bz. 

3. aCór) — Cab) 1. 

4. 0r—a0—0, 
其 中 ,ap A.r.y€ S. pk S 为 一 个 左 4 半 群 . 类 
似 地 ,可 得 右 4 半 群 的 定义 . 设 $S 是 一 个 左 4 KH, 
E S 是 么 半 群 $ 的 子 么 半 群 ,并 且 S, 又 做 成 左 4 
AE BE. URS, AS EATER; A AS—(larla€ 
4,zrE391 天 (0), 且 3 不 含 异 于 10) 与 9 HAA T3 
EF MFR S 为 0 单 左 4 半 群 . 类 似 地 ,可 得 0 单 右 A 
半 群 的 定义 . 

{Sl EDE S 的 一 簇 左 4 子 半 群 ,车 

S= U Sas 

其 中 每 个 S。 都 是 0 单 左 4 半 群 ,并 且 当 AR 时 ， 
SaN Se= (0) , ER S 为 左 0 半 单 半 环 .类 似 地 ,可 和 定 
MAT 0 半 单 半 环 . 既是 左 0 半 单 又 是 右 0 半 单 的 半 
环 4, 称 之 为 0 半 单 半 环 (完全 单 半 环 )， 

完全 单 半 环 (complete simple semiring) Jil, 
“ 半 单 半 环 ” 

0 半 单 半 环 的 结构 定理 (structural theorem of 
0-semisimple semiring) 对 0 半 单 半 环 的 结构 和 特 
征 的 一 种 刻画 . 大 4 是 含 零 元 的 加 法 可 换 半 环 , 则 
下 列 结 论 等 价 : 

1.4 是 0 半 单 半 环 . 

2. A 是 完全 单 半 环 , 即 A 是 单 半 环 (4 和 关 10) ,4 
^U mTO5AHBRESSZ5,FHA-UL-UR; 
La Re 分 别 是 4 的 一 些 极 小 左 理想 与 极 小 右 理想 . 

3. A= UR., R, Æ A WHE, H R 是 完全 单 半 
M. 

4. A-CUL.— U Rg, La, Re 分别 是 A 的 一 些 非 
FX WY A HAS BEES Ht) BB. 

E& 3E XA (division semiring) 一 类 特殊 的 半 环 . 
WS 是 含 零 元 (加 法 未 必 可 换 ) 的 半 环 ; 阁 (S\{0)， 
。 ) 是 群 , 则 称 S 为 一 个 除 半 环 ; 符 对 于 除 半 环 S 中 
任意 元 z, 有 xz 十 z 一 z, 则 称 $ 为 加 法 宕 等 除 半 环 . 

格林 关系 (Green relation ) 
半 环 C 上 的 两 个 关系 . 如 下 两 关系 : 

L:ILYOG+~+ r=G+Yy (ry € 0G), 

R:rTRYEOI +G=y +G (ry €G), 

均 为 G 上 等 价 关 系 , 称 为 半 环 G 上 的 格林 关系 . 

Jn ik eS BE SE XA (additive idempotent division 
一 种 特殊 的 除 半 环 . 半 环 G 中 任意 元 


semiring ) 


一 种 等 价 关 系 . 指 


半 环 


z+, 恒 有 Xz 十 + 二 zx, 称 G 为 加 法 竹 等 半 环 .一 个 除 半 
H G Fy Fe IME FES HV) ERA DH FEES BRE HH. 对 
T OEMAR TIRE, AA P eH: 

1.5 x y— ya, V x y€ G.WI COGNO) OM 
TR FERE HHS”: 

rXyOrcTyexy, 

2. W : 

Hg-—(r€GNO) |z+G\{0} =1+G\{0}}, 

Hi= (rE G\{0} |G\{0} GNO) T1), 

WW RAK XR G/H 1 (G/He) ERR RRA LC(R) 是 平凡 
的 等 价 关系 . 

同 余 自由 交换 半 环 (congruence-free commuta- 
tive semiring) 一 类 结构 特殊 的 半 环 . 它 不 假定 $ 
有 加 法 恒 等 元 和 乘法 零 元 ( 即 对 所 有 aE€5S, 使 a，0 
一 0 的 元 素 0, 若 存在 必 惟 一 ), 但 假定 S 含 单 位 元 且 
加 法 .乘法 可 换 , 若 S$ 上 只 有 平凡 同 余 ( 即 最 小 同 余 
A Ej SX S), WHS 为 同 余 自由 交换 半 环 . 阶 宇 2 的 
同 余 自由 交换 半 环 分 成 如 下 三 种 类 型 ， 

1 型 ;其 中 半 环 S 有 元 素 a, 它 既是 加 法 恒 等 
元 ,又 是 乘法 零 元 . 

I 型 ;其 中 半 环 S 有 一 个 无 穷 元 ce , 它 具 有 性 
质 :co。a 一 co 十 a 一 co,VY a€ 5. 

型 ;其 中 5S 没有 乘法 零 元 . 

上 述 同 余 目 由 交换 半 环 有 以 下 特征 : 

1. Æ $—10,1), WS 是 且 仅 是 下 列 四 种 之 一 : 

1) 2 Bri 1 W). 

2) fg 425 :02-0—0 * 020 * 1-0, 

O+1=1+¢1=1+1=1¢1 33). 

3) I WER: 0+0=0+1=0 » 0=0 * 1=0, 

1T121*1-1. 

4) I 78234 :041-0—0--1—0 * 0—0* 1—0, 

1+1=0,1* 1=1. 

2. BA T 2 的 I 型 半 环 是 域 . 

3. 阶 大 于 2 的 工 型 半 环 9 中 每 个 非 无 穷 元 有 一 
个 乘法 逆 元 ,并且 

X 十 二 T,X 十 y 二 00 Gy, z,yES). 

4. 阶 大 于 2 的 下 型 半 环 或 者 是 加 法 可 消 的 (x 
Hy =r tH y>y =y T yy E SNORAS, +) 
是 一 个 带 (1 十 1=1). 

半 环 上 的 半 模 (semimodular over semiring) 
环 上 模 的 拓 广 . 设 4 是 一 个 会 零 元 04 的 加 法 可 换 
半 环 ,CCM, 十 ,0w) 是 一 个 加 法 可 换 么 半 群 ,共有 一 个 
从 MXA 到 MM 的 纯 量 运算 “。”, 满 足 条 件 : 

l Cr+y) ° a=x° a+y?° a; 

2.x ° (a+b)=zx ° a+r ° b; 

3.r» (a*b)=(r° a) eb; 

4.04 ° a=zx ° 04= Om; 

WAR M 为 半 环 4 上 右 半 模 . 类 似 地 ,有 半 环 4 LA 
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半 模 、 双 半 模 ,以 及 含 单位 元 半 环 4 上 的 么 半 模 概 
念 . 半 模 是 研究 半 环 结构 的 重要 工具 , 它 在 刻画 半 环 
的 雅 各 布 森 根 以 及 研究 半 环 上 的 线性 代数 等 方面 起 
着 重要 的 作用 . 


投射 半 模 《projective semimodule) 一 类 重要 


的 么 半 模 . 一 个 左 么 半 模 己 称 为 投射 的 , 当 且 仪 当 
下 面 的 条 件 成 立 : 


l. i 9: M—N EWK A FRAS. A a P> 
NM 是 4 么 半 模 同 态 , 则 存在 一 个 4 么 半 模 同 态 8:P 
一 使 Bo=a. 

2. 设 9: MN 是 一 个 稳定 的 左 A 么 半 模 同 态 
( 即 对 任意 mm EM, A me m'ee3 xx € {0x} 
OBR m+r=m tr RM). A adad PMA 
么 半 模 同 态 , 并 且 满 足 条 件 op a' 9, 则 存在 4 么 半 
模 同 态 LR :P—M 满足 条 件 

Bg 一 Bp 和 atB=a' +f". 

投射 半 模 对 研究 半 环 的 结构 起 着 重要 作用 . 

内 射 半 模 (injective semimodules) 一 类 重要 
的 么 半 模 . 一 个 左 A 么 半 模 上 称 内 射 的 当 且 仪 当 给 
定 一 个 左 4 么 半 模 M 和 一 个 子 半 模 ,任意 一 个 
从 六 到 五 的 4 么 半 模 同 态 都 能 扩张 成 为 从 M 到 无 
的 4 么 半 模 同 态 . 内 射 半 模 对 研究 半 环 结构 起 着 重 
要 作用 . | 

£ F#M (total ordered semirings) 一 类 重要 
的 半 环 . 一 个 半 群 人 S,。) 称 为 全 序 半 和 群 , 是 指 
(CS , 委 ) 做 成 全 序 集 ,并且 ,对 中 任意 元 素 ty É 
Z 委 》, 则 对 任意 z€S.zrxzy.xzmyz. — "| Æ I 
(S ,十 ,。) , 右 在 同一 全 序 关 系 下 ,(S ,十 ) 与 (3$,，) 
都 做 成 全 序 半 群 , 则 称 (S ,十 ,，) 为 全 序 半 环 ， 

格 半 环 (lattice semiring) 在 同一 承载 集 上 同 
时 定义 有 格 与 半 环 的 一 种 代数 结构 . 设 (03, 十 ,，) 
HFA, E S 上 有 一 偏 序 关系 "“ 委 ”使 (9, 委 ) 做 成 
格 ,并 且 满 足 条 件 : 

1. Zi a[b, N] < 十 z 委 8 十 zz,Y XES; 

2. Æ ab, l| cz 委 pOz,za 巡 xzo,Y x € S; 
则 称 S 为 格 半 环 . 格 半 环 对 研究 半 环 的 序 结构 和 格 

结构 有 重要 应 用 价值 . 

半 域 (semifield) 一 类 结构 特殊 的 半 环 .一 
半 域 是 一 个 (加 法 与 乘法 ) 交 换 的 半 环 (K, 十 ,，。)， 
使 得 ( 开 ,。) 是 一 个 带 零 元 的 阿 贝尔 群 ( 即 存在 特殊 
元 素 a € K f CK Na), + URP Dl ZEE EDGE TE S 
HK x € KH ax=xa=a, lti}, a PACK, ORE 
元 (注意 :a 未 必 是 加 法 恒 等 元 ,从 而 未 必 是 半 环 天 
的 零 元 ). 半 域 理论 对 研究 半 环 的 骨 入 有 着 十 分 重要 
的 作用 . 关于 半 域 的 根 理论 已 形成 具有 特色 的 研究 
新 领域 . 

闭 半 环 (closed semirings) 一 种 重要 的 半 环 . 
指 带 有 无 限 和 代数 运算 的 半 环 结构 . 一 个 闭 半 环 
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(C, 十 ,。,，2 ,0,1) 满 足 : 

1. CC, E» * ,0,1) 是 一 个 加 法 可 换 和 用 等 ( 即 x 
+r=xz, Y cE€C) SE 0O0t+ze=271+0=27,0e2r 
—r*0—0,V TEOMA Bi 1(1* r—r*1— 
rV XEC) 的 半 环 . 

2. 对 每 个 指标 集 1 ,以 及 C 的 子 集 {x;ECIiE 
I} ,规定 之 为 满足 下 列 条 件 的 C 中 的 运算 : 

1) zou = 016 ABER), 


5E = 0s > E) Se 
i€ (1,2) 
DE Ba seer Queis 
i€I ic 


JET 


3) Tus = z| =) 9 De = | 3E 
El iEl (CI ‘ed 


D 三 :元 ;所 有 -元 = a. 


闭 半 环 在 理论 计算 机 学 科 中 有 着 重要 的 应 用 价 
值 . 由 于 无 限 和 代数 运算 在 半 环 中 的 建立 ,使 得 关于 
闭 半 环 的 结构 研究 具有 人 鲜明 的 创新 意义 .关于 除 闭 
半 环 结构 的 研究 引发 出 许多 涉及 数学 基础 学 科 的 深 
层次 问题 (例如 ,关于 集合 论 中 的 大 基数 问题 和 无 限 
超 滤 子 问 题 等 ). 

完全 半 环 (complete semiring) 一 种 特殊 半 
环 . 它 是 比 闭 半 环 更 广泛 的 具有 无 限 和 代数 运算 的 
代数 结构 .一 个 完全 半 环 (K +, OTR: 

1. (KK ,十 ,，,0,1) 是 一 个 含 零 元 和 单位 元 的 加 
法 可 换 半 环 . 

2. 对 每 个 指标 集 7, 以 及 天 的 子 集 {xi:EKliE 
I), 2 规定 为 满足 下 列 条 件 的 运算 : 

1) * m = 0S BBR), 

Tr! 


pcs = Xie 
i€ {1} 
> CSS Es 
iE (1.2) 
2) 2 2e 3E d= UI. 


2e =f 2,2]: m = | Di? re: 

完全 半 环 在 理论 计算 机 学 科 中 有 着 十 分 重要 的 
应 用 价值 . 

交换 半 环 上 的 代数 (algebra on a commutative 
semiring) 域 上 代数 在 半 环 上 的 推广 . 若 一 个 集合 
AWAY Ut Fe 7," ""g". 其 中 ET, 
“。” 是 4 的 二 元 运算 ,，“，。" 是 下 对 于 4 的 纯 量 运 
算 ,“o” 是 A 的 零 元 算 子 即 4 的 一 个 特殊 元 素 , 并 

l.atb=b+a; 

A A i te; 


3. Ckik) ° a=k; ° (55a); 

4.l°a=a, 0° a=o; 

5. (ki d- 55) ° a+k, ° a; 

6. k ° (a+b) =k ° a+k ° b; 

Quae (b*c)=(a* b)’ c; 

8. Ca+b) *c=arctbec, 

a* (b+c) =a bta’ c; 

9.k ° Ca. b)=(k ° a)». b=a* (keb); 
则 称 AA K ET LE A Rs € Kiabc€ A, 
1,0 分 别 为 天 中 单位 元 与 零 元 . 设 4 是 一 个 天 代 
数 , 若 A 还 赋予 一 个 一 元 算 子 “十 ”: 对 任意 a€ 4， 
a —ad aid RR A HA KARE. CREB 
数 是 研究 计算 机 科学 中 的 自动 机 与 语言 理论 的 重要 
代数 结构 . 

开 十 代数 (天 十 -algebra ) 
代数 ”. 

完全 交换 半 环 上 的 完全 代数 (complete algebra 
on a complete commutative semiring) $ žk Æ 4H 
有 实际 应 用 的 一 类 代数 结构 .一 个 集合 4 赋予 了 五 
PATE HOM IHR EDI AE 
子 及 有 关 满 足 的 公理 同 交 换 半 环 玉 上 的 代数 中 所 
Rm KRZR D SARD WELK AME 
的 公理 如 下 :对 任意 指标 集 了, 及 每 个 4 B TOR I 
(a.i € I), Dai X A 中 一 个 惟一 确定 的 元 素 , 满足 
如 下 公理 : 


° a=k; 


见 交换 半 环 K 上 的 


Y. e. 
i€ Ø 
其 中 名 表示 空 集 ， 
DD as > a =a, ta, 
r€ (1) i€ {1.2} 
2,4 222] = Dyas 
JET i€ T, €I 
f: 
Pai 
JEJ 


2,05 = | 2,4] ; 22b = | S\a;} 63 


> jhe =k 32 ; 2 kia = | 2,&)ai 
WK AA K 上 完全 代数 ,或 称 4 为 完全 天 代数 . sc 
全 天 代数 是 研究 计算 机 科学 中 自动 机 与 语言 理论 
的 重要 代数 结构 . 

完全 代数 (complete K-algebra) 见 “ 完 全 
交换 半 环 上 的 完全 代数 ”. 

交换 半 环 上 的 线性 方程 组 (lineal equation sys- 
tems on a commutative semiring) ”线性 方程 组 在 
交换 半 环 上 的 推广 . 设 三 是 一 个 有 限 字 母 表 , 天 是 
交换 半 环 ,3* 是 由 三 生成 的 自由 么 半 群 ,K” 表 示 
从 =’ 到 的 映射 组 成 的 集合 , 它 做 成 一 个 K 2-1 


“oe 代 数 


A. K 上 的 一 个 含 n ^ Jr fi «n 个 未 知 量 Tis Tas", 
Xn 的 线性 方程 组 为 


v = X Er; +T; CL 7 = 1), 


KH ET, Æ SKEE ETEK? ),i,j 
二 1,2,…,n. 未 知 量 x; 取 值 于 天 十 代数 K? 中 元 . 
它 是 研究 自动 机 与 语言 理论 的 重要 工具 . 

ÉR Fe RW (formal power series) ”研究 自动 
机 与 语言 理论 的 一 个 重要 的 概念 . 设 三 是 一 个 字母 
表 ,S 是 一 个 非 空 集 , 映 射 

Y, 2° -5S, cR e. E VoczE, 
称 Y 为 一 个 形式 震级 数 ,写成 
= 2 (Y, ww, 
we >) * 

EP w) A o BR C. 


结合 代数 (associative algebra) 类 似 于 环 RM, 
而 更 接近 于 环 的 一 个 代数 系 . 设 4 是 一 个 结合 环 ， 
BA 又 是 域 玉 上 向 量 空间 , 且 对 任意 元 素 zc,pE 4， 
A€ Fili d ACab) = Ga)b6—aCAb) WR A HF EB 
合 代 数 , 简 称 下 代数 . 称 上 向 量 空 间 A 的 维 数 为 
代数 4 的 维 数 , 记 为 dimA. 一 般 地 ,各 结合 环 4 X 
EA RE, HP R 是 有 单位 元 1 的 交换 环 , 且 对 任 
aCA NAER EA 

1 *a-a,ACab) — (àa )b=a (àb), 

则 称 4 是 R 上 代数 .通常 假定 一 个 R 代数 有 单位 
JL. 

结合 代数 研究 的 中 心 问题 是 刻画 各 类 代数 的 结 
构 , 它 是 从 19 世纪 50 4p [X na 28 Uii (Hamilton, W. 
R. ) 引 入 实 域 上 四 元 数 (1843 年 )、 格 拉 斯 曼 (Grass- 
mann,H. G. ) 5| A pi] & 3€ 1; RIL (Cayley, A. ) 
等 人 讨论 矩阵 代数 开始 的 . 到 20 世纪 初 , 韦 德 伯 恩 
(Wedderburn,J. H. M. ) 开 创 了 有 限 维 代数 发 展 的 
新 阶段 ,他 的 半 单 代数 结构 理论 对 代数 的 发 展 起 了 
推动 作用 ,使 有 限 维 代数 的 研究 基本 上 归结 为 寡 零 
代数 与 可 除 代 数 的 研究 ,进而 得 出 半 单 代数 较 完 整 
的 表示 理论 . 阿尔 贝 特 (Albert,A. A. ) 的 《代数 结 
构 )— 38 (1939 年 ) 是 对 经 典 代数 的 很 好 的 总 结 . dE 
半 单 代数 结构 的 研究 则 较为 复杂 ,因此 划分 成 一 些 
自然 的 代数 类 并 对 它们 进行 描述 就 成 了 占 主要 地 位 
的 工作 . bE CKóthe,G. 2, rRiliiECNakayama , T. 2, 
浅野 启 三 (Asano,K. ) 等 人 刻画 了 主 理想 代数 、 弗 罗 
贝 尼 乌 斯 代数 以 及 它们 的 推广 . 近年 来 ,开始 用 模 论 
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“ 环 与 代 数 


的 方法 研究 代数 结构 ， 产生 了 代数 表示 论 ( 参 见 代 
数 表示 论 ”). 

由 于 R 上 代数 4 与 环 的 概念 仅 多 一 个 RXA 
到 A 的 乘法 运算 ,因此 , 子 代数 、 单 侧 理想 ,理想 \ 商 
代数 、 寡 零 和 需 零 理想 . 同 构 及 同 态 等 概念 仅 比 环 中 
相应 概念 多 一 个 与 R 中 元 相 乘 封闭 的 性 质 ,不 再 重 
复 它们 的 定义 . 

R 代数 (R-algebra)” 见 “结合 代数 ”. 

代数 的 代数 (algebraic algebra) 一 种 特殊 的 
代数 结构 . GRP ERA 中 每 个 元 血 是 上 代数 
元 ( 即 为 上 一 个 多 项 式 的 根 ), 则 称 4 APF 上 代数 
的 代数 .已 上 任意 有 限 维 代 数 恒 为 已 上 代数 的 代 
žr. 

结构 常数 (structure constants) REA MA 
代数 结构 的 一 组 常数 . 设 Q1»025 '** 4, 是 域 FEn 
维 代 数 4 的 一 个 下 基 . 由 基 元 素 的 乘积 


== 2 * a, (53 = 1,2,°%* 57) 
k=] 


决定 的 n° hee 中 元 素 i ARSE k=l, 2,… nm EKA A 
的 结构 常数 . 结构 常数 完全 决定 了 有 限 维 代数 4 的 
结构 ,例如 ,4 的 乘法 满足 结合 律 当 且 仅 当 


Sni = = nn CEDI 


可 除 代数 Cdivision pieced 平行 于 除 环 的 一 
类 重要 代数 .者 R 代数 4 的 每 个 非 零 元 在 A pE 
有 逆 元 , 即 A" = 二 A4\(0} 是 乘 群 , 则 称 A 是 R 可 除 代 
BC. R 是 域 时 ,R 可 除 代数 简称 可 除 代数 . 代数 闭 域 
F 上 有 限 维 可 除 代数 只 有 FF 自身 . 而 实数 域 R 上 有 
限 维 可 除 代 数 有 且 仅 有 实数 域 ,. 复 数 域 与 四 元 数 可 
除 代 数 三 种 ,这 是 有 限 维 可 除 代 数 著 名 的 弗 罗 贝 尼 
乌 斯 结构 定理 . 

皮尔 斯 分 解 (Peirce decomposition) 代数 (或 
环 ) 关 于 一 个 知 等 元 的 分 解 . 设 e 是 代数 (或 环 )4 的 
A=eAWM(1—-e)A, 
A=AeWA(1—e), 
A-—eAeQeA(CI—e)09 —e) AeQQC1—e82 ACI— 262, 
St NERA KF FES Ice WA. AS UM RARI AT RE. 
其 中 , (1 一 e)4= (a 一 eala€ ARA e 的 右 零 化 子 ， 
eA(1 一 e) 是 以 e 为 左 单位 元 的 子 代 数 ,其余 类 似 . 若 
A 是 域 尺 上 有 限 维 代 数 , 有 单位 元 1, 且 单位 元 有 分 
解 :1 王 ei 十 ee 十 …e, ,其 中 CE19C29 '*** «€, 是 两 两 正 交 的 
AB Joi RE e CW 4 关于 这 些 才 等 元 的 分 解 式 

4 - OAe;. A =e, A= Dede, 
分 别称 为 4 的 左 、 右 、 双 侧 皮尔 斯 分 解 ， 其 中 直 和 分 
别 为 左 、 右 理想 及 向 量 空 间 的 直 和 . 

代数 张 量 积 (tensor product of algebras) fj 
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造 新 代数 的 一 种 重要 方法 . 两 个 R 人 代数 ALB EAR 
模 的 张 量 积 ACB 是 由 {xQy|xE€ A. y € B) ER 
的 RR 模 , 并 具有 泛 性 质 ( 即 对 任 一 R 代数 PP, 作为 模 
A B:A4XB->P 是 R 模 双 线 性 平衡 映射 , 则 存在 惟 
一 的 RR 模 同 态 p: ACORB-- P ,使 得 对 任意 rCA,y€ 
B 恒 有 p(XOy) 一 B(xz,y)), 于 是 ,在 A®rB 中 存在 
Cri 6910 Go209 y;) = TT y y2 
(V xj,,1;€ As yi, y; € B), 
且 在 此 乘法 下 ACORB 成 为 R 结合 代数 , 称 为 4,B 
的 张 量 积 . 当 A,B 有 单位 元 时 ,1 二 1a1s 为 4 
rB 的 单位 元 . 由 于 R 代数 的 张 量 积 也 是 R 模 的 
张 量 积 ,因此 ,R 模 张 量 积 的 性 质 作 为 代数 张 量 积 
成 立 . 此 外 ,还 有 
(ADBIDCZAQ BQC), 
(ADBIWOCZAWCHOBKC, 
RWAZAWR=A. 
张 量 积 对 研究 代数 结构 有 重要 意义 . 例如 , 域 尺 上 
有 限 维 单 代数 恒 为 上 BSR, 与 上 可 
除 代数 D 的 张 量 积 . 从 而 将 有 限 维 单 代 数 的 研究 归 
结 为 可 除 代 数 的 研究 . 

纯 量 扩张 (scalar extension) 常用 的 代数 基 域 
扩张 , 它 对 域 上 中 心 单 代数 结构 的 研究 有 重要 作用 . 
BAER RBS BARN RAR. As = AQS 
是 S 上 代数 , 称 为 4 的 纯 量 扩张 . 纯 量 扩张 有 如 下 
基本 性 质 : 

(ADB) SA; Bs, 

CACO94BOSZz AsCORBs 

CA; r= Ar , 
其 中 了 是 包含 S BE RSGSGBIUE. AK EMP 
的 有 限 扩张 , 则 域 尺 上 中 心 单 代数 4 的 纯 量 扩张 
Ax 仍 是 天 上 中 心 单 代数 . 

模 的 张 量 代 数 (tensor algebra of a module) 
ARM k KERR. BAB RRM 
是 4 双 模 . 由 张 量 积 的 可 结合 性 ,MM“* — MU “WM 
也 为 A 双 模 ,其 中 M*"=4,M" =M. 此 外 ,从 同 构 
观点 可 视 MOP 0M Ej; M4 等同. 设 


T(M) -OM* = {Yiu ARM u € M”), 


并 对 任意 元 EUEAM 规定 Up * WU/ = ux Oui, 
再 将 此 乘法 线性 扩张 到 了 7 了 (M) 使 之 成 为 R 代数 , 称 
TCM) H A N MARKERA. 当 A=R H, TM) 
E R EE MM 的 张 量 代 数 . 设 f 是 R 模 M 到 R 代 数 4 
的 模 同 态 , 若 SO SL PCOS A MOR A BR BRIA 
AS? =f) WA 

T: © 2 (x) X (x) TES &) Li) = I aps Cre 
HT 


YT. 


TM) =M”, 
可 定义 TCM) 到 4 的 代数 同 态 广 , 广 作用 在 M” 
上 与 1° 一致, 所 以 TM) ROS (E TER LR SM SIR 
代数 A 的 任 一 模 同 态 可 惟一 扩展 为 T(M) 到 A 的 
代数 同 态 .TCM) 是 RR 正则 分 次 代数 , 它 含 4 为 子 代 
WAG 4 双子 模 M. 
模 的 对 称 代 数 (symmetric algebra of a modu- 
le) 由 模 的 张 量 代数 所 构造 的 一 种 代数 .大 R 是 有 
单位 元 的 交换 环 , WM 是 RR 模 ,7(M) 是 模 M 的 张 量 
代数 . 对 任意 自然 数 no, 为 个 数码 (1,2,…,n) 的 
对 称 群 ,4” 是 WM ”中 由 一 切 形 如 
TiO T: 09 7n CO, ec Am) 的 toa 的 全 的 过 an) 
的 元 生成 的 子 模 ( 其 中 ,c(i) 是 i 在 oo 下 的 像 ), 则 


A= Oa” 


n=0Q 


ETMK, H A” = MO NA. ORE SO? = 
M/A” , H 5 ems V SMT Ee ee 


S(M) = TOD/A 一 中 So 
n=0 


是 交换 代数 , 称 为 模 M BT RRR. SO — M/A” 
称 为 模 M 的 次 对 称 蛤 .对 称 代 数 也 是 R 上 正则 分 
次 代数 . 
ES AY XT BRE (symmetric power of a madule) 
见 “ 模 的 对 称 代数 ” 
外 代数 (exterior algebra) 由 模 的 张 量 积 构造 

的 一 类 代数 . 设 了 (CAM) 是 尺 模 AM 是 张 量 代数 , 若 

M^?^—MGQM(Q--G)M 
是 i 个 M 的 张 量 积 , 则 

T(M) =@M”, 
其 中 MO 一 R. 若 已 是 一 切 Or cE M TE TOM) m 
生成 的 理想 , 则 
BCM? HR BNM=0. 

称 商 代数 ECM) =T(M)/BHIP RE. X 

E^? = (M? + B)/B, 
则 ECM) —- GE" , H EPEYCE. AIR, ECW 
— PAK. GAH RRAS AR BM BAH 
RMA ,满足 GO -—0,V cEeM WAT ODE 
性 质 ,f 可 惟一 扩张 为 TCM) 到 4 的 代数 同 态 fF. 
HWE 

f* lzy =fr =0 (Y rEM). 

由 于 了 的 核 含 一 切 Or Y x€ M.BI ker /* OB, 
所 以 存在 CM) 到 A BRAES P ixd- Bf G). 
FH REM 到 R 代数 A WARS EWES GOY 
—0,V XE M, 则 了 可 惟一 扩张 为 ECM) 到 4A 的 R 
代数 同 态 

f: f(x+B)= f(z). 


代数 的 根 (radical of an algebra) 代数 的 一 个 


结 合 代 S 


特殊 理想 ,在 非 半 单 代 数理 论 中 占有 重要 位 置 . 代数 
A 的 正则 模 的 根 称 为 代数 的 根 , 记 为 rad4, 亦 称 为 
A 的 雅 各 布 森 根 , 记 为 J CAD. 它 与 环 的 雅 各 布 森 根 
TH IH]. A 4 是 阿 廷 代数 , 则 rad4 是 A 中 惟一 最 大 
eS FEA IN PRON A 的 窒 零 根 ,此 时 商人 代数 A/rad A 
是 半 单 代数 . 

代数 的 中 山 正 引 理 (Nakayama’s Lemma for 
algebras) 中山 正 引 理 的 一 般 代 数 形式 . 设 己 是 尺 
代数 4 的 左 理想 ,从 而 ,PSrad4 的 充分 必要 条 件 
Æ: XA PR ^E UU ZE AK M.A NOM iN 
+PM=M,N N=M. 

AS RR Bl primitive algebra) 与 本 原 环 相 平 
行 的 代数 .本 原 代 数 是 有 忠实 既 约 代数 模 的 代数 . 代 
数 4 是 本 原 代数 当 且 仅 当 4 作为 环 是 本 原 环 . 

半 本 原 代 数 (semiprimitive algebra) 与 半 本 
原 环 相 平 行 的 代数 . a TEC A 的 雅 各 布 森 根 
J CA) —0, Jl] A 称 为 半 本 原 代数 .代数 4 是 半 本 原 
代数 当 且 仅 当 它 作 为 环 是 半 本 原 环 . 

外 尔 本 原 代 数 (Weyl] primitive algebra) 一 种 
特殊 的 本 原 代 数 . 外 尔 (Weyl,H. ) 给 出 的 一 个 本 原 
代数 的 例子 . eB ay Lest ae Yis Yoo ttt Yn RE RG 
征 为 零 的 域 F E 2n 个 元 素 X19T29 YI yos * ^ 8 
yn 的 自由 代数 .了 是 由 

TTj TT VY; T Yjyo Y; 一 Ti 一 0 

(Te 1,9 =n) 
T£ F Axis das tttsdas yao yas yy) 中 生成 的 理想 , 则 
W, = F {£1,223 Ln Y1 Y2 Yn) A 

是 上 本 原 代数 , 称 为 外 尔 ( 本 原 ) 代 数 ,W, 也 为 单 
代数 . 外 尔 代数 也 是 微分 算 子 环 的 基本 例子 之 一 . 
W, 作为 位 置 和 动量 算 子 所 生成 的 代数 首先 出 现在 
量子 力学 中 ,生成 元 的 不 可 换 性 反映 了 海 森 堡 不 定 
度 原 理 . 

代数 模 (modules over an algebra) 一 个 与 环 
模 类 似 的 概念 . a 4 是 域 上 的 代数 , 则 4 是 一 个 
WAG MEF ED BS AEA 4 上 的 右 模 , 且 

(am)a —a(ma)-—m(oa), 
任意 a€ F.m€ M.a€ A, Wk M 是 代数 A LWA 
Ei. 同样 地 ,可 定义 代数 4 上 的 左 模 . 环 上 模 的 概念 
和 性 质 均 适用 于 代数 上 的 模 , 相 应 概念 参看 模 论 . 

代数 的 表示 (representation of an algebra) 类 
似 于 群 的 表示 ,研究 代数 的 具体 实现 . GA 是 域 下 
上 的 代数 ,M 是 上 向 量 空间 ,Ek(M) 是 M 的 一 切 
线性 变换 组 成 的 线性 算 子 代数 , 则 A 到 CM) 的 一 
个 代数 同 态 9 称 为 代数 4 的 一 个 表示 .AM 称 为 4 的 
表示 空间 ,dimrA 称 为 表示 8 的 次 数 , 记 为 dege & 
degV<< eco, 则 称 2 是 4 的 有 限 表 示 . P degg=en< 
coo, xE M 的 一 组 Ff 基 , 则 ECMOZM,CFD).A 到 
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M.(F) 的 代数 同 态 称 为 4 的 一 个 矩阵 表示 . 若 9: 4 
— ECMD dé A 的 一 个 表示 , 记 ma mg(a),V mE 
M.a€ A, MRMA—-T4E A. UEM BEA 
E&.i9:A—ECGMD.a—A,, HP Am) Sma, N mE 
M, 则 2 是 一 个 代数 同 态 . 4 的 表示 与 4 模 之 间 存 在 
着 对 应 关系 . 代数 4 的 一 个 表示 p: A End OM) E 
2 是 单 同 态 , 则 称 2 为 忠实 的 .2 是 忠实 表示 , 当 且 仅 
当 9 所 对 应 的 4 模 是 忠实 的 .由 正则 4 模 4 确定 的 
代数 4 的 表示 , 称 为 正则 表示 . 若 4 有 单位 元 , 则 正 
则 表示 是 忠实 的 . 
代数 忠实 表示 Caithful representation of an al- 
见 “ 代 数 的 表示 ”. 
代数 表示 空间 (represention space of an alge- 
bra) 见 “ 代 数 的 表示 ”. 
代数 表示 的 次 数 (degree of represention of an 
algebra)” 见 “代数 的 表示 ”. 
AY EE 3 ZR (matrix represention of an al- 
见 “ 代 数 的 表示 ”. 
代数 正则 表示 (regular representation of an al- 
见 “ 代 数 的 表示 ”. 
等 价 表 示 (equivalent representation) 
相同 的 表示 . 域 f 上 代数 A 的 两 个 表示 
9; A>End(M), 4; A— EndCND, 
Zi FF FE [| Bs |B] MA N KAH f ,使 得 
ga) = faf (Va€ A), 
WR 99 为 等 价 表 示 . 代数 4 的 两 个 表示 9 9 等 
价 , 当 且 仅 当 o. p 所 对 应 的 模 同 构 . 代数 4 的 两 个 
矩阵 表示 2, 少 等 价 , 当 且 仅 当 表示 的 次 数 相等 , 即 
deg ?— deg o. HATER) WHE S ,对 任意 a€ AH 
g(a) = S(pa)) Sat. 
代数 的 既 约 表示 (irreducible representation of 
an algebra) 与 单 代 数 模 ( 或 既 约 代数 模 ) 对 应 的 表 
示 . 行 9 是 域 玉 上 代数 4 的 一 个 矩阵 表示 , 则 2 是 
既 约 的 , 当 且 仅 当 不 存在 9 的 等 价 表示 % 使 得 对 一 
Y x€A, 


gebra) 


gebra) 


gebra) 
本 质 上 


d(x) * 
sas | 0 — 4G) 
其 中 ads 是 两 个 低 于 yy 的 次 数 的 矩阵 表示 . 

包 络 环 (enveloping ring) 研究 无 限 维 代数 的 
一 个 工具 . £A 是 结合 环 , 则 A 的 变换 Rara 
与 L,:x>az 是 加 群 (4, 十 ) 的 自 同 态 . 由 集合 {R,， 
L,|\a€ AECA, +) BAH End(4, 十 ) 中 所 生 
成 的 子 环 

E = {Li + R + J LR,la,b,zi,y: € A] 


称 为 4 的 包 络 环 . E = (DLR, loy EARN A 

的 简 包 络 环 , 它 是 包 络 环 的 子 环 . 当 A 有 单位 元 时 ， 

E=E'. 域 上 中 心 单 代数 4 KEDER E REF E 
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向 量 空 间 A BOUT SERT. 

简 包 络 环 (simplified enveloping ring) 
络 环 ” 

形 心 (centroid) 环 的 中 心 的 自然 推广 .在 无 中 
心 的 环 中 可 以 用 形 心 代替 中 心 . 环 4 的 包 络 环 五 在 
加 群 (4, 十 ) 的 自 同 态 环 End(4, 十 ) 中 的 中 心 化 子 

©, = {p €E End(A, +) |@ = ropvVvrEE) 
称 为 环 4 的 形 心 .因为 单 环 的 形 心 是 域 ,所 以 单 环 
与 单 代数 一 致 . 当 环 4 有 单位 元 1 时 ,4 的 中 心 与 
形 心 相等 . 

中 心 单 代数 (central simple algebra) ” 亦 称 正 
规 单 代数 . 结构 较 清楚 的 一 类 重要 单 代数 . AO 
上 代数 A 的 中 心 是 本身 , 则 称 4 为 中 心 代数 ( 正 
规 代数 ). 中 心 是 FF 的 F 单 代数 称 为 中 心 单 代 数 .每 
一 个 有 单位 元 的 单 代数 都 是 其 中 心 上 的 中 心 代数 ， 
所 以 有 单位 元 的 单 代数 的 研究 可 归结 为 对 纯 量 扩张 
与 中 心 单 代 数 的 研究 . 有 限 维 单 代数 恒 有 单位 元 ,所 
以 恒 为 其 中 心 上 的 中 心 单 代数 . 然而 域 LERE 
单 代 数 A 未 必 有 单位 元 ,但 此 时 A 的 形 心 是 域 , 设 
为 ,通常 称 4 为 & (特别 地 =F 时 ) 上 中 心 单 代 
数 . 当 4 有 单位 元 时 ,4 的 形 心 就 是 4 的 中 心 . 任何 
单 环 都 是 形 心 上 中 心 单 代数 . 

正规 单 代数 (normal simple algebra) 
单 代数 ”. 

中 心 代数 (central algebra)” 见 “中 心 单 代数 ”. 

(广义 ) 四 元 数 代 数 ((Cgeneralized ) quaternion 
algebra) APR PUD RH BB pl. A ab 是 
域 的 非 零 元 素 ,4A EF EAL i,j,k 为 基 的 向 量 
空间 ,定义 i,j,& 的 乘法 如 下 : 
ij=—ji=k, k=—ab, 

ik= —ki= jas,  Jjk— —kj— —ib, 
则 4 是 Eg AIVE EFE) XVI 
in 


见 “ 包 


即 “ 中 心 


tb, 


a,b a,b 
F F 
E VO AE AUD BRR SO RERA 2 时 ,任意 四 维 
中 心 单 代数 都 同 构 于 一 个 (广义 ) 四 元 数 代数 .一 般 
地 ,FF 上 一 个 四 元 数 代数 或 者 是 一 个 可 除 代数 或 者 
同 构 于 矩阵 代数 M: E). 其 中 ， 


as 
F 


œ= M,CP). 


dw qe 
p^ 
PRA F 上 哈密 顿 四 元 数 代 数 , 实数 域 R 上 哈密 顿 四 
元 数 代数 是 可 除 代 数 ,通常 称 为 四 元 数 可 除 代 数 , 这 
是 哈密 顿 (Hamilton ,W.R. ) 于 1943 年 引入 的 . 
哈密 顿 四 元 数 代 数 (Hamilton quaternion alge- 


bra 见 ”( 广 义 ) 四 元 数 代 数 ” 

元 数 可 除 代数 (quaternion divisible algebra) 
即 “哈密 顿 四 元 数 代数 ”. 

克利 福 德 代数 (Clifford algebra) 由 二 次 型 定 
义 的 一 类 代数 . 它 对 研究 二 次 型 \ 正 交 群 和 多 复 变 函 
数 有 重要 作用 . 域 上 有 限 维 向 量 空 间 V 上 二 次 型 
Q, 它 是 V 到 F 的 一 个 映射 :x 一 Q(z),xzEV ,满足 : 

1.Q(ar)=aQ(r) (a€ F,x€V). 

2. B(x,y)—QCGc4-32—QG0—QCO,dÉXLZE 
性 的 ,也 是 对 称 的 . 

Xp VOV KBR VOVO CVV 
=F, ij 

TV) =@v° 
EV 的 张 量 代 数 . 由 一 切 元 xcoz 一 QCz)1,zEy 生 
成 了 (Y) 的 一 个 理想 Ko, 其 商 代数 
CCOV,Q) — TO )/Ka 
称 为 二 次 型 Q 的 克利 福 德 代数 . 其 元 素 为 去 二 十 
Ko,u € TO). BF TO ER V 生成 的 ,所 以 V 到 
C(V,OD BI BRB i:2>F=—2t+ Kor €V,. [EE 
iV) RAR CC ,Q). 事实 上 ,车 
dim V —n, 

H uwisussttuw, AV 的 基 , 则 Ui sU; > u ULA 
eH, lors MKF EEZ EC Qo. 从 而 
dim C(V ,Q) S n’. 

特别 地 ,车 n 一 2 且 


B(z,y) 是 非 退化 的 ， “| 了 ca 
则 C(V,Q) 是 四 元 数 r 
代数 . 克利 福 德 代数 具 。 ， 
Ai YEN: ESS eV 
到 一 个 代数 4 的 线性 映射 ,使 得 
fay = Olih BE Ys 

则 存在 CC(V .Q) BI A 惟一 的 代数 同 态 g 使 得 如 图 交 
f. 

相似 中 心 单 代数 (similar central simple alge- 
bras) 亦 称 等 价 中 心 单 代数 . 有限 中 心 单 代 数 按 相 
应 的 可 除 代 数 所 划分 的 某 种 等 价 类 . 若 B,C FEM OF 
LERARO WA FP EAR AT RRR Di D; 使 得 
B=F,©D,,C=F,@©D,,H Di, D; 在 同 构 意义 下 是 
惟一 确定 的 . x; B,C 是 中 心 的 , 且 相 应 的 可 除 代 数 
D,ZcD,,W|$k B 5 C 相似 ,或 B 与 C 等 价 , 记 为 B 
^C. 相似 关系 是 等 价 关 系 , 从 而 可 将 中 心 单 代数 划 
分 为 等 价 类 . 

等 价 中 心 单 代数 (equivalent central simple al- 
gebras) ” 即 “ 相 似 中 心 单 代数 ”. 

布 饶 尔 群 (Brauer group) ” 亦 称 代 数 类 群 . 域 
F 上 有 限 中 心 单 代数 的 相似 代数 类 所 构成 的 群 . 设 
U 是 域 上 有 限 中心 单 代数 的 全 体 , 有 限 中 心 单 


结 a 代 XA 


代数 按 其 相应 的 中 心 可 除 代数 同 构 所 定义 的 相似 关 
系 是 等 价 关系 . 用 LAj 表 示 KU 中 元 4 所 在 的 等 价 
K. A BESA] AEK) ACF) PRE HE 
[A]LB]— LAGO:B]. M] ACF) k RR — AA 3 HIE Be 
Ax FOL Bu 8 OR BR. C Fe du Ve KR (Brauer, R. 
(D. DF 1929 年 首先 引入 的 . RR AP) PR 
个 元 L4j 可 惟一 地 ( 同 构 意 义 下 ) 由 一 个 可 除 代数 决 
XE. ABEK, M ASB 当 且 仅 当 在 APPA] 
二 [Bj] 且 dim; A — dim, B. 特别 地 , 当 是 代数 闭 域 
时 ,AC(F)=({1}. 

代数 类 和 群 (algebra class group) 
gr". 

TE dS -Er R BH E XS (Noether-Skolem theorem) 
关于 有 限 维 中 心 单 代数 的 自 同 构 必 为 内 自 同 构 的 定 
H. CERF 上 全 阵 代数 F 的 自 同 构 皆 为 内 自 同 
EKHE. i BEM FPF LARA PD BREA 
的 单子 代数 , 则 B 到 4 的 任 一 代数 同 态 p BFE A 
中 可 逆 元 x 使 得 Gy) =u lye JER yO B. 进 而 ,与 
A 有 共同 单位 元 的 两 个 单子 代数 B ,Bi 间 的 同 构 可 
扩充 为 4 的 内 自 同 构 . 此 定理 是 研究 中 心 单 代 数 的 
重要 工具 . 

代数 的 分 裂 域 (splitting field of an algebra) 
基 域 的 一 个 特殊 扩 域 . 域 PPR OK BRA F 
代数 4 的 分 裂 域 ,是 指 Ax — ACOHK 是 天 ESR 
代数 的 直 和 . 中 心 单 代数 都 有 分 裂 域 ,并 且 ,K 是 F 
上 有 限 维 中 心 单 代数 4 的 分 裂 域 当 且 仅 当 Ace 
M,(K) EA K RR), KP n=deg A=deg Ax. FF 
33 .5X F EU A RRR DD 的 每 个 极 大 子 域 都 是 
D 的 分 裂 域 ,从 而 EAD BRAY A F 的 正规 扩 
域 作 为 分 裂 域 . 

代数 的 严格 极 大 子 域 (strictly maximal sub- 
field of an algebra) 有 限 中 心 单 代数 的 特殊 子 域 . 
A EF ERR 4 的 子 代 数 五 是 域 , 则 五 称 为 4 的 
FRM EDL ,所 以 E 也 是 下 的 扩 域 . 若 4 不 含 
子 域 KOE.H KZE, WP E d& A 的 极 大 子 域 . 因 
为 , 域 尺 上 有 限 中 心 单 代数 A 的 维 数 恒 为 某 自 然 数 
m 的 平方 , 即 (4 : F)—m'3FH A 的 每 个 子 域 天 的 
维 数 (天 : PÆ m HARA AN FRE BS 
HERE? F) — m, WE dE A 的 极 大 子 域 (反之 未 必 
成 立 ), 称 为 4 的 严格 极 大 子 域 ,m 称 为 4 的 次 数 ， 
记 为 deg A—m-— V CA :天 ). 有 限 中 心 单 代数 4 的 
子 域 丈 是 严格 极 大 子 域 当 且 仅 当 五 在 4 的 中 心 化 
T Ca(E) 二 E. 奉 4A 是 有 限 中 心 可 除 代 数 , 则 4 的 
FET RK TR AT RK. 

代数 的 子 域 (subfield of an algebra) 
的 严格 极 大 子 域 ” 

代数 的 次 数 (degree of an algebra) 


BH "d GE AR 


见 “ 代 数 


见 “ 代 数 
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的 严格 极 大 子 域 ”. 

舒 尔 指 数 (Schur index) 与 有 限 中 心 单 代 数 
相似 的 可 除 代 数 的 次 数 . 对 域 尺 上 有 限 维 中 心 单 代 
数 4, 从 同 构 意 义 上 来 说 存在 惟一 中 心 可 除 代 数 D 
和 某 自 然 数 ”使 得 ATEM, CODO ERR ETE A 的 可 除 
TOR D 的 次 数 deg D— VCD: FRA A WaT RGB 
数 , 记 为 Ind A=deg D. 舒 尔 指数 也 可 对 任意 可 分 代 
数 定义 ,特别 地 ,有 限 维 半 单 代数 A= A1 中 4; 中 … 
OA , 若 对 每 个 单 代数 A; 的 舒 尔 指数 定义 为 A TE 
为 它 中 心 上 代 数 的 舒 尔 指数 Ind A;, W (ind A,, 
Ind A;, ,Ind 4,) 就 称 为 A 的 舒 尔 指数 . 

循环 代数 (cyclic algebras) 特殊 的 有 限 中 心 
单 代数 .一 个 有 限 中 心 单 代数 4, 若 它 有 严格 极 大 子 
域 ,使 得 E/F 是 循环 扩张 , 则 称 4 为 循环 代数 . 代 
数 数 域 上 的 有 限 中心 可 除 代 数 是 循环 代数 ,有 理 数 
域 上 的 每 个 单 代数 都 是 其 中 心 上 的 循环 代数 . 这 是 
fg GS ^R (Brauer, R. (D. D, B 3€ (Hasse, H. 2, Vi FF 
(Noether, M. ), Bg 7K N FF (Albert, A. A. ) 关 于 有 限 
结合 代数 理论 中 最 完美 的 结论 . 

包 络 代数 (enveloping algebra) 由 给 定 代 数 与 
其 反 代数 构造 的 张 量 代数 . 设 A 是 R 代数,4 的 反 
代数 A" BARE 4 的 张 量 代数 A = APRA 称 为 4 
的 包 络 代数 . 如 此 定义 的 代数 4 与 4 看 做 另 一 个 
交换 环 SC( 比 如 ,S 是 R 的 子 环 或 4 的 中 心 ) 上 代数 
的 包 络 代数 A C9.A 是 不 同 的 .车 4 是 有 1 的 RR 代 
数 , 则 每 个 右 A 模 M BA 4 双 模 ,其 模 乘 法 为 : 


am=m(a&1), mb=m(1b), 
对 任意 mE M.a.6€ A. RS BLE A UR M PH 
XE 


mla C9 b) = (am)b = a(mb), 
则 M 是 右 AS 模 . 包 络 代 数 是 研究 R 分 离 代 数 的 工 
R. 

分 离 代 数 (separabl algebra) 亦 称 可 分 代数 ， 
与 分 离 扩 域 密切 相关 的 代数 . 设 A’ ER (REA W 
包 络 代数 . A 4 作为 右 A 模 ( 模 乘法 alc Oy) = 
Cra) y) J& BEST BS , DW Ek 4 LAT STAR Gu: AA, 
HE GrG9 30 9 xy, N x, y€ A. W) e H A* NAN RRR 
同 态 . 于 是 ,4 是 分 离 的 , 当 且 仅 当 

0 一 Ker p> A*— A—0 
是 分 裂 正 合 的 . 分离 代 数 4 作为 R 的 子 环 上 代数 未 
必 人 分离, 但 对 任 一 R 交换 代数 $5, 其 纯 量 扩张 A, = 
AQ nS 是 分 离 S 代数 .分离 代 数 最 初 是 对 域 六 上 代 
数 定义 的 , 即 代数 A 是 分 离 的 充分 必要 条 件 是 4 
KARERE, HX FENH E, A= AQE 
是 半 单 的 “分 离 KTF FORE ENAS FRA 
的 充分 必要 条 件 是 五 为 下 的 分 离 扩 域 . 域 尺 上 分 离 
代数 有 如 下 结构 定理 :F 代数 4 是 分 离 的 , 当 且 仅 
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其 中 A; ROB PRAE F 代数 , 且 A; 的 中 心 是 到 的 分 离 
扩 域 . 

可 分 代数 (separable algebra) 即 “ 分 离 代 数 ” 

布尔 巴 基 定 理 (Bourabki theorem) 分 离 代数 
关于 张 量 积 的 性 质 定理 . 设 ABER FP LARA 
REE 4 是 分 离 F 代 数 ,B 是 半 单 代数 , 则 ACOHB 
是 半 单 代数 . 它 对 研究 群 代数 的 半 单 性 起 重要 作用 ， 
由 布尔 巴 基 (Bourabki) 于 1958 年 证 明 . 

代数 的 韦 德 伯 恩 - 阿 廷 结构 定理 (Wedderburn- 
Artim structure theorem for algebra) 历史 上 着 名 
的 半 单 代数 的 结构 定理 . 它 与 环 的 韦 德 伯 恩 - 阿 廷 定 

l. 存在 正 整数 7 9715 . *** 4, 5 R 可 除 代 数 D, 
Di D, 使 得 

A=M, (D,)@M,, DP DM, (D,). 

2. 适合 条 件 1 BY FR RT Gn Di), Ou D. 
(n D) fe A 惟一 确定 的 . 

3. fr hj »712 5 *** 471, Fe TE RL. D, D; D, 是 可 
除 代数 , 则 M, CDM, (DOOM, OO RE 
HF. 

阿 兹 玛 亚 代数 (Azumaya algebra) 一 类 著名 
的 有 限 中 心 代数 . 有 单位 元 的 环 作为 其 中 心 C= 
Z(R) 上 代数 ,车 满足 (R : C<, FERRER 

o. RCOR"—End.CR), 


BDO) GOo-—rrr; (Y r€ R) 

下 , R@cR®=End. (R) Jf EL E C 的 每 一 个 素 理想 
P, 其 局 部 化 R, 是 1 维 自由 C, 模 (其 中 ,R* 是 R 的 
RI End. (RH C ERZ R 的 自 同 态 环 ), 则 称 R 
H t 秩 阿 兹 玛 亚 代数 . AR 是 有 限 个 有 限 秩 的 阿 兹 
玛 亚 代 数 的 直 和 , 则 R 称 为 阿 兹 玛 亚 代数 . 它 是 由 
Js EE TL BB CAzumaya .G. ) 建 立 而 得 名 . 确切 地 ,应 称 
FLA AR J FB RR. 

东 屋 五 郎 代 数 (Azumaya algebra) 
亚 代 数 ”. 

阿 迁 代数 (Artinian algebra) 
的 一 类 代数 , 见 “ 阿 廷 环 ”. 

诺 特 代数 (Noetherian algebra) 
似 的 一 类 代数 , 见 " 诺 特 环 ” 

简约 代数 (reduced algebra) ”代数 的 特殊 类 
型 .一 个 RR 代数 A; 4/J4(4) 是 有 限 个 可 除 代数 的 
HF. HP JAE A 的 雅 各 布 森 根 , 则 4 称 为 简约 
代数 . A REBISE RACK. 


P=QP,, 
其 中 PIG 一 1,2,…, 22) 是 主 不 可 分 解 右 A 模 , 则 B 


即 “ 阿 兹 玛 


与 阿 廷 环 相 平行 


与 诺 特 环 类 


同 态 代 数 End4(P) 是 简约 的 充分 必要 条 件 为 PH 
Pi 对 一 切 iF}. 

基 代 数 (basic algebra) ”特殊 的 简约 代数 .一 
个 RR 代数 A FEE A 的 右 理 想 PP 满足 条 件 : 

1. 了 是 正则 右 AR A, 的 直 和 项 ; 

2. AP=A; 

3. 自 同 态 代数 End (P) 是 简约 R 代数 ; 
则 B—End (PP) 称 为 A 的 基 代 数 . BT ATE RK 
数 都 有 惟一 的 基 代 数 且 也 是 阿 廷 的 . 例如 , 半 单 代数 

A=@A,, A MO), 


其 中 D; —End4CP2 f& Hf DRIVER DP; A BJ ER A TP 
模 且 为 A 的 直 和 项 . A 
P=@P,, 
i | 
B = End, (P) - OD 
就 是 A 的 基 代 数 . 

局 部 代数 (local algebra) 与 局 部 环 相应 的 一 
类 特殊 代数 (参见 “局 部 环 ”). 非 廷 (Fitting,H. ) 证 
明了 :车 4 模 NN 的 自 同 态 代数 End4(N) 是 局 部 的 ， 
则 N 不 可 分 解 . 当 A 是 域 上 有 限 维 代数 时 ,其 逆 

HL BSW eS RA C(quasi-Frobenius alge- 
bra) 简称 QF 代数 . 一 类 重要 的 特殊 代数 . MOP E 
代数 4, 若 它 的 一 切 投射 模 都 是 内 射 模 , 等 价 地 说 ， 
它 的 正则 模 是 内 射 模 , 则 称 4 为 拟 弗 罗 贝 尼 乌 斯 代 
数 . 这 类 代数 也 可 从 代数 内 部 刻画 :代数 A ET R 
罗 贝 尼 乌 斯 代数 当 且 仅 当 4 的 左 、 右 理想 格 反 同 
构 . 域 上 代数 A 是 QF 代数 当 且 仅 当 4A 是 QF 
环 . 这 类 代数 起 源 于 对 有 限 群 表示 的 研究 ,由 中 山 正 
(Nakayama , T. ) 引 À. 

QF RH CQF- algebra) 
数 ”. 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 代数 (Frobenius algebra) fH 
罗 贝 尼 乌 斯 代数 的 子 类 . 设 4 ER F EROS E 
正则 模 44 与 右 正则 模 A 的 对 偶 模 

A* = Hom4(CA4, A4) 

作为 左 A 模 与 4 同 构 , 则 称 4 BAS N JES 871. 
数 . 4 是 弗 罗 贝 尼 乌 斯 代数 的 一 个 判别 条 件 是 :存在 
4 到 下 的 线性 映射 4:z 一 4(z) ,使 得 对 一 切 x€ A, 
di AGra) —0, lll] za 一 0. 半 单 代 数 ` 有限 群 代数 PLC] 
均 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 代数 . 这 类 代数 起 源 于 奈 斯 比特 
(Nesbitt ,C.J.) 和 思 罗 尔 (Thrall, R. M. ) 于 1937 
年 对 有 限 群 在 域 上 表示 的 研究 , 卡 什 (Kasch,F. ) 于 
1954 年 已 推广 到 R 代数 上 . 

单列 代数 (uniserial algebra) ” 亦 称 主 理 想 代 
数 . 单 侧 理想 是 主 理想 的 特殊 代数 类 . 域 上 有 限 


gf“ 拟 弗 罗 贝 尼 乌 斯 代 


a a 代 S 


维 代 数 , 其 任意 右 理 想 或 任意 左 理想 都 是 主 理想 的 
代数 称 为 单列 代数 .单列 代数 的 商 代数 恒 为 拟 弗 罗 
贝 尼 乌 斯 代数 . 这 类 代数 有 一 个 重要 性 质 是 :单列 代 
数 上 任意 不 可 分 解 模 都 同 构 于 主 模 的 商 模 , 并 且 此 
不 可 分 解 模 由 其 长 度 和 投射 覆盖 惟一 确定 ， 

+ FEAR A (principal ideal algebra) 
(OR. 

3E $$ #8 (semichain module) 子 模 有 线性 序 的 
模 类 . RF REA 上 左 模 (或 右 模 )M, 关 满足 下 面 
两 个 等 价 条 件 之 一 , 则 称 MW SES : 

1. M 的 每 个 非 零 子 模 N 都 有 惟一 的 极 大 子 模 
CN 的 根 ). 

2. M 的 子 模 格 是 一 个 链 ( 即 线性 序 集 ). 

链 模 的 直 和 称 为 半 链 模 . 例如 , 单 模 是 链 模 , 半 
单 模 是 半 链 模 . 

链 模 (chain module)” 见 “ 半 链 模 ”. 

广义 单列 代数 (Cgeneralized uniserial algebra) 
比 单列 代数 广泛 的 一 类 代数 . 域 六 上 有 限 维 代数 
A E IE | A 模 是 半 链 模 , 则 称 4 为 右 单 列 代 数 . 
同样 地 ,可 定义 左 单列 代数 . EM AGA 模 和 正则 
Ac A 模 都 是 半 链 模 , 则 称 4 为 广义 单列 代数 . 这 类 
代数 是 中 山 正 (Nakayama,T. ) 引 入 的 . 它 的 特点 是 
每 个 商 代 数 都 有 双 射 模 ( 同 时 为 投射 模 及 内 射 模 的 
P. 

遗传 代数 (hereditary algebra) 与 遗传 环 相 平 
行 的 代数 . BRP ERR A 的 任意 右 理 想 作 为 4 
模 都 是 投射 模 , 则 称 4 是 右 遗 传代 数 . 代数 4 是 右 
遗传 的 , 当 且 仅 当 投射 石 4 模 的 任意 子 模 都 是 投射 
模 . 同样 地 ,可 定义 左 遗 传代 数 .但 对 域 尺 上 有 限 维 
代数 而 言 , 左 、 右 遗传 是 一 致 的 . 

局 部 有 限 代 数 (locally finite algebra) 与 局 部 
有 限 群 相 平行 的 概念 . ARF ETUR 4 中 任意 有 限 
个 元 生成 的 子 代 数 是 有 限 维 的 (或 攻 零 的 ), 则 称 A 
是 局 部 有 限 代 数 ( 或 局 部 需 零 代数 ). 局 部 有 限 代 数 
是 代数 的 代数 , 逆 命 题 不 真 . 

局 部 夫 零 代数 (locally nilpotent algebra) 见 
“局 部 有 限 代 数 ”. 

库 洛 什 问题 (Kurosh’'s problem) 结合 代数 中 
的 著名 问题 . 受 群 论 中 伯 恩 赛 德 问题 “周期 群 是 局 部 
有 限 吗 ?” 的 启发 , 库 洛 什 (Kurosh ,A. ) 于 1941 年 提 
出 代数 中 相应 问题 :“ 域 上 代数 的 代数 是 局 部 有 
限 吗 ?” 当 A 是 PI-F 代数 时 , 林 文 深 基 (Levitzki， 
J. ) 于 1943 年 和 卡 普 兰 斯 基 (Kaplansky ,I. ) 于 1946 
年 分 别 对 A BR RETR AR MR BY TR. FE He E] 
AE Y PES T [8] 833 s 8 ZR 28 R npo, A. H. ) 于 1957 
年 得 出 更 一 般 的 结论 : 设 有 单位 元 的 交换 环 R 上 代 
数 A 是 4 次 PIR. AA 有 生成 元 组 , 且 任 意 不 超 
itd 个 生成 元 的 乘积 是 R 上 代数 元 , 则 4 是 局 部 有 
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即 “单列 


环 ou Ww 数 


PR B. 1964 年 ,苏联 数学 家 戈 洛 德 (Tonon, E. C. 2 8 
定 地 解决 了 库 洛 什 问题 ,他 证 明 :任意 可 数 域 上 存在 
三 个 元 生成 的 请 零 代 数 是 无 限 维 的 . 从 而 也 给 出 了 
伯 恩 赛 德 问题 的 反例 . 

”可 裂 因 子 系 (splitting factor system) 决定 代 
数 扩张 可 裂 性 的 一 个 隔 数 . 设 4 是 域 玉 上 代数 ,而 
六 是 4 双 模 ,4Xx4 到 的 一 个 双 线 性 函数 PUE 
对 A 中 任意 元 a,6,c, 适 合 

flabyc)— f Xka,bc) d3- f CJa,b)c — af (b,c)=0, 
则 称 fA—-PATA. Ao 2 F Ei) Bas lA] A BN 
的 同 态 , 则 由 f (a, b)—ao(P)--oCa)b—o(Cab) FE 
义 的 因子 系 称 为 可 裂 因 子 系 . 

因子 系 (factor system) WARATA”. 

广义 (内 ) 导 子 (Cgeneralized (inner) derivation) 
代数 导 子 的 推广 . 它 与 马尔 采 夫 (MarpreBg,A. N. 0X 
于 非 半 单 代数 结构 的 惟一 性 定理 的 证 明 密 切 相 关 . 
设 4 ERF ERS, MEITE ANR, EF Ert 
空间 A 到 M 的 一 个 同 态 f 适合 

fKGb) — f(a)b-af( (V a,b€E AD, 

则 称 f 是 A BM 的 广义 导 子 .特别 地 ,对 任意 给 定 
的 1:EM, 若 f(a) 二 at 一 ta, 则 称 f 为 4 的 广义 内 导 
p 

代数 模 的 分 裂 扩张 (splitting extension of the 
algebra module) 模 中 相应 概念 的 推广 . 它 与 韦 德 
但 恩 -马尔 采 夫 定理 密切 相关 . 设 4 ARP EAR 
HERR NEA A ERU 的 ATE. AVA AR, 


U/N 同 构 于 M, 则 称 U JE N 借助 于 左 4 模 M 的 扩 


AfiN 借助 于 M 的 扩张 U 是 分 裂 的 .车 4 模 U 
是 入 借助 于 M 的 扩张 ,而 8 是 U $ M BARI A E 
同 态 , 则 扩张 U 是 分 裂 的 当 且 仪 当 存在 MM 到 上 U 的 
ARRAS g E g=. AR NA M 的 扩张 可 确 
定 一 个 广义 导 子 ,所 以 ,扩张 U IEAEAS T6 IDE 
条 件 是 相应 的 广义 导 子 是 内 导 子 . | 

韦 德 伯 恩 -马尔 采 夫 定理 (Wedderburn-Malcev 
theorem) 非 半 单 代数 结构 定理 . 该 定理 断言 :车 4 
是 特征 为 零 的 域 上 有 限 维 结合 代数 ,NN BR 
根 , 则 A—NCOS (为 向 量 空 间 直 和 ), 其 中 S 是 上 
半 单 代数 ,并 且 这 种 分 解 在 内 自 同 构 意义 下 惟一 . 

(R 35r AY S ER A (trace function of algebra) fa] 
量 空间 线性 变换 迹 的 推广 . 设 A REA S WR OF 
上 的 有 限 维 代数 ,对 4 中 任意 一 对 元 素 ry, AXA 
A F BS OG. 04—tr R.RO RARE A 的 迹 
明 数 ,其 中 tr(R,R,) 是 上 向 量 空间 4 的 右 乘 变换 
Ra R, 的 乘积 的 迹 . 若 不 存在 非 零 元 y f CA 30 = 
0, 则 称 此 迹 函 数 非 退化 .有限 维 半 单 代数 的 迹 函 数 
是 非 退化 的 . 迹 函 数 是 解决 一 些 代 数 问题 的 有 力 工 
R. 
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JE AR £L Xs dfi (nonsingular trace function) 
见 “ 代 数 的 迹 函 数 ” 

次 理想 (subideal) 介 于 子 代数 与 理想 之 间 的 
一 个 概念 . 设 B 是 代数 AFR EF RE 
链 

B= BB, GC BB, = As (x) 
其 中 B: BS WHEW, YR B 是 A 的 次 理想 , 记 为 
Bsi4, 链 (x ) 称 为 次 理想 链 . 次 理想 是 与 维 兰 特 
(Wielandt, Ho. ) 于 1937 年 对 群 引 入 的 次 正规 子 群 
相 平 行 的 概念 . 

次 理想 链 (subideal chain) J“ FHWA”. 

哈密 顿 代数 (Hamiltonian algebra) 与 哈密 顿 
群 相 平 行 的 一 类 代数 .者 域 上 代数 4 的 每 一 个 子 代 
数 都 是 4 的 理想 , 则 称 4 为 哈密 顿 代 数 , 简 称 代 
数 . 每 个 子 代 数 都 是 左 ( 右 ) 理 想 的 代数 称 为 左 ( 右 ) 
哈密 顿 代 数 ,简称 左 ( 右 )H 代数 . 这 类 代数 是 刘 绍 学 
T 1964 年 引入 的 ,他 刻画 了 fH 代数 与 左 了 HH 代数 的 
代数 结构 . 

左 ( 右 )H 代数 (eft (right) H-algebra) 
密 顿 代数 ”. 

拟 遗 传代 数 (quasi-hereditary algebra) 一 类 
特殊 代数 . 拟 遗 传代 数 来 源 于 量子 群 与 李 代数 的 研 
究 . 设 4 MK 上 有 限 维 代 数 , 了 7 是 4 的 理想 . 行 志 
—I,I(rad AM—0H TER A $, Mg EAW 
遗传 理想 . 若 存 在 一 个 理想 的 有 限 链 0— IC I, 
CL 二 A 使 1/1; 1 是 A/1; B3 fe R28 6 — 1,2, 
…,n), 则 称 A 是 拟 遗 传代 数 . 

遗传 理想 (hereditary ideal) 
Br. 

PI &3 (algebra with polynomial identities) 
代数 的 特殊 类 . 设 A 是 有 单位 元 交换 环 A 上 代数 ， 
X EDER, S tT 1, Æ A 由 代数 Air) 
一 个 多 项 式 EEA: zT A 中 任意 MELTE BAREEN BA 
frire tor, ) 一 0, 则 称 了 是 4 的 一 个 恒等式 ,或 
称 4 适合 多 项 式 恒 等 式 人 对 4 代数 4, 若 存在 一 
个 多 项 式 恒等式 , 则 称 A 为 PI 代数 .例如 ,交换 代 
数 适 合 恒等式 cure cns 交换 代数 和 域 EAR 
维 代数 均 为 PI 代数 . PI 代数 的 子 代 数 、 商 代数 、 同 
AMR. 直 积 也 为 PI 代数 . 

德 恩 (Dehn,P. M. ) 于 1922 年 为 解决 希 尔 伯 特 
(Hilbert , D. ) 提 出 的 几何 问题 ,首先 提出 满足 一 个 
多 项 式 恒等式 的 概念 ;瓦格纳 (Wagner,W. )F 1939 
年 得 到 M;(F ) 满 足 的 第 一 个 著名 恒等式 . 在 雅 各 和布 
F (Jacobson, N. ) 研 究 工 作 基 础 上 , 卡 普兰 斯 基 
(Kaplansky ,I. ) 于 1948 年 开辟 了 以 PI 理论 研究 环 
结构 的 新 方向 . 358 ZR 28 R (Lupa, A. H. ) F 1957 
年 证 明了 著名 的 库 洛 什 问 题 对 Pl 代数 有 肯定 的 回 
答 . 佛 玛 乃 克 (formanek,E.) 与 芮 北 米 斯 洛 夫 


V 


见 “ 拟 遗传 代 


( Razmyslov, Y. P. ) F 1972 年 独立 获得 了 M,CF) 
的 中 心 多 项 式 定 理 , 从 而 建立 了 PI 理论 与 交换 环 理 
论 间 的 联系 . 罗 文 (Rowen,R.L. ) 于 1980 年 出 版 了 
专著 《 环 论 中 PI), 总结 了 PI 代数 发 展 的 成 果 和 尚 
未 解决 的 问题 . 

代数 的 多 项 式 恒等式 (polynomial identity of a 
algebra) 见 “PI 代数”. 

自由 代数 (free algebra) 具有 生成 基 的 一 类 
代数 ， 集合 X={x, T239" j 中 若干 个 元 依照 某 个 次 
序 的 一 个 排列 , 称 为 上 一 个 字 . 若 在 人 上 字 的 全 
WRA PEZI hS T ti E gE E o 
ER ths go 21,02) L L 2), s MRE T3 
一 个 自由 半 群 . AE B. BI SERIE HP SUE shoo 1. B. 
规定 Ih—Al-h,.Wg SS 6 BH AH, ILA 
ApA(X), 设 4 是 有 单位 元 的 交换 环 EE 

A(X) 


规定 : 
ape nu 2 tad. 
r( Stak) — 24Ga0h. (rE A), 


(Dah) XPa) = 2, 2f]. 


f€uX) hg=f 
则 Ay(X) 构 成 一 个 结合 代数 , 称 为 XX 上 自由 A 代 
Boi AUG. A{X} 中 元 称 为 多 项 式 . 设 


f= X) ah, 


a, 称 为 h BI ARA ah 称 为 单项 式 , 且 f 的 次 数 
deg f = max{degh|h A f ABIES BIS}. 
当 A(X) 为 交换 自由 么 半 群 时 ,自由 代数 ALXj 与 A 
上 多 项 式 代 数 4{(X) 一 致 . hit BEA AH 

A(X) 上 规定 一 个 关系 一 : 
当 且 仅 当 n=m BRE (zi, | 二 1,2,…,n) 与 集合 
(| 一 1,2, 72 一 02) 相等 , 则 一 为 A(X) 的 一 个 等 
价 关 系 ,从 而 可 将 K(X) 中 元 按 等 价 分 类 (I Ti 
所 在 的 类 用 zx; x; ttc 表示 , 且 记 

BOX) {mr | CX, 

i 2e t Sin)» 

于 是 ,有 A(X) 对 yx(XX) 所 诱导 的 乘法 也 构成 交换 A AF 
群 , 也 为 自由 乏 半 群 . 同 前 类 似 ,由 XC(X) 所 生成 的 A 
代数 AzC(X) 称 为 自由 交换 代数 , 记 为 A[&1. 当 A 是 
整数 环 Z 时 ,自由 代数 Z{X) 与 自由 交换 代数 ZI] 
分 别称 为 自由 环 与 自由 交换 环 ,它们 中 的 元 素 缘 为 
整 系数 多 项 式 ， 

自由 环 (free ring) 见 “ 自 由 代数 ”. 

人 2 上 自由 环 (free ring over O) 自由 环 的 推 


a, E ANARA a #0), 


a «m QW S 


T. 给 定 么 半 群 2 和 集合 X, 在 集合 w(2,X) 一 
(wx; WET Wey [w ENR, x, € X, E220) rH Fil xE He 
法 

Cw; tt wm; Was 1) Cy ttw mea) 


= i t 
= WAT, WE, (Wri wi JX jj, Wiss ) ， 


其 中 waw 是 2 中 乘法 , 则 AGO2,X) 构 成 一 个 么 半 
群 称 为 ELAR AH, 4 o-—t( Nu, X- 
BOO. 34 A-Z 时 ,由 jy(Q2,XX) 生 成 的 自由 Z 代数 
ZH, XN OL, Bm. ZL0,X . 

n 次 标准 多 项 式 (standard polynomial of de- 
一 种 重要 而 基本 的 多 项 式 .下 式 
SCL Last Ly) = »3 (sgo)r,"r, € Z{X} 


a€ Sym(n) 


称 为 2 次 标准 多 项 式 , 其 中 sgc ROM +1, 
Sym n) JJ n 个 符号 的 置换 群 . AA 为 一 交换 环 , 则 
ALN n Er eB ERI M, CEWE 5S,,, 但 不 满足 
任何 次 数 低 于 2n 的 标准 多 项 式 , 这 是 著名 的 阿 密 苏 
PK SOR FE KE FB. 

2 Ista AE (content of a polynomial) 系数 
环 的 一 个 特殊 理想 , 设 f 是 自由 代数 A{x) 中 一 个 多 
项 式 ,f 的 所 有 系数 在 A 中 生成 的 理想 称 为 f 的 容 
EWJ). E SEARA 4 的 多 项 式 恒 等 式 ， 
H cC£2A750, Wil fg S 是 A 的 非 平 凡 多 项 式 恒等式 ， 
或 称 4 的 真 恒等式 . 

非 平 凡 多 项 式 恒等式 (non-trivial polynomial i- 
dentity)” 见 “ 多 项 式 的 容 度 ”. 

多 项 式 的 高 度 (height of a polynomial) 对 多 
项 式 的 一 种 刻画 . 指 描述 多 项 式 的 次 数 与 含 变量 的 
个 数 之 差 的 一 个 数 . 一 个 单项 式 的 高 度 , 系 指 其 次 数 
与 出 现 的 不 同 zx; 个 数 之 差 , 例 如 ,zizszi 的 高 度 为 5 
—3=2;x, 20,0, 的 高 度 为 1. 一 个 多 项 式 的 高 度 ， 
定义 为 其 单项 式 中 的 最 大 高 度 , 例 如 ,了 = X17X2X3 十 
TILLIT, 的 高 度 为 Ze 

多 重 线 性 等 价 (multi-linear equivalent) 具有 
相同 多 重 线性 恒等式 的 代数 类 . 设 Ri 与 R, 是 A 代 
数 , 若 R 的 多 重 线性 恒等式 也 是 Ri 的 恒等式 , 则 记 
AR ie Ra M Ry 是 R, 的 子 代 数 时 , 恒 有 RSS 
inlets 当 Ri Smua Re s Ro SaatAR| 时 , 称 Ri 5 R; 是 
4 上 多 重 线性 等 价 的 , 记 为 Ri wsuaR; A R: 的 任 
一 恒等式 也 是 R 的 恒等式 , 则 记 为 RoxaRER, 
SaR, R: LAR: WK Ry 5 R: 是 等 价 的 , 记 为 Ry 
Az AR; Ri sR. Ri ma 反之 不 一 定 成 立 . 

t IE Z IW G-normal polynomial) 一 种 特 
殊 的 多 项 式 . 设 二 是 自由 代数 4(X)} 中 含 半 个 变 元 
的 一 个 多 项 式 ,: 委 2” 为 给 定 正 整 数 , 若 f 的 每 个 单 
WAP rss OO BÍ d SEM VER S K tR 
性 多 项 式 . BER i,j 1 jg Æ S PUR 
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gree n) 


环 与 代 S 


z, TA ftmt. t0, ER 为 1 交错 多 项 
A. 特别 地 , 当 n=t 时 ,f 称 为 交错 多 项 式 .若是 1 
线性 又 是 上 交错 多 项 式 , 则 称 f 为 1 正规 多 项 式 , 特 
别 地 , 当 =n 时 , 称 f 为 正规 多 项 式 . 例如 ,标准 多 
项 式 S, 是 正规 的 . 

交错 多 项 式 (alternating polynomial) 
规 多 项 式 ”. 

正规 多 项 式 (normal polynomial) 
ZA. 

中 心 多 项 式 (central polynomial) Wita FR 
数 中 心 的 特殊 多 项 式 . 设 gr 1257?" Ste) JE H 由 代 
数 A{x) 的 一 个 多 项 式 ,A 是 一 个 A 代数 ,车 对 4 中 


见 “t JE 


JL" TE BL 


任意 元 à, 45» ***»às 5 IBA g (aisas sam) EA 的 中 
心 * 且 至 少 有 两 组 (a, sa *** ia. (a ydss xs (Q5) 9 
使 得 


dD 
则 称 gCzrir，…zn) 是 4 的 一 个 中 心 多 项 式 . 历史 
上 第 一 个 中 心 多 项 式 是 佛 玛 乃 克 (Formanek E. ) 发 
现 的 . 

卡 佩 利多 项 式 (Capelli polynomial) 一 类 重要 
的 特殊 多 项 式 ， 设 fw 是 多 项 式 f 中 含 Tis Tzs?” 9 Ti 
的 单项 式 的 和 , 若 fo th AT 1,0 


矿 是 上 本 原 多 项 式 , 它 是 本 原 多 项 式 的 推广 . S 


Sym (G) ERS 1,2,…,t 的 置换 群 . 多 项 式 
Cari Gr oT attt Xs 1) 


Sa 
= 2 (SEU ou po tace aps a 
re Sym(s) 


5 Ca =C- xj, 其 中 Sga 取 值 士 1, 缘 为 t 本 原 和 i 
正规 多 项 式 , 有 : 

Codey FS I XX 

(Codey = XU a Li Las 
FK Caio Cr A RMA ERR. 

E Cas-1( 分 别 的 Cz) 是 R( 代 数 A) B) 8i SERR, M 
每 个 + 正规 多 项 式 也 是 R( 代 数 4) 的 一 个 恒等式 . 
利用 卡 佩 利多 项 式 可 解决 如 下 问题 ;一 个 多 项 式 , 若 
EDE RR 代数 4 的 恒等式 ,是 否 为 其 子 代数 的 恒 等 
式 ? 事 实 上 ,Cox* 不 是 域 玉 上 和 抢 阵 代数 M, CG) 
式 , 但 它 是 M,(CF) 的 每 一 个 真子 代数 的 多 项 式 恒 等 
式 ( 对 任意 域 F). 

t 本 原 多 项 式 (t-primitive polynomial) 
MAETR”. 

稳定 多 项 式 恒等式 (stable polynomial identity) 
对 多 项 式 扩 张 仍 保持 的 恒等式 . YR R 的 一 个 恒等式 
SÆR R 的 多 项 式 扩张 环 RAI. f 也 是 恒等式 , 则 
称 f 为 RR 稳定. 硅 对 每 个 使 了 为 恒等式 的 环 R,f A 
R 稳定 , 则 称 f 为 稳定 多 项 式 恒 等 式 . 类 似 地 ,可 对 
有 对 合 环 ( 环 R 的 反 自 同 构 x* 使 得 x 王 1( 恒 等 自 同 
T3) BR x UU R 的 对 合 )(R, * ) 定 义 * 稳 定 :(R,x) 
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见 “ 卡 


的 一 个 多 项 式 恒等式 SAA CRA. x ) 的 恒 等 
式 , 则 称 f ACR, x face. a * 多项式 f 对 每 个 以 
了 为 恒等式 的 对 合 环 (R, x) EAR, * ) 稳 定 , 则 称 
S A x 稳定 .R 稳定 的 和 仍 为 RR 稳定 ;(R,*x ) 稳 定 
的 和 仍 为 (R, * ) 稳 定 . 

x (SA) AEBS NC x Cinvolution)-stable i- 
dentity)” 见 “稳定 多 项 式 恒 等 式 ”. 

PI 类 ( 数 )(PlI-class number) 影响 PI 代数 性 
质 的 一 个 参数 . PI 代数 R, EME RSM, ZB 
见 “ 多 重 线性 等 价 ”), 并 且 对 R 上 和 矩阵 代数 MM,(R) 
的 中 心 多 项 式 g, 恒 有 g,(R) 关 0, 则 称 PI 代数 R 有 
PI 类 数 .一 个 代数 的 所 有 中 心 扩 张 都 有 相同 的 PI 
类 数 . 卡 普 兰 斯 基 定 理 证 明 : 适 合 4 次 真 恒等式 的 
AR RARER DA PI 283€ n [2/2 ]. 从 而 得 出 适合 
d 次 真 恒等式 的 半 本 原 代 数 或 半 素 代数 也 有 PI 类 
数 n [4/2]. 这 里 Ld/2j 表 示 不 大 于 4/2 的 最 大 整 
AU. 

[3] ARR Zr (closed primitive algebras) 本 原 
代数 的 一 个 特殊 的 中 心 扩 张 . 设 R 是 一 个 本 原 代 
数 ,M 是 一 个 忠实 既 约 R 模 , 则 D—End (xM) 是 一 
个 除 环 . E F FED 的 一 个 极 大 子 域 , 则 


RF = [Mnf Y; € Rf: c F 
i=] 


也 是 一 个 本 原 代 数 , 称 为 R 的 闭 本 原 代 数 . 由 于 RF 
SCEnd (Mr) H M 是 忠实 既 约 的 RE 模 , 所 以 RF 是 
End CM:) 的 稠密 子 代数 . 又 RF 的 中 心 CORE) = 
F.H RF 是 R 的 中 心 扩 张 ,因此 它们 是 等 价 的 , 即 
RFR. BIZ Jg RC R'== RFA, 车 适合 一 个 4d 次 非 平 
几 的 多 项 式 恒等式 , 则 RIS MCP), WE Ab F EER 
RI D 的 一 个 极 大 子 域 , 且 n [472 J. 

本 原 PI 代数 的 结构 定理 (structure theorem 
for primitive PI-algebra) 亦 称 卡 普兰 斯 基 定 理 . 
PI 代数 的 重要 定理 . 它 是 PI 理论 发 展 上 的 一 个 里 
E. E 4 是 本 原 4 代数 ,4 满足 一 个 4 次 非 平凡 
多 项 式 fxev. AA PIS nx 
[4/2]. HL. AZ M,CD) D 为 某 个 除 环 ,其 中 

n? =?(D:C(D)]=[A: CCA)], 

由 此 ,4 是 其 中 心 CC4) 上 的 x? 维 的 单 代 数 ( 其 中 ， 
CODA D 的 中 心 ). 这 一 著名 定理 是 卡 普 兰 斯 基 
(Kaplansky,I. ) 于 1948 年 证 明 的 . 


卡 普兰 斯 基 定 理 (Kaplansky theorem) 即 “ 本 
原 PI 代数 的 结构 定理 ” 
可 容 代 数 (admissible algebras) 一 种 特殊 代 


BL. EXT PI 代数 的 研究 有 重要 意义 .一 个 代数 R 称 
为 可 容 代 数 , 是 指 存 在 R 到 一 个 多 重 线性 等 价 的 代 
数 R' 的 入 射 ,R' 是 闭 本 原 代 数 的 直 积 ,这 类 代数 的 
AET: Æ PI 代数 R' 是 闭 本 原 代数 的 直 积 , 则 


R'= || M,C), 


此 处 H, 是 域 的 直 积 , 且 R'A PI 类 数 , 于 是 每 个 可 
容 代 数 也 有 某 个 PI 类 数 . 半 本 原 代 数 是 可 容 的 . A 
代数 R B518 EAR NILOR) —0, DU] R 也 是 可 容 的 . 

An 环 (4,-ring) 一 类 特殊 的 环 . 满足 一 种 特殊 
多 项 式 恒等式 的 环 . 有 单位 元 的 环 RR 适合 以 下 人 条件 
时 , 称 为 A, 环 : 

1. R 适合 交换 自由 环 ZL[t] 上 nn p B PE XR 
M, ZEDA EER. 

2. (2 一 1) 次 标准 多 项 式 S,,，; 不 是 R 的 任何 同 
态 像 的 恒等式 . 

阿 廷 -普罗 色 斯 定理 断定 :R 是 4, 环 的 充分 必 
要 条 件 为 R Æ n FRNA BBB RR. 

i= ERR AA, Cy) (algebra A, {y} of generic 
matrices) ”和 矩阵 代数 的 拓 广 .在 自由 交换 代数 ALS} 
中 ,将 未 定 元 集 上 编 上 号 码 为 

| 

Ww Y= (EP) EM, (ALE) RAE. AE 
Y, (k=1,2,3 AR M, CALE) AW FRAY) BR 
为 泛 矩 阵 代 数 . X A=Z 时 ,Z, {7} 称 为 泛 和 矩阵 环 . 对 
任意 有 1 交换 环 C. 的 矩阵 代数 M,(C) 及 给 定 的 映 
射 o:Yir A.€ M,(C), 存 在 惟一 的 代数 同 态 扩张 5: 
A, (Y}>M,(C). XE R<AM, (ALE) (参见 “多 重 线 性 
等 价 ”), 则 映射 c. Y,—r, ER 有 惟一 的 代数 同 态 扩 
Jk a: AYR. 


iz 46 PẸ (generic matrices) — UL, ^37 5B K (C 2C 
AIT 

3 $5 BEIA (generic matrices ring) 见 “ 泛 矩阵 
代数 A, CT". 


代数 的 了 理想 (7-ideal of the algebra) 一 类 
特殊 的 理想 . 环 的 特征 理想 概念 在 代数 中 的 扩展 . 设 
4 是 4 代数 ,7T<4, 石 对 4 的 任意 代数 目 同 态 o. Ti 
有 DEI, MPRI A ARTH, WA IIA. 对 
X EB BIN ALX) AI CAM JUO SrAQUO. 
对 每 个 4 代数 4,4 的 一 切 恒等式 的 集合 (A) fa 
KAXI T HA. 

相对 自由 代数 (relatively free algebras) 可 由 
自由 代数 的 了 理想 决定 的 商 代 数 . 设 了 是 自由 代数 
A CX B 38 48, RR U — A(X 2 /I 称 为 相对 自由 
的 ,是 指 对 满足 U 的 所 有 恒等式 即 每 个 aU 的 代 
数 RR, 使 得 映射 o: Tir ER 有 惟一 的 UR 的 代 
ABS Y KC r= rt). A USAl) 是 相 
对 自由 的 , 则 UU 的 恒等式 集 为 1, 因 此 了 是 AGO B 
人 理想 ;反之 , 若 4 是 4(z)}) 的 了 理想 , 则 4(z)74 
是 相对 自由 的 . 

恒 等 可 容 同 态 (id-admissible homomorphism) 


RK X 表 m dt 


自由 环 到 环 的 特殊 同 态 . 设 0 是 有 单位 元 的 环 ,p 是 
人 上 自由 环 Zy(0,XX) 一 0 的 环 同 态 , 若 对 于 O 中 每 
TT o BA Pw) — o, M 2 称 为 恒 等 可 容 同 态 . 

W X&(OW-ring) 讨论 广义 恒等式 而 引入 的 一 
种 环 . 设 W 为 一 个 有 单位 元 的 环 , 一 个 环 R 称 为 W 
环 , 是 指 存 在 W 一 R 的 一 个 同 态 o. 使 得 p 保 中 心 
CBI 8 也 为 中 心 COO C GO f I] SO. BRR, 都 
EW WIA gy: RR RAW 同 态 , 是 指 对 每 个 7 
ERi,wEW WHE: Cor) =ad(r) yrw)= yr)w. 

W 同 态 (W-homomorphism) 见 “W 3$". 

广义 恒等式 (generalized identities) ”多 项 式 恒 
等 式 的 推广 . 设 W 是 一 个 有 单位 元 的 环 ,R 是 一 个 
WHR, BA XAX(R,W) =N tkerg|y:W(X)>R Æ 
W 同 态 } 称 为 W RR 的 广义 恒等式 集 , 其 中 每 个 元 
FROM OR 的 广义 恒等式 , 它 是 系数 取 目 W 的 多 项 式 
恒等式 . 

广义 恒等式 集 (set of generalized identities) 
见 “ 广 义 恒等式 ” 

St 稿 方 洪 锦 RER RÉ REF 
审 fl 刘 绍 学 WAKE FAK 


代数 表示 论 


代数 表示 论 (representation theory of alge - 
bras) 研究 阿 廷 代数 模范 畴 的 代数 分 支 . 代数 表示 
论 起 源 于 布局 尔 (Brauer, R. (D.D A E B IR 
(Thrall, R. M.) F 1945 年 提出 的 关于 域 上 有 限 维 
代数 的 两 个 猜测 :第 一 ,有 界 表 示 型 代数 是 有 限 型 
的 ;第 二 ,对 于 任意 一 个 无 限 表 示 型 代数 ,存在 无 限 
多 个 目 然 数 d ,使 得 d 维 模 的 同 构 类 有 无 限 多 个 . 所 
请 一 个 代数 是 有 界 表示 型 的 ,是 指 该 代数 上 有 限 维 
模 的 维 数 是 有 界 的 . 而 一 个 代数 是 表示 有 限 型 的 ,是 
和 它 仅 有 有 限 多 个 不 可 分 解 模 的 同 构 类 ,反之 , 称 为 
无 限 型 的 . 

ARK CRoiter, A. V.) F 1968 年 证 明了 布 
侥 尔 - 思 罗 和 尔 第 一 猜测 ,可 看 做 代数 表示 论 的 开端 . 
1972—1973 年 ,加 布 里 埃 尔 (Gabriel,P. ) 运 用 图 和 
二 次 型 的 方法 对 代数 闭 域 上 路 代数 的 表示 进行 了 完 
全 的 分 类 ,奠定 了 代数 表示 论 的 方法 论 基础 . 1974 一 
1977 年 , 奥 斯 兰 德 (Auslander,M. ) fil H ££ (Reiten, 
I. ) 运 用 同调 手法 研究 不 可 分 解 模 ,提出 了 几乎 可 裂 
序列 这 一 重要 概念 , 莫 定 了 代数 表示 论 的 理论 基础 . 

几乎 可 裂 序 列 (almost split sequences) JRF 
奥 斯 兰 德 - 里 廷 序列 或 简称 AR 序列 . 模范 畴 中 一 种 
特殊 的 短 正 合 序列 . 设 4 是 一 个 阿 廷 代数 ,mod4 记 
4 的 有 限 生成 的 左 模范 畴 . 设 

0—A-- B-—C—0 


环 与 代 数 


是 mod A 中 的 一 个 短 正 合 序 列 , 称 此 短 正 合 序列 为 
几乎 可 裂 序 列 , 若 这 一 序列 满足 下 述 条 件 : 

1. A,C 是 不 可 分 解 4 模 . 

2. 序列 不 可 裂 . | 

3.308 ABE X 及 模 同 态 X> HS RET 
裂 满 射 , 则 存在 同 态 h:X 一 B, 使 /二 p，h, 这 时 4 
= DTr(C) (XK C=TrD(A), BH“AR BR”). 2: C 
是 一 个 不 可 分 解 的 非 投 射 模 , 则 存在 一 个 以 C AB 
点 的 几乎 可 裂 序列 . 对 偶 地 , 若 4 是 一 个 不 可 分 解 
的 非 人 射 模 , 则 存在 一 个 以 4 为 起 点 的 AR 序列 . 

奥 斯 兰 德 - 里 廷 序列 (Auslauder-Reitin seque- 
nce) 即 “ 几 乎 可 列 序列 ” | 

AR FF 3] CAR-sequences ) 
Aj". 

不 可 约 上 映射 (irreducible maps) 与 几乎 可 裂 
序列 密切 相关 的 一 个 概念 . 设 A 是 阿 廷 代数 ,M,N 
是 有 限 生 成 的 不 可 分 解 A4 模 ,f 是 M 到 NN 的 一 个 
非 同 构 的 模 同 态 . ERTEN AR LARAS 

h: M—L, hk; L—N, 
使 二 可 以 分 解 成 fh kM A ERT WM p zx B 
可 裂 满 射 . 这 时 称 f 为 不 可 约 映 射 .车 
0—A--B-—C—0 
是 一 个 几乎 可 裂 序列 ,其 中 
B—B(OB,Q:-OB,., 
P5155. 5 


p= (pi sosta» 


BJ "JL AF "T 22 FF 


Wy 
A+B, KR Bc 
是 不 可 约 映 射 , 其 中 7 一 1,2,…,2. 若 已 是 不 可 分 解 
投射 模 ， 
mud Pug MD eM, CUP 


E P HREP HRA M MOP (j 二 1,2,…,n) 是 
不 可 约 映 射 . 若 了 是 不 可 分 解 人 射 模 ， 


CP, Port 


人 


是 自然 投射 , 则 IAN, G— 1,2 o0 RT AIR 
射 . 反 之 ,mod A 中 任意 两 个 不 可 分 解 模 之 间 的 不 可 
约 映 射 均 为 上 述 四 种 形式 之 一 . 

Fae CM (stable module category) IMR 
的 一 种 特殊 的 商 范畴 . 设 4 是 一 个 阿 廷 代数 ,4 的 
稳定 模范 畴 modz4 是 4 的 有 限 生 成 的 模范 上 畴 
mod A 的 一 个 商 范 畴 . 其 像 元 是 非 投射 4 模 . 对 于 任 
意 两 个 非 投 射 模 M,N, HIR 

Hom,(M,N) = Hom,(M,N)/P(M,N), 
其 中 PCAM,N) 是 可 以 经 过 投射 模 分 解 的 M 到 的 
映射 做 成 的 Homa (M, NDRIT IRE. i A MA 是 两 
个 阿 廷 代数 , 若 它 们 的 稳定 模范 畴 等 价 , 即 modr4 一 
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mode A, , Wi fk [XX 4 与 A, 稳定 等 价 . 
AR 变换 (AR-transformation) 模范 畴 到 自身 
的 一 个 函 子 ,诱导 出 稳定 模范 畴 之 间 的 一 个 等 价 画 
子 . 设 4 是 一 个 阿 廷 代数 ,M 是 一 个 有 限 生 成 的 不 
可 分 解 AR, 
P,—PM-—0 | 
是 M 的 极 小 投射 分 解 . TERES T. Homa( 一 ,4) ,得 


Homa(Po, A) »Hom4CP, , A) Coka" —0, 
FR a* =Hom,(a, A), Æ Coke Æ mod? Hh yt /^ 
投射 分 解 ,这 里 A E 4A 的 反 代 数 , 记 Coke" = 
tr CAD. # D— Hom, C— k) 18 w H XT eR. WA 
Dtr 是 mod4 到 自身 的 一 个 图 子 . i mod; A 为 
mod A 的 一 个 商 范 畴 ,其 像 元 是 非 人 射 人 4 模 ;对 于 任 
意 两 个 非 人 射 模 M 和 N, 射 元 集 

, Hom,(M,N) = Hom,(M,N)/I(M,N), 
其 中 TCM,N) 是 M BIN 的 可 以 经 过 入 射 模 进行 分 
解 的 映射 做 成 的 子 加 群 . PT. Dtr 诱导 出 稳定 模范 
Wi c [RI B — 4 Se fr 

Dtr: mod, A~mod, A, 
其 逆 为 
trD; mod; A~mod, A. 

ai [E AY 3 zs SG B (representations category of 
quivers) 一 个 特殊 的 阿 贝 尔 范 畴 . — 1-388 TA] Q 
= (VQ) AQDE— TARA HRE, HH VOQE 
MAR, AQ EMIR. wR ETR Q ER EW 
—^ RAR V = (Vi, Valieva te fi [6] E 25 [R] 
Vii VQ) RRA ERAT Va Vi >V; AEP i Ea 
的 起 点 ,7 是 终点 .给 定 Q 的 两 个 表示 了 ,7 AH S 
= (fiJevo: V >V E X H — RE BRT fi Vio 
Vi ,使 得 任 取 箭 a:1; A Vi Vif Q Ek EW 
有 限 维 表示 ( 即 25 dimV, < oo) 及 其 态 射 构成 一 
个 阿 贝尔 范畴 , 记 为 ROO HOS ETE Q 的 表示 范 
BR. 

mx 445 RE (Cartan matrix) 一 类 特殊 和 矩阵. | 
Q i&— 4 AHA EH AT. OQ 确定 一 个 嘉 当 
和 矩阵 C,C BT n=|V(Q)| ,和 矩阵 主 对 角 线 上 的 元 素 
cz 一 2, 任 取 箭 向 aii jc c5 OÀ i BY 7 BS 5 IE] 
EATER BO. aM i By AM 7; 8]; CR BTW cs; 
一 cj 一 0. 嘉 当 矩 阵 是 对 称 的 ,并 确定 了 RGQ) 的 格 罗 
腾 迪 克 群 上 的 一 个 二 次 型 Q. 在 了 是 和 的 一 个 表 
IRW 

dimV = (dimx V (1) 5**+,dimx V (n)), 
fit 
q (dim V) —dimV * C * (dimV)'. 
设 z 是 一 个 n GWT. BT WEE Hh EX 
A q(x) 二 1, 则 x 称 为 二 次 型 9g 的 一 个 正 根 . 


有 限 型 箭 图 表示 范畴 (representation category 
of a quiver of finite type) 一 种 特殊 的 表示 范畴 . 
设 & 是 代数 团 域 , 一 个 箭 图 Q 在 & 上 的 表示 范畴 
ROQ EA REH, HAQ 的 基本 图 Q( 即 箭 图 
和 忽略 方向 后 得 到 的 图 形 ) 是 邓 金 图 (参见 “ 李 代 
数 ”) 的 不 交 并 . 在 这 种 情况 下 , 徊 了 是 @ 的 一 个 不 
可 分 解 表示 , 则 dim V. 是 二 次 型 Q 的 一 个 正 根 ; 反 
之 , 任 取 Q 的 一 个 正 根 , 恰 有 且 仅 有 Q 的 一 个 不 可 
分 解 表 示 ,其 维 数 向 量 对 应 于 这 个 正 根 . 

驯 顺 型 箭 图 表示 范 酶 (representation category 
of quiver of tame type) 一 种 特殊 的 表示 范畴 . 1x 
k 是 代数 闭 域 , 一 个 连通 箭 图 QQ 在 & 上 的 表示 范畴 

R(Q) 是 驯 顺 型 的 (参见 “ 德 洛 兹 德 定理 ”), 当 且 仅 当 
Q 的 基本 图 Q 是 欧 几 里 得 图 (参见 “ 李 代 数 ”). 这 
时 ,Q 的 嘉 当 箱 阵 是 半 正定 的 ,其 相应 二 次 型 的 短 零 
根 空间 是 一 维 的 . 这 项 工作 是 由 加 拿 大 德 拉 柏 
(Dlab,V. ) 和 德国 林 格 尔 (Ringel,C.M. ) 完 成 的 . 

路 代数 (path algebras) 一 类 特殊 的 代数 . 由 
箭 图 定义 的 代数 . 设 Q=(Y(Q),4(CQ),s, 划 是 一 个 
Al E] »S 3L AY 3| x zs A [8] ERES e LZ A. 一 个 从 4 到 2 
的 长 度 为 /之 1 的 路 具有 形式 (alaa，…owl|l2), 此 
处 apEYGQ),wE4(Q), 且 满足 条 件 s(Ca)=a， 
人 
是 长 度 为 0 的 路 . Æ 4a 一 5, 则 称 路 (a |a yaz *** à |b) 
是 一 个 有 向 循环 ,特别 地 , 当 71=1 RS. 1 k 
FEI RQ 是 以 箭 图 中 的 所 有 的 路 为 基 做 成 的 向 量 空 
E, Xt FE 3$ DL A BR alaaa |b) f Ce [15 SYL] 
d)5E X TAS WIE F : 

(aja saz," |b) Cc | Y. 0| Y, Yd) 
(a |a, sa |az TEAM (b = c), 
0 (b Æc), 
若 将 此 乘法 按 分 配 律 扩展 到 全 空间 Q. N 4AQ 成 为 
有 单位 元 的 结合 代数 , 称 为 由 Q@ 决定 的 路 代数 . 路 
代数 的 模范 畴 mod AQ 与 第 图 Q 的 表示 范畴 RQ) 
等 价 . 两 个 箭 图 的 路 代数 同 构 , 当 且 仅 当 这 两 个 第 图 
同 构 . 

偏 序 集 的 表示 (representations of a partially 
ordered set) 偏 序 集 划分 为 驯 顺 型 及 时 型 的 判定 . 
设 (S, 委 ) 是 一 个 有 限 候 序 集 ,是 一 个 域 , 09 OE 
域 & 上 的 一 个 表示 ,通常 称 为 $ 空间 ,具有 形式 了 三 
(VsVY,)es, 其 中 YY 是 一 个 & 回 量 空间 , 称 为 了 的 
全 空间 ,对 任意 sES,V, Æ V. 的 子 空间 ,并 且 满 足 
AR PE UE ss W VEV. RV = Vas Voces W= 
WoW es EAAS 空间 ,一 个 态 射 f/f:V 一 W 是 一 
个 天 线性 映射 fo:View. FAW IE AS fp MER $ 
€ S, f, VEW.. KN. Ae S Æ So TEV. EKR 
制 , 则 可 以 记 f= (fas fes. 具有 有 限 维 全 空间 的 
所 有 S 空间 及 其 态 射 的 范畴 1(5S) 是 一 个 带 有 短 正 


代 数 表 m d 


合 列 的 克 鲁 尔 - 施 密 特 范 畴 . 克 雷 内 尔 (kleiner,M. 
M. ) 证 明 :一 个 有 限 偏 序 集 是 无 限 表示 型 的 , 当 且 仪 
当 它 包 有 一 个 临界 子 集 . 临界 子 集 共 有 下 述 五 种 : 


而 一 个 有 限 偏 序 集 是 有 限 表 示 型 的 , 当 且 仅 当 它 同 
构 于 克 雷 内 尔 列 出 的 14 种 偏 序 集 之 一 . 
全 空间 (full space) ” 见 “ 偏 序 集 的 表示 ”. 
代数 的 箭 图 (Cquiver of an algebra) 由 代数 确 
EREE. iR 4 是 代数 闭 域 : 上 的 有 限 维基 代 数 ,1 
一 el 十 ez 十 … 十 e, 是 单位 元 的 正 交 本 原 才 等 元 分 解 . 
Ac PD DP 
其 中 P= Ae; 是 所 有 的 不 可 分 解 投 射 4 模 ， 
oss Prad JP. 
是 单 A 模 ,z 一 1 ,2，… 5m. A 的 箭 图 是 一 个 以 单 模 S; 
的 同 构 类 为 顶点 i A 
{a;|l=1,2,.… ,d=dim, Exth(S,,S,)} 
Jy i 到 j 的 第 得 到 的 有 向 图 , 记 为 Qa. 加 布 里 埃 尔 
(Gabriel, P. ) 证 明 如 下 定理 ;若是 代数 闭 域 , 则 4 
CAQ,/I. HF I d& kQ 的 一 个 理想 ,满足 条 件 "CC 
ICJ.J 是 由 全 体 1 长 路 生成 的 理想 ,n 是 某 个 适当 
的 正 整 数 . 
Jn 4p BIR ZR GE XH (Gabriel's theorem) 
数 的 箭 图 ”. 
代数 的 奥 斯 兰 德 -里 廷 稍 图 (Auslander-Reiten 
quiver of an algebra) 简称 代数 的 AR my Fs. par ££ 
代数 模范 畴 的 一 种 组 合 刻画 . 设 4 是 阿 廷 代数 ,以 
不 可 分 解 4 模 M 的 同 构 类 [LA 为 顶点 ,以 不 可 约 映 
射 为 第 , 即 , 若 不 可 分 解 模 MN 有 不 可 约 映射 , 则 
4 — a LM] LN J. ig Irr (M,N) AME M BIN 
的 不 可 约 映射 和 零 映 射 构成 的 集合 ， 
End(M)=End(M)/rad End (MD, 
End(N) - End CN) /rad End(n), 
FE Irr( M,N) f2— 4 End OMD)-End COND XU. 记 
d —dimgaoolrr CM, N), 
d' =dim Irr C M, NOgaCN ). 
(d' 


ER EA RAMI) PERI D ER 
形 称 为 代数 A BS AR Si E i 29 Da. AMER IES 
En, (Dtr) (M) 40 Hr DO)" OD 40, WER M d 
正则 模 . 由 正则 模 的 全 体 做 成 的 Da 的 满 子 图 称 为 A 
的 稳定 AR WP. 

瑞 特 曼 (Riedtmann,C,. ) 证 明 ; 设 A 是 代数 闭 域 
k 上 的 有 限 维 代数 ,日 ARAB RAHN. AS EA 


的 稳定 AR uf] Bg—- 4r x. G—z5/G. Xn B 
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见 代 


环 5 代 数 


是 邓 金 图 ;Z 是 整数 集 ;ZB 是 一 个 赋值 图 ;顶点 集 
V(ZB)={(n,b)|Y nEZ,6EV(B)}) Hae 


(d,d') 
A(ZB) ={(n,b) (n,b,) Fl On 57) 
(d ,d') 


(d' ,d) 


(n+ 1,6) |Y 4, b, € A(B)}; 

G 是 ZB 的 一 个 允许 自 同 构 群 . 哈 伯 尔 (Happel, 
D. ) 、 波 瑞 泽 尔 (Preiser ,Udo. ) 和 林 格 尔 (Ringel,C. 
M. iE: © 是 任意 阿 廷 代数 稳定 AR 箭 图 的 一 
个 分 支 , 带 有 一 个 循环 模 ( 循 环 模 M 指 存 在 正 整数 
n, ff (Dtr)"(M)=M), Mj € —zB/G. # © 是 有 限 
的 , 则 BERS Fr G 是 无 限 的 , 则 B= A。. KR 
[BEBE EG 是 任意 阿 廷 代数 稳定 AR 箭 图 的 一 个 
非 循环 分 支 , 则 C 守 ZB, 其 中 B 是 一 个 赋值 第 图 ,从 
mj G 中 不 含有 向 循环 路 . 


稳定 AR Hi (steady AR-quiver)” 见 “代数 的 
奥 斯 兰 德 -里 廷 箭 图 ”. 
德 洛 兹 德 定 理 (Drozd theorem) 对 代数 的 表 


示 型 进行 分 类 的 基本 定理 . 设 4 是 代数 闭 域 玉 上 的 
有 限 维 代 数 ,各 对 每 一 个 维 数 4 二 0, 存 在 有 限 个 A-k 
[x poU MAM 作为 &Lzj 模 是 有 限 生 成 自由 的 ， 
使 得 任 取 一 个 不 可 分 解 a 维 A 模 , 存 在 某 个 i 和 某 
个 kia HON ME MON 同 构 于 这 个 取 定 的 a 
维 A 模 , 则 称 A 是 驯 顺 表示 型 的 . aE EA BRE 
的 A-k(zx,y) 双 模 M, 此 处 有 (x,y) 是 有 上 不 可 换 未 
E JU Tsy 的 二 元 多 项 式 环 ,AM 是 H HG. y) E E 
Pike MA PR Fimod£(z,y?—mod A, FCN) = 
May N 保存 不 可 分 解 性 和 同 构 类 , 则 称 A 是 野 
表示 型 的 . (8 1& Z5 dE Drozd, Yu. A. ) 证 明 : 一 个 代 
数 闭 域 上 的 有 限 维 代数 或 者 是 驯 顺 表示 型 的 ,或 者 
是 野 表 示 型 的 . 


驯 顺 表示 型 (tame represention type) 见 “ 德 
洛 兹 德 定理 ”. 
BF Fe 7 HY (wild represention type) 见 “ 德 洛 


效 德 定理 ”. 

乘法 基 定 理 (multiplicative bases theorem) 
关于 有 限 表 示 型 代数 的 构造 性 定理 . 加 布 里 埃 尔 
(Gabriel, P. ) 提 出 过 一 个 猜想 : 维 数 一 定 的 有 限 表 
示 型 代数 在 同 构 意义 下 只 有 有 限 多 个 . 罗 伊 特 尔 
(Roiter, A. V. J Sg A uEBB ix k SERRA A JE E 
上 有 限 维 , 且 带 单位 元 的 基 代 数 , 则 A 有 一 组 乘法 
A. 乘法 基 是 代数 4 的 一 组 特殊 k È i hisin o 
得 对 任意 1 委 jN, iLe (zi)X2 mu) B Xx; 二 0. 
这 就 是 所 谓 乘法 基 定 理 , 这 一 定理 意味 着 加 布 里 埃 
尔 猜 想 对 代数 闭 域 上 的 有 限 表 示 型 代数 成 立 . 

倾斜 模 (tilting modules) 一 种 特殊 的 模 . 倾斜 
理论 是 代数 表示 论 研 究 中 的 主要 技巧 之 一 . 设 A 是 
AR AE RAR PART PRA RR CE P XS 
条 件 满 足 : 
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1. T 的 投射 维 数 pdim T' «1. 

2. EXIST 0. 

3. T 的 互 不 同 构 的 直 和 项 的 个 数 等 于 4 的 格 
罗 腾 迪克 群 KCA) AYR. | 

特别 地 ,各 4 是 遗传 代数 ,7 是 倾斜 模 , 则 代数 
B —End4 T 称 为 倾斜 代数 . 倾斜 代数 的 整体 维 数 是 
Zs 

倾斜 代数 (tilted algebras) — B, “RHE”. 

BSR (repetitive algebras) 由 有 限 维 代数 
构造 的 一 类 无 限 维 代数 .各 4 是 域 & 上 的 有 限 维 代 
$,D=Hom,(— k) EXT RT. M D(A) 有 自然 的 
A-A 双 模 结构 . A 的 重复 代数 记 为 A, 定 义 如 下 : 


Ai. Di, 


其 中 A 二 A4,D; 一 D(A),A 中 的 每 个 矩阵 只 有 有 限 
个 系数 非 零 . 其 加 法 是 通常 矩阵 的 加 法 ,乘法 由 目 然 
映射 AWD(A)> D(A), DMNA DCAY RUE B 


Ht D(A)@D(A)—0 导出 . 重复 代数 4 是 局 部 有 界 
的 , 即 对 4 的 任 一 寡 等 元 e,4e 和 eh 都 是 有 限 维 向 
EZH, H Â EAA. 

有 限 表 示 型 自 入 射 代数 (selfinjective algebras 
of finite representation type) 一 种 特殊 的 代数 .有 
限 表示 型 自 人 射 代数 的 AR AT. A 是 代数 闭 域 
k 上 的 有 限 维 自 入 射 代数 , 厨 4 是 有 限 表 示 型 的 , 则 
A 的 AR 箭 图 具有 形式 (ZB) 儿 /G, 其 中 BERS 
图 ,ZB 的 意义 参见 "AR AA”. € 是 相位 ,G 是 允许 
自 同 构 群 . 相位 的 含义 是 在 ZB 中 安放 投射 点 的 位 
置 . 瑞 特 曼 (Riedtmann ,Chr. 2 Zi E f 4 SBXB 4c 25 H 
入 射 代数 的 组 合 相位 . 奉 Q 是 邓 金 箭 图 , 则 ZQ 上 的 
组 合 相 位 与 Q@ 倾斜 代数 一 一 对 应 . OR. 2 M 
这 一 结果 推广 为 :各 ov. 是 局 部 有 界 的 目 人 射 代数 ， 
且 有 等 价 mod 4  D'CRQO ,其 中 入 是 一 个 不 这 有 
向 圈 的 稍 图 , 则 存在 Q 倾斜 代数 A, o ACA 为 
A 的 重复 代数 ). 

Æ A F (covering functors) 来 源 于 代数 拓 
扑 的 一 个 概念 . 设 M,N 是 两 个 & A FMN 是 
一 个 线性 函 子 , 奉 对 入 中 的 任意 像 元 a,56, 由 了 
导出 的 映射 

UMG sz) N(a b), U MG 07 N (a,b) 
均 为 双 射 ,其 中 :t,z SRB M 的 所 有 使 得 Fr—a, 
Fz=b 的 像 元 ,而 ri y 是 满足 Fr=a, Fy=b 的 任意 
两 个 固定 像 元 , 则 FF 称 为 覆盖 哨子 . 

代数 的 平凡 扩张 (trivial extension of an alge- 
bra) 从 已 知 代数 构造 新 代数 的 一 种 方法 . 设 4 是 


Wk 上 有 限 维基 代数 ,按照 如 下 方式 定义 的 有 限 维 
k RŽ TASA X DOC BIOS A 的 平 几 扩张 :TCA) 
的 有 向量 空间 结构 是 AD DCA).D BX RT 
Hom, (一 ,£) ;乘法 结构 为 : 
(a p) * (DN) aba * -9* b), 
V a.b5,€ AP ~E D(A), 

Hha-:¢ 5 e: b Busty DOA), ME. TCA) 
是 自 人 射 代数 . 

BU dm 张 英 伯 

T A LES 刘 绍 学 


交换 环 与 交换 代数 


FRR MW (commutative algebra) 研究 含 单位 
元 的 交换 环 为 主要 对 象 的 学 科 . 它 是 以 代数 数论 和 
代数 几何 为 背景 而 产生 和 发 展 的 ,并 为 这 两 个 古老 
的 数学 分 文 提 供 了 新 的 统一 工具 . 早 在 18 世纪 末 到 
19 世纪 初 ,高 斯 (Gauss,G.F. ) 在 研究 二 次 和 四 次 
互 反 律 、 二 平方 和 与 二 元 二 次 型 等 问题 时 运用 了 二 
次 域 和 代数 整数 环 . 到 了 19 世纪 中 期 , 库 默 尔 
(Kummer, E. E. ) 研 究 著名 的 费 马 猜想 时 ,也 把 问 
题 放 到 分 圆 域 的 代数 整数 环 上 去 考虑 ,开创 了 数论 
研究 的 新 时 期 . 经 过 戴 德 金 (Dedekind,(J. W. )R. ) 
Aș KAA R Hilbert, D. ) 等 人 的 系统 化 ,建立 了 理 
想 、 模 及 戴 德 金 整 环 等 概念 ,从 而 创立 了 代数 数论 这 
门 新 学 科 . 这 个 时 期 ,代数 数论 主要 是 以 代数 整数 环 
为 具体 模型 研究 戴 德 金 整 环 的 . 

比 数 论 稍 晚 些 时 候 , 几 何 也 经 历 了 代数 化 过 程 ， 
由 占 统治 地 位 的 解析 方法 转向 代数 方法 . 19 世纪 
未 ,由 戴 德 金 和 韦伯 (Weber,H. ) 的 工作 ,把 代数 函 
数论 建立 在 代数 数论 的 统一 基础 之 上 . 1893 E, A 
尔 伯 特 建立 了 零点 定理 . 不 久 , 拉 斯 科 (Lasker,L.) 
又 建立 了 代数 簇 与 多 项 式 理想 之 间 的 对 应 关系 . 特 
别 是 20 世纪 20—30 FR BRM SER N 
(Noether, E. ) 关 于 理想 的 准 率 分 解 理论 和 元 鲁 尔 
(Krull, W. ) 的 赋值 论 、 局 部 环 理论 和 维 数理 论 使 古 
典 几 何 建立 在 代数 基础 之 上 ,形成 了 代数 几何 这 门 
学 科 . 受 代数 数论 与 代数 几何 发 展 的 刺激 ,交换 代数 
逐步 发 展 成 为 一 门 独立 的 学 科 . 20 世纪 50 年 代 后 ， 
由 于 模 论 .同调 代数 的 发 展 ,特别 是 格 罗 腾 迪 元 
(Grothendieck, A. ) 的 概 型 理论 对 交换 代数 的 发 展 
起 了 巨大 推动 作用 . 现在 交换 代数 已 应 用 到 微分 学 
与 代数 拓扑 、 多 复 变 也 数论 和 偏 微 分 方程 等 学 科 中 . 

因子 (factor) ”整数 环 中 因数 概念 的 推广 . 它 研 
究 单一 分 解 环 的 基础 概念 . 设 R 是 整 环 ,a,bE€ R,b 
#0. BATE R 中 元 c ,使 得 a 二 bc, 则 称 65 是 a 的 因 
子 , 或 称 5 BR ain bla Ba 是 5b 的 因子 ,6b 也 是 


交换 环 与 交换 代数 


a 的 因子 , 则 称 a 5 bE. E ba BATF, m b E 
单位 又 不 与 a 相伴 , 则 称 5 为 a 的 一 个 真 因子 . 

整除 (divisibility) WKT”. 

相伴 (associated) WAF”. 

BAF (proper factor) 见 “ 因 子 ” 

既 约 元 (irreducible element) ZAHA W HE 
广 . 整 环 中 既 不 是 零 也 不 是 单位 的 元 素 , 知 没有 真 因 
子 , 则 称 为 既 约 元 . 

素 元 (prime element) 整数 环 中 素数 性 质 的 
推广 . 整 环 R 中 非 零 元素 p,p DEAM. A a bE 
R, 且 plab, 可 得 pla 或 p15, 则 称 p RRL. RUF 
为 既 约 元 .在 整数 环 或 域 上 多 项 式 环 中 ,每 一 个 既 约 
元 也 是 素 元 ,但 对 一 般 整 环 来 说 , 既 约 元 未 必 是 素 
元 ,如 在 ZLY 一 5] 中 ,3 是 既 约 元 而 非 素 元 . 因此 ， 
整 环 中 元 素 未 必 能 惟一 地 表 为 既 约 元 的 乘积 . 

ECKE greatest common divisor) 整数 
环 中 相应 概念 的 推广 . 设 a,b 是 整 环 R POR. C 
是 a 的 因子 ,也 是 2 的 因子 , 则 < 称 为 a,2 的 一 个 公 
因子 .进而 ,者 < 是 a,2 的 一 个 公 因 子 , 且 ab 的 任 
意 公 因子 都 是 c 的 因子 , 则 称 c 为 a,b 的 最 大 公 因 
子 , 记 为 c= 二 (a,5b). 最 大 公 因 子 之 间 可 相差 一 个 R 
中 的 单位 .在 整 环 中 ,大 任意 两 元 素 的 最 大 公 因 子 存 
在 , 则 素 元 与 既 约 元 的 概念 是 一 致 的 . 

公 因 子 (common factor) 见 “ 最 大 公 因 子 ” 

单一 分 解 环 (unique factorization ring) 亦 称 
高 斯 环 . 一 种 重要 的 整 环 类 . 设 R 是 有 单位 元 的 整 
H, E R 中 任意 元 都 能 分 解 成 有 限 个 既 约 元 的 乘 
积 ,而 且 在 相伴 意义 下 分 解 是 惟一 的 , 即 若 a= 
bibe podido Pisd; ERA JU WIA n=m, 
H3& 4K RF 11.2, 2 E p Sq 
相伴 , 则 称 R 为 单一 分 解 环 .整数 环 .单一 分 解 环 上 
多 项 式 环 都 是 单一 分 解 环 . JE A R (Kummer, E. 
E. ) 于 1944 年 首先 指出 整 环 ZL v 一 5] 不 是 单一 分 
解 环 . 整 环 是 单一 分 解 环 , 当 且 仅 当真 因子 的 任意 降 
链 终 止 于 有 限 且 既 约 元 恒 为 素 元 . 

高 斯 环 (Gauss ring) 即 “ 单 一 分 解 环 ” 

主 理想 整 环 (principal ideal domain) 比 单一 
分 解 环 范 围 更 罕 的 整 环 类 . 奢 一 个 环 R 的 任意 理想 
都 是 主 理想 , 则 称 R 为 主 理想 环 . FRI R 是 主 理 
想 环 , 则 R 称 为 主 理想 整 环 . 整数 环 Z 及 域 上 一 元 
多 项 式 环 都 是 主 理想 整 环 . 主 理想 整 环 必 为 单一 分 
解 环 , 反 之 不 真 . 

主 理 想 环 (principal ideal ring)” 见 “ 主 理想 整 
环 ”. | 
BR EGR (Euclid ring) 比 主 理想 整 环 更 罕 的 环 
类 . 它 是 整数 环 . 域 上 一 元 多 项 式 环 有 融 余 除法 意义 
下 的 推广 . 设 尺 是 整 环 ,者 存在 R=R\(0} 到 非 负 
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整数 集 内 的 一 个 映射 6 适合 条 件 : 任 给 a€ R", 对 R 
中 任意 元 5, 恒 有 9g,rER, 使 得 656 二 ga 十 r, 其 中 r==0 
w <Ia), MER R 为 欧 氏 环 . 整数 环 . 域 上 一 元 
多 项 式 环 都 是 欧 氏 环 . 

高 斯 整数 环 (ring of Gauss integers) 欧 氏 环 
的 一 个 著名 例子 . 设 ZLij]== {a 十 bila,b 是 整数 ,i 为 
虚数 单位 }. ZLij 对 通常 数 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 整 
环 , 称 为 高 斯 整数 环 . 而 a 十 bi->a? 十 5? 是 Z[i]\{0} 
到 非 负 整数 集 的 映射 ,并 且 这 个 映射 满足 欧 氏 环 定 
义 的 条 件 , 因 此 ,Zi 也 是 欧 氏 环 . 

本 原 多 项 式 (primitive polynomial) 一 类 特殊 
多 项 式 . 设 f(r) =antaxrte+a,z" 是 单一 分 解 
RR LH IWIC.XP mM Aosa" 3 Q, 的 最 大 
公 因 子 是 R 中 单位 , 则 称 f(z) 为 本 原 多 项 式 . 两 个 
本 原 多 项 式 的 乘积 仍 为 本 原 多 项 式 . 这 个 结论 称 为 
高 斯 引 理 . A H | FT WE: A R 是 单一 分 
解 环 , 则 R r JE tA — 2) RH. 于 是 域 上 多 项 式 环 
Fl x1,25,*t x | 为 单一 分 解 环 . 

高 斯 引 理 (Gruss lemma) 见 “ 本 原 多 项 式 ”. 

乘 闭 子 集 (multiplicatively closed subset) 局 
部 化 方法 中 的 重要 概念 . 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 ,S 
为 R 的 一 个 子 集 , 知 S 包含 1 并 且 关 于 乘法 封闭 ， 
WAS 为 R 的 乘 闭 子 集 . 常用 的 乘 闭 子 集 是 : 取 R 
的 非 零 因子 集 或 任 取 075a € R 而 

{(] aya sa ) 
HRAT: KERR ARHAR p mMS=R\p ARR 
T. 

分 式 环 (ring of fractions) ZR PR E. 整数 环 
Z 构 作 有 理 数 环 的 推广 . 设 R 是 有 单位 元 1 的 交换 
环 ,S 为 R 的 乘 闭 子 集 , 在 集合 RXS 上 定义 等 价 关 
A~ (a, 9~O HO 4AMNARE UES 使 得 x(at 一 
bs) —0. 以 a/s ER (a, S2 € RXS 所 在 的 等 价 类 ， 
S' RR RXS 的 全 部 等 价 类 组 成 的 集合 . AE 
S 'R 上 定义 加 法 和 乘法 
a b (atb) aL b ab 

S t St S i St 
MW SIR Xp An gt xe XE DIK A EE de HU A fi 70 
1/1 的 交换 环 , 称 S 'R 为 R 关 于 S 的 分 式 环 , 也 称 
局 部 化 .由 f(x) 二 x/1(xXER) 定 义 的 环 同 态 f :R 一 
SCR 具有 如 下 性 质 : 

l.2; s€ S,WJ f(s) fe SR Pu wi. 

2. fa) -0, 5 HH XE EI s€ S.asO. 

3. S! R 中 任 一 元 素 均 可 表 为 fla) f G2 AE 
表示 法 未 必 惟 一 ) ,其 中 ccER,sES. 

反 过 来 ,这 三 条 性 质 惟一 地 确定 了 环 SUR. 

RATES 不 含 单位 元 1 时 ,用 同 法 可 构 作 
S !R, 而 且 与 由 S 添加 1 后 所 成 的 S, 构 作 的 So R 
IAN. SR 具有 性 质 : 
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1.S ^R 是 平坦 R 模 . 

2. STR RAZER: A g: ROR EWA, FH 
HIED sES, gC) Æ R' BJ up oc. MA EE B3 
环 同 态 h:S C RR (EG g—hf. 

3. S ! R 中 的 素 理想 一 一 保 序 对 应 于 R 中 与 S 
不 相交 的 素 理 想 . 

商 环 (quotient ring) ” 即 “ 分 式 环 ”. 

局 部 化 (localization) 分 式 环 的 男 一 名 称 ( 参 
见 “ 分 式 环 ”). 局 部 化 有 两 个 重要 性 质 : 即 保持 正 合 
性 和 诺 特 性 质 . 通过 哥 尔 迪 (Goldie, A. W. ) 等 人 的 
工作 ,局 部 化 方法 已 应 用 于 非 交 换 环 论 人 研究 中 . 08 
如 , 哥 尔 迪 证 明了 左 诺 特 素 环 的 ( 右 ) 全 分 式 环 是 单 
阿 廷 环 . 局 部 化 方法 有 直观 的 几何 背景 . 在 代数 几何 
中 研究 一 个 代数 簇 在 某 点 或 某 点 附近 的 局 部 性 质 ， 
而 从 各 点 的 局 部 特性 去 把 握 代 数 得 的 整体 特性 . 这 
种 方法 在 代数 数论 和 整个 代数 学 中 是 有 效 的 方法 . 

分 式 域 (field of fractions) ” 亦 称 商 域 . 一 类 特 
殊 的 局 部 化 . 设 R 是 整 环 ,S 一 R\(40),R XE S 的 局 
部 化 STIR 称 为 R 的 分 式 域 . 例如 ,R= 二 Z( 整 数 环 )， 
取 S 二 Z\{0) 即 得 S$ '2Z=Q(4 FRED. 

BE (quotient field) ” 即 “ 分 式 域 ”. 

环 关 于 素 理 想 的 局 部 化 (localization of a ring 
at its prime ideal) 一 种 重要 的 分 式 环 .者 尺 是 具 
有 单位 元 的 交换 环 ,? 为 R 的 一 个 素 理 想 , 则 S = 
RWA R 的 乘 闭 子 集 . 这 时 将 S$ 'R 写成 R;, 称 为 环 
R 在 Pp 处 的 局 部 化 . R, 是 局 部 环 ,其 惟一 极 大 理想 
为 PR, = (a/s la€ »,s€ S). 在 代数 几何 中 ,代数 簇 
上 的 点 对 应 着 其 坐标 环 的 素 理 想 ,考虑 代数 簇 上 一 
点 “附近 ”的 性 质 ,往往 将 注意 力 集中 在 其 坐标 环 的 
一 个 素 理想 “ 近 旁 ”, 从 而 达到 由 局 部 把 握 整 体 的 目 
HJ. 

局 部 性 质 (local property) 对 局 部 化 保持 的 性 
质 . 设 工 是 环 上 某 个 性 质 , 若 对 每 个 环 RCRA 
性 质 L, 当 且 仅 当 对 每 个 PE SpecR,R, 但 有 性 质 
工 ,; 则 称 工 是 一 个 局 部 性 质 ,此 处 Spec R RAH R 
的 全 部 素 理 想 组 成 的 集合 .因此 , 知 世 是 一 个 局 部 
性 质 , 则 要 检验 环 R 是 否 有 人 性质 工 ,只 需 检验 每 个 
R, 是 否 有 性 质 L. 由 局 部 性 质 去 掌握 整体 特性 是 研 
究 环 、 模 的 重要 手段 . 

饱和 集 (saturated set) 一 种 乘 闭 子 集 . 设 S 
是 环 R ARATE. AiR: zyeS>r€S H yE 
S WARS AR 的 饱和 集 . AR 的 每 一 个 乘 闭 子 集 S 
都 有 一 个 包含 S 的 最 小 饱和 集 


PAS= 2 
# SAR, WM S 是 饱和 集 的 充分 必要 条 件 是 RNS 是 
一 些 素 理想 的 并 . 环 R 中 全 体 非 零 因子 的 集合 So 
是 饱和 集 . So 'R 称 为 R 的 全 分 式 环 . SOUR 中 的 元 


素 或 为 零 因子 或 为 单位 . E R ERM, I R 的 全 分 
式 环 就 是 R 的 商 域 . 

全 分 式 环 (full fractional ring) “Ae”. 

adic #@ Fh (adic-topology) 一 种 由 理想 定义 的 
拓扑 . 设 兴 是 有 单位 元 的 交换 环 R 的 一 个 理想 ,MM 
E RR 3E (UM [n 0,1. 0 MER M 中 0 的 局 部 基 
而 在 M 上 引进 的 拓扑 , 称 为 M 的 9c-adie 拓扑 . 4 
M=R h}, (U[n—0,1,2, } FEN R 中 0 的 局 部 基 
就 决定 了 R Bg 9t-adic 拓扑 . MCR AD dE N-adic 拓扑 
PET, 空间 等 价 于 


(19M = (0) Gk AR" = 0). 


WN 是 MM 的 子 模 ,M/N ÆT: SiS tT NÆM 
的 闭 子 集 , 也 等 价 于 
N QN TM) =N, 

AO 为 诺 特 环 R 的 理想 ; 且 人 中 4" 二 0, 则 a-adic 拓扑 
环 R 的 完备 化 RR 也 为 诺 特 环 . 

柯 西 序列 (Cauchy sequence) 一 种 特殊 序列 . 
分 析 中 相应 概念 在 代数 中 的 引申 . 设 兴 是 有 单位 元 
的 交换 环 R 的 理想 ,M 是 R 模 . (xg = iT, 
La H M 中 的 元 素 序列 ,大 对 任意 自然 数 n 存在 
N ,使 得 对 任意 自然 数 r,s, 恒 有 zw+ x EWM, 
则 称 M 中 元 素 序 列 {x,) 为 (Nh-adic 拓扑 下 的 ) 一 个 
柯 西 序列 . ZI PS FE AJ Go, SU 0, BTA dye E 
JU M BER {i} 2g AJ. 

零 序列 (null sequence) JA “Fay gg je dij ". 

完备 化 (completion) 有 理 数 域 拓 广 成 实数 域 
方法 的 推广 . 设 光 是 有 单位 元 的 交换 环 R 的 理想 ， 
M H RR. ACM RA M 中 全 体 柯 西 序列 的 集 
合 ,CC(M) 通 过 定义 运算 

人 
成 为 尺 模 ,而 全 体 零 夯 列 的 集合 OMBER RF 
模 , 则 称 R M=C(M)/O(M) Æ 
M/( NRM) 
的 (作为 R-adic 拓扑 产生 的 度量 空间 的 ) 完 备 化 . E 
M= 二 R, 在 C(R) 中 定义 乘法 (zx,)， (yn) m Gru s Bt 
9(R) 成 为 交换 环 CCR) 的 理想 ,因而 
R = CIO) /0CR) 

是 交换 环 . AMF (a2 ECR), {r ECM), ME 
({a,} tOCR)) Cz, } 4-0CMD0— {art OCM), 
则 MRA RE RA REM 497g RA R 
M WY 3i-adic 完备 化 .完备 化 也 可 按 通 常 柯 西 序列 恒 

有 极限 来 刻画 ， 

扎 里 斯 基 环 (Zariski ring) 一 种 特殊 的 诺 特 拓 
扑 环 . 设 R EBRD NAR HAAR 中 每 个 理 
想 对 于 N-adic 拓扑 都 是 闭 的 , 则 称 R 是 关于 理想 9 


交换 环 与 交换 代数 


的 扎 里 斯 基 环 . BRE R 的 N-adic 完备 化 , 则 尺 是 
忠实 平坦 R 代数 , 当 且 仅 当 R 是 关于 尖 的 扎 里 斯 基 
XR.X oM BAUM CJ GO CR 的 雅 各 布 森 根 ). 

p-adic 整数 环 (ring of p-adic integers) 一 种 
特殊 的 环 .有理 整数 环 Z 对 于 素 理想 (p) 二 ppZ 的 完 
备 化 , 称 为 p-adic 整数 环 , 记 为 Z,.Z, 中 每 个 元 素 称 
为 p-adic 整数 , 它 可 惟一 表示 成 如 下 p-adic 展开 式 

@= ud wp ap OSSM 

Z, 是 局 部 环 , 它 有 惟一 极 大 理想 pZ, Z, 的 雅 各 布 
SUR J (2Z,) 二 {a€2Z,|ao 二 0}. 

p-adic 整数 (p-adic integer) 
环 ” 

理想 论 (ideal theory) 与 环 的 理想 密切 相关 
的 理论 . 它 是 交换 环 理论 的 重要 部 分 . 20 世纪 20 年 
IEU, h t Noether, E. ) 所 建立 的 一 般 交 换 环 上 
理想 的 准 素 分 解 理论 与 20 世纪 30 年 代 克 和 鲁 尔 
(Krull, W. ) 的 局 部 环 与 维 数理 论 . 这 一 理论 使 古典 
几何 建立 在 坚实 的 代数 基础 之 上 ,形成 了 代数 几何 
这 门 学 科 . 理想 论 也 是 代数 数论 的 重要 工具 ， 

理想 的 扩张 extension of an ideal) 反映 环 的 
理想 在 同 态 映射 下 的 变化 关系 的 概念 . 设 A, BEX 
换 环 ,f 是 A 到 B 的 同 态 映射 ,将 A 的 理想 a 的 像 
f(a) 在 B 中 生成 的 理想 记 为 a , 即 a==f(a)B= 
COL CB PAD |xi€Ef(a),y:EB}), 称 为 理想 a 在 
B 中 的 扩张 .而 A 的 理想 a 在 ARRATE S 的 分 
HA SUA 中 的 扩张 为 


«= [$ a€a,s ES), 


RZA bd BAB. Wb RRR OEA 
的 理想 ,F100) 称 为 理想 了 在 A 中 的 收缩 , 记 为 b. 
Xi b 是 素 理想 , 则 b^ 为 素 理想 . 关于 素 理 想 在 上 述 
扩张 下 的 动态 是 代数 数论 研究 的 重要 问题 之 一 . 

理想 的 收缩 Ccontraction of an ideal) J“ 3H 4B 
的 扩张 ”. 

素 谱 (prime spectrum) 在 交换 环 理 论 与 代数 
几何 中 起 重要 作用 的 概念 . 交换 环 R 的 全 体 素 理 想 
的 集合 称 为 R 的 素 谱 , 记 为 Spec R. 其 拓扑 意义 是 : 
若是 R 的 任意 理想 ,定义 

DE Spee RiP: 
则 所 有 这 些 V(7) 的 集合 适合 拓扑 空间 理论 中 对 闭 
集 的 公理 . Spec R 上 相应 的 拓扑 称 为 扎 里 斯 基 拓 
fh. 因此 , 环 的 素 谱 在 扎 里 斯 基 拓 扑 意义 下 构成 一 个 
拓扑 空间 . 同样 ,交换 环 R 的 全 体 极 大 理想 的 集合 
PA R 的 极 大 谱 , 记 为 Max RR. 

极 大 谱 (maximum spectrum) “RPE”. 

理想 的 根 (radical of an ideal) ” 环 的 一 种 特殊 
理想 . 含 给 定理 想 的 素 理 想 的 交 . 设 1 是 有 单位 元 的 
交换 环 R 的 理想 . 记 vV 了 二 {xz€ER| 存 在 正 整 数 n， 
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Wl“ p-adic 整数 


^ 与 代 8 


使 得 "EI, CE R ABBA / 1 OI VT 为 理 
想 了 的 根 . 当 TÆR 时 ,理想 了 的 根 是 R 中 包含 了 的 
一 切 素 理想 的 交 . Ev 了 二 了 , 则 称 7 为 根 理想 . 素 理 

根 理 想 (radical ideal) JL“ PHARAOH”. 

小 根 Cnil radical) 亦 称 谐 零 根 . 交换 代数 中 一 
种 特殊 根 . 有 单位 元 的 交换 环 ROBUR BAB DAR Ry 
WAR 的 小 根 , 记 为 Ng. Na 是 R 中 一 切 素 理 想 的 交 ， 
也 是 R 中 一 切 才 零 元 的 集合 . 

大 根 (large radical) DRIES Hh RR. 环 的 一 
种 特殊 根 . 有 单位 元 的 交换 环 R 的 大 根 是 R 中 一 切 
极 大 理想 的 交 , 常 用 .J(R) 表 示 . 

JOD -—(x€ R|1—xRGU(R)}, 
其 中 (R) 是 R 的 单位 群 . 

克 和 鲁 尔 维 数 (Krull dimension) 决定 环 结构 的 
一 个 参数 ,对 赋值 环 的 研究 有 重要 意义 . 设 了 是 R 
的 素 理 想 ,R 中 终止 于 ? 的 素 理 想 真 升 链 poCpiC 
eC», p 的 长 度 的 最 大 值 称 为 素 理 想 7 的 高 ， 
WA RAO). R 的 理想 a 的 高 是 包含 在 a 中 的 所 有 素 
理想 真 升 链 的 最 大 长 度 . 环 的 克 鲁 尔 维 数 是 指 R 中 
素 理想 真 升 链 长 度 的 最 大 值 , 记 为 dim R. 它 是 一 个 
非 负 整 数 或 ce. 例如 , 域 的 维 数 为 零 ,整数 环 的 维 数 
为 1. 一般 地 , 环 R 为 阿 廷 环 当 且 仅 当 R 为 诺 特 环 且 
dim R — 0. 

理想 的 高 Cheight of an ideal) 
数 ” 

理想 的 维 数 (dimension of an ideal? 
的 一 个 参数 . 对 交换 环 R 的 理想 ,将 R/u 的 克 重 
尔 维 数 称 为 理想 4 的 维 数 , 它 是 R 中 包含 4 的 素 理 
想 升 链 的 长 度 的 最 大 值 . 

准 素 理想 (primary ideal) 一 种 特殊 的 理想 . 
理想 论 中 理想 分 解 的 基础 . 设 和 是 交换 环 R 的 理想 
HQFR MRM R 中 任意 元 素 zx,y,xyEQ 且 x 人 & 
Q th A iE Mn EG y" € Q, WRR IER 的 准 素 理 
AB. 素 理想 是 准 素 理想 (AR AE EK FE R E 
想 . 

H E M (primary domain) 平行 于 素 环 的 概 
念 . 设 尺 是 交换 环 ,在 零 理想 是 准 素 理想 RRA 
HERBY. 换言之 ,R 除 窜 零 元 外 不 含 其 他 的 零 因 
子 . 整 环 是 准 素 整 环 , 准 素 整 环 的 克 德 根 是 素 理想 . 
准 素 理想 与 准 素 整 环 有 如 下 关系 :Q 是 R 的 理想 ,Q 
是 准 素 理想 当 且 仪 当 R/Q 是 准 素 整 环 . 

1H CE 3x JB 4B (associated prime ideal) 一 种 特 
殊 的 素 理 想 . 包含 给 定 准 素 理想 的 最 小 素 理想 . 若 Q 
是 环 尺 的 准 素 理想 , 则 Q 的 根 /Q =P 是 包含 Q 的 
最 小 素 理 想 , 称 P 是 QQ@ 的 相伴 素 理 想 ,也 称 属 于 QQ 
的 素 理 想 . 而 RA P 准 素 理想 .了 准 素 理 想 的 交 
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JL" yo SIR TE 


刻画 理想 


仍 为 尸 准 素 理 想 . 

P 准 素 理想 (CP-primary ideal) 见 “ 相 伴 素 理 
fA”, 

准 素 环 (primary ring) 接近 素 环 的 特殊 环 类 . 


一 个 有 单位 元 的 交换 环 尺 , 若 它 最 多 含 一 个 素 理 想 
P, WER R AERA. 例如 , 域 是 准 素 环 . 若 交 换 环 R 
的 准 素 理想 Q 有 极 大 理想 M 作为 其 相伴 素 理 想 ， 
则 R/Q 也 是 准 素 环 . 任意 满足 降 链 条 件 的 有 1 交换 
环 R, 可 惟一 分 解 为 诺 特 准 素 环 的 直 和 . 

理想 的 因子 (factor of an ideal) FRAN A, 
含 关系 . 是 整数 环 中 因子 概念 引申 到 环 的 理想 . 设 
A, BERR ROWSE. A ACB, WE BA 
4 的 因子 ,4 称 为 B 的 倍 . 

理想 的 倍 (Cmultiple of an ideal) 
pu 

理想 的 最 大 公 因 子 (greatest common divisor 
of ideals) ”整数 环 中 相应 概念 到 环 的 引申 . 设 芽 ， 
lasts In 是 环 R 的 理想 ,MM EW I; 的 公 因 子 ， 即 I; 
CM. 221 VE tads 的 任意 公 因 子 N Sy Æ M 的 因 
子 , 则 称 M 为 1 的 最 大 公 因 子 . 于 是 ,型 
想 Lislost sl, 的 最 大 公 因 子 M 是 惟一 确定 的 且 

M=I,+1,+°+1,. 

理想 的 互 素 (coprime of ideals) 整数 环 中 元 
KRESZMAWHE. RA BEARER KAS 
B 的 最 大 公 因 子 是 R, 即 4 十 8 二 R, 则 称 4 与 B 互 
素 . 硅 R 是 有 1 的 交换 环 ,R 的 理想 4,B 互 素 , 则 

A(|1B-—AB. 

FA ES] 3| 4 zE FE (Chinese remainder theorem) 
亦 称 孙子 定理 . 古典 孙子 定理 的 推广 . At HEPEPLLE 
I, 是 环 R 中 个 理想 , 则 它们 彼此 互 素 ( 即 :天 7 时 ， 
有 了 i 十 1 二 RR) 的 充分 必要 条 件 是 对 R 中 任意 个 元 
K C19C29 sans IFTE R 中 元 a 适合 同 余 方 程 组 

a — a; (mod J;) (i = 1,2,:*,2). 

这 等 价 于 在 映射 

frat Lom @thzthy ett) 
Fo 

R/ VL = R/I, © R/L, ® OR 

公元 ER, ITE OTRA PEM mA 
述 为 如 下 定理 : 设 Mis Mos *** sm, 是 两 两 互 素 的 整 
数 , 则 同 余 方 程 组 :zx 夺 a; (mod m;) (一 1,2, ,7) 对 
模 mm 二 mm2"…m, 有 惟一 解 


m 
LS 2 —7x,a,(mod m), 
n; 


见 “ 理 想 的 因 


其 中 


mov = ] (mod m,). 
m, 


FH 48 AY E (IK 2 f (least common multiple of 


ideals) 整数 环 中 最 小 公 倍 数 概 念 到 环 的 引申 . 设 
Tol, B R 的 理想 ,D 是 了 ,7T,,… ,7 的 一 
NAAR, BD DC1;,i=1,2,…,n, 且 车 S Æ lts 
I, 的 任 一 公信 , 则 S 是 D 的 倍 , 则 称 D 为 HEPPEPLLE 
I, 的 最 低 公 倍 . 

不 可 约 理想 (irreducible ideal) 与 可 约 理想 相 
反 的 概念 , 它 是 理想 分 解 的 基本 概念 . 设 浆 是 交换 
环 R 的 一 个 理想 , 若 尖 可 表 为 R 中 两 个 比 它 大 的 理 
想 的 交 , 即 R=ANMmB,NRCA<R(NR#A),NCBAR 
QUE B) MENR Æ ap 23 BERS o0 D] BE MN d np 24 
理想 . 素 理想 恒 为 不 可 约 理想 . 在 诺 特 环 中 ,不 可 约 
理想 必 为 准 素 理想 . 

可 约 理想 (reducible ideal) JL“ AR] 24 S 4B ". 

IS 18 AY AE XR SD fL ZA (primary decomposition of 
an ideal) ”理想 论 的 核心 概念 . gN E RAA 
18 25 90 BE ZENA BR T VER EB. N, 之 交 , 即 


N=, 


WE west NAL MER A SR N MKAN 的 准 素 分 
E. 具有 准 素 分 解 式 的 理想 称 为 可 分 解 理 想 ,否则 称 
为 不 可 分 解 理想 . 一 般 地 , 环 的 理想 未 上 必 有 准 素 分 解 
式 , 但 诺 特 环 的 每 一 个 理想 都 是 可 分 解 理 想 . 

可 分 解 理想 (Cdecomposable ideal) 见 “ 理 想 的 
准 素 分 解 式 ”. 

理想 的 极 小 准 素 分 解 式 (minimal primary de- 
composition of an ideal) ”特殊 的 交 分 解 式 . GHA 
能 再 缩短 的 . XR R 的 理想 30 的 一 个 准 素 分 解 式 
EWE: 

1. P,— N Q; I1SiSn 是 彼此 不 同 的 素 理想 ; 

2. QP NAQA): 
则 称 此 分 解 式 为 9U 的 极 小 准 素 分 解 式 .虽然 极 小 准 
素 分 解 式 不 惟一 ,但 是 {Pi,P;,,…,P,} 是 由 N 惟一 
决定 的 ,与 六 的 极 小 准 素 分 解 形 式 无 关 . PKP P2 
"P ANRT N 的 素 理 想 . 

孤立 素 理 想 (isolated prime ideal) 一 种 特殊 


的 素 理想 . 代数 几何 中 代数 簇 的 相应 概念 在 环 中 的 
S| A. EI R 的 理想 浆 有 极 小 准 素 分 解 式 
N= AQ, 

则 属于 N HJ A HE dH $e 之 一 人 
VQ,) 中 的 极 小 元 P; HAN 的 孤立 素 理想 ,而 中 
非 极 小 元 称 为 N BS d ACER BBA. TE E] PESE Y YQ: 
Bt SER Ay N BH vr HE E Ap 3 AR AE SEAT SCR T 
3t 的 孤立 素 理想 恰好 是 集合 {PE Spec R| PDR) 的 
全 部 极 小 元 . 孤立 与 角 入 来 源 于 代数 几何 中 相应 代 


交换 环 与 交换 代数 


数 簇 的 孤立 与 艇 入 概念 . 

ERAI SB (embedded prime ideal) 
素 理 想 ”. 

MERS (isolated primary component) 
见 “ 孤 立 素 理想 ”. 

BERN TE XE Ay xt (embedded primary component) 
见 “ 孤 立 素 理想 ” 

AER (Krull ring) 以 克 鲁 尔 (Krull,W. ) 
命名 的 一 类 重要 的 整 环 . 满足 下 列 条 件 的 整 环 R 称 
A 55S RF : 

1.3; P dE y 1 的 素 理想 , 则 其 局 部 化 Re 是 
离散 赋值 环 ( 参 见 " 赋 值 论 7”). 

2. R 是 所 有 这 些 离散 赋值 环 Rp 的 交 . 

3. 对 于 R 中 非 零 元素 a, 包 含 a 且 高 为 1 的 素 
SHARMA A BR +. 

FEL ORB TERE SK ON 存在 
惟一 确定 的 高 为 1 RB EMR N Ehr 
逆 分 式 理想 相等 ). 戴 德 金 整 环 .一般 的 整 闭 诺 特 整 
环 都 是 克 鲁 尔 环 . 

it EX EX (Prüfer domain) 一 类 特殊 的 
整 环 . 设 R 是 一 个 整 环 ,K 是 它 的 分 式 域 , 若 对 于 R 
的 每 个 素 理想 p. A, 都 是 赋值 环 , 则 称 R 是 普 台 
尔 整 环 . E R 是 普 吕 费 尔 整 环 ,K 是 它 的 分 式 域 ,而 
V 是 介 于 R 和 KK 中间 的 一 个 赋值 环 , 则 必 有 RR 的 
一 个 素 理想 p 使 得 V=R,. 

孤立 集 (isolated set) 由 素 理想 组 成 的 特殊 集 
合 . 属于 可 分 解 理想 的 素 理 想 的 一 个 对 包含 封闭 的 
TR GN EA BE TR 的 素 理想 的 集合 
三 称 为 孤立 集合 ,是 指 :者 已 是 属于 习 的 素 理想 且 
Peres Ml Pes. 

fj SF (symbolic power) 特殊 的 收缩 理想 . 
在 有 1 的 交换 环 R 中 ,一 个 素 理 想 忆 的 攻 P" 未必 
是 准 素 的 . 符号 寡 就 是 构造 一 个 由 DP" 确定 的 准 素 理 
想 . S, — RNP ERATE, P Sr P" FER 中 的 收缩 
理想 为 P 的 n 次 符号 窒 , 记 为 P”, 即 

P=SFP"'NR. 
Pg P EREB dE P" LER AY MP =P" 在 
诺 特 环 中 ,因为 P" 有 极 小 准 素 分 解 
P= Q, 
所 以 PP 必 等 于 某 个 P= VQ. ftd; P=P, N 
Qi 一 已" 是 P" 的 孤立 准 素 分 文 . 

克 鲁 尔 交 定理 (Krull intersection theorem) 
关于 交换 诺 特 环 的 真理 想 的 定理 . E E S R 
(Krull, W. ) 建 立 的 著名 定理 . KER STW 
有 1 的 诺 特 环 R 的 真理 想 , 且 为 准 素 整 环 , 则 . 

1.91 的 一 切 寡 的 交 恒 为 零 , 即 癌 六 一 (0). 


SPA 


DL“ DRZ 


环 与 Nu 数 


2. d 9t JS R LB, NN 85 — UL E 5 REN RA 

2E , Bll 
Aue = (0). 

主 理想 定理 (principal ideal theorem) W fF I 
理论 中 的 基本 定理 . 设 A= (4) 是 交换 诺 特 环 R 的 
Fe SE RE OW 忆 , 则 素 理想 的 真 降 链 PAP OP 32 
终止 于 Pl. ER Krull, W. ) 又 将 此 定理 推广 到 A 
sa DER 的 情况 ,并 证 明了 此 时 素 理 想 
降 链 必 终 止 于 P,. 

交 的 惟一 分 解 定理 (unique decomposition the- 
orem for intersection) 交换 诺 特 环 理论 的 基本 年 
理 , 也 是 理想 论 的 核心 . AR 是 交换 诺 特 环 , 则 R 中 
任意 理想 N 都 有 极 小 准 素 分 解 式 

N=NQ.. 
# P= VQ, G=1,2, n), M (IP,,P, PU 
由 3t 惟一 确定 的 ,与 习 HR NAE KR KR ATS 
(P, P,e P ERF N 的 一 个 素 理 想 孤立 集合 ， 
则 


LIE (a; $25, *7* 


NQ; 
EA N A ERE, SRD MER TERR. 

AC B HE — 4r f E BE OA A FR CNoether, E. ) F 
1921 年 在 交换 环 中 引 和 人 极 大 条 件 后 建立 的 .由 于 受 
代数 几何 发 展 的 促进 ,需要 研究 多 项 式 环 的 理想 理 
论 ,这 个 理论 的 一 个 重要 问题 是 判断 一 个 多 项 式 是 
BB FHS foot Sf) ,判断 的 方法 就 是 把 (万 ， 
fast sf) A RON ER BB AB I AZ. 

se FR B3 TE — 4 FE GE FZ (unique decomposition 
theorem for product) az B 4E — ^ fit sg PE TE A 
位 元 的 诺 特 环 中 的 应 用 . KE: AOR EA] 
的 交换 诺 特 环 , 则 R 的 每 个 理想 4 都 可 表示 成 两 两 
互 素 的 理想 A; 的 乘积 , 即 ASAA: An HET A; 
不 能 再 分 解 成 两 个 互 素 理 想 的 积 , 诸 A 由 4 惟一 
确定 . 

希 尔 伯 特 基 定 理 (Hilbert basis theorem) Z 
换代 数 中 的 重要 定理 ,也 是 代数 几何 的 基本 定理 . A 
R 是 有 单位 元 的 交换 诸 特 环 , 则 多 项 式 环 Rx xs 
…,x,] 也 是 诺 特 环 ,这 就 是 希 尔 伯 特 基 定 理 . 由 此 得 
出 域 上 多 项 式 环 FLxi ,xs，… ,Xj 与 整数 环 上 多 项 式 
环 ZLxi,xs，,"… ,Xj 具有 基底 条 件 ,从 而 使 诺 特 环 的 
理想 理论 在 代数 几何 中 有 重要 作用 . 

半 局 部 (交换 ) 环 (semilocal (commutative ) 
ring) 含有 限 个 极 大 理想 的 环 类 . 设 尺 是 有 单位 元 
WAR AR 仅 有 有 限 个 极 大 理想 , 则 称 R AW 
半 局 部 环 . 诺 特 拟 半 局 部 环 称 为 半 局 部 环 . 用 (R， 
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Mo mMm e, Mm X ZR JR X SR AH OA m,m, m, 的 
( 拟 ) 半 局 部 环 . 但 要 注意 : 

1.( 拟 ) 半 局 部 环 可 以 在 一 般 结 合 环 中 定义 . 

2. 有 些 文献 将 拟 半 局 部 环 称 为 半 局 部 环 ,而 将 
半 局 部 环 称 为 诺 特 半 局 部 环 . 

拟 半 局 部 环 (quasi-semilocal ring) 
(交换 ) 环 ” 

局 部 (交换 ) 环 (local (commutative) ring) XE 
局 部 环 的 子 类 . 它 是 仅 含 一 个 极 大 理想 的 环 类 . 设 尺 
是 有 1 的 交换 环 AR MA PRA m, MER 
为 拟 局 部 环 , 记 为 CR,m). 环 尺 是 拟 局 部 环 当 且 仅 
当 R 有 理想 m 使 RN —U CROCR 的 单位 群 ), 即 R 
的 全 体 非 单 位 构成 R 的 极 大 理想 . 诺 特 拟 局 部 环 称 
为 局 部 环 . 局 部 环 (R,m) 的 克 鲁 尔 维 数 为 一 切 m 准 
素 理 想 的 生成 元 的 最 小 个 数 ,从 而 是 有 限 的 . 

拟 局 部 环 (quasi-local ring) 见 “ 局 部 环 ” 

正则 参数 系 (regular system of parameters) 
用 来 刻画 正则 局 部 环 的 概念 . 若 (R,m) 是 克 鲁 尔 维 
数 为 7 的 局 部 环 , 则 m 中 存在 r 个 元 素 aoa 
ars ENA BOR) BE N= (a1,4a,,…,a,) 是 m 准 素 理 
HB. m= JT AL ay saree sa, FEA R AT 
参数 系 . BA N= (a.a sa) SF m, D gk (aa, 
aA R 的 正则 参数 系 . AR, m) EBA r= 
dimR, H F=R/m, W R 的 参数 系 在 R BO FR 
F(=F) 上 线性 无 关 . 局 部 环 (R,m) 有 正则 参数 系 ， 
4 AMY m/m? 作为 上 的 向量 空间 有 dimzr(m/ 
m^) —dim R; 又 当 且 仅 当 相伴 分 次 环 Gs CO [Al 
上 多 项 式 环 Flti ,ti,*… ,i,]. 

参数 系 (system of parameters) 
AU. 

正则 局 部 环 (regular local ring) 局 部 环 的 子 
类 . 有 正则 参数 系 的 局 部 环 (R,m) 称 为 正则 局 部 环 . 
Bl m 可 由 dimR 个 元 素 生 成 .例如 , 域 上 个 变 
ELIE sh ERM FLL. reser, 是 E E 
局 部 环 . RSE, ott ,xij 是 代数 闭 域 F 上 多 项 
WA M= (Eis 225° tn) WBE Rs 也 为 正 
则 局 部 环 . 克 和 鲁 尔 维 为 7 的 局 部 环 (R,m) 是 正则 的 
充分 必要 条 件 是 m/m? 是 R/m E r 维 癌 量 空间 . 

代数 集 (algebraic set) ”特殊 的 集合 . ERAT 
个 多 项 式 的 公共 根 的 集合 ,是 与 代数 簇 密切 相关 的 
概念 . 设 S 是 域 K 上 多 项 式 环 Ks oes °°" x, 1K) 
若干 个 多 项 式 的 集合 ,; 记 VC(S)=={(a1yazs,"** an) E 
天 "| Claisazs ,ad,) 二 0, 对 任意 fES) 为 S$ 中 所 有 
多 项 式 的 公共 根 的 集合 . 对 于 K 中 子 集 了 , 若 存 在 
集合 SCK[zi,zxs，… ,x, 使 得 T= 二 V(S), 则 称 了 为 
一 个 代数 集 . 故 V(S)=V((S)). 因 此,K” 中 每 个 代 
数 集 缘 为 了 (Ci 的 形式 ,其 中 


见 “ 半 局 部 


见 “ 正 则 参数 


NEIK rie wey egal, 

称 VR) Ay SUB OMT AN BSE. 代数 集 的 交 与 空 
BE O=VCK Lastest tr) DUR K =V ORA 
代数 集 .友之 , 设 4 是 K 的 一 个 子 集合 , 若 IA = 
fm rn€Kin:ixe5—mllfGioa5 
a,) —0,V (aia; sa) € A}, MM ICA) IK [ni zo; 
62, HERZ SE 4 对 应 的 多 项 式 理 想 . 另 一 方面 ， 
当 开 为 代数 闭 域 时 , 开 " 中 代数 集 的 全 体 AY 
天 [zi ,zz 中 根 理想 的 全 体 KR 在 映射 I: A> 
ICA), V: RN>V QU FIGAE€ A € FORE REE—— HH 
应 的 . 

可 约 代 数 集 (reducible algebraic set) 一 种 特 
殊 的 代数 集 . 与 代数 簇 是 一 对 相 斥 概念 , 即 代数 系 可 
否 并 分 解 . 对 域 K 上 仿 射 空间 K" 中 代数 集 了 , 若 存 
FERRE VV, HIG V=V UV: H VCV OV, Æ 
V), VCV (VÆV), WFK V 是 可 约 的 ,否则 称 V 是 
不 可 约 的 .不 可 约 代数 集 也 称 为 代数 簇 . 当 是 代 
数 闭 域 时 ,K” 中 每 个 代数 集 恒 可 表 为 有 限 个 彼此 不 
互相 包含 的 代数 簇 的 并 . 

RHR (algebraic variety)” 见 “可 纹 代 数 集 ”. 

希 尔 伯 特 零 点 定理 (Hilbert null theorem) % 
换代 数 中 的 基本 定理 . 设 天 是 域 F 的 代数 闭 扩 域 ， 
9t«[K[xiszosttt stn], AF Klas rest stn EEI 
环 ,所 以 存在 开 Lziyzz， zj] 中 有 限 个 多 项 式 使 得 
JU Cfi s foot S0. 项 尔 伯 特 零点 定理 断言 : 若 六 
是 K|xi5225* x, IS CER AB , Wl N 中 所 有 多 项 式 在 
K rP ER ZSERR BUE V OD = (G2 a: a0 € K" | 
flasa san) 20 (V £€ 3D) 天 好 .换言之 ,对 于 
多 项 式 Sad vy te Ra | l&Cf, 
Fases fd WBA S x20 G=1,2, 
…,m) 在 代数 闭 域 K 中 必 有 解 .但 是 ,当天 不 是 代 
数 闭 域 时 ,此 结论 不 真 . 

JA (integral element) 有理 整数 概念 在 环 
论 中 的 推广 . 设 S 是 有 1 的 交换 环 R 的 一 个 子 环 ,a 
是 R 中 的 一 个 元 素 . 告 a 是 SLzj 中 某 个 首 项 系数 为 
1 的 多 项 式 fixzr-aux 十 十 ay 的 根 , 则 < 
RAS 上 的 整 元 素 , 简 称 < S 上 是 整 的 ;而 方程 
性 十 az +e +4a,=0 RA a ES 上 的 整 相 关 方 
FE. 

$ tH 2 7j FE (integrally related equation) JW, 
“IR”. 

整 闭 包 (integral closure) Rip rn fe X EL 
推广 . 设 S 是 有 1 的 交换 环 R 的 子 环 ,R 在 S 上 的 
整 元 素 的 全 体 它 = 二 {rE RIz 在 S$ 上 是 整 的 } 是 R 的 
子 环 , 称 为 S 在 R 中 的 整 闭 包 .在 宪 ==S HS 在 
R 中 整 闭 . 车 R= 名 , 则 称 R 在 S 上 是 整 的 ,此 时 R 
BRAS 的 整 性 扩张 . 


交换 环 与 交换 代数 


整 闭 (integrally closed) 见 “" 整 财 包 ”. 


整 (性 ) 扩 张 (integral extension) W “# W 
包 ”. 
前 导 子 理想 (conductor ideal) 一 种 特殊 的 极 


大 理想 . 设 R 是 整 环 ,R Æ RERA K 中 的 整 闭 
包 . 若 .=={r€ERIrRCR), 则 .是 R 的 理想 ,也 
是 的 理想 , 称 SF BRER PRS T. WSF 
是 R 的 极 大 理想 ,也 是 的 极 大 理想 . 

整 闭 整 环 (integrally closed domain) 亦 称 正 
规 环 . 刻画 戴 德 金 整 环 的 重要 概念 . OE ER REE 
的 商 域 中 整 闭 , 称 R 为 整 闭 整 环 . 例如 ,单一 分 解 
环 .赋值 环 均 是 整 闭 整 环 . 整 闭 性 是 局 部 性 质 . 

正规 环 (normal ring) 即 “ 整 闭 整 环 ” 

戴 德 金 整 环 (Dedekind domain) 一 维 诺 特 整 
闭 整 环 . 整 环 R 称 为 戴 德 金 整 环 . 若 满足 以 下 三 个 
条 件 : 

1. R 是 诺 特 环 . 

2. R 在 其 商 域 中 整 闭 . 

3. dm R— 1 CR: P dim 表示 克 鲁 尔 维 数 ), 也 即 
R 不 是 域 且 非 零 素 理想 均 为 极 大 理想 . 

在 戴 德 金 整 环 R 中 每 个 准 素 理 想 均 为 素 理想 
的 舌 , 从 而 每 个 非 零 理 想 均 可 惟一 (不 计 因 子 次 序 ) 
地 表示 为 有 限 个 素 理 想 的 积 . 由 库 默 尔 (Kummer， 
E. E. ) 开 创 , 戴 德 金 (Dedekind, (J. W. OR. ) 所 建立 
起 来 的 戴 德 金 整 环 的 理论 已 十 分 完整 ,但 有 些 重要 
的 诺 特 环 ,例如 , 域 尺 和 整数 环 Z 上 多 项 式 环 天 Lzi， 
Za La ZUra r, | 均 非 戴 德 金 整 环 . 

分 式 理想 (fractional ideal) [th EB 4H BT B9 — 
种 理想 . 它 由 整 环 的 商 域 中 元 构成 . 设 天 是 整 环 R 
Km. AX ERE K 的 子 模 , 并 且 存 在 天 中 非 零 
元 8 使 得 8BXSR, 则 称 X ARPS. A 
时 为 了 区 别 , 把 R 的 理想 称 为 整理 想 . 整理 想 都 是 
R BRAH. Æ 01,05, 7,0, 是 天 中 元 素 , 则 OR 
+d,R+ FoR p R 的 分 式 理 想 , 称 为 由 019005 
…,6, 所 生成 的 分 式 理想 . 特别 地 ,由 天 中 一 个 元 素 
6 生成 的 分 式 理想 OR EROS R 的 主 分 式 理想 ,也 记 
AO). 当 aE€R 时 , 主 分 式 理想 (4) 就 是 主 整 理想 . 

整理 想 (integral ideal) 见 “ 分 式 理 想 ” 


主 分 式 理想 (principal fractional ideal) 见 “ 分 
式 理想 ”. 
Ay i% H 4 (invertible ideal) 一 种 特殊 的 分 式 


理想 . 它 是 类 比 于 可 逆 元 而 命名 的 . 设 天 是 整 环 R 
的 商 域 ( 即 分 式 域 ),X 是 R 的 非 零 分 式 理想 . A 
Xi!={yEK|yXCR)=(R : X), 
则 X 也 是 分 式 理想 , 称 为 XX 的 逆 理 想 . XX = 
X-IXCR, 但 一 般 XX TAR. € XX =R 成 立 , 则 
称 X 为 可 逆 理 想 . 
jt FB 48 (converse ideal)” 见 “可 道理 想 ”. 
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容许 理想 理论 (admissible ideal theory)  $& 3$ 
的 一 种 特殊 性 质 . 它 作 为 戴 德 金 环 的 判定 条 件 . EE 
环 RR 的 所 有 非 零 分 式 理想 做 成 群 , 则 称 R 容许 理想 
理论 . 设 G(R) 是 R 的 所 有 非 零 分 式 理想 的 集合 . 由 
于 两 个 分 式 理想 X,Y 的 乘积 (与 整理 想 的 积 同样 定 
MOXY 也 是 分 式 理想 且 适 合 交 换 律 与 结合 律 ,而 R 
ENTRAR H RX — X Br A G(R) 是 有 单位 元 的 交 
换 半 群 . 当 OR 是 戴 德 金 环 时 ,R 中 每 个 非 零 分 式 理 
想 都 是 可 道理 想 , 因 此 ,G(R) 构 成 一 个 群 , 称 G(R) 
AR 的 全 分 式 理想 群 .于 是 , 整 环 R 是 戴 德 金 环 的 
充分 必要 条 件 是 G(R) 为 乘法 群 , 即 R 容许 理想 理 
Ve. 也 等 价 于 下 面 两 个 条 件 : 

1. 对 R 的 非 零 理想 A,B, Æ 4CB, 则 存在 R 
的 理想 C 使 得 A-— BC. 

2. R 的 每 个 非 零 真理 想 恒 可 表 为 有 限 个 极 大 整 
理想 的 乘积 . 

全 分 式 理想 群 (group of all fractional ideals) 
见 “ 容 许 理想 理论 ”. 

主 分 式 理 想 群 (group of principal fractional 
ideals) 戴 德 金 整 环 的 全 分 式 理 想 群 的 子 群 . 设 
P(R) 表 示 戴 德 金 整 环 的 一 切 非 零 主 分 式 理想 的 集 
合 , 由 分 式 理想 的 乘法 知 : 

(a)(8)— (ag), (a) —(a b, 
因此 ,PCR) 做 成 一 个 交换 群 , 称 为 R 的 主 分 式 理想 
群 . 

理想 类 和 群 (ideal class group) 衡量 戴 德 金 环 
与 主 理想 整 环 相距 程度 的 群 . 设 G(R) 是 戴 德 金 环 R 
的 全 部 分 式 理想 所 构成 的 群 ,P(R) 是 主 分 式 理想 
BE. 它们 都 是 交换 群 旦 PC(R) 是 G(R) 的 子 群 ,其 商 
BEGOGO/PCGQO —IGOSK R 的 理想 类 群 . R 的 每 
个 分 式 理想 a 在 1(R) 中 的 像 称 为 a 所 在 的 理想 类 . 
于 是 ,两 个 分 式 理想 a,b 同属 于 一 个 理想 类 当 且 仅 
当 在 R 的 商 域 K 中 存在 非 零 元 素 & 使 4 二 (4)b. 所 
IRENE, SAMS PCR) =G(R); XH 
124 RY ET ES EH; MM BL UR RA 
EHEH. 

理想 类 (ideal class) Ji“ EE XH”. 

拟 相 等 (quasi-equal) 相等 概念 的 推广 . 设 天 
是 整 环 R 的 商 域 . R 中 两 个 非 零 分 式 理想 X, Y, E 
其 逆 分 式 理 想 X 7.Y F, AX SY VER X, 
Y 拟 相 等 , 记 为 X~Y. 拟 相 等 是 R 中 全 体 非 零 分 式 
理想 的 一 个 等 价 关 系 . 在 戴 德 金 环 中 , 拟 相 等 与 相等 
是 一 致 的 . 引 人 和 人 拟 相等 的 概念 来 代替 相等 ,可 使 一 些 
重要 的 诡 特 环 类 (但 非 戴 德 金 环 ) ,例如 域 下 ,整数 环 


Z 上 多 项 式 环 Flz ; 4X2, *** £a oZz: s23 °" (5 B, 
有 类 似 于 戴 德 金 环 的 容许 理想 理论 . 
拟 因 子 (quasi-factor) 对 拟 相 等 而 言 的 因子 . 


XY 是 民 的 分 式 理想 ,各 其 着 分 式 理想 X VY 有 
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X CY ，, 则 称 X 是 了 的 一 个 拟 因子 ,或 了 是 X 的 
SME, Hid A XY MYSX. X«Y. HNŽ 
X YCR,ZHfDUÉRTETE R 的 整理 想 4 使 4X 拟 相 
SET Y. Bm XY VR X MERY. 在 戴 德 金 
环 中 , 拟 整除 与 整除 是 一 致 的 . 

拟 整除 (quasi-divisibility)” 见 “ 拟 因 子 ”. 

群 定理 (group theorem) 类 似 于 戴 德 金 环 的 
容许 理想 理论 . 设 天 是 整 闭 整 环 REAR K RA 
一 切 非 零 分 式 理想 按 拟 相等 “一 ”做 等 价 分 类 ,X 所 
在 的 类 用 !{(X} 表 示 . 若 C 表示 R 中 一 切 非 零 分 式 理 
AE 5 fri Bg SE EXSY} XY S A(R) 
G 的 单位 元 ， 

(X) !—(X j—t0y€K|yXCRj, 
则 G 构成 群 . 因此 , 整 闭 整 环 R 的 全 体 分 式 理想 按 
拟 相等 的 等 价 类 的 集合 构成 一 个 群 ,这 就 是 群 定理 . 
群 定 理 不 要 求 R 是 诺 特 环 . 由 于 在 戴 德 金 环 中 拟 相 
等 与 相等 、 拟 整除 与 整除 一 致 ,所 以 戴 德 金 环 的 理论 
是 诺 特 整 闭 整 环 理论 的 特例 . 
R 稿 THK EBE RUF 
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非 结 合 环 与 非 结 合 代 数 (nonassociative rings 
and nonassociative algebras) ”抽象 代数 学 的 一 个 
重要 分 文 ,与 结合 环 和 结合 代数 理论 在 概念 与 术语 
的 使 用 上 、 问 题 的 背景 与 提出 的 方式 上 、 讨 论 中 的 思 
路 与 解决 问题 的 方法 上 都 有 密切 联系 .各 集合 尺 上 
有 两 个 二 元 运算 :加 法 “十 ”和 乘法 “。”, 而 且 : 

1.(R, 十 ) 是 加 法 群 ; 

2. R 的 乘法 “%。” 对 其 加 法 “十 ”满足 分 配 律 , 即 
对 任意 ryzC€ R,TE. 

Caty) *z=axe2ztyeez, 
z*(aty)=z*axrt2z° y; 

则 称 (R, 十 ,，。) 是 一 个 非 结合 环 . 进而 ， 

3. 右 (CR, 十 ) 是 域 环 上 的 线性 空间 , 且 对 任意 a 
EF, È x, yERA 

a(x*y) = (ax) + y = zx » (ay); 

则 称 (R, 十 ,。) 是 域 上 的 一 个 非 结 合 代数 . 也 称 
非 结合 环 ,. 非 结合 代数 为 分 配 环 和 分 配 代 数 , 设 (4， 
十 ,。) 是 一 个 非 结合 代数 , 若 它 对 其 乘法 满足 结合 
律 或 交错 律 或 在 尔 当 律 或 雅 可 比 恒等式 等 ,就 分 别 
称 其 为 结合 代数 .交错 代数 SE AC RGR SRL E 
代数 等 .因为 ,结合 环 必 为 非 结 合 环 ,每 个 结合 代数 
都 是 非 结 合 代 数 , 所 以 , 字 头 “ 非 ” 意 味 着 乘法 满足 结 
合 律 与 不 满足 结合 律 的 环 与 代数 的 总 和 . 由 于 结合 
环 与 结合 代数 的 研究 工作 起 步 早 .成 果 多 ,已 自 成 系 


统 , 所 以 在 非 结 合 代数 与 非 结 合 环 理论 中 通常 将 那 
些 “ 结 合 的 ”系统 排除 在 外 . 同样 道理 , 李 代 数 已 形成 
独立 局 面 ,而 不 再 被 包含 在 一 般 非 结合 代数 中 . 

一 些 重要 的 非 结 合 代 数 是 受到 量子 力学 、 统 计 
物理 等 刺激 发 展 起 来 的 ,但 是 在 其 代数 结构 的 理论 
探讨 上 ,可 以 说 ,基本 上 是 沿 着 结合 代数 结构 理论 的 
路 子 向 前 发 展 . 如 引入 理想 、 同 态 、 商 代数 、 根 、 直 和 、 
链条 件 、 半 单 等 概念 ,分 别 讨论 各 种 类 型 非 结 合 代数 
的 韦 德 伯 恩 定理 存在 的 可 能 性 等 . 

在 这 个 分 支 中 ,到 目前 为 止 ,研究 成 果 比 较 令 人 
满意 的 是 客 结 合 代 数 、 凯 莱 代 数 、 千 尔 当 代数 、 非 交 
换 若 尔 当 代数 、 交 错 代 数 等 . 

非 结 合 环 (nonassociative ring? 
与 非 结 合 代 数 ”. 

非 结 合 代 数 (nonassociative algebras) 
结合 环 与 非 结 合 代数 ” 

TERESA HR BAY SH Fil (derived series of a nona- 
ssociative algebra) 由 非 结 合 代 数 4 的 一 系列 子 
代数 组 成 的 一 个 序列 . 知 4 是 域 上 的 一 个 非 结 合 
代数 , 记 AP =A, AP = AO AO = AA, AG = 
A? A9, oe, MB A,A? , e, AM, oo E. A 的 导出 
9j. 导出 列 概念 以 及 由 它 引 出 的 可 解 性 概念 在 处 理 
非 结 合 代 数 的 根 的 存在 性 问题 可 以 看 做 是 结合 代数 
PRA ERS HE. 

A) fH HEH (solvable algebra) —2& dE £& & 4X 
数 . 设 4 是 域 尺 上 的 一 个 非 结合 代数 , 知 有 正 整 数 
n 使 得 在 其 导出 列 中 AYP -—0,W$& 4 是 个 可 解 代 
数 . 非 结合 代数 4 的 理想 了 本身 是 可 解 代 数 时 , 称 I 
是 4 的 一 个 可 解 理想 .可 解 代数 的 子 代 数 是 可 解 
的 ,可 解 代数 的 同 态 像 是 可 解 的 . 对 于 结合 代数 而 
言 , 可 解 理 想 与 医 零 理想 是 一 致 的 . 非 结 合 代 数 A 
是 可 解 的 当 且 仅 当 4 的 理想 工 及 商 代 数 A/T HE 
可 解 的 .同时 ,4 的 任意 两 个 可 解 理想 之 和 仍 是 可 解 
的 ,因此 , 非 结合 代数 中 的 可 解 性 概念 类 似 于 结合 代 
数 中 的 寡 零 性 ,由 此 可 定义 非 结 合 代 数 4 的 根 与 半 
单 性 . 

可 解 理 想 (solvable ideal)” 见 “可 解 代数 ”. 

T. E JE S HA (nilpotent nonassociative al- 
gebra) 一 类 特殊 的 非 结 合 代数 . 设 4 RMP Lm 
一 个 非 结 合 代数 , 若 有 正 整 数 ”使 得 4 中 任意 个 
元 素 以 任何 顺序 相 乘 之 积 均 为 0, 则 称 4 EF EX 
零 的 非 结合 代数 . 非 结 合 代数 4 的 理想 工 称 为 是 需 
零 理 想 RTH TAS ALES). 任何 才 零 理想 必定 是 
可 解 的 . 帘 零 性 问题 是 非 结 合 代 数 与 非 结 合 环 的 根 
理论 中 重要 问题 之 一 ， 

FEA ARAM BS BA (nilpotent ideal of a 
nonassociative algebra) — JL “#EAAEBORR”. 

非 结 合 代 数 的 中 心 (center of a nonassociative 


见 “ 非 结合 环 


见 “ 非 


非 结 合 环 与 非 结 合 代数 


algebra) ”给 定 的 非 结 合 代数 的 一 个 特殊 子 代 数 . 
设 4 是 域 上 的 一 个 非 结 合 代数 , 它 所 有 与 每 个 元 
素 都 可 交换 且 可 结合 的 元 素 构 成 的 子 集 C RA A 
的 中 心 , 亦 即 4 的 元 素 c 属于 其 中 心 C, 当 且 仅 当 对 
任意 zyyE4 恒 有 zc 一 cz (zy)c=xzlyc), (xo y — 
acy) clay) = (cx) y. 任意 非 结合 代数 的 中 心 本 身 
是 个 交换 的 结合 代数 .任意 单 非 结合 代数 的 中 心 或 
为 40} 或 为 域 . 

非 结 合 代 数 的 核心 Cnuclear of a nonassociative 
algebra) ”给 定 非 结 合 代数 的 一 个 结合 子 代数 . X 
4 是 域 尺 上 的 一 个 非 结合 代数 ,4 的 元 素 a 属于 它 
的 核心 D 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 x,y€E A 有 

(aix. y) = Cr,d,yy) = (Ty 4) = 0. 
A a,bED, 那 么 对 任意 xz,y€E A 有 
(ab,r,y)-— a(b,r,y) + (a,b,2)2y 
436249) — (aby) 
Ex ! 
(参见 “结合 子 ”). 因此 ,D 是 4 的 一 个 结合 的 子 代 
数 . 

非 结 合 代 数 的 根 (radical of a nonassociative al- 
gebra) 非 结 合 代 数 的 重要 概念 . 指 有 限 维 非 结合 
代数 的 惟一 的 极 大 的 可 解 理 想 , 它 包含 该 代数 的 所 
A RRB. A N 是 域 尺 上 有 限 维 非 结 合 代 数 A 
的 根 , 则 商 代数 A/N 不 含 非 零 可 解 理想 . 在 处 理 结 
合 代数 与 非 结 合 代数 的 根 问 题 时 难于 采取 完全 平行 
的 办 法 ,因为 到 零 理想 与 可 解 理想 并 不 总 是 一 致 的 . 

非 结 合 代 数 的 形 心 (centroid of a nonassocia- 
tive algebra) ”给 定 的 非 结 合 代 数 的 所 有 线性 变换 
做 成 的 代数 的 一 个 子 代数 . 设 4 是 上 的 一 个 非 结 
ARE LOARE F EM Ba 4 的 所 有 线性 变 
换 做 成 的 代数 ,4 上 的 线性 变换 ec L(A) 属 于 4 的 
形 心 卫 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 z,yE4, 恒 有 

OZz)y 一 ZOCy) 一 CCZy)， 
AA L 表示 代数 A 上 由 x 导出 的 左 乘 变 换 ,R, 代 
表 4 上 由 开导 出 的 右 乘 变换 , 则 PEZL(4) 在 A 的 形 
心 荆 中 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 zE A, GL, = 
LP) 9R,= RY. 

结合 子 (associator) 在 非 结 合 代 数 中 用 来 度 
量 给 定 的 三 个 元 素 结合 性 的 一 个 元 素 . 设 4 是 非 结 
合 代 数 , 对 任意 z,y,zE4, 称 (zyyy,z) 一 (zy)z 一 
LDA my 2c 的 结合 子 .在 结合 代数 中 ,每 个 结合 
子 都 是 0. 在 交错 代数 中 ,对 任意 两 个 元 素 z,y BA 

(£s£zsy)=(ysz;x)=0. 
在 若 尔 当 代数 中 ,对 任意 两 个 元 素 z,y 恒 有 (zy,y， 
7X )= 二 0. 结合 子 对 于 x,y,z 三 个 分 量 来 说 都 是 线性 
BJ. 

XA (involution) 代数 学 的 基本 概念 . 18 dE ZU 
合 代 数 的 一 种 周期 为 2 WR BBR. a A 是 域 
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六 上 的 一 个 非 结 合 代 数 , 双 射 x i-r cA i 
AE 

Caty)"=2"*+y", (xy)'—»y'mx", x''—zx, 
则 称 * 是 4 的 一 个 对 合 . XX EO Bod ITE RK 
分 析 中 . 在 一 个 有 对 合 * 的 非 结合 代数 中 ,由 形 如 
rx" ,XT 十 ZX* 的 元 素 的 性 质 来 推断 整个 代数 的 性 质 
是 主要 人 研究 课题 之 一 . 

MSE RAW (normed algebra) 一 类 非 结 合 代 
数 . 设 4 是 域 尺 上 一 个 有 限 维 非 结 合 代数 , {ei ,es， 
nd TE A 在 上 的 一 个 基 , 任 取 aE4, 必 可 惟一 
确定 地 表 为 

a=a;e: Haz: H" Haner a; € F, 
FATE, MLE la| =a tate tai a A 
对 于 这 个 基 的 “ 模 ”. 若非 结合 代数 4 对 于 其 某 个 基 
BS BE E abl = lallo], V a,bE€4, 则 称 A4 是 F 上 
的 一 个 赋 范 代数 . 

恒等式 的 线性 化 (linearization of an identity) 
非 结 合 代数 学 中 经 常 使 用 的 一 种 技巧 . 是 对 恒等式 
的 一 种 特定 的 变化 . 把 恒等式 中 的 一 个 变 元 x 用 两 
个 变 元 cy 之 和 xz 十 y 代替 ,推演 出 更 一 般 的 恒 等 
X. 例如 , 设 A 是 域 玉 上 的 一 个 非 结合 代数 ,那么 任 
意 zE4 都 满足 恒等式 

ly | See = (x) 
用 rty 代替 上 式 之 zx, 得 - 

Le + yx +y ]= Lry] + [yz] = o0, 

即 [x,yj== 一 Ly,xj, 这 个 恒等式 即 称 为 是 恒等式 
(x ) 的 线性 化 . 

中 心 非 结合 代数 (central nonassociative alge- 
bra) 一 类 特殊 的 非 结 合 代 数 . 它 的 形 心 恰好 是 它 
的 基础 域 . 亦 即 与 所 有 左 乘 变换 和 右 乘 变换 都 可 换 
的 线性 变换 只 能 是 由 基础 域 中 元 素 导 出 的 纯 量 乘 . 
每 个 单 代 数 作 为 其 形 心 上 的 代数 都 是 中 心 的 ,而 且 
仍然 是 单 的 . 域 上 的 单 代数 4 是 中 心 的 , 当 且 仅 
当 对 了 的 任意 扩张 域 ,4 的 纯 量 扩张 A= ACOFE 
是 单 的 . 

A faf (power associative algebra) 一 类 
韭 结 合 代 数 . AA BRP 上 的 一 个 非 结合 代数 , 且 
对 每 个 a€ 4, 由 a 生成 的 4 的 子 代 数 忆 Laj 都 是 结 
合 的 , 则 称 4 EF EW -P REBAR. 对 任意 a 
CA. a'=a,a""'!=aa' ,对 1 二 1,2,…, 则 一 个 非 结 
合 代数 A RAG RRS AMY ala! —a XN i,j 
二 1,2,"…. 结合 代数 .交错 代数 和 者 尔 当 代数 都 是 震 
结合 的 . 对 于 一 个 李 人 代数, 由 于 对 每 个 元 素 & 恒 有 <: 
一 0, 所 以 李 代 数 也 是 知 结 合 的 . 

JETER 3S £5 IE (strictly power associative al- 
gebra) — REFEREBAT ZH iVEC 4 A ERF ER 
一 个 非 结 合 代数 , 且 对 F 88707 KK Rae 
张 Ax 二 A4CrK 都 是 天 EW AAI. WBE 4 是 
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五 上 的 严格 宕 结合 代数 . 阁 域 的 特征 数 不 等 于 2， 
3,5, 则 尺 上 的 所 有 交换 的 客 结 合 代数 都 是 严格 室 
结合 的 .所 有 单 的 .特征 数 非 2 85. 3ETRAE AY Ac RY 
严格 寡 结 合 代 数 只 要 次 数 大 于 2 DR AK SARE 

单 的 非 结 合 代 数 (simple nonassociative alge- 
bra) 一 种 特殊 的 非 结 合 代数 . 没有 非 平 凡 理想 的 
非 结合 代 数 , 且 不 为 零 乘 代数 ( 即 任意 两 个 元 素 之 积 
均 为 零 的 代数 ). 域 玉 上 的 非 结合 代数 A CES dE 
乘 代 数 且 其 理想 只 有 4 和 {0}, 则 称 4 为 单 的 非 结 
合 代 数 . 对 于 结合 代数 有 著名 的 韦 德 介 恩 - 阿 廷 定理 
《参见 “结合 代数 ”). 同样 地 ,在 非 结 合 代数 理论 的 每 
个 分 文中 ,研究 相应 的 单 与 半 单 的 代数 的 结构 也 是 
主要 谋 题 之 一 . 

导 子 代数 (derivation algebra) 由 给 定 的 非 结 
合 代 数 派 生 的 一 个 李 代 数 . 给 定 的 非 结 合 代 数 的 一 
些 线性 变换 做 成 的 代数 . 设 4 是 域 尺 上 的 一 个 非 结 
合 代数 ,f 上 向 量 空间 4 的 一 个 线性 变换 6 满足 

óCry)—6Cr)yd- ry), 

对 所 有 x,y€ 4, 则 称 6 是 非 结 合 代 数 4 上 的 一 个 
导 子 .4 上 的 所 有 导 子 的 集合 ADEA 上 所 有 线 
性 变换 做 成 的 线性 空间 的 一 个 子 空间 . 对 任意 9,9/ 
EAC(A), 其 换 位 子 [6,0 仍然 是 A 的 一 个 导 子 ,所 
以 ,线性 空间 A(A) 在 换 位 子规 定 的 乘法 之 下 做 成 
上 的 一 个 李 代 数 , 这 个 代数 就 称 为 是 4 的 导 子 代 
Fr. 

$F (derivation) 见 “ 导 子 代数 ”. 

可 离 的 非 结 合 代 数 (separable nonassociative 
algebra) 一 类 重要 的 有 限 维 非 结 合 代数 . 设 4 是 
域 尺 上 的 有 限 维 非 结合 代数 , 若 对 于 下 的 每 个 扩 域 
K, Ax 恒 可 表 成 单 理想 的 直 和 , 则 称 4 是 下 上 的 可 
BTU. 4 4 是 域 尺 上 的 有 限 维 交 错 代 数 , 根 为 N， 
H A/N 是 可 离 的 , 则 A—S--N ( 直 和 ), 其 中 S 是 
A 的 子 代数 ,S 同 构 于 A/N. 

非 结 合 代 数 的 结合 乘 代 数 (associative multi- 
plication algebra of a nonassociative algebra) 给 
定 的 非 结合 代数 的 一 些 线性 变换 组 成 的 一 个 结合 代 
数 . 设 A 是 上 的 一 个 非 结 合 代数 ,E Æ F Ems 
空间 A 的 所 有 线性 变换 做 成 的 结合 代数 .5 中 由 4 
的 所 有 左 乘 变换 和 右 乘 变换 生成 的 子 代 数 称 为 4 
的 结合 乘 代数 , 它 的 元 素 是 有 限 和 之 9 S,, HP S; 
或 者 是 4 的 右 乘 变换 或 者 是 4 的 左 乘 变 换 . 

非 结 合 代 数 的 同 态 基本 定理 (fundamental the- 
homomorphism for  nonassociative 
algebras) 描述 一 般 非 结合 代数 同 态 像 性 质 的 重 
要 定理 . 其 叙述 是 :各 4 是 域 玉 上 的 一 个 非 结 合 代 
数 ,B 是 4 的 一 个 理想 , 则 商 代 数 A/B 是 A 在 目 然 
同 态 a 一 a 十 B,a€ A.a3-B€ A/B 下 的 同 态 像 ; 反 
之 , 若 Al SEAR aa’ (V a€ 4,a'€4’') 的 同 态 


orem of 


像 , 则 A' 同 构 于 商 代数 A/B, EF B 是 同 态 映射 的 
核 . 

自由 非 结 合 代 数 (free nonassociative algebra) 
一 种 具有 泛 性 的 非 结合 代数 . 域 上 的 一 个 非 结合 
代数 称 为 是 F 上 由 Tis X29"""» Xn 生成 的 有 l 的 B 由 
非 结 合 代 数 , 记 为 ENAZ 6155.5) Aart F 上 任意 
非 结 合 代 数 4 及 cas…aE4 都 有 EFN(zzz， 
2,18] A 的 惟一 确定 的 同 态 映射 bp 使 得 p(1)= 
1,P(《zi;) 二 Qi 二 1,2,…,n. XX BUB IZ TER B t dE S 
合 代数 的 存在 性 的 证 明 与 自由 半 群 .自由 结合 代数 
的 存在 性 的 证 明 是 类 似 的 . 

迹 形式 (trace form) 亦 称 不 变 对 称 双 线性 形 
A. 线性 空间 中 的 双 线 性 函数 的 推广 . 设 4 FE F 
上 一 个 非 结 合 代数 , (x,y) 是 4 上 (作为 线性 空间 )》 
的 一 个 双 线 性 形式 , 若 还 有 (zy,z) 一 (zyz) (V zs 
yzE4), 则 称 这 个 双 线 性 形式 是 迹 形式 .在 非 结合 
代数 A 上 给 定 一 个 迹 形 式 后 ,对 4 的 每 个 理想 B, 
得 A 的 理想 {(y€E A| Cr, 320 对 所 有 rE B). CA 
B 一 起 反映 了 A 的 有 正 交 性 质 的 结构 . 

不 变 对 称 双 线性 形式 (invariant symmetric bil- 
即 “ 迹 形式 ”. 

合 痕 (isotopy) 代数 学 的 基本 概念 . 指 两 个 非 
结合 代数 之 间 的 三 个 可 逆 线 性 变换 满足 的 一 种 特殊 
KIRAR. ECA, +, e), H, AER EF 
上 的 非 结 合 代数 ,f,g,h ÆA, HAA, HWE 
个 线性 变换 , 奉 对 任意 x,y€E A 恒 有 

fG * y)=g (z) * h(y), 
则 称 (f,g,h) 是 4 到 4' 的 一 个 合 痕 . 此 时 称 4 是 
A' B Cf. gh) m JR. 这 个 概念 首先 由 阿尔 贝 特 (Al- 
bert, A. A. ) F 1942 年 给 出 ， 

非 结 合 代 数 的 特征 理想 (characteristic ideal of 
a nonassociative algebra) 非 结 合 代 数 的 一 类 特殊 
理想 . 它 在 该 代数 的 每 个 导 子 之 下 的 像 都 包含 在 其 
本 身 中 . 设 A 是 域 上 的 一 个 非 结 合 代 数 ,B 是 4 
HDH, FAN ET SET OTA OME 
B, 对 所 有 xEB, 则 称 B 是 4 的 一 个 特征 理想 .一 
个 单纯 波 节 代 数 与 一 个 没有 非 平凡 的 特征 理想 的 结 
合 代 数 密切 相连 . 

穆 方 恒等式 (Moufang identities)” 非 结合 代数 
中 元 素 的 等 式 . 它 是 某 些 类 型 非 结 合 代数 满足 的 一 
些 公 理 , 即 该 代数 中 任意 元 素 z,y,z 满足 

[(xy)x ]z — 7 Ly(rz) |; 

z| r(yx2]—9 [Gay ]x, 

(ry) (zr) =[2rCyz) Jz. 
这 些 公理 称 为 穆 方 恒等式 . 首先 出 现在 穆 方 圈 
(Monfang loop) 的 研究 中 , 现 常 应 用 于 非 结 合 代数 
的 分 类 中 . 每 个 交错 代数 恒 满 足 这 些 穆 方 恒等式 . 
可 变通 律 (flexible law) 乘法 系统 中 元 素 对 的 
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一 个 等 式 . 它 是 某 些 乘法 系统 满足 的 一 个 公理 . 设 集 
合 S 上 有 一 个 二 元 运算 , 称 为 乘法 (运算 时 可 将 运 
算 符号 省 去 ), 且 对 任意 yiES AGst)s=s(ts), WH 
S 满足 可 变通 律 . 李 代数 、 若 尔 当 代数 、 交 错 代 数 和 
结合 代数 都 满足 可 变通 律 . 域 尺 上 的 非 结 合 代数 
4, 厂 满足 可 变通 律 , 则 称 为 可 变通 代数 . 

可 变通 代数 (flexible algebra) 
律 ”. 

波 节 代数 (nodal algebra) 一 类 有 1 的 有 限 维 
FERRA. 它 的 每 个 元 素 可 表 成 其 基础 域 中 某 元 
as 与 1 之 积 和 一 个 寡 零 元 之 和 . 设 4 是 域 玉 上 有 1 
的 有 限 维 究 结合 代数 , 夺 4 的 每 个 元 素 a 恒 可 写成 
a=al +z, aE F, HF z EREB, MH 4 ARES 
A A-—FliCTN.N 是 4 RBQXT BH) S ns 
4 是 下 上 的 波 节 代数 . 8T CS TUBES BHR 
代数 为 其 同 态 像 . 

二 次 型 代数 (quadratic algebra) 一 种 特殊 的 
非 结合 代数 . 设 4 是 域 K 上 的 一 个 有 1 的 非 结 合 代 
Ba 4 的 每 个 元 素 z 都 满足 一 个 如 下 形式 的 等 式 

f= 1 eet nat) =1 =O; 
RnB l)n a) € F 由 确定 并 分 别称 为 x 的 迹 和 
模 , 则 称 A 是 上 的 一 个 二 次 型 代数 .在 构造 遍 莱 
数 的 过 程 中 ,二 次 型 代数 起 着 重要 作用 . 

交错 代数 (alternative algebra) 满足 特别 公理 

的 一 种 非 结 合 代 数 . 指 它 的 任意 两 个 元 素 x,y BEA 

.VL (YT 
号 成 结合 子 形式 ,; 即 (rzy) = (ysr) 二 0. 交错 
意味 着 对 任意 一 个 3 RER o BA 

(Xi1,X2 TX3) = (SNO) (Loc) s Zot) 5o) ). 

交错 代数 中 任意 两 个 元 素 生 成 的 子 代 数 都 是 结合 
的 . 有限 维 交错 代数 是 半 单 的 , 当 且 仅 当 它 是 其 单 理 
Ai ED. 

SE ARA BS (properly nilpotent ele- 
ment) —JRLIERE E IAA E SR RERE HM ICR. E 
TDUEGSKR EU Et ERE MA BRE SEM TRS 
积 都 是 窜 零 的 . RA ERF LEA — PS CRE 
JU 称 为 U SIC. AMER ab EA, az RI zb 
Ab RSW. Az EU NARS IC. VARF 
元 ,从 而 z VARE. 有 限 维 交错 代数 的 根 恰好 由 
它 的 所 有 真 窒 零 元 素 组 成 . 

可 离 交 错 代 数 (separable alternative algebra) 
结合 代数 理论 中 可 离 代数 概念 的 推广 LP Eds 
RMU 称 为 可 离 的 ,是 指 对 不 的 每 个 扩张 天 ,代数 
A 都 是 单 理 想 的 直 和 . 设 闷 是 域 玉 上 的 一 个 有 限 
EC ERAN 是 它 的 根 , 若 并/ 六 是 可 离 的 , 则 闷 
4 TU S fi U=SON H Sz /3. 

SL 3& -ib Fe FRR HW CCayley-Dickson algebra) 

一 种 特殊 的 交错 代数 . 维 数 是 8. 设 域 之 特征 数 不 
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为 2,F 上 非 结 合 代 数 4 HERE 8, 有 一 基底 u, 
Ups ttt us T A 的 乘法 表 如 下 , 则 称 Af F EW— 
个 凯 莱 -迪克 和 森 代 数 . 表 中 4n 45 ns AF PAY Al 
量 , 这 种 代数 于 1845 Fj hal (Cayley, A.) 发 
Ji, Re i be Zk (Dickson, L. E. ) 做 了 推广 ,以 有 限 
RAK BRK ah JS d li ak BY) IL SE 38 96 BRR AA A BR 


s 


ud ~ 143 
H2u] H2u2 
— u2u2 —H|p2u] — ug T uu? H2u6 HI u2u5 
17 ug Hau) H3u?2 43u43 H3u4 
ug #147 T H32? ^ H])H3u]) ~ H3ua4 ~~ H] 342 


H245 HU  — H3u3 H3Uu4 T H2H3u| | H2H3u2 


ug|ua| Miu? M2u6 T MlM2U5 ^ M3H4 | MiM3uS8 ^ H2H3u2 HIH2HA3E1 


凯 莱 ( 数 ) 代 数 (Cayley (number) algebra) 一 
种 重要 的 凯 莱 -迪克 和 森 代数 . 在 一 般 的 凯 莱 -迪克 条 
代数 A 中 ,大 下 为 实数 域 ,其 乘法 表 中 nnus Y 
为 一 1, 则 称 4 AL SEAR BK tE BR IL HE RUR BK BK PT 
^H RS IL HE. 凯 莱 代 数 是 个 可 除 代 数 . 由 凯 莱 (Cay- 
ley. A. ) 于 1845 年 首先 给 出 ,其 后 迪克 和 森 (Dickson， 
L. E. ) 将 其 推广 得 到 一 般 的 8 维 凯 菜 代数 , 即 凯 莱 - 
迪克 条 代数 . 非 结合 代数 的 两 个 重要 分 文 李 代数 和 
右 尔 当代 数 中 ,对 于 例外 的 代数 的 研究 都 是 由 凯 莱 
代数 引起 的 . 

PL SE -i8 Se Sk ict f (Cayley-Dickson process) 
构造 凯 莱 代数 的 一 种 方法 . 即 仿照 由 复数 做 四 元 数 
的 方法 给 出 的 构造 山菜 代数 的 一 个 具体 过 程 . 设 域 
F 特征 数 为 0,A 是 上 的 有 对 合 * 的 非 结 合 代 数 ， 
维 数 为 n, 且 满足 

r+x* =t(x)l, 
其 中 i(x),nCr)EF. 在 AXxA 上 规定 
(a, a2) + (azsa) = Cau - a3,a5- a4) a; € A, 
(a, ,a5) Ca5,a,2 = (aja; Haas sai as Faa), 
(a;€ A, u£), 
alai sa) = (aa saa) (QEF aE A); 

45 EWA (alternative bimodule) 交错 代数 的 
一 类 特殊 模 . 若 沁 是 域 尺 上 的 一 个 交错 代数 ,次 是 
必 上 的 一 个 向 量 空间 ,有 MXA By) Dl, Ux Me By) M 
的 双 线性 合成 ,对 任意 a FEU A m c 9t, WA 

(a,a,;m)=(m,a,a)=0, 
(a,m,b)— — Gn,a,b), 
(b,a,m)7 — (bma), 
则 称 M 是 对 于 而 言 的 交错 模 , 其 中 (x,y,z) 是 非 
结合 代数 的 结合 子 运算 , 即 
(zry z) =(rzy)z—xrlyz). 


qup tax. 
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i U RE PRE PARAT eT OM m zm 
有 限 维 的 交错 双 模 ,f E A BI) We AY A PERIERE, H. 
f(asbsc)= fab)et fabse) 
—aftibsyecy—fGasboX 
若 对 任意 a, bEU TA f(a,a,6)= 二 f(b,a,a), 则 一 
EA AAM 的 线性 映射 g 使 得 
f(a,b) =ag (b) + g(a)b — glab) 
(V a,b € A). 

半 单 交错 代数 (semisimple alternative algebra) 
一 类 重要 而 基本 的 交错 代数 . 它 的 根 为 (0). 有 限 维 
交错 代数 AA 是 半 单 的 充分 必要 条 件 是 

A=6,0:QOG&,, 
其 中 ©, = 1,2, +++ t) ERER. 每 个 有 限 维 半 单 交 
错 代 数 UA0 必 包 含 恒 等 元 1. 

单 交 错 代 数 (simple alternative algebra) 一 类 
特殊 而 重要 的 交错 代数 . 它 不 是 零 乘 代数 , 除 零 理想 
和 本 里 外 无 其 他 理想 . 有 限 维 单 代 数 上 必 有 恒 等 元 1， 
它 的 中 心 必 然 是 个 域 , 它 必然 是 其 中 心 上 的 中 心 单 
有 限 维 交 错 代 数 . 域 尺 上 的 有 限 维 中 心 单 交 错 代数 
必定 是 下 上 的 8 维 凯 莱 代 数 . 任意 单 交 错 代 数 , 厂 
不 是 证 零 的 ,也 不 是 结合 的 , 则 一 定 是 其 中 心 上 的 饥 
莱 代 数 . 这 个 事实 , 当 该 代数 特征 非 2 且 为 可 除 代 数 
时 ,有 重要 几何 意义 . 

交错 代数 的 皮尔 斯 分 解 (Peirce decomposition 
of alternative algebra) 利用 一 个 宪 等 元 将 一 交错 
代数 表 成 它 的 一 些 子 空间 的 直 和 的 分 解 方法 .在 。 
是 交错 代数 A 的 一 个 寡 等 元 ， 

Ua er = (.:3-0,D.5 
M A 可 以 表 成 它 的 四 个 子 空间 的 直 和 
A =A o Hna +n +n, 
而 A ERR x BER z 一 eze 十 (ez 一 exe) 十 
(xe—exe)d-(r—er-— zed-exe). X; À E F EB 
维 交错 代数 ,e Ji A AY — SAB JURE A TC, Ut] y RY 
Woo ,nol 和 no 必然 都 在 A 的 根 中 ， 

交错 代数 对 正 交 略 等 元 组 的 分 解 (decomposi- 
tion relative to a set of pairwise orthogonal idem- 
potents in an alternative algebra)  — fb tk — At JE 
结合 代数 的 皮尔 斯 分 解 更 精细 的 分 解 . E eiseres 
e 是 交错 代数 六 AY — £8 IE AERE E 2C eE T6 BA v 
as; A u;-liz;lemm;j—Oumrm; tuti az h-— 152; 
t£, 70.1...) A E RT zB] njB) EI. 
Bp A = 2,15,1,470,1, t. 这 种 分 解 有 很 多 有 用 
的 性 质 , 例 如 


n;n,cC-n; (553 50s] ys £9. 
nn n; (1,7=0,1, ,1), 
n;;n, —0 (JÆk, (i,j) IC. vay, 
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若 尔 当 代数 (Jordan algebra) 一 种 交换 的 非 
结合 代数 . 它 满足 若 尔 当 恒等式 . 所 谓 非 结合 代数 满 
足 若 尔 当 恒等式 ,是 指 对 它 的 任意 元 素 zx,y, 恒 有 
xy yx Kry) 二 x《yx’). 任 何 交 换 ( 结 合 ) 代 数 都 
是 车 尔 当 代数 . 特征 数 为 0 的 域 尺 上 的 任意 有 限 维 
半 单 的 若 尔 当 代数 恒 可 惟一 地 表 为 其 单 理 想 之 直 
和 . 对 于 有 限 维 知 尔 当 代数 ,理想 是 可 解 的 . 需 零 的 
Aig SH) = AES. ARK RE 20 世纪 30 年 
代 初 由 物理 学 家 若 尔 当 (Jordan,P. ) 引 出 来 的 ,最 初 
的 目的 是 推广 量子 力学 的 公式 . 

对 称 双 线 性 形式 的 若 尔 当 代数 (Jordan algebra 
of symmetric bilinear forms) 由 域 上 线性 空间 的 
一 个 给 定 的 双 线 性 形式 引导 出 的 该 域 上 的 一 个 非 结 
合 代 数 . 设 S 是 域 六 上 线性 空间 ,(x,y) 是 S 上 一 个 
对 称 的 双 线 性 形式 , 即 Y a.b.c€ S 和 aEF 恒 有 

(a-F5,c) — (a,c) Osc), 
(a ,b4d-c) — (a ,050- Cac), 
a(a,b)=(aa,b)=(a,ab), 
(a,b)=(b,a). 
若 用 4 代表 和 下 的 直 和 ,并 规定 4 的 乘法 
(alt+a)(P1+6)=(aB+ Ca ,5))1-- (ab+ Ba), 
则 SOF] FEW HE ZF T4 I BR OK. RAG 
尔 当 代数 的 一 个 重要 例子 . 

自由 若 尔 当 代数 (free Jordan algebra) 具有 
泛 性 的 一 种 春 尔 当代 数 . 域 尺 上 的 一 个 知 尔 当代 数 
称 为 是 下 EH xoxo 生成 的 自由 和 若 尔 当 代 
数 , 并 记 为 FJ{zxi,7，，… tn} ,是 指 对 F 上 任意 有 l 
的 知 尔 当代 数 A E aisd," ,GE4, 恒 有 EJ iz 
251 ,) 8l A 的 惟一 确定 的 同 态 映 射 c, 使 得 p(1) 
=], er =a, G=1,2,.-".n). 具有 上 述 泛 性 的 自 
由 车 尔 当 代数 是 存在 的 . FN {xi,7x,,… ,Xx,) 是 由 Tis 
Jas *** 4D, 生成 的 有 A 由 非 结 合 代 数 ,7 为 其 所 有 
形 如 

ab—ba, (ab)a*—a(ba’*) 
的 元 素 所 生成 的 理想 , 商 代 数 FN Un nnn) /I 
BUA xi,zz，…zw* 生 成 的 有 1 的 自由 奋 尔 当代 数 ， 

特殊 若 尔 当 代数 (special Jordan algebra) 一 
种 特殊 类 型 的 若 尔 当 代数 . 它 与 某 个 结合 代数 有 关 
R.B B 是 域 六 上 的 一 个 结合 代数 ,Ff 的 特征 数 不 
为 2. 于 是 ,在 线性 空间 8 上 规定 

x° y = (zy + yx)/2 (OV x,y € B), 

则 (如 ,十 ,。) 是 下 上 的 一 个 和 若 尔 当 代数 ,通常 记 为 

及 . 域 尺 上 的 非 结合 代数 A. ATI TET BUNT 
代数 , 则 称 4 为 特殊 藻 尔 当代 数 . 

例外 若 尔 当 代数 (exceptional Jordan algebra) 

与 特殊 若 尔 当 代数 相对 照 的 一 种 若 尔 当 代数 . 一 

个 藻 尔 当代 数 不 是 特殊 的 若 尔 当 代数 即 称 为 例外 若 

尔 当 代数 . 著名 的 例外 千 尔 当代 数 的 例子 是 在 一 个 


非 结 合 环 与 非 结 合 代 数 


凯 茉 -迪克 和 森 代 数 C 上 定义 一 个 对 合 , 然 后 考虑 C 上 
某 些 3 阶 方 阵 所 构成 的 一 个 集合 瓦 (C) ,使 得 ACC) 
是 若 尔 当 代数 ,但 它 不 是 任何 特殊 若 尔 当 代数 的 同 
态 像 . 
半 单 若 尔 当 代数 (Semisimple Jordan algebra) 
铝 尔 当 代数 结构 理论 研究 中 起 重要 作用 的 一 类 若 
RARR. BP ER ROR AE BY BE 
HREF. 吞 域 政之 特征 数 为 0, 则 玉 上 的 任意 一 个 
有 限 维 半 单 若 尔 当 代数 4 恒 可 惟一 地 表 成 A= A, 
QALOQ QA HH A; 是 A B 3H 48 C — 1,2. 7, 
n), EAT AB ERRE RARE. 

4E 交换 若 尔 当 代数 (Cnoncommutative Jordan 
algebra) ”一 类 非 结 合 代数 . 若 域 太 上 代数 4 满足 
E OR “4B SR Cy) = 2 ya’) (对 所 有 x.y€ AO 
HJ ARE Cry) — x (yr) OS B xy € A). Bul fk A 
是 上 的 一 个 非 交 换 硅 尔 当 代数 . oF Ldbg 
合 代 数 4 满足 交换 律 , 则 VY x,y€ A A Cry) r= 
a(ry) =a (yr). AE, OR SARS EE ERG 
尔 当 代数 dE 3S FRAG OR RAE aR ARE. 

有 限 维 中 心 单 若 尔 当 代数 的 次 数 (degree of a 
finite dimensional central simple Jordan algebra) 
衡量 一 个 中 心 单 寿 尔 当 代数 对 正 交 宕 等 元 组 分 解 时 
长 度 的 一 个 数 . 若 7 是 域 上 的 有 限 维 中 心 单 的 
若 尔 当 代数 ,天 是 下 的 代数 团 包 , 则 在 .2 x PRG 
BY PR TE 20 AY AS Jet ae SF A ee Pe AS l-—e-e; 
十 … 十 e, 且 这 个 上 是 由 :之 惟一 确定 的 , 称 为 .7 在 
FE BS RB. 这 个 次 数 对 于 中 心 单 知 尔 当 代数 的 分 
类 起 很 重要 的 作用 . 域 尺 上 的 有 限 维 中 心 单 代数 ， 
当下 的 特征 不 为 2 时 ,研究 表明 ,可 以 划分 为 五 大 
类 , 即 AW BECH DAM ER. SEH, KA 
尔 当 代数 对 域 下 的 次 数 上 起 很 重要 的 作用 . HE 
型 中 心 单 的 若 尔 当 代数 一 定 不 是 特殊 车 尔 当 代数 . 

ERHAN (Jordan bimodule) 若 尔 当 代数 
的 一 类 特殊 模 . E EA F 特征 非 2,7 是 六 上 的 一 个 
ERARA Dt 是 六 上 的 一 个 向 量 空间 ,有 MXT 
Bi MF XM AM 的 双 线 性 合成 , 且 对 任意 5,a€ 
,mEM 都 有 : 

na —amni, 

(az ,ma) 一 (ab,m) 十 2(ma,b,a) 一 0， 
MEM EA BERKI. w 了 是 特征 非 2 的 有 
BRE] PS OR SRR BT 的 若 尔 当 双 模 . 若 S 
是 .7 到 并 的 双 线 性 映射 , 且 对 任意 a 0€ 7 有 

f (Ga b) — f (b,a), 
F(a’ ,b,a)=—(flasa),b,a), 
其 中 
F(a,b,c) —f(a,b)c + flab,c) 
二 
则 一 定 有 T7 AM ARERI g 使 得 
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环 与 代 S 


f(a,b) = ag(b) + gla)b — g(ab), 
对 任意 abc. 7 都 成 立 . 

dH quem A BES co (idempotent elements 
of a Jordan algebra) RAE gU EP AH ARES: EAR 
代数 中 的 引 FA. BA Fe SG €1 s €? FK E X A, E 
ee: — 0. ERARI 4 B8 — E SEU D SERERE 
元 , 若 A A S e ERM AS I. HSI HEA 
AES X FE fal BAT 1E 20 Fe Sp 7C LR MU BK e 为 本 原 的 . 
域 EAR BARR 4 的 器 等 元 e 称 为 绝对 本 原 的 ， 
是 指 {tzlzE4,re=z)} 王 Fe. 绝对 本 原 必 是 本 原 的 . 
特别 地 , 当 若 尔 当 代数 是 半 单 时 , 它 的 主 窒 等 元 即 是 
单位 元 1. 罕 等 元 在 若 尔 当 代数 分 解 和 单 代数 结构 
研究 中 起 重要 作用 . 

绝对 本 原 鹤 等 元 (absolutely primitive idempo- 
tent element) ” 见 “ 若 尔 当 代数 中 的 硕 等 元 ”. 

若 尔 当 代数 的 皮尔 斯 分 解 (Peirce decomposi- 
tion of a Jordan algebra) RETER MRE 
表 成 不 变 子 空间 直 和 的 一 种 分 解 方式 . 设 A4 是 上 
的 有 限 维 若 尔 当 代数 ,e€ 4 HC He. GF 的 特征 数 
为 0, 则 e 在 4 上 导出 的 右 乘 变换 Reix- xe 的 特征 
根 只 能 是 0,1/2 或 1. XE HE Ao Ain Ar 分 别 代表 属 
于 特征 为 0,1/2 或 1 的 特征 子 空间 , 则 A= AO 
ADA FR A Xt PARSE e 的 皮尔 斯 分 解 . 对 于 
An T 1E ACHSE FIRE. BI ee? =e; 6e; 008 i 
Æj) sete: +" te= 8 


A= Sy C A; C b» Ajj» 
i=l i<j 


其 中 
Aji—i0r[zx€A rer]. 
Ai ixix€A,re—zre;—r/2). 

对 称 元 若 尔 当 代数 (Jordan algebra of symmet- 
ric elements) 一 种 特殊 的 者 尔 当代 数 . 给 定 有 对 
合 的 结合 代数 中 所 有 对 称 元 在 所 谓 对 称 乘法 之 下 构 
成 的 一 个 阁 尔 当代 数 . 设 4 是 域 尺 上 的 一 个 结合 代 
数 ,* 是 4 的 一 个 对 合 ,4- 是 4 引出 的 奉 尔 当代 
数 ,a, fe A 的 元 素 ,用 <a。2 代表 它们 在 A 中 的 乘 
积 ,ab 代表 它们 在 4 中 的 乘积 . 由 

(ab)* —(a*bd-b*a)'/2-—a'b' 
Al * dt A^ I B ly. A" CP BUR MT BK ot Ca —a* 2] 
4E & TÀ RR — SPR AGO RK ELE POAT BR 
尔 当 代数 . 这 是 知 尔 当 代数 理论 中 一 个 具有 典型 性 
的 例子 . 

既 约 若 尔 当 代数 (irreducible Jordan algebra) 
一 种 中 心 单 兰 尔 当 代数 . 它 有 个 正 交 的 绝对 本 原 
BI FE SEIT eie esf 1—e dede FA E 
域 Ero HB EROR OE FRADE., 
则 纯 量 扩张 Ao— NGA 是 既 约 的 单 的 若 尔 当 代数 . 
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若 尔 当 环 (Jordan ring) 一 类 非 结 合 环 . CE 
交换 的 ,而 且 它 的 任意 两 个 元 素 x,y RAW EAR 
当 恒 等 式 : 

[ (rx) y jr= (zr) (yr). 

如 同 由 一 个 结合 代数 可 得 到 一 个 特殊 的 若 尔 当 代数 
一 样 ,者 (R, 十 ， M ) 是 个 结合 环 , 对 VY r,.y€ R,ME 
qu ya ary aes 
WR, +. «OR ABR SH ICA RY. 结合 
环 的 若 尔 当 结构 理论 就 是 研究 结合 环 R 所 对 应 的 
ERA R1 的 各 种 硅 尔 当 理 想 、 子 环 以 及 单 性 等 

的 理论 . 

李 环 (Lie ring) 一 类 非 结合 环 . 它 的 任意 三 个 

元 素 z,y,z 满足 雅 可 比 恒 等 式 

(zy)z 十 (yz)Z 十 (zz)y 一 0， 
且 它 的 每 个 元 素 的 平方 恒 为 0. 如 同 由 一 个 结合 代 
数 可 得 到 一 特殊 李 代 数 一 样 ,给 定 一 个 结合 环 (R， 
+, ERES r yER ME 
[rs y]=z * y— y" z, 

WR, +50 DRAE, AWA R. ik AR a F Her- 
stein, I. N. JER 的 结构 称 为 结合 环 R 的 李 结 构 . 
李 环 R 与 结合 环 R 之 间 其 单 性 、 相 应 理想 等 都 有 
密切 关系 .例如 , 若 尺 是 2 扭 自由 结合 环 , 则 尺 是 素 
( 半 素 ) 李 环 ( 即 R^ 是 素 ( 半 素 ) 环 ) 的 充分 必要 条 件 
ÆR 为 中 心 为 零 的 素 ( 半 素 ) 环 ( 朱 元 森 ,1984 年 ). 

Æ EA (Lie homomorphism) 结合 环 上 李 ( 若 
尔 当 ) 环 的 同 态 在 结合 环 上 的 表现 . 设 R,R' 是 结合 
环 ,R 到 R' 的 一 个 加 群 同 态 p, Er UA AE. : 

Hr,y | = LeG2.9Cy) J, 

(or * y) = pT) Gy) Wry ER), 
Wik e RB RW CAR DAA. eig 
时 ,gp 称 为 R BR EE CARY A. 一 个 李 同 态 
〈( 同 构 )8, 知 满足 Ga) = GOV x€ RUE eo 3 
李 同 态 ( 同 构 ). 李 同 态 ( 同 构 ) 何 时 是 环 同 态 ( 同 构 )? 
20 Tit 2i 60 年 代为 不 少 学 者 所 人 研究 ,如 赫 尔 司 尝 
(Herstein, I. N) 5j và % A 3E ZR # (Kleinfeld, E. ) 证 
Bj. XR R 到 单 环 R' 上 的 3 ERS, H ch(R) =2 时 
是 同 构 或 反 同 构 . 一 般 地 , 朱 元 秩 于 1981 年 证 明 : 有 
1 结合 环 RR ARHAPORASAF HA ch O0 
2,3, 则 R 到 R' E. 3 李 同 态 ( 同 构 ) 必 为 同 态 或 负 反 
同 态 ( 同 构 或 负 反 同 构 ). 当 R ERAR HTE 
周期 为 2,3 的 元 时 ,上 述 结 论 仍 成 立 . 


# 7K 4 fe) A (Jordan homomorphism) 见 “ 李 
同 A. 
3 2 E A (3-Lie homomorphism) J “24 [n] 


A^" 


TD 


导 子 李 环 (Lie ring of derivations) ”由 环 的 某 
些 导 子 构成 的 环 . OR 是 个 结合 环 ,5,6, 是 R 的 导 
子 , 则 人 6 十 6; 也 是 R 的 导 子 ,同时 ,[6;,6;, ] — 0,0; — 


0,0, 也 是 R B SET. AW RAMA STRESS 
Der(R) 在 映射 加 法 和 上 述 李 乘 之 下 构成 一 个 李 环 . 
E R 是 特征 非 2 的 素 的 结合 环 , 则 Der CO EE 
李 环 ; 若 尺 是 2 扭 自由 的 半 素 的 结合 环 , 则 Der(R) 
是 半 素 的 李 环 . 也 可 以 讨论 一 般 非 结合 环 的 导 子 李 
环 . 


EG XT 


霍 普 夫 代数 (Hopf algebra) 20 世纪 60 4E (X 
以 后 迅速 发 展 起 来 的 代数 学 的 新 学 科 . ER E BUE 
普 夫 代数 是 同时 具有 代数 结构 和 它 的 对 偶 结 构 (R 
余 代数 结构 ) 并 满足 一 定 的 相 容 条 件 的 代数 系统 . Æ 
普 夫 代数 理论 的 发 展 有 两 个 来 源 . 一 个 来 源 是 代数 
拓扑 学 ,这 方面 的 工作 可 以 追 淹 到 堆 普 夫 (Hopf， 
H. ) 于 1941 年 关于 系统 在 域 * 中 的 连通 李 群 G 的 
上 同调 群 A’ (GC. WAR. 替 普 夫 得 到 一 个 十 分 卓 
越 的 结果 : 当 & 是 特征 为 0 WIRE, H(G, kh RA 
有 奇数 阶 生成 子 的 外 代数 且 其 维 数 是 有 限 的 . 后 来 
博 雷 尔 (Borel, A. ) 于 1953 年 、 米尔 诺 和 穆 尔 (Mil- 
nor,J. W.-Moore,J.C. ) 于 1965 年 又 做 了 重要 的 推 
广 和 深化 (如 把 连通 李 群 推广 到 道路 的 H 空间 和 与 
之 对 偶 的 同调 群 即 邦 德 列 雅 金 (Pontrygin ) 代 数 
H . G,À) EL BESE 560 3x Jr TRE BU T JE SE SC T A KS 
普 夫 代数 理论 ,这 也 是 其 命名 的 由 来 . 另 一 个 来 源 是 
KREE, FTEHIM Hochschild, G ) 和 莫 
HER (Mostow, H. ) F 1957 年 对 李 群 的 表示 环 的 
研究. BSE(RS)(Sweedler, M. E. ) 沿 着 这 个 方向 建 
立 了 非 分 次 的 霍 普 夫 代 数理 论 ,推动 了 霍 普 夫 代 数 
的 迅速 发 展 . 分 次 的 与 非 分 次 的 霍 普 夫 代 数 虽 然 结 
构 相 似 , 却 是 题材 互 异 . 

霍 普 夫 代 数 的 结构 从 对 偶 的 角度 看 可 说 是 十 分 
自然 的 . 例如 把 上 文 述 及 的 G 取 为 有 限 群 ,就 可 以 
得 到 群 代数 及 其 对 偶 代 数 作为 霍 普 夫 代 数 的 平凡 例 
F.C 也 可 以 取 为 拓扑 群 、 代 数 群 等 ,因此 ,在 数学 的 
许多 分 支 中 都 存在 着 具有 霍 普 夫 代 数 结构 的 对 象 . 
霍 普 夫 代 数理 论 在 许多 数学 分 支 中 都 有 重要 的 应 
用 ,例如 代数 群 理论 . 域 扩张 的 伽 罗 瓦 理 论 和 布 伐 尔 
群 理论 .C "代数 . 李 代 数 和 李 超 代数 、 组 合理 论 等 . 

霍 普 夫 代 数 在 物理 学 中 的 模型 是 量子 群 ,因此 
它 在 物理 学 ,特别 是 量子 逆 扩 散 方法 和 超 对 称 理论 
的 研究 中 ,占有 显著 的 重要 地 位 . 

在 霍 普 夫 代 数 的 以 下 诸 词 条 中 , 知 没 有 特别 说 
明 , 则 R 和 恒 指 有 单位 元 的 交换 环 , 所 有 R 上 的 代数 
均 指 有 单位 元 的 结合 代数 . 


代数 的 对 偶 概 念 . 设 C 是 
R 模 ,A 是 一 个 R 线性 映射 C 一 COC ,被 称 为 余 乘 
法 或 对 角 映 射 ;e 是 一 个 R 线性 映射 C 一 R, 称 为 余 
单位 元 或 增 广 . R 上 的 余 代数 是 指 满足 以 下 二 交换 
图 的 三 元 组 (C ,A,e): 


余 代 数 (coalgebra) 


G = COC 
| 2 | Aid BBA) 
cgc— 49^ ., c@acac 
C 


AN 
ROC C 
€ EN pe 


CQC 


余 代 数 同 态 (coalgebra morphism) 代数 同 态 
ESSE BS BEI. WCC, Acs €c) f(D, Ap, en) d: R 上 的 两 
个 余 代 数 ,f 是 C 到 DD 的 RR 模 同 态 ,阁下 面 两 个 图 
交换 : 


QR 
( 余 单位 ) 


C ————— D 


Gea ak D 
4| la 7 P 
COO RC DO gD C R i 

MPR f AOC.Ac.82 BCD Ap sen) BU A RC IRIS. 
西 格 马 记号 (sigma notation) 一 种 数学 符号 . 
西 格 马 记号 在 余 代数 理论 中 起 着 重要 作用 . 该 记号 
为 
A(c) = ar Mt. Cesta: 6 CG. 25 1,2)). 
(c) 


由 余 结 合 律 ， 
29259 C9 c = ew 69 Ale) 
(c) (c) 


zn > Cus C9 Cay C9 cq. 


子 余 代数 (sub-coalgebra) 子 代 数 的 对 偶 概 
念 . 右 (C,4,s) 是 一 个 尺 上 的 余 代 数 ,7 是 C 的 一 个 
R 子 模 , 使 A(V)CVErV , 则 三 元 组 (V Aly ely mK 
为 C 的 一 个 子 余 代数 .大 余 代数 C 中 任意 两 个 非 零 
的 子 余 代数 的 交 非 零 , 则 称 C 是 不 可 约 的 . 

不 可 约 余 代数 (irreducible coalgebra) 
余 代数 ”. 

双边 余 理 想 (two-sided coideal) ”使 得 商 空间 
仍 为 余 代 数 的 子 空间 . 设 (C,4,e) 是 尺 余 代数 ,Y 为 
CH RFE. AV WHE AC(COCVCOQC-AM-CCOSV 和 
e(V) —0, Ji fk V. 为 双边 余 理想 . A AVICVE.C, 
则 V 称 为 右 余 理想 ;者 A(V)CCCrV, 则 VV 称 为 左 
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余 理想 . 双边 余 理 想 未 必 是 左 或 右 余 理想 .车 V BE 
是 左 余 理 想 , 又 是 右 余 理想 , 则 V 是 子 余 代数 ,但 V 
未 必 是 双边 余 理 想 , 除 非 V== (0). 


右 ( 左 ) 余 理想 (right (left) coideal)” 见 “双边 
余 理 想 ”. 
BARA (quotient coalgebra) 商 代 数 的 对 偶 


4S XUL FAB jÉ C 到 C/V By R Ex [n] d. 因为 


Ac 
€ C CAC 
C R 
元 TOO 
c € A 
A C/V 
CHV EE C/V 7— — —C/ VQ) &C/V 


elV) 二 0, 所 以 有 惟一 的 RR 模 同 态 sn 使 上 ( 左 ) 图 交 
换 . 又 因为 ((xC@x)。，A)(V) 二 0, 所 以 有 惟一 的 R 
RES Ac 使 上 ( 右 ) 图 交换 . 从 而 , (C/V dew 8v) 
是 R 上 的 余 代数 .此 余 代数 称 为 C 的 商 余 代数 . 

右 余 模 (right comodule) BKM X BRS. dx 
(C,A,e) 是 一 个 R 上 的 余 代数 ,M Æ RER EA 
R 模 同 态 o: M— MCORC 使 下 面 两 图 交换 , 则 (CM ,wp) 
PRA ARA o 称 为 右 余 模 的 结构 映射 


MORR M MORC 


| | idG9A 
pid 


MERC MO) RCOORC 


FRE (sub-comodule) 余 模 的 一 个 特殊 R 
TR. 它 是 子 模 的 对 偶 . (C,A,e) 是 R 上 的 余 代数 ， 
(M,P) 是 右 C 余 模 . M 的 一 个 R 子 模 NN, 奇 满足 
0CN)CNOaC, 则 称 N 为 M 的 子 余 模 . 

2&8 [8] A (comodule homomorphism) 
概念 到 余 模 的 引申 . 设 J 


模 同 态 


(M, ou) AACN, pw) FER ec 
上 余 代 数 (CC,A,s) 上 的 " " 
两 个 余 模 . EU RE fDid 
同 态 f:M—>N 使 右 图 交 MORC NORC 
换 , 则 了 称 为 M 到 NN 的 
余 模 同 态 . 

对 偶 代数 (dual algebra) ”从 余 代 数 结构 导出 


的 代数 . 设 (C, A,e) 是 R 上 的 余 代 数 ,C* = 
Homa(C,R) 是 R 上 的 模 . 定义 两 个 R 线性 映射 : 
ts C'G)C'-—C* : 
p Gg) c) 24 f Gag Go) 
(V J see CO eC) 

7; K—>C* 3G) —ke(c) (V RER CEC). 
FEC DER LWAARE. 这 个 代数 称 为 余 
代数 C 的 对 偶 代 数 . | 
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对 偶 余 代数 (Cdual coalgebra) 从 代数 结构 导 
出 的 余 代 数 . 设 (4,w,7) 是 域 尺 上 的 代数 ， 

A° = (f € A* =Hom,(A,R) |ker f DT, 

I«|A,fdif& dim, A/I < co). 
AAA BARRA A ORA — CACOSAD" ,所 以 可 将 
A* COg A EC CACO RAD * WFR. 从 而 
A? 694A? = CA kA)’, 

Hp: ACORA-—- A 的 导出 映射 jy* 1A"  CACORAD EE 
A Bk ST Bl CACA). FES EIT R 线性 映射 

[fg = ut |: A — (ARRAN = A? RRA’ 
和 

P=7 |e: A —> R, 

Hb onto Se RM H CAE R Eft] 
余 代 数 . 这 个 余 代数 称 为 代数 4 的 对 偶 余 代数 . 

有 理 C* 模 (rational C*-module) 一 种 特殊 的 
模 . 指 特定 条 件 下 的 CSR. ACCA, eR EWR 
代数 ,C* =Home(C,R) WC 的 余 代 数 结 构 导 出 
C' 的 代数 结构 (参见 “对 偶 代 数 ”). 设 M 是 左 C* 
Ff AEM RRA 

p: M— Hom,(C* ,M),e(m)(f) = fem 

(Vm € Mf € C*). 
3 RR. A HARA 
M ORC > M©,C** Hom," MD, 
其 中 om) =t m, Y t€ C", f eC" me 
M. 等同 MORC ME fEHoma(C ^ , M PHR, BAR 
eM) MQC M) M 称 为 有 理 C" BE. 

余 代 数 的 余 交 换 性 (cocommutativity of coalge- 
bra) 与 代数 的 交换 性 对 偶 的 概念 . 一 个 余 代 数 (C， 
AE) PR AR AGAR) E t+ A=A, Hp 

t; CCoOnC 一 C xC, 


T 244 © 5. ES 2.5 69 a;. 
余 代 数 张 量 积 (tensor product of coalgebras ) 
代数 张 量 积 的 对 偶 概 念 . ix (C, Ac. e fI CD, Ap, 6p) 
是 R 上 的 两 个 余 代数 .定义 两 个 R 线性 映射 : 
Acmp: C rD = C94D CORC rD, 
Acon Ce C9 d) = p» Cc)» &) d C9 € (2) G9 d, 


C), (d) 
其 中 
Ac(c) = 288 G9 €i» 
Ce) 
Ap(d) = Daas C9 diay; 
(d) 
scop: C CrD > R, 
Econ Cc C9 d) = &-(een(d). 


从 而 , CORD, Acensecan th d& — Th ZR ACER 2 ZI 
代数 C fü D 的 张 量 积 . 


fk E B IE (cofree coalgebra) — 26 4 4X 
数 . 它 与 品 量 空间 密切 相关 . RV 是 域 R 上 的 向量 
空间 .一 个 对 (C,x), 其 中 CC 
是 R 上 的 余 代数 ,x:C 一 V 是 D——————— C 
R RERI E R EEN 

的 余 代数 D 和 任意 的 RAE \ /f 
映射 f; D>V ,存在 惟一 的 余 

代数 同 态 使 右 图 交换 , 则 E 

BC OB V 上 余 自 由 的 余 代数 .对 R 上 任意 的 向 
EFE V.V 上 的 余 自 由 的 余 代 数 总 是 存在 的 . 

单 余 代数 (simple coalgebra) 与 单 代数 相 平 
行 的 概念 . R 上 余人 代数 C, 阁 没有 非 平凡 的 子 余 代 
数 , 则 C 称 为 单 余 代数 .车 C 的 子 余 代数 作为 余 代 
数 是 单 的 , 则 称 为 单子 余 代 数 . 当 余 代数 C 的 每 一 
个 单子 余 代 数 都 是 单 R 模 时 ,C 称 为 点 余 代数 . 

点 余 代 数 (pointed coalgebra) FW“ RRR”. 
余 代数 的 余 根 (coradical of coalgebra) Aft 


数 的 一 个 特殊 子 余 代数 . A C 是 一 个 余 代数 , 则 C 


的 所 有 单子 余 代数 的 和 称 为 余 代 数 C 的 余 根 . 通常 
记 为 Corad(C). 当 C=Corad(C) 时 , 称 C 为 余 半 单 
余 代数 . 

余 半 单 余 代数 (cosemisimple coalgebra) Jl 
“ 余 代数 的 余 根 ”. 

双 代 数 (bialgebra) ”一 种 代数 系统 . CRA 
数 结构 ,又 有 余 代 数 结构 , 且 两 种 结构 具 相 容 性 . WE 
(B u, MÆ R 代数, 且 (B,A,e) 是 RR 上 的 余 代数 ,其 
Hoy fe BEREARI., 是 刻画 B 的 单位 元 的 映 
IN. A Ale HE R 代数 同 态 ( 等 价 于 py,7 都 是 R 
余 代 数 同 态 ), 则 (CB,g,7,A,e) 称 为 R 上 的 双 代 数 . 

子 双 代数 (sub-bialgebra) 与 子 代数 , 子 环 相 
平行 的 概念 . 双 代 数 (B,p,7,A,e) 的 一 个 RR 子 模 (R 
商 模 )4 , 符 它 是 (B,w,7) 的 子 ( 商 ) 代 数 ,又 是 (B,4A， 
e) 的 子 ( 商 ) 余 代数 , 则 A 称 为 B 的 子 ( 商 ) 双 代数 . 

商 双 代数 (quotient bialgebra)” 见 “ 子 双 代 
数 ”. 

双 代 数 同 态 (bialgebra homomorphism) 具有 
双重 同 态 性 质 的 映射 . 设 B 和 B' 是 R 上 的 两 个 双 
代数 ,大 一 个 B 到 B' 的 代数 同 态 f 同时 又 是 余 代数 
同 态 , 则 f 称 为 B 到 B' 的 一 个 双 代 数 同 态 . 

双 理 想 (bi-ideal) 具有 双重 代数 结构 的 理想 . 
设 妃 是 一 个 双 代 数 , 咎 了 是 妃 的 双边 余 理想 (8 作 
为 余 代 数 ), 又 是 B 的 双边 理想 (B 作为 代数 ), 则 J 
称 为 B 的 一 个 双 理 想 . 

似 群 元 素 (group-like element) ” 余 代 数 中 与 
群 代数 中 的 群 元 素性 质 类 似 的 元 素 . 设 (C,A,e) 是 
RARE CECA AC =cHe. WE c 是 似 群 元 素 . 
若 C 是 双 代 数 且 ACO -—66914- 169c , WK c 是 本 原 
元 素 . 


€ 普 夫 OM 数 


本 原 元 素 (primitive element) 见 “ 似 群 元 素 ” 

左 ( 右 ) 积 分 (left (right) integral) 一 种 特殊 
BET. X; B 是 一 个 R 上 的 双 代 数 , 则 B 的 余 代 数 
结构 导出 B! 一 Homx(B,R) 的 代数 结构 (参见 “对 偶 
代数 ”). B^ 的 元 xz 称 为 一 个 左 ( 右 ) 积 分 , 若 

fr=f (lps)r (rf=f(lg)7r) (Y fEB"), 

其 中 1s 是 B 作为 代数 时 的 单位 元 . 

卷 积 (convolution) 一 种 运算 . 指 余 代数 到 代 
BUR) R 同 态 映 射 间 的 一 种 乘积 . 设 (C,A,e) 是 R 上 
HRR, CA, uE R 上 的 代数 .在 Home(C,A) 
上 定义 乘法 “x ”为 

FeO => fe ete. 


对 任意 f.g € Hom4 (C, A), c € C. Mit, Home (C, 
4) 在 乘法 “* ”下 成 为 R 上 的 代数 ,并 且 有 单位 元 
N e e FERI“ "ER EA. 

霍 普 夫 代数 (Hopf algebra) 一 种 代数 结构 . 
它 是 源 于 代数 拓扑 和 李 群 而 发 展 起 来 的 具有 广泛 应 
用 的 代数 系统 . 设 ( 吾 ,y,7,A,e) 是 R 上 的 双 代 数 ， 
“x "E. Hom&(GH ,H) EMER. 若 Hom(H, H) 
的 恒 等 映射 7 关于 卷 积 “x* ”有 逆 元 S$, 即 

GS) UD > has Gg = Or 2h. 


(Sx 1)(h) = > 802) 05) = (7 *6&)(A), 


(A) 


V A€ H Wil CH uo: A e SOPRS R EISE IE XIS 
BUS 称 为 H WTR. AAs pem Ala’ d H 
《作为 双 代 数 ) 的 子 双 代 数 , 且 SOSTA, MAEA 
H 的 子 霍 普 夫 代数 . 

CT EE XR Gub-Hopf algebra) 
代数 ” 

Xf MCantipode) 人 恒 等 映 射 关 于 卷 积 的 逆 元 
CB SU BARRA”). 对 极 的 存在 与 非 零 左 积分 的 
存在 有 密切 的 关系 . SEPA Larson, R. G. 0, 2 2E (8 I 
(Sweedler,M. E. ) & fi & 5 (Pareigis, B. 283 T 4E Wr 
A: ARAB BARRE P I Jg SHR. 

霍 普 夫 理想 (Hopf ideal) 对 极 作 用 下 闭合 的 
WHE. KR 妃 是 一 个 霍 普 夫 代 数 ,S 是 它 的 对 极 , X: 
H 的 双 理 想 J ,使 得 SC() 导 J , 则 J RA H HEE 
RHH. 

E 3E OX dE E A (Hopf algebra homomor- 
phism) W ig FE ALE OR BIA. CH py, 
Ase SORIG! ul ug Ane SER EWA ERE 
RRR. E S RECA, im ASSI OT ug ,7 Ave) 
Bg— ox IB A AH S + fH fe SW SRAE 
普 夫 代数 同 态 . 

商 霍 普 夫 代数 (quotient Hopf algebra) PAK 
数 概念 的 引申 . 设 五 是 一 个 霍 普 夫 代 数 ,T 是 五 的 
一 个 霍 普 夫 理想 . H/I 有 惟一 的 霍 普 夫 代数 结构 使 
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自然 同 态 H— H/I MABE ATIS. H/T 连同 
这 霍 普 夫 代数 结构 称 为 H 关于 了 的 商 霍 普 夫 代数 . 

对 偶 双 代数 (Cdual bialgebra) 由 给 定 双 代数 
诱导 出 的 一 个 具 双 重 对 偶 性 的 双 代 数 . E CB um, 
A,e) 是 域 R 上 的 双 代 数 . Æ B? = {J € Homx(B， 
R) = B'| kr f 包含 如 的 一 个 理想 J, 使 得 
dim, B/J < co}, M BEAR AV B BUSH INC BT 
的 子 代数 ,也 是 代数 B 的 对 偶 余 代数 . 因此 ,B" 关 于 
这 样 的 代数 及 余 代数 结构 成 为 一 个 双 代 数 , 称 为 B 
AY TE OCI. E H 是 一 个 霍 普 夫 代数 ,其 对 极为 
S, 则 任意 f/€cH.uf:sem.dsoo-f«.s, 
则 双 代 数 如 "有 对 极 $ ,从 而 成 为 一 个 霍 普 夫 代 数 ， 
BA H 的 对 偶 霍 普 夫 代数 ， 


XB ARAM (dual Hopf algebra) 见 “ 对 
偶 双 代数 ” 
双 代 数 模 (bialgebra module) 一 种 代数 对 象 . 


它 既 有 模 结构 ,又 有 余 模 结 构 , 且 两 种 结构 又 具有 相 
容 性 . 设 (B,y,7,A,e) 是 一 个 双 代 数 ,M A B ER 
(B 作为 代数 ), 又 是 右 B 余 模 (B 作为 余 代数 ). 右 B 
模 作 用 记 为 m 
射 记 为 

p: M — M OKkB, 

pin) = > no Oma Mmo € Mo € B). 


若 下 图 交换 ,其 中 
i: B CO B — B&B, 
t( 2,5 @hi) = BA OA. 
则 称 MA BORE. 图 交换 性 等 价 于 ,对 任意 
CM,bcb, 
pim * b) = »3 (n * bay) Q Mabo). 


(5) 0n) 


MOrB M M69RB 
PA C9 n 
id G9 £ G9 id 
MS &BGO RBO RB MCORBCORBOCORB 


若 B 是 一 个 霍 普 夫 代数 , 则 B 双 代 数 模 称 为 B EX 
夫 模 . 
E t t (Hopf module)” 见 “ 双 代 数 模 ”. 
量 射 (measuring) ”代数 间 的 一 种 特殊 映射 . 设 
A4 和 B 是 RR 上 的 两 个 代数 ,C BR EDR. G 
REPA a:COr4A4 一 B WE: 


]; Ceo ug ) = aa 0 a)alcw, OO al); 


2. ae G9) Ia) =] eC) 1a; 
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“b,mEM,bEB. 右 B 余 模 的 结构 上 映 © 


对 任意 a.a'€ A,cEC, 则 (a,C) 称 为 4A 到 B 的 量 
SF, EFR a EF} A F) B. 

作用 (action) BHRERAHEKESD. B 
E R EBMOXBGAdER ERIS E RRA a: 
B6COkA—A 满足 : 

1.a(b Qaa) = X alba, G9 a)a(bo, Ra); 


2. a(b 69 14) = eC) 1a ; 

3. alsa) —a; 
对 任意 aa! ECA DEB, NIR 为 妃 在 4 上 的 一 个 
SEH. E RERS a 还 满足 

4. a(b'®a(b®a))=alb'b&a), 
对 任意 a€ Asb, € BW] a 称 为 双 代 数 B 在 代数 A 
上 的 一 个 作用 . 车 双 代 数 BERR A 上 有 一 个 作 
用 , 则 代数 4 称 为 关于 这 个 作用 的 B 模 代 数 . 

模 代 数 (module algebra) 见 “ 作 用 ” 

弱 作 用 (weak action) WH”. 

广义 交叉 积 Cgeneralized crossed product) WH 
与 群 的 交叉 积 的 一 般 化 . 设 a 是 RR 上 双 代 数 (B,x， 
7,A,E) 在 代数 A 上 的 弱 作 用 ,ax(ocoa) 记 为 。a ,又 
c 是 BRB 到 A 的 R 双 线 性 映射 .在 ARB EE 
义 乘 法 如 下 

(a C9 6) Ca! 69 6') 
X by jaa * a) (50, bay) O but. 


() (P) 

Er A®rB 在 此 乘法 下 成 为 一 个 结合 代数 ,并 且 有 单 
位 元 14c91s, 则 AQB 称 为 4 与 召 的 交叉 积 , 记 为 
At, B, IGX aGOb BH at b. AQB 在 此 乘法 下 成 
为 一 个 结合 代数 的 充分 必要 条 件 是 : 

l.o(l1s,06)=o0(6,1s)=e(b)1la (V bEB). 

2. (V b,b ,D"C B), 

p [ba * e Gt OM ay) Jo Gea) b 5") 


(5), Cb") Cb") 


= 3 alba sba) (bob, 8"). 


Ch), Cb) 


3. (V aC A,b,b ERB) 
> [Day* bo Sa) ebay bs) 


(5), (6) 


= 2 9 (55 Qi) (Obi) * a). 


(5) , Ch) 


J X FR (generalized smash product) 一 类 
特殊 的 广义 交叉 积 . 设 4#。B 是 代数 4 SOR B 
的 一 个 交叉 积 ,a 是 双 代 数 B 在 代数 4 上 的 弱 作 
H. Æ BX B 到 A 的 双 线 性 映射 o 满足 条 件 

o(b,b') = el(b)elb')1a (OV 5,0 € B), 

且 ex“ 是 作用 , 则 交叉 积 4#。.B 称 为 4 与 互 的 碎 积 , 通 
常 记 为 APB. BORG BERR A 上 的 弱 作 用 a 
是 平凡 的 , 即 a (569a) — (02a, V aC A, 5€ BM 
LF AHB AS BRA BL IO ANAL. 
碎 积 是 斜 群 环 的 一 般 化 , 挠 积 则 是 挠 群 环 的 一 般 化 . 


FA (twisted product) J“ J^ SC PEAR”. 

余 作 用 (coaction) FAN WARS. RBA 
R 上 的 双 代 数 ,4 是 R 上 的 代数 .一 个 RR 模 同 态 o: 
4 一 4conB , 行 满足 下 面条 件 : 

1. o(ab) = pCa)pCb) ; 

D» Pla) 7 1469155 

3. GdÉe)ola)=a; 
WER abEA MI o £x BEA Elf) — 4 S828 IE 
用 . 若 还 满足 条 件 

4. (oid) * p= (16920 * p; 
则 o Ek BEA 上 的 余 作 用 . 余 作用 是 群 分 次 概念 
的 一 般 化 . 

弱 余 作用 (weak coaction) ” 见 “ 余 作用 ”. 

几乎 余 交 换 霍 普 夫 代数 (almost cocommutative 
Hopf algebra) 余 交 换 替 普 夫 代数 的 推广 . 设 厂 是 
f EAE A H 的 对 极 S 是 双 射 ,而 且 存 在 可 逆 
元 T € HH f fS XS ERE AC H 8 

TACh)) STAT , 
其 中 
r: HOH— HOH, 
rl 2 G9 b) == 215 (x) ajs 


则 称 H 为 几乎 余 交 换 霍 普 夫 代数 . 

JU — fü TE $E X fr (quasitriangular Hopf alge- 
bra) 一 类 重要 的 量子 群 . EE ETUR UH NM 
几乎 余 交 换 的 ,其 中 

N= Ma @®b,€ H@H 
H 
GN Cod RS] RE 
其 中 


(id SADR = RR", 


RS ^a @6,@1, 
R23 = S31@ 4a: bs 


Ree) a reb. 


则 称 五 是 拟 三 角 堆 普 夫 代数 . EXS 
N-1 = rN)= 2,5 a, 


则 称 五 为 三 角 堆 普 夫 代数 . 拟 三 角 霍 普 夫 代数 也 称 
为 辫子 霍 普 夫 代数 . 

三 角 霍 普 夫 代数 (triangular Hopf algebra) 
见 “ 拟 三 角 霍 普 夫 代数 ” 

关子 霍 普 夫 代数 (braided Hopf algebra) — M, 
“ 拟 三 角 霍 普 夫 代数 ” 

余 拟 三 角 霍 普 夫 代数 (coquasitriangular Hopf 
algebra) 拟 三 角 霍 普 夫 代数 的 形式 对 偶 . SITE 
普 夫 代数 H , EE Home (HOH , RO PEE BR u] 
逆 的 双 线 性 型 (一 | 0: HCOH — R ,使 得 对 任意 A, 


Æ od KK 数 


k,IEH, 有 
六 Un hs em Y hki lki 
MEK H EJLER. X 
(h| El) = S OI (SD, 


I ye > OE GEL 


MEH RW EMER ARA GR EROUARERT EG 
XR. 

余 辫 子 霍 普 夫 代数 (cobraided Hopf algebra) 
见 “ 余 拟 三 角 霍 普 夫 代 数 ”. 

JL F RE BKK HM (almost commutative 
Hopf algebra) ” 见 “ 余 拟 三 角 霍 普 夫 代数 ”. 

右 双 代数 扩张 (right extension of bialgebra) 
代数 便 助 于 双 代 数 的 扩张 . 设 A4。 和 4 是 R 上 的 代 
数 ,B 是 RR 上 的 双 代 数 . 若 满足 : 

1. A ÆA BRR, HAR p: A 一 AOxB; 

s Ao 是 A 的 子 代 数 ; 

3. A, {a€ Al ela) —-a6C91a) ; 

则 扩张 4/4。 PRAA DARS B 扩张 . Av 称 为 4 的 余 
不 变 子 代 数 . 若 B 是 霍 普 夫 代数 , 则 称 A/A ABE 
普 夫 扩张 . 

右 霍 普 夫 扩张 (right Hopf extension) 
双 代 数 扩 张 ”. 

右 双 代数 伽 罗 瓦 扩张 (right Galois extension 
of bialgebra) 经 典 的 域 的 目 同 构 群 下 的 伽 罗 瓦 扩 
张 的 霍 普 夫 代数 推广 . 设 A/A BMRA B 扩张 ,B 
余 模 4 的 结构 上 映射 为 c:4 一 4CoOnB. E k i: 

B: A C94, A — A COkB, 
25 G9 aj > 2, 214 ic Co aio 
是 满 射 ,其 中 
Cai) = Jap 69 aia» 
则 双 代 数 BP KAA PAA MRM IUD. Kk. a 
已 是 霍 普 夫 代 数 , 则 A/A MAREE K- MF RT 
ck.  H EARE, I 8 是 满 射 等 价 于 B 是 双 射 . 

AEBK-MF AP HK right Hopf-Galois ex- 

见 “ 右 双 代 数 伽 罗 瓦 扩张 ” 


BOR ERE RRS 
E B] 许 永 华 Ww 杰 


见 “ 右 


tension) 
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模 与 同调 代数 


模 de 


ie (module theory) ”抽象 代数 学 的 重要 组 
成 部 分 之 一 ,主要 研究 环 上 的 模 . 模 的 概念 本 质 上 是 
域 上 向 量 空间 的 直接 推广 . 早 在 19 世纪 , 狄 利 克 雷 
(Dirichlet, P. G. L. ) 就 曾经 考虑 过 多 项 式 环 上 的 
模 ,20 世纪 20 年 代 , 诺 特 (Noether,E. ) 曾 一 再 提出 
过 模 的 重要 作用 . 交换 环 上 的 模 在 代数 几何 中 有 重 
要 作用 , 非 交 换 环 特别 是 群 环 上 的 模 就 是 群 的 线性 
表示 , 域 上 的 模 就 是 向 量 空间 . 到 了 20 世纪 40 年 
代 , 由 于 环 论 的 需要 和 同调 代数 的 兴起 , 模 论 得 到 了 
进一步 发 展 . 30 年 来 ,已 成 为 同调 代数 、 群 论 、 环 
ie .代数 天 理论 .范畴 论 等 分 支 学 科研 究 中 不 可 和 缺 
少 的 工具 ,并 在 其 他 数学 分 支 ,如 代数 几何 、 拓 扑 学 、 
泛 图 分 析 甚 至 微分 方程 等 领域 里 得 到 了 较 广 泛 的 应 
用 .现代 模 论 已 成 为 内 容 丰 宣 、 文 献 浩 繁 的 代数 学 的 
一 个 独立 分 文 . 

{Ñ (module) 一 个 重要 的 代数 系统 . 它 是 一 个 
WATEK 4 的 交换 (加 ) 群 M. 给 定 集合 A 与 交换 群 
1M, 若 定义 了 auaE4 与 zxEM 的 乘积 azEM, 并 且 这 
个 积 满足 条 件 : 

l.aCrzd-320—axcr-Fay C(a€ A,x,yE M), 

则 称 4 为 M 的 算 子 区 , 称 M 为 带 算 子 区 4 的 模 ， 
MARA A 上 的 模 或 A 模 .这 时 ,由 对 应 (az) 一 az 
确定 的 映射 AX MM, 称 为 A 作用 到 M 上 的 运 
算 . 任意 a€ A 可 诱导 出 M HAMA auicmac i 
考虑 交换 群 M 能 否 成 为 A 模 就 是 看 能 和 否 给 出 映射 


H: A—End(M), aay. 
Aw, FB A EAA, Ame LRA 1 的 4 


模 还 满足 : 

2. Cabo x — ax bx; 

3. (ab) x —a(bz); 
即 映射 u: A End CMO AMR [e] a WK M AA A 模 
或 左 环 模 . 由 于 4 到 M 上 的 运算 是 写 在 左 侧 ,所 以 
M 就 称 为 左 A 模 , 记 为 4M. BUH. A A HM, id 
HA Mag 4 有 单位 元 1, 且 又 满足 条 件 

4.lr—r (rE M); 
则 称 M 为 丁 模 或 么 模 , 以 下 设 4 模 都 是 西 模 . 

算 子 区 (operator domain) W”. 

带 算 子 区 的 模 (module with operator domain) 
ng. 

Fife (unitary module) 
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4f dentity module) ”期 “ 西 模 ”. 

C EE (submodule) 模 论 的 重要 概念 之 一 . dB 
4 模 M 满足 一 定 条 件 的 子 集 . 利用 子 模 来 研究 模 是 
一 种 常用 方法 . E N 是 交换 加 法 群 M 的 子 群 ,并 且 
A 到 M 的 运算 也 是 ABN 上 的 运算 , 即 , 对 任意 a 
EA,yEN, 积 ayEN, 则 NN 本身 也 是 4A 模 , 称 为 M 
的 子 模 或 子 4 模 . 任何 一 个 非 零 4 模 MM 至 少 有 两 
个 子 模 , 一 个 是 零 模 (只 有 一 个 元 素 0), 男 一 个 是 M 
自己 , 称 为 M 的 平凡 子 模 , 而 M 的 其 余子 模 称 为 M 
的 非 平 几 的 子 模 . A N 是 METR, H N 关 MM, 则 
称 N 为 M 的 真子 模 . 若 {N。})se1: 是 4 模 MM 的 子 模 
AR JU (YN. 和 ZN. 仍 是 M 的 子 模 . 较为 重要 的 子 


模 有 极 大 子 模 、 极 小 子 模 、 本 质子 模 和 多 余子 模 等 . 
Bi M 的 所 有 子 模 组 成 一 个 格 . 

零 模 (zero module) “fi”. 

平凡 子 模 (trivial submodule) “FRE”. 

非 平凡 子 模 (nontrivial submodule) UL“ AL”. 

真子 模 (proper submodule)” 见 “ 子 模 ”. 

极 大 子 模 (maximal submodule) 一 类 重要 子 
ih. a NN 是 4 模 人 MM 的 真子 模 , 并 且 不 存在 严格 包含 
N 的 M BS RT SCHULZE N' 是 M BJ T TS. HN" 
DN WEA NM = R) WEN Æ MM 的 极 大 
A 子 模 . 并 不 是 所 有 的 A 模 都 有 极 大 子 模 .奇人 MM 是 
有 限 生成 的 非 零 4 模 , 则 M 必 有 极 大 子 模 , 并 且 M 
的 每 个 真子 模 必 被 包含 在 一 个 极 大 子 模 内 . 投射 模 
一 定 有 极 大 子 模 . GN 是 模 M 的 极 大 子 模 , 则 商 模 
M/N 是 单 模 . 

极 小 子 模 (minimal submodule) 与 极 大 子 模 
是 互 为 对 侦 的 概念 . Æ N 是 4 模 M 的 子 模 , 并 有 旦 不 
存在 严格 包含 在 入 内 的 M HIERT, E N 
是 M 的 非 零 子 模 , 且 N'CN, 则 一 定 有 NN' = 二 和 NN 成 
Z) MEN A M 的 极 小 子 模 . A TS M 是 单 模 的 充 
分 必要 条 件 为 M 是 它 的 极 小 子 模 . 

本 质子 模 (essential submodule) 亦 称 大 子 
模 . 一 类 重要 的 子 模 . 它 是 在 一 定 程度 上 可 代替 模 本 
AW FRR. BR HRY OS. i K Æ ARM 
HJ Fe. a OT M 的 子 模 L, H KNL=0 Ay Er A L=0 
CIK 5 M 的 每 个 非 零 子 模 都 相交 ), 则 称 K 为 M 
的 本 质子 模 , 记 为 K <M, 此 时 , 称 M 是 KK 的 本 质 
扩张 . 本 质子 模具 有 遗传 性 , 即 : 各 入 EM 的 本 质 
子 模 ,K 是 NN 的 本 质子 模 , 则 K 也 是 M 的 本 质子 
B. 


AFH (large submodule) BRETH”. 


ER HJ KR SK Cessential extension of a mod- 
ule) WRAT”. 

多 余子 模 (superfluous submodule) 亦 称 小 子 
模 .一 类 重要 的 子 模 . 本 质子 模 的 对 侦 概 念 . 设 KK 是 
AR M 的 子 模 , 若 对 METIR Lud K+L=M 可 
断言 也 二 对, 则 称 天 为 M 的 多 余子 模 . WN KM. 


IF (small submodule) ” 即 “ 多 余子 模 ”. 
循环 模 (cyclic module) 一 类 特殊 的 有 限 生 成 


Bi. 可 由 一 个 元 素 生 成 的 A M 称 为 循环 模 (A 是 
有 单位 元 环 ), 即 ,有 xzEM, 使 得 M—Ax 成 立 . 环 A 
作为 A 模 是 循环 模 . ARM 是 循环 模 的 充分 必要 
条 件 是 M 宇 4/1, 其 中 了 为 4 的 一 个 左 理 想 . 

阶 理 想 (order ideal) 模 的 算 子 环 的 一 个 单 侧 
理想 . 设 M 是 左 4 模 ,zEM, 在 =(cE4|az= 
0), 则 DD 是 4 的 左 理想 , 称 为 xz 在 4 中 的 阶 理想 ， 
ERK r A PRE S.Id A Annar. 4 A—Z 
是 整数 环 时 ,对 任意 4 模 M,zEM, 或 者 有 4nnzz 
=0, MAA Annzr= (n), X E n0,3F H n 是 使 得 
nx = 0 的 最 小 正 整 数 ,n 就 是 由 xz 生成 的 循环 群 (x》 
的 阶 ,这 就 是 把 4nnzz MA x 的 阶 理想 的 缘故 . 通 
[giu 

L,(M)={a€ Alax—0,V x€ M) 
称 为 M 在 4 中 的 零 化 子 , 而 
[40M)— [1 Annaz. 

忠实 模 (faithful module) 一 类 重要 的 模 . F 

MEA A 模 , 把 所 有 与 M 的 乘积 为 0 的 4 的 元 的 

tiu KB K={a€AlaM=03, NK BAN 
理想 , 称 为 M 在 A PIN SILT. A K=O, RG 
A WARES ICH a. 8183 aM —0 成 立 , 则 称 M 是 忠实 
A 模 . 无 挠 模 一 定 为 忠实 模 , 但 反 过 来 不 真 .对 任 一 
个 4 模 MM, 总 可 以 得 到 一 个 忠实 模 , 铬 MM 在 A 中 的 
零 化 子 为 1, 则 M 可 成 为 4/T 模 ,此 时 A/T ROM 就 
是 忠实 模 , 并 且 4MM 544M 有 相同 的 子 模 格 . 


模 的 零 化 子 (annihilator of a module) WE 
实 模 ”和 “ 阶 理想 ”. 
商 模 (quotient module) 模 论 的 重要 概念 之 


—. HM 与 它 的 商 模 M 之 间 的 性 质 有 着 密切 的 联 
系 . 它 是 将 4 模 M 的 元 素 进行 陪 集 分 类 后 所 得 到 
KIR. EN 是 左 4 模 METE, MoR M a A 
通过 对 其 子 群 N EAT EK I ^r 15$ LEM — 
M/N ,用 表示 x 所 在 的 陪 集 x 十 入, 定义 a€ 4 与 
LEM 的 积 为 
ax=ax=axr+N, 

此 积 满 足 4 模 的 条 件 , 所 以 M 也 是 A 模 , 称 为 模 M 
RT FR N 的 商 模 . 


分 式 模 (fractional module) 模 论 的 重要 概念 


之 一 . 它 是 由 模 所 产生 的 新 模 , 是 分 式 环 概念 的 推 


模 论 


pocE OA 是 交换 环 ,S 是 4 的 乘法 封闭 子 集 , 并 且 1 
ES,0E3S, 则 可 以 得 到 4 关于 S WARK SA. 
M 是 左 A4 模 , 积 MXS=={(x,s)|xEM,sE€S), 若 存 
TE sE S, f (B s (592, 5,2) —0, WE V Cri sio 
(22952). 这 是 一 个 等 价 关系 , 由 此 产生 的 商 集 记 为 
SMWM, 它 的 元 素 记 为 z/s,zEM,sES. 再 定义 : 

Jay sepu Smp sss 

(a/S)CE/D) = arzést, a/s € S AS 
从 而 可 得 到 S 4 模 9 M.FRM 关于 SS 的 分 式 
RERA MRF S 的 局 部 化 . M 与 SM 有 着 密 
切 的 联系 ,例如 :对 环 4 的 任何 极 大 理想 mm, 记 S= 
A\m,S M—Ms ,大 对 一 切 极 大 理想 mm 8A Ma = 
0, 则 M=0. 分 式 环 和 分 式 模 的 概念 都 可 推广 到 非 
交换 环 的 情况 ,它们 分 别称 为 商 环 和 商 模 , 它 们 与 挠 
理论 有 密切 联系 . | 

44i (torsion module) —2 BEYER. 挠 群 的 
推广 . 设 M 是 和 4 模 , 若 对 02m € M, 有 0 关 a€ 4, 使 
得 am —0 成 立 , 则 称 m 是 4M 的 挠 元 . 当 4 为 整 环 
时 ,aM 中 所 有 的 挠 元 组 成 M 的 子 模 , 称 为 M 的 搁 
TO IAT CM). Æ M 的 元 全 都 是 挠 元 , 即 7T'(M) 
=M, NER M 是 挠 模 . 一 个 模 是 否 具 有 较 好 的 性 质 ， 
在 一 定 程度 上 与 它 的 挠 子 模 的 大 小 有 关 . 

#570 (torsion element) W Ee". 

$F (torsion submodule) — Il ES Ei". 

Jt 5S1 (torsion free module) 一 类 重要 的 模 . 
它 是 无 非 平 几 搁 元 的 模 . 设 MM 是 A BR OO 外 没 
A feu. BP TCM) — 0, BIER AM 为 无 找 模 ,此 时 由 az 
二 0 一 定 有 a 二 0 或 x=0. ?4 A 是 整数 环 ,对 任意 A 
模 M,M/T(M) 是 无 挠 的 .一 个 Z 模 是 平坦 模 的 充 
分 必要 条 件 是 它 为 无 挠 模 ， 

EA (module homomorphism) 模 论 的 重要 
概念 之 一 . 指 两 个 模 之 间 的 一 类 映射 . 设 M,N 是 两 
个 4 模 ,f 是 加 群 M SIN 的 群 同 态 , 阁 f 还 保持 4 
到 M,N 上 的 运算 , 即 对 任意 a€ A, flar)=af GO, 
XEM, 则 称 f 是 模 同 态 , 也 称 ARIA. 常 记 为 f€ 
Homa (M,N) 或 /EHom(M,N). 任 意 两 个 模 M,N 
之 间 总 存在 模 同 态 ,例如 , 设 fO —0.:€ MM, 通 常 
PW ASA FAS. aN 是 M 的 子 模 ,映射 rr 
xX 二 x 十 NN 是 aM 到 4MM 的 模 同 态 , 则 称 7 为 自然 同 
aS. M,N 之 间 的 模 同 态 集 Hom CM N) d& — S 
加 群 ,特别 地 , 当 M—N 时 , 记 

End(,M)=Hom,(M,N), 
它 是 一 个 环 , 称 为 模 M 的 自 同 态 环 . 4 是 End (aM) 
的 子 环 . 
FEA (zero homomorphism) 见 “ 模 同 态 ” 


自然 同 态 Cnatural homomorphism) Ji, “RE [E] 
x? 


AM t 
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自 同 态 环 (endomorphism ring) 见 “ 模 同 态 ” 

模 同 构 (module isomorphism) 一 种 特殊 的 模 
同 态 . 模 Ma NOAA f APM RE 
AY. WW Ek f dé M BN 的 同 构 ,这 时 称 M,N 是 同 构 
的 模 , 记 为 MSN. 两 个 同 构 的 模 , 从 模 的 结构 来 看 ， 
它们 没有 什么 区 别 . A f 是 同 构 , 则 Sek fo 
也 是 同 构 . 

稳定 同 构 (stable isomorphism) 亦 称 准 同 构 ， 
两 个 模 之 间 的 同 构 概 念 的 推广 . 设 M,N 是 两 个 A 
AA RA MR A 模 己 ,Q ,使 得 

MOP=NOQQ, 
则 称 模 MA N 是 稳定 同 构 的 . 硅 环 4 是 半 完 全 环 ， 
则 每 个 有 限 生成 4 模 稳定 同 构 于 一 个 没有 非 零 投 
射 直 和 项 的 模 ; 并 且 , 两 个 没有 非 零 投射 直 和 项 的 A 
模 稳 定 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 同 构 . 稳定 同 构 
模 在 代数 天 理论 中 有 重要 作用 . 两 个 4 模 M,N 是 
稳定 同 构 的 充分 必要 条 件 是 有 自然数 m,n 使 
M@A*=NO@A". 

# [E #4 (quasi-isomorphism) Jl “fase fR] ty”. 

A [a] AS HJ RAR (coimage of a module homomor- 
phism) ” 模 论 的 重要 概念 之 一 . 它 是 余 核 的 对 偶 概 
念 . 从 模 同 态 f :MN 所 得 到 商 模 M/kerf, 称 之 为 
f 的 余 像 , 记 为 coms, CAME 了 单 的 程度 . 

模 同 态 的 余 核 (cokernel of a module homo- 
morphism) ” 模 论 的 重要 概念 之 一 . 它 是 与 余 像 对 
偶 的 概念 . 从 模 同 态 f:M>N 所 得 到 商 模 N/Im f, 
其 中 Imf 为 了 的 同 态 像 , 称 之 为 f 的 余 核 , 记 为 
coker f, 它 刻画 着 f 满 的 程度 . 

ES [s] AS d AS GE XE (fundamental theorem of 
module homomorphism) 模 论 的 重要 定理 之 一 . 若 
M 是 左 4 模 , 则 M 的 任 一 商 模 都 是 M 的 同 态 像 ; 
反之 ,MM 的 每 个 同 态 像 都 与 M 的 一 商 模 是 模 同 构 
的 .于 是 ,抽象 地 看 ,一 个 模 的 同 态 像 之 全 体 正 是 这 
个 模 的 商 模 之 全 体 . 由 此 推出 模 同 构 定理 ; 硅 有 左 4 
RES f:MN, 则 有 coim f=Im f. 

Zk f 5 [a] A (essential monomorphism) 一 类 
特殊 的 单 同 态 , 是 多 余 满 同 态 的 对 偶 概 念 . A OPK 
— M 是 模 的 单 同 态 , 并 且 Im 了 是 M 的 本 质子 模 , 则 
称 f 是 本 质 单 同 态 .由 于 Imf IM, f 也 较 接 
近 于 满 同 态 . 一 个 单 同 态 了 是 本 质 的 充分 必要 条 件 
是 :对 所 有 的 同 态 , 若 hf 是 单 的 , 则 及 也 是 单 的 . 

2 5 S AS (superfluous epimorphism) Æji 
单 同 态 的 对 偶 概 念 . e M ON 是 模 的 满 同 态 , 并 
H. ker g EM 的 多 余子 模 , 则 称 g 是 多 余 满 同 态 . 由 
于 kerge<Mo TW g 也 较 接 近 于 是 单 同 态 .一 个 满 
AA g 是 多 余 的 充分 必要 条 件 是 对 所 有 的 同 态 A. 
A gh 是 满 的 , 则 4h 也 是 满 的 . 

双 模 (bimodule) 一 类 重要 的 模 . 指 市 有 两 个 
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算 子 环 的 模 . 设 A.B 是 环 ,M EARLE B TRUE 
用 A 的 元 素 去 作用 ( 乘 M 的 任 一 元 ), 与 用 B 的 元 
素 一 起 去 作用 时 其 顺序 是 可 换 的 , 则 称 M FECA, B) 
双 模 . PIU. M 是 左 A 模 , 右 B 模 ,并 且 还 满足 : 
(ar)b—a(xb), aCA ,bEB,xEM, 

W M AZ AA BUS WKM: 任意 左 4 模 MM 都 
可 作为 左 4 右 Z 双 模 ,又 可 作为 左 4 右 End 4M XXL 
模 . 

双 同 态 (bihomomorphism) 一 种 特殊 的 同 态 . 
指 双 模 之 间 的 同 态 . 设 有 (4,B) 双 模 M LN Ë f 
是 加 群 M 到 NN 的 映射 ,并 且 f 是 A 同 态 同时 又 是 


B 同 态 , 则 称 S ÆA, BUR M BIN 的 一 个 双 同 
a 


FX 


ES B ^E FX R (system of generators of a modu- 
le) 模 论 的 基本 概念 之 一 . 指 可 以 表示 出 A RM 
中 任 一 个 元 的 M 的 一 组 元 素 . 考虑 环 4 模 M 时 ,4 
的 元 称 为 纯 量 ,4 EROS M 的 系数 环 或 基 环 ,运算 A 


XM—M 称 为 纯 量 乘法 ,az 称 为 x 的 纯 量 倍 , 它 的 


全 体 记 为 Ax. 对 M 的 一 簇 元 素 (nhe ,形式 为 
Sac (€ 4, 仅 有 限 项 非 零 ) 


A€I 
的 元 的 全 体 入 是 包含 全 部 zxGEZ) 的 M 的 最 小 子 
模 , 它 等 于 和 
^ Az. 


A€I 


ERN E] Grae fr AE XL S MM Cn ae RA N 的 生成 系 . 
Xr 7 是 可 数 集 , 且 M H (rhe ÆR. WEK M 为 可 数 
生成 模 . 当 工 是 有 限 集 , 且 M= Axr + Ar: ter + 
4z, 称 M 为 有 限 生成 模 , 此 时 任 x € M 有 表示 式 

od 
模 M 是 有 限 生 成 当 且 仅 当 对 M 的 每 一 个 子 模 集 
(Ahk EIL UB 


> ,4 mM. 
i€I 
则 存在 有 限 子 集 OCT. BEF 
A = M. 
€T 
可 数 生 成 模 (countably generated module) W 


HERA”. 
ER ÆR S (finitely generated module) J 
“ 模 的 生成 系 ”. 
自由 模 (free module) 一 类 重要 的 模 , 它 的 性 
质 最 接近 于 域 上 的 向 量 空间 .对 左 A 模 MM 中 的 一 
2H JG AR. Urs) «e rS] EE CE BR A 
^ ja = 0 (a,€ A), 
acl 
AS a,—0 (V acE7), 则 称 {zo}ser 是 线性 无 关 


HU. LEE M 有 一 线性 无 关 的 生成 元 系 {zeje" 则 称 
(whet: MABE, MAEM M MRA A 


Bi. 除 环 上 的 任意 模 都 是 自由 模 ; 主 理想 整 环 上 的 上 
由 模 的 子 模 还 是 自由 模 ; 任 意 自由 模 都 与 形 如 A 
的 模 同 构 ;任意 模 都 是 某 个 自由 模 的 同 态 像 . 

自由 模 的 秩 (rank of a free module) JRÉRB 
由 模 的 维 数 . 刻画 自由 模 的 一 个 概念 . 域 上 一 个 向 量 
空间 的 所 有 基 的 基数 ( 基 元 的 个 数 ) 都 是 相等 的 , 然 
而 ,一般 地 ,一 个 自由 模 可 能 有 基数 不 同 的 基 . 但是， 
对 相当 广 的 一 类 环 ( 如 交换 环 ) 来 说 ,不 会 出 现 这 种 
情况 . 对 左 A 自由 模 MOA M 的 所 有 的 基 的 基数 相 
等 ,这 个 基数 就 称 为 M 的 秩 . 此 时 环 4 称 为 基数 不 
变 环 ,简称 IBN 环 . IBN 环 包括 交换 环 、 诺 特 环 等 . 

自由 模 的 维 数 (dimension of free module) Bp 
“自由 模 的 秩 ”. 

余 有 限 生 成 模 (finitely co-generated module) 
一 类 特殊 的 模 . 它 是 有 限 生 成 模 的 对 偶 概 念 . M 
是 模 ,满足 条 件 : 若 对 M 的 每 个 子 模 集 {A;|i1 E77} 有 

(14;—0, 


WV fric RT To CT 使 得 
R A;=0, 


此 时 称 M 是 余 有 限 生成 模 . XX ES TET A X 
TERI U e AERA S 


则 存在 7 的 有 限 子 集 , 使 
0—>M— Il; 


是 单 同 态 . 这 一 定义 也 等 价 于 :对 于 任意 同 态 族 f: 
M-U,,1€1,4 

Okerfi =0, 
则 必 有 了 的 有 限 子 集 J 使 得 

N kerf; =0. 

模 的 极 小 条 件 (minimum condition on a mod- 
ule) 模 论 的 重要 概念 之 一 . 它 是 与 极 大 条 件 相 对 
偶 的 概念 . 模 M 的 子 模 的 全 体 关 于 包含 关系 形成 偏 
FE. 若 模 M 的 每 个 非 空 的 子 模 集 S 在 这 个 序 下 都 
有 一 个 极 小 元 ( 即 ,存在 PES ,使 得 当 NES HNC 
P,RA N — P 成 立 ), 则 称 M 满足 极 小 条 件 . 极 小 
条 件 与 降 链 条 件 (DCC 条 件 ) 是 等 价 的 . 阿 廷 
(Artin, E. ) 于 1927 年 提出 了 用 降 链条 件 来 研究 环 ， 
从 而 推广 了 有 限 维 代数 的 一 些 理论 . 

模 的 极 大 条 件 (maximum condition on a mod- 
ule) 模 论 的 重要 概念 之 一 . 它 是 与 极 小 条 件 对 偶 
的 概念 . 模 M 的 子 模 的 全 体 关 于 包含 关系 形成 偏 序 
集 . M 的 每 个 非 空 的 子 模 集 S 在 这 个 序 下 有 一 个 
极 大 元 ( 即 , 存 在 PCS, IRM NES A PCN, 
A P-—NO,.WISERER M 满足 极 大 条 件 . 极 大 条 件 与 升 
链条 件 (ACC 条 件 ) 等 价 . 升 链条 件 是 由 诺 特 


模 论 


(Noether, E. ) 于 1921 年 在 研究 理想 的 分 解 时 提出 
HJ. 

诺 特 模 人 (Noetherian module) 一 种 重要 的 模 ， 
它 是 阿 廷 模 的 对 偶 概 念 . 即 满 足 极 大 条 件 的 模 . 若 4 
的 ， 即 存 在 n, 使 得 M, = M, 41 Vll BR Hie M 满足 
升 链 条 件 . 模 M 是 诺 特 模 的 充分 必要 条 件 是 它 满足 
升 链条 件 ;也 等 价 于 ,M 的 每 个 子 模 是 有 限 生 成 的 . 
AHH 4 看 做 左 A 模 时 它 是 诺 特 模 , 则 称 4 是 左 
诺 特 环 ( 关 于 右 的 情形 完全 类 似 ). 诺 特 环 是 一 类 概 
括 广 的 重要 环 , 它 在 代数 几何 等 学 科 中 有 很 大 的 应 
用 价值 . 域 上 的 多 元 多 项 式 及 其 商 环 (因而 代数 曲 
线 , 代 数 曲 面 的 坐标 环 ) 都 是 诺 特 环 . 

模 的 升 链 条 件 (ascending chain condition of 
module)” 见 “ 诺 特 模 ”. 

阿 廷 模 人 Artinian module) 与 诺 特 模 对 偶 的 概 
念 , 即 满足 极 小 条 件 的 模 . A AR M 的 任 一 子 模 降 
链 Mi 二 M; 二 … 都 是 有 限 终 止 的 , 即 存在 n ,使 得 M, 
=M, — S ERES M 满足 降 链 条 件 . 模 M Je SE 
模 的 充分 必要 条 件 是 它 满足 降 链 条 件 . 若 将 环 4 看 
做 左 4 模 时 它 是 阿 廷 模 , 则 称 环 4 是 左 阿 廷 环 ( 关 
于 右 的 情形 完全 类 似 ). 有 单位 元 的 阿 廷 环 一 定 是 诺 
Tr. 

 *& BU BEE $E SK fF (descending chain condition of 
module) J)“ pal ze xi”. 

ES BJ & AK 7l (composition series of module) 
群 的 正规 列 的 推广 . 设 M 是 非 零 的 左 4 模 , 若 存在 
一 个 有 限 的 严格 降 链 

M-—M,OM,2-:-2M,-—0, 

并 且 M._,/M; 是 单 模 (一 1,2,…: n) , 则 称 此 降 链 是 
M 的 一 个 合成 列 , 降 链 中 的 自然 数 ”根据 若 尔 当 - 
赫 尔 德 定 理 是 惟一 确定 的 ) 称 为 合成 列 的 长 度 , 并 称 
模 M 是 具有 合成 列 的 模 . M 是 具有 合成 列 的 模 ( 亦 
Bl M 是 有 限 长 ) 的 充分 必要 条 件 是 M 是 阿 廷 模 和 
诺 特 模 . 由 此 ,对 有 限 长 的 模 M.A f 是 它 的 一 个 自 
同 态 , 则 有 M — Im" Okerf" GEE 5| BED. 对 于 半 单 
模 M ,长 度 有 限 的 充分 必要 条 件 为 M 是 有 限 生 成 
的 . 模 的 长 度 的 作用 类 似 于 有 限 维 向 量 空间 的 维 数 ， 
并 且 , 也 有 类 似 于 “ 维 数 定理 ”的 长 度 定 理 . 

合成 列 的 长 度 (length of composition series) 
见 “ 合 成 列 ”. 

具有 合成 列 的 模 (module with compostion se- 
ries) 见 “ 合 成 列 ” 

若 尔 当 - 赫 尔 德 定理 (Jordan-H6lder theorem) 
关于 模 的 合成 列 的 惟一 性 定理 .者 4 模 MW 有 两 个 
合成 列 M= MMD…M,=0 M M=N,DN,D 
ON, =0,UXATA RI HES, A n= 
PP, 并 且 存 在 {1,2,…,n}) 的 一 个 置换 ,使 对 :一 1,2， 
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模 与 同调 代数 


… ,7 ,都 有 
AM -VAN a Ns). 
at M 具有 合成 列 , 则 它 的 合成 列 是 惟一 的 . 

余 半 单 模 (co-semisimple module) 一 类 特殊 
的 模 . 它 是 比 半 单 模 更 广泛 的 模 类 . 若 4 模 M 的 每 
一 个 子 模 都 是 它 的 一 些 极 大 子 模 的 交 , 则 称 MER 
半 单 模 . 半 单 模 一 定 是 余 半 单 模 ,但 余 半 单 模 不 一 定 
是 半 单 的 . 模 M 是 余 半 单 的 充分 必要 条 件 是 对 M 
RS PUR TES K EUR rad M/ KO —0. HA 本 身 作 为 
A 模 是 余 半 单 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ,所 有 4 模 是 
余 半 单 模 , 此 时 , 环 4 称 为 余 半 单 环 . 

余 半 单 环 (co-semisimple ring) 
Bi. 

ES HJ (trace of module) 与 模 的 生成 有 关 的 
概念 . 它 是 模 的 迹 理 想 的 推广 . E K ERR, M 
是 一 个 模 CM 不 一 定 属于 入), 则 模 M 一定 有 由 K 
生成 的 子 模 ,并 且 M 总 有 这 样 的 惟一 的 最 大 子 模 
LiL 就 称 为 K 在 M PRD, dy Tru C20 , AA 

Try(@) = >) {Imh|h:U > MU € e). 
模 类 和 ERR M 的 充分 必要 条 件 是 
Tru (2?) =M. 

模 的 余 迹 (reject of module) 模 的 迹 的 对 偶 概 
ie A 和 是 一 模 类 ,M 是 一 个 模 (M 不 一 定 属于 
4c ) MIR M AATE K, WEAR M/K BH V R 
生成 ,而 且 M 一 定 有 这 样 的 惟一 的 最 小 子 模 M" 存 
TE M 就 称 为 K 在 模 M 中 的 余 迹 , 记 为 Rejv(2 )， 
并 且 有 | 

Rej, C27) =f) (kerA|h; M — U,U € W}. 
模 类 U 余生 成 模 M 的 充分 必要 条 件 是 Reju(%%) 
一 0， 

纯 子 模 人 pure submodule) 与 模 的 平坦 性 有 联 
系 的 一 类 子 模 . 设 M 是 左 4 模 AM 的 一 类 子 模 , 若 对 
任意 右 A 模 N ,序列 

0-* NCOM' 一 NCoM 
是 正 合 的 , 则 称 M 是 M 的 纯 子 模 . 模 的 任意 直 和 项 
一 定 是 它 的 纯 子 模 . 左 4 模 的 短 正 合 序列 

0 一 AM — M—M"'—0 
称 为 是 纯 的 , 若 对 任意 右 4 模 世 ,都 有 

0>LOM —LCOM 
正 合 ,因此 ,M' 是 M 的 子 模 . 若 正 合 序列 OM 
M/ 一 0 是 纯 的 , 则 M 就 是 M 的 纯 子 模 . 当 M 是 
平坦 模 ,M 是 M 的 纯 子 模 时 , 商 模 M/M 一 定 是 平 
HE. M EAM 的 纯 子 模 的 充分 必要 条 件 是 :者 yw， 
Nas °°" Vn 是 M 的 元 素 , (cj d A 的 m Xn 矩阵 ,并 
且 方 程 组 


见 “ 余 半 单 


2 区 = VY i = ]325*** 431) 
i=] 


在 M 中 有 解 , 则 它 在 M 中 一 定 也 有 人 解 . 

D o HT SEIEN (von Neumann regular 
module) 简称 V 环 . 一 类 特殊 的 模 . 指 循环 子 模 都 
是 直 和 因子 的 模 . 设 M 是 左 4 模 , 若 它 的 任意 循环 
子 模 是 它 的 直 和 项 , 则 称 M EB | WPR ENNS. 
若 有 单位 元 的 环 4 作为 4 模 是 冯 。 诺 伊 曼 正则 模 ， 
则 称 环 4 是 冯 。 诺 仇 曼 正则 环 .V 环 上 的 每 个 模 都 
是 平坦 模 . 

Hy « dE FB iE Ml RH Cvon Neumann regular 
rng) JL“ + WFS ENR”. 

特征 模 人 character module) 一 种 特殊 的 模 . 指 
RA Q/Z 的 阿 贝 尔 群 同 态 所 成 的 模 . 设 M 是 左 4 
模 ,Q 是 有 理 数 加 法 群 ,Z 是 整数 加 群 , 若 

Mt — Hom,(M,Q/Z), 
并 定义 
f°rilf or)(r)=f (rr), 
其 中 /EM',rEA,z€EM, 则 有 f。rE M1! ,这 样 就 
使 W 成 为 一 个 右 4 模 , 称 4 模 M 为 M 的 特征 
R. E MEZAR, MWM 是 平坦 模 的 充分 必要 条 
(FE IAM 的 特征 模 Ma 是 内 射 模 . 

RJ & (complemented module) 半 单 模 的 推 
广 . 设 M 是 左 4 模 ,N déM 的 子 模 ,车 在 M 中 存在 
男 一 子 模 PP, 使 得 

P+N=M, P[|N«P, 
Nt PAN 在 MM 中 的 补 lcomplement). 若 模 MM 的 
任意 子 模 在 M 中 都 有 补 , 则 称 M 是 可 补 模 . 子 模 的 
Kh AY HES OB aK Fi, FE C Varadarajan, K. ) 于 1979 
年 提出 . 当 环 A 作为 4 模 是 可 补 模 时 ,就 称 4 是 可 
补 环 . 环 的 可 补 性 与 它 的 寡 等 元 的 提升 有 密切 联系 . 

可 补 环 人 complemented ring) 见 “ 可 补 模 ” 

子 模 的 补 人 complement of a submodule) W 
“可 补 模 ”. 

余 忠 实 模 (co-faithful module) 一 种 特殊 的 
模 . 忠实 模 的 对 偶 概 念 . i M EAR ACERS 
一 个 内 射 A 模 , 则 称 M 是 余 忠 实 模 . 一 个 模 M 是 忠 
实 的 充分 必要 条 件 是 ,MM 余生 成 每 一 个 投射 模 ; 而 
RaM 是 余 忠 实 的 充分 必要 条 件 是 ,MM 有限 余生 成 
正则 模 44. 每 一 个 余 忠 实 的 拟 内 射 模 一 定 是 内 射 
模 . 

一 致 模 (uniform module) 比 不 可 分 解 模 更 广 
泛 的 模 类 . 设 M 是 4 模 , 若 它 的 每 一 个 非 零 子 模 都 
是 M 的 本 质子 模 , 则 称 MES. A MEA 
模 , 则 它 的 每 一 个 子 模 是 不 可 分 解 的 . 模 M 是 一 致 
模 的 充分 必要 条 件 是 ,M 的 内 射 包 ECM) IS n] A4) RE. 
FR MBETI N 单独 作为 一 个 模 时 是 一 致 模 , 则 
称 入 是 MM 的 一 致 子 模 . 利用 一 致 子 模 可 定义 模 的 
哥 尔 迪 维 数 . 


一 致 子 模 人 uniform submodule) 见 “ 一 致 模 ” 


4 — S EE (co-uniform module) 一致 模 的 对 
RS. wMEAR. A M 的 每 个 真子 模 在 M 中 
是 多 余子 模 , 则 称 M 是 余 一 致 模 . M 是 余 一 致 模 的 
充分 必要 条 件 是 ,投射 模 已 是 不 可 分 解 的 ,这 里 p: 
P>M 是 M 的 投射 覆盖 . 

本 原 模 (primitive module) 一 类 特殊 的 模 . 它 
是 由 本 原 只 等 元 生成 的 模 . 设 环 4 是 一 个 半 完 全 
环 ,M 是 左 4 模 , 夺 存在 4 的 本 原 才 等 元 e, 使 得 M 
全 4e, 则 称 ,M 是 本 原 模 . 当 环 4 是 半 单 环 时 ,本 原 
A 模 就 是 单 4 模 . 当 环 4 BEEMAN, A ROM 是 
本 原 模 的 充分 必要 条 件 是 , 模 M 是 不 可 分 解 的 投射 
模 . 本 原 模 在 讨论 半 完 全 环 的 特征 时 有 重要 作用 . 

模 的 哥 尔 迪 维 数 (Goldie dimension of a mod- 
ule) 亦 称 模 的 一 致 维 数 . 对 模 的 一 种 刻画 . 设 M 
是 A [ES M 有 一 致 子 模 UU, TI QU, » fb 18 Us 
U+ +U, 是 直 和 并 且 是 M 的 本 质子 模 , 则 称 模 
M 有 有 限 哥 尔 迪 维 数 ,自然 数 n 与 U; 的 选取 无 关 ， 
JE n RAR M 的 哥 尔 迪 维 数 , 记 为 G. dim M — n. 有 
有 限 哥 尔 迪 维 数 的 模 M 的 每 个 子 模 一 定 包 含 一 致 
TEIX É M,.M; 分 别 是 M 的 两 个 子 模 , 则 

G. dim(M,)+G. dimCM;) 
=G. dim(M,+M,)+G. dim (M, {|M,). 
诺 特 模 和 它们 的 子 模 都 是 有 有 限 哥 尔 迪 维 数 的 模 . 
BM 4 作为 4 模 有 有 限 哥 尔 迪 维 数 ,并 且 A 的 右 
零 化 子 理想 满足 ACC 条 件 , 则 称 A 是 右 哥 尔 迪 环 . 

模 的 一 致 维 数 (uniform dimension of a mod- 
ule) 即 “ 模 的 哥 尔 迪 维 数 ” 

凝聚 模 (coherent module) 一 类 特殊 的 模 . EC 
是 比 有 限 表 现 模 更 特殊 的 模 类 . 设 MEA AR A 
M 是 有 限 表 现 模 ,并 且 它 的 每 个 有 限 生 成 子 模 也 是 
有 限 表 现 模 , 则 称 M 是 凝聚 模 , 利用 凝聚 模 来 讨论 
平坦 模 的 直 积 的 平坦 性 ,这 时 有 :每 一 个 有 限 表 现 右 
A 模 是 凝聚 模 的 充分 必要 条 件 是 ,平坦 左 4 模 的 每 
一 个 直 积 是 平坦 模 . 者 环 A 作为 4 模 时 是 凝聚 模 ， 
则 称 4 为 凝聚 环 . 

i BEXA (coherent ring) 

3E f XX 4S (balanced bimodule) 
ih. aM 是 左 4 AB 双 模 , 则 

A: A— End(M); p: B— End(M), 

使 得 AGO :x 一 rx; p(5):X 一 x5, 对 任意 的 rEA,sE 
B,zEAf 是 两 个 环 同 态 , 当 4 和 po 都 是 满 射 时 , 称 双 
模 4Ads 是 平衡 双 模 . 这 时 ,iM 的 每 一 个 B 同 态 都 可 
由 左 乘 某 个 4 的 元 素 r 所 得 到 ;而 M 的 每 一 个 A 
同 态 又 可 由 右 乘 某 个 B 的 元 素 s Aris B.A A A po 
都 是 同 构 映 射 , 则 称 a7Ms 是 忠实 平衡 双 模 . 环 A 作 
KE A A 4 双 模 时 是 忠实 平衡 双 模 . 

电 实 平衡 双 模 (faithful and balanced bimodule) 


U RERE”. 
一 类 特殊 的 双 


见 “ 平 衡 双 模 ”. 

相似 的 模 (similar modules) 关于 直 和 具有 一 
种 等 价 关 系 的 模 . 设 M 入 是 两 个 AR AER 
ERE myn Rl A Bi M ,NS 使 得 

MOM'ZN", NON=M”, 

M ERES M 与 模 N 是 相似 的 , 记 为 MN. BA 
ft—W SWRA. BPR ABN P 是 投射 生成 
元 的 充分 必要 条 件 是 ,4P 相似 于 44. 若 M 和 是 
两 个 相似 的 非 零 4 模 , 则 一 定 有 End(CWM4) 等 价 于 
End(CN4). 

Ex AY kh CE EL TH IJ] (complement direct summand 
of a module) f& fj — 25 FF Kk 43 E. Vt M Æ A R.K 
是 METR, M—KGODN, WK EM 的 直 和 
Jj. 4 N dk M 的 不 可 分 解 子 模 时 , 称 尺 是 M 的 极 
大 直 和 项 . 设 M—OQM.M. (G€ Df& M 的 一 簇 子 


RER M 的 每 个 直 和 项 K, ARETE ICI, AE 
得 
M = (Dr MD OK, 

则 称 这 个 分 解 是 M 的 补足 直 和 项 . X RT M. 还 
是 不 可 分 解 的 , 则 称 此 分 解 是 M 的 补足 直 和 项 不 可 
分 分 解 . CELER M 有 补足 直 和 项 不 可 分 分 解 , 则 M. 的 
所 有 不 可 分 分 解 都 等 价 ,并 且 每 个 不 可 分 分 解 都 是 
补足 直 和 项 . AF M 的 补足 直 和 项 不 可 分 分 解 与 A 
的 局 部 性 有 密切 联系 . 

ES mj E HIN (direct summand of module) W, 
“ 模 的 补足 直 和 项 ”. 

模 的 极 大 直 和 项 (maximal direct summand of 
module) ” 见 “ 模 的 补足 直 和 项 ”. 

A 同 态 的 典范 分 解 (canonical decomposition of 
an A-homomorphism) 模 


同 态 的 常用 分 解 . 若 f:M “ P 
—N 是 一 个 4 模 同 态 , 则 [wp 
有 交换 图 , 即 F 一 ! Ce 7, 

其 中 7 是 单 同 态 ,5 是 同 构 ， M/kerf Im f 


7 是 满 同 态 , 称 为 二 的 典范 分 解 .在 有 关 模 论 问 题 的 
讨论 中 ,和 常用 到 模 同 态 的 分 解 和 这 样 的 交换 图 . 

拉 回 模 (pullback module) 应 用 环 的 同 态 构造 
的 一 类 模 . E M BA ARB 是 一 个 环 , 并 有 环 同 态 
fiB—AJEX M 与 B 的 运算 > "OIF: 

meob=mf(b), YmE M,bcB, 
M M 作为 一 个 右 BR Ma, 称 之 为 拉 回 BR. BA 
AAR M,N MGB ABR MON, MARA 
Homa (M,N)CHoms (M,N). 
当 A.B 是 两 个 环 , 并 有 环 同 态 B>A, M) A H E 
模 , 可 以 得 到 模范 畴 Mod-A 到 模范 畴 Mod-B 的 一 
个 忠实 孙子 
H: Mod- A — Mod-B, 


模 与 同调 代数 


这 时 Mod-A WERT HK A £I Mod-B rp. 

对 偶 模 人 (dual module) XBAI HE. GM 
是 右 4 模 , 则 所 有 M 到 4 的 模 同 态 Homa(M ,4) 
做 成 一 个 左 4 模 , 用 M" 表示, 称 它 为 M 的 对 偶 模 . 
M* 的 对 偶 模 一 般 表示 为 M" T BRO M 的 双 对 偶 . 
在 向 量 空间 U 的 讨论 中 ,对 偶 空 间 UA 
7 起 着 重要 作用 ,而 对 偶 模 和 模 的 双 对 偶 正 是 这 
两 个 概念 在 模 论 中 的 自然 推广 ,它们 对 模 的 讨论 也 
有 重要 作用 . 

E AY X XJ Ii (biduality of module) 
模 ” 

稳定 子 模 (stable submodule) 不 变 子 空间 概 
念 的 推广 . 设 M 是 4 模 ,f;:M~M 是 4 同 态 ,N 是 
M 的 一 个 子 模 , 若 

Im f-—(fGO|x€ N)EN, 
则 称 N 是 模 M 的 了 稳定 子 模 . 模 的 稳定 子 模 在 模 
的 分 解 中 有 重要 作用 . 

全 不 变 子 模 (fully invariant submodule) 一 -类 
特殊 的 稳定 子 模 . 设 N 是 模 M 的 子 模 , 若 N 对 模 的 
任 一 个 自 同 态 都 稳定 , 则 称 入 是 M 的 一 个 全 不 变 
TE. E M 是 拟 内 射 模 的 充分 必要 条 件 为 ,M RE 
的 内 射 包 ECM) 的 全 不 变 子 模 . 

育 异 子 模 (singular submodule) 一 类 重要 的 
TR. 它 是 关于 本 质 理想 零 化 的 子 模 . 设 M BA 4 
BER. ZOMO—IX€M!|zI-—0,X»L A KAA mot HA 
Ij, 20M) M 的 一 个 子 模 , 称 为 奇异 子 模 . A 
Z(M) 二 0, 则 称 M 为 非 奇 异 模 . 环 4 作为 4 模 时 是 
非 奇 异 模 , 就 称 4 为 非 奇 异 环 . 环 的 非 奇 异性 与 半 
素性 有 密切 联系 ,例如 , 当 环 A 是 交换 环 时 ,4 是 半 
率 的 充分 必要 条 件 是 ,4 是 非 奇 异 的 . 

非 奇 异 模 (nonsingular module) 见 “ 奇 异 模 ”. 

EMA (nonsingular ring) MARAR”. 

模 的 正 向 系 (direct system of modules) 对 应 
正 向 系 的 模 系 . 设 了 是 一 个 偏 序 集 , 若 对 工 的 任意 一 
NIU isj — FEA UR EC ITE TS ik, jk, DU RE 
7 是正 向 的 . VE SE I SIEM WNW. Mic dE ik 4 
ENER TCR 17.17, ARIA au: Mi 一 
M; ,并 满足 : 

1. ww 是 恒 等 态 射 ; 

Le BA EE GEL MW EAR Q jp; — iz 5 
WW KOM, 052; 361 I ESBM—-^ EI E. 

TE fo) # (directed set) ” 见 “ 模 的 正 向 系 ”. 

模 的 正 向 极限 (direct limit of module) 一 种 
特殊 的 模 . 模 的 正 向 系 中 全 体 模 的 直 和 的 商 模 . 设 
(Misa) jel 是 正 向 集 T 上 4 BER IE I8] ALA 

M—COM.; 
D 为 所 有 形 如 zx; 一 aj(xi) 的 元 素 所 生成 的 M 的 子 
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见 “ 对 偶 


模 , 则 商 模 C=M/D 就 称 为 模 (AMi)icr 的 正 回 极限 ， 
记 为 
lim M; 


— 
I 


Ti 7:M;—M IN Bg ARBRES. 4 
fiCx =N: x) D G; € MD, 

MCC, £2;e REZE, R EON ge NEAR, 
gi: M: >N 是 模 同 态 , 并 且 适 合 gi = gia, X] V i<j, 
则 存在 惟一 的 4 同 态 g:C 一 ,使 得 & 一 & 广 对 任意 
的 :GE 世 若 M 是 一 个 4 模 , 则 其 所 有 有 限 生成 子 模 
(Mi)iel 是 一 个 正 向 系 , 并 且 有 

M=liņM;. 


ES AY BZ fa] A (inverse system of module) 模 的 
正 向 系 的 对 偶 概 念 . 设 集合 了 7 是正 向 的 , CA)ier 是 
一 族 A E aT ERT I BIO 1.7.17, ARIAS 
Bi: Mj M. FE: 

jn Bade SAH s 

2. AA ISSR MA Bi B= Bus 
则 称 CMi;,Bj)ijer 是 1 上 模 的 一 个 反问 系 . 

模 的 反 向 极限 (inverse limit of modules) 模 
的 正 向 极限 的 对 偶 概 念 . 设 (M B; je RIE P] RI 
上 的 一 个 4 模 的 反 向 系 , 行 M 表示 模 M， 的 直 积 ， 
即 

M = [[M.. 
H C-—í(GD;; € M|IMixij HB; @p—=—z}, IC 
是 好 的 子 模 , 称 为 (MD);cr 的 反 向 极限 , 记 为 
lim M.. 

= T= {xi her EC AY, AE f; G0 —x;€ MW (C, 
foie: BR IE TES BIS AON «gie N EAR gN 
— M; 是 模 同 态 , 并 且 适 合 & — Bg; WHER 
4 同 态 ge:N>C ,使 得 gi fig. 

有 限 表 现 模 (finitely presented module) JRK 
有 限 相 关 模 . 一 类 特殊 的 有 限 生 成 模 . 设 M 是 4 
ih. A RIED 

0—N—F-—M-0, 

其 中 入 和 都 有 限 生 成 ,并 且 下 为 自由 模 , 则 称 M 
为 有 限 表现 模 . 有 限 生成 的 投射 模 是 有 限 表现 模 ; 有 
限 表现 的 平坦 模 一 定 是 投射 模 . 对 于 环 A.A EW 
个 有 限 生 成 左 理想 作为 4 模 是 有 限 表现 模 , 则 称 环 
A 为 左 凝 聚 环 .类 似 地 可 定义 右 凝 聚 环 . BER YII E 
诺 特 环 更 广泛 的 环 类 ,凝聚 环 上 平坦 模 的 直 积 仍 平 
坦 , 反 之 也 成 立 . 

有 限 相 关 模 (finitely related module) 
限 表 现 模 ”. 

HRA Coherent ring) 见 “ 有 限 表 现 模 ”. 

局 部 表现 模 (locally presented module) 一 种 
有 用 的 模 . 设 M 是 4 模 , 奉 对 任意 满 同 态 a:a Nc 


BI “有 


AN", [E XR dEAE [e] i 9: M>N" A M 的 任意 有 限 生 成 
TE M ,8 在 AM 上 的 限制 总 可 扩张 为 MS) N 的 同 
态 , 即 有 同 态 7:M 一 NN ,使 得 la ac ru UH 
M 是 局 部 投射 模 . 对 4 模 M, 若 有 正 合 序列 
Q—P-—M-0, 

其 中 已 和 Q 都 是 局 部 投射 模 , 则 称 MM 是 局 部 表现 
模 . 4 Q,P 都 是 有 限 生 成 投射 时 ,AM 就 称 为 有 限 表 
ME. 若 环 4 是 半 完 全 环 , 则 A 是 序列 环 的 充分 必 


要 条 件 是 ,每 个 有 限 表 现 左 4 模 是 局 部 表现 4 模 的 
直 和 . 

局 部 投射 模 (locally projective module) J 
“局 部 表现 模 ”. 


单列 模 (uniserial module) 一 类 特殊 的 模 . 设 
M iE ELM 的 所 有 子 模 的 集 在 包含 关系 下 是 线 
性 有 序 的 , 即 对 M 的 任意 两 个 子 模 NW 和 N' ,或 者 
NSN RA N'CN, IEK M 是 单列 模 . 单 模 一 定 
是 单列 模 . 由 单列 模 可 定义 序列 环 ; 厂 环 4 作为 左 
A 模 时 是 单列 模 的 直 和 , 则 称 4 是 左 序列 环 . K 
地 有 右 序 列 环 . 既是 左 序列 环 又 是 右 序列 环 的 称 为 
序列 环 . 半 单 阿 廷 环 就 是 序列 环 . 若 4 是 半 完 全 环 ， 
则 环 4 是 序列 环 的 充分 必要 条 件 是 ,每 个 有 限 表 现 
A 模 是 单列 ARH AAD. | 

序列 环 (serial ring) 见 “ 单 列 模 ”. 

模 的 直 积 (direct product of modules) ”由 一 些 
模 所 产生 的 新 模 . 它 是 直 和 的 对 偶 概 念 . ATA A 
BR UM. se MAAR 


P= {|| M., 
acI 
它 的 元 素 x 的 第 a 个 分 量 m. 属于 Ma, B 
IL M. = (Gi, € Ma), 
在 P 中 定义 加 法 为 ， (zeo)r 十 (ye)7 一 (ze 十 yo) 定义 
A 5 P IS3E TR J ia Cr); Car ak AM 
Pec M 


Y E A BOUM WAAR. 若 ba: 
的 映射 , 则 p。 是 满 同 


PM, 表示 把 (ze)r 映射 到 m. 
态 , 称 为 标准 满 射 . 直 积 


P= ||™. 
acl 


满足 如 下 的 泛 性 质 ( 特 征 性 质 ): 对 任意 左 A BM 
REAS fa:M>M.(a€ 1), EAE RA f: 
M>P ,使 得 co。j 一 大 CE7) 成 立 , 且 满足 
TO ec CE he Se). 

tk AE m$ Bt (natural epimorphism) 
TA". 

模 的 直 和 (direct sum of modules) 与 直 积 对 
偶 的 概念 . 在 左 ATRI {Merh HT ITM. 中 , 除 


有 限 个 a 外 ,其 余 的 ze 都 是 0 的 元 素 (zo)r 的 全 体 


见 “ 模 的 直 


模 论 


构成 11M. 的 一 个 子 模 , 记 为 由 Me UM.) RA 
左 A FO CM. . WHA. A 
Ja: M.COM. 
表示 把 rE M. 映射 到 除 o 分 量 外 其 余 均 为 0 的 元 
(0,zo0，D)E OM. 的 映射 , 则 产 是 一 个 单 同 
态 , 称 为 标准 单 射 . 直 和 DM。 具有 如 下 的 泛 性 质 ( 特 
征 性 质 ): 对 任意 左 4 模 M 及 同 态 f.:M.>M, 由 
VG = Dy f(T) 
可 定义 模 同 态 S: DM.>M, nv a€I,fj.—f. 
成 立 , 且 这 样 的 SRE 的 . 上 述 的 直 和 电 WM。 有 时 
称 为 外 直 和 . Mo ac ETE M 的 一 族 子 模 , 用 i: 
Ms>M(aE€7) 表 示 包 含 映射 , 则 存在 同 态 
i: M, > Mi (Cæ) = 2,2. 
Ti i 是 同 构 , 则 称 M ATE UL. 的 内 直 和 | 也 
记 为 M= DM.. i 是 同 构 等 价 于 :任意 COM, T t 
一 地 表示 为 
L= = 2j (Za E MO, 

且 除 有 限 个 a 外 ， HR =o. *i M=M. JU M K 

2 TJ Bh oc E HV BUT PRO MS .所 确定 ， 这 时 M. 
称 为 M 的 直 和 因子 或 直 和 项 . AMAA a€ I,M.— 
MW JIM. SOM. 分 别 记 为 M MM”. h AMK 
定义 ,对 有 限 个 模 MM M, 的 直 积 与 直 和 (分 
别 记 为 M XM; X… XM, MOM: O OM,), 0 


看 成 是 一 致 的 , 当 Mi =M Ge 1,2, sn) BY, H M" 
AR. 

RE Æ St (natural monomorphism) J “AY 
ER. 

1$ B3 A ÉL fi (internal direct sum of module) 
见 “ 模 的 直 和 ”. 

#2 BJ Sh EL fH Cexternal direct sum of modules) 
见 “ 模 的 下 和 ”. 

模 的 直 和 因子 (direct factor of module) M 
“ 模 的 直 和 ”. 


单 模 (simple module) 亦 称 不 可 约 模 ,一 种 最 
基本 的 模 . 设 M 是 一 个 非 零 的 A4 模 ,车 M 只 有 平凡 
子 模 , 则 称 M 为 单 模 . 单 模 一 定 是 循环 模 , 且 它 的 任 
意 非 零 元 都 是 其 生成 元 . 单 模 之 间 的 同 态 要 么 是 零 
同 态 要 么 是 同 构 (Schur 引 理 ). HA ARM 是 单 
模 , 则 其 自 同 态 环 A=End(4M) 是 一 个 除 环 , 因此， 
M 可 看 做 除 环 4A 上 的 一 个 右 向 量 空间 . X xi, yc 
M,i=1,2,°° 2 H X1 929°? 9 Xp 线性 无 关 ， 2 
有 一 个 aE4, 使 得 ax, — y, 成立, 其 中 i1=1,2,*… 

( 单 模 的 稠密 性 定理 ). 
不 可 约 模 (irreducible module) 即 “ 单 模 ” 
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Æ (semi-simple module) PREIA 
Bi. 由 单子 模 生 成 的 模 . 设 4 是 有 单位 元 的 环 . 欠 4 
模 M 是 它 的 单子 模 的 和 , 则 一 定 是 它 的 某 些 单子 模 
的 直 和 ,此 时 称 M 是 半 单 模 . 除 环 上 任意 模 都 是 半 
PAR. BM 是 半 单 的 充分 必要 条 件 是 ,M 的 每 个 子 
模 都 是 它 的 直 和 项 . 环 4 本 身 看 做 A 模 是 半 单 的 充 
分 必要 条 件 是 ,所 有 4 模 是 半 单 的 ,此 时 环 4 称 为 
( 阿 廷 ) 半 单 环 . M 是 半 单 模 的 充分 必要 条 件 是 
rad M=0,} H. M 的 循环 子 模 满 足 降 链 条 件 . 

完全 可 约 模 (completely reducible module) 

即 “ 半 单 模 ”. 

ERES CX du SD) HRC (Jacobson) radical of mod- 
ule) 一 类 重要 子 模 . 环 的 雅 各 布 森 根 的 推广 .者 M 
是 4 模 , 则 称 门 (KMIK 是 MM ERKF RS AR M 
的 雅 各 布 森 根 , 记 为 rad M. M 有 限 生成 的 充分 必要 
条 件 是 , M/radM 是 有 限 生 成 , 且 rad M 是 MM 的 多 
余子 模 . 特别 地 , 当 M— A 时 ,rad A AM A BS TE 
各 布 森 根 , 记 为 J(4), 它 是 环 4 的 双 侧 理想 ,是 环 
A 的 最 大 的 多 余 左 ( 右 ) 理 想 . 对 任意 有 限 生 成 右 A 
Bi M. MJ CA) —0, l| M —0, 3x RAR re Il iE 
(Nakayama, T. 218 8 89 3& 4 5| FR. 

模 的 基 座 (socle of module) 模 的 根 的 对 偶 概 
S. A M EAR, IE SKM /K 是 M 的 极 小 子 
T)AR M 的 基 座 , 记 为 Soc M. M 的 基 座 是 它 的 最 
大 半 单 子 模 . 模 M 为 有 限 余 生成 的 充分 必要 条 件 
是 ,Soc(M) 是 M 的 本 质子 模 并 且 Soc(M) WA BRA 
生成 的 . 

克 鲁 尔 - 施 密 特 定理 (Krull-Schmidt theorem) 
关于 模 的 不 可 分 分 解 的 惟一 性 定理 . 右 非 零 4 模 M 
OM, JF A. M-NQOONIOSON, EM 的 男 
一 个 不 可 分 分 解 , 则 ”= 一 &A, 且 有 (11,2,…,2) 的 置换 
0, 使 得 M. 佐 Ni=1,2,…,2， 即 长 度 有 限 的 任意 
A 模 2M 能 表示 成 不 等 于 (0) 的 有 限 个 不 可 分 解 子 模 
的 直 和 ,者 不 计 顺 序 , 则 在 同 构 意 义 下 ,这 些 直 和 因 
子 是 惟一 的 . 5 & ZK (Krull, W. ) 于 1925 年 把 韦 德 
{ff Bl (Wedderburn, J. H. M. 2 $81 8 3 9E (Remak, 
R. ) 的 有 限 群 的 分 解 惟 一 性 定理 推广 到 之 算 子 的 阿 
Tl KE E 6 t (Schmidt, O. ) 于 1928 年 又 进 一 
步 把 它 推广 到 带 算 子 的 任意 群 上 ,所 以 该 定理 全 称 
应 为 “ 韦 德 伯 因 -里 马克 - 克 鲁 尔 - 施 密 特 定理 ”. 

主 不 可 分 解 模 (principal indecomposable mod- 
ule) 一 类 特殊 的 不 可 分 解 模 . 设 4 JE ML; 是 不 
可 分 解 A Ei. A-—CODL M L 称 为 主 不 可 分 解 模 . 
每 个 左 阿 廷 环 都 可 表示 为 这 种 形式 . BH 4 是 拟 弗 
罗 贝 尼 乌 斯 环 , 则 4 的 极 小 左 理想 集 与 主 不 可 分 解 
A 模 的 集合 之 间 存 在 着 一 个 双 射 . 

准 素 子 模 (primary submodule) 
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一 类 特殊 子 


模 . 它 是 准 素 理想 概念 的 推广 . 设 4 是 交换 环 ,M 是 
ARN 是 M 的 子 模 , 奢 N 关 MM, 并 且 对 任意 4a€4， 
由 azEN 得 到 :zEN, 或 者 有 正 整 数 关 使 a MT 
NWR N 是 M 的 准 素 子 模 . 当 M 是 诺 特 模 时 , 它 
的 任 一 不 可 分 解 子 模 都 是 准 素 的 ,是 M 的 任何 子 模 
都 可 分 解 为 M 的 有 限 个 准 素 子 模 的 交 . 

XS BJ7E x 4 ER (primary decomposition of a 
module) 模 的 一 种 子 模 分 解 . 它 是 环 的 理想 的 准 
素 分 解 概念 的 推广 . 大 4 是 交换 环 ,N 是 4 模 M 的 
FR. NW RMRAN=NIN APN, 为 M 的 准 
素 子 模 , 并 且 这 些 准 素 子 模 中 没有 多 余 的 , 即 对 每 个 
PNA N WON: 是 子 模 ERM 内 的 一 
个 准 素 分 解 . 诺 特 模 的 任 一 子 模 一 定 有 准 素 分 解 . 

模 正 合 列 (exact sequence of modules) 一 种 
特殊 的 同 态 序列 . 对 4 模 之 间 的 同 态 序列 

Ey dd a E: 
At — UJ] n.Im fai — ker f, 都 成 立 , 则 称 此 同 态 序 
列 是 正 合 列 . 春 4 模 (0} 简 记 为 0, 则 

0—N-M 5 M-L-0 
是 正 合 列 分 别 意 味 着 f 是 单 同 态 ,g 是 满 同 态 . 利用 
正 合 列 来 研究 模 是 一 种 常用 方法 . 

五 引 理 ( 模 论 ) (five lemma (module theory )) 
模 论 的 一 个 重要 引 理 . 知 有 模 和 模 同 态 的 交换 图 


A — B — C — D — E 


中 a 
A — B — C — D> E 

其 中 上 、 下 两 行 均 正 合 , 则 : 

1. 大 4 是 满 的 ,8 和 5 是 单 的 , 则 7Y 是 单 的 . 

2.4 e Je BJ LO 是 满 的 , 则 7Y 是 满 的 . 

3. 7 a. 8,0 和 都 是 同 构 , 则 Y 也 是 同 构 . 

此 引 理 揭示 了 这 样 五 个 模 同 态 之 间 的 联系 ,而 
这 种 联系 在 模 论 中 是 常常 用 到 的 . 
模 的 短 正 序列 (short exact sequence of mod- 

特殊 的 正 合 列 . 形 如 
0->M' --M--M"—0 
的 正 合 列 称 为 短 正 合 列 . 此 时 不 仅 意味 着 f 是 单 同 
态 ,g 是 满 同 态 , 而 且 Im/f-kerg. 对 任意 4 模 M 
AME BJ EE N ,总 可 构造 出 短 正 合 序列 : 
0— N M --M/N —0, 
其 中 : ERARI, e 是 自然 映射 . 在 短 正 合 序列 
0— M' —M—M"—0 

中 ,M 可 看 成 M 借助 于 M" 可 得 的 扩张 ,M' 和 M" 的 
性 质 与 M 的 性 质 有 者 密切 联系 . 

REES YI deft exact sequence of modules) 
特殊 的 短 正 合 列 . xr 4 模 序 列 


ules) 


f g 
0— M' >M >M" > 0 (*) 
£ E 
H, 0M >M>M' ER. WERC COREEA I, FA 


M'>M>M'>0 正 合 , 则 称 ( x ) 为 右 正 合 列 ， 

ES BJ IE & Fi) Cright exact sequence of maod- 
见 " 模 的 左 正 合 列 ” 

分 BY TE & Jil (split exact sepuence ) 

IE& 9l. 设 有 正 合 序列 

0—M'--M--M'-0, 

若 还 存在 同 态 P IM" MIS go fl =l wR 3 

者 等 价 地 ,存在 同 态 g :M—>M' ,使 得 g : f= lx 成 

立 , 则 称 此 短 正 合 列 是 分 裂 的 . 对 短 正 合 列 ,抽象 地 

可 把 M' 看 做 M 的 子 模 ,把 M" 看 做 M 的 商 模 ,并 

且 , 若 此 序列 还 是 分 裂 的 , 则 M ,AM 都 可 看 做 M 的 

直 和 项 , 且 M&M OM". 

全 忠实 函 子 (full and faithful functor) 一 类 
特殊 的 图 子 . 设 正 是 模范 畴 有 一 2 的 加 性 共 变 图 子 
(参见 “范畴 ”) ,对 M,N Cob? É 

Hom, (M, N)>Homo(F(M),F(N)) 
是 群 单 同 态 , 则 称 下 是 忠实 的 . A 
Hom, (M,N)~Homz (F(M),FON)) 
是 群 同 构 , 则 称 F JE uS. 

3 A (faithful functor) 
= ae 

Hom M F (functor Hom) 模范 畴 间 最 重要 的 
KTZ. EARM N, RSE HomM, 
NOE — TH EM 是 一 个 左 AUR B XUR.V bE 
B,fc€Hom4OM.NO,x€ M, E bf :x— f Crb) , Ml 
Hom, (M,N)dJé —^- c BER: g:N>N BEA 
[E] zs , WA B Hom, CM. ND 5 Hom4CM ,N) a] fi 
映射 Homa CM. g): f> gf Gli g. =Hom,(M,¢g)) 
EE BEIS, TE. IARE MNT 

Hom,4(4Mj,, —); A-Mod — B-Mod. 
JE HH, 34 N A A A BAR, 45 Bl] — A1 33S 2B PR 


ules) 


特殊 的 短 


T “E SE PR 


d 

Hom,(— AN y) : A-Mod ae Mod-5. 
还 可 得 共 变 函 子 

Hom/ (CyM 9 oe ) : Mod-A S Mod-B, 
T3 P PR T 


Hom,(— ,4N4); Mod-A — B-Mod. 

所 有 这 些 函 子 统称 为 Hom AT. Hom AT ÆA 1E 
A BJ ANE ER T. 

it St #8 (projective module) KA gi E SE — He 
的 模 . 它 是 内 射 模 的 对 偶 概念 . PRA AR. BA 
左 4 模 QQ@ 使 POQ 同 构 于 自由 A4 模 , 则 了 RAK 
射 A 模 . 这 等 价 于 ; 函 子 Homa(P ,一 ) 是 正 合 的 ;也 
等 价 于 :对 每 个 满 同 态 f:M>N ,及 每 个 同 态 7:P 一 


EET: 


N ,一 定 有 同 态 7: PM, E fo THY 成 立 . 对 右 
A 模 有 类 似 的 定义 与 性 质 , FRA ARM DAR 
一 左 4 投射 模 的 商 模 ; 环 4 作为 A 模 当 然 是 投射 
模 . 自由 模 一 定 是 投射 模 , 投 射 模 一 定 是 平坦 模 ; 反 
之 都 不 一 定 成 立 . 当 环 4 是 主 理想 整 环 时 ,每 个 投 
射 模 都 是 自由 模 . 塞 尔 (Serre,J.P. ) 于 1955 年 曾 提 
出 一 个 著名 的 猜测 ( 塞 尔 猜 测 ); 域 六 上 的 多 项 式 环 
Flap tos ,Xsj 上 的 每 个 有 限 生成 的 投射 模 是 否 是 
E dif? E Quillen, D. G. ) 和 和 苏 斯 林 (《Cvyeinin,M. 
A.) 几乎 同时 于 1976 年 用 不 同方 法 给 以 解决 (他 们 
得 出 更 强 的 结果 , 即 只 要 限制 为 主 理想 整 环 即 
可 ). 另外 ,交换 详 特 局 部 环 上 每 个 有 限 生 成 的 投射 
模 也 是 自由 的 ,这 个 结果 首先 由 卡 普 兰 斯 基 (Ka- 
plansky,I. ) 于 1958 年 得 到 . 投射 模 在 模 论 .同调 代 
数 、 代 数 K 理论 中 有 重要 应 用 . 

投射 模 的 秩 (rank of a projective module) 模 
论 的 基本 概念 之 一 . 它 是 与 有 限 生成 投射 模 有 关 的 
一 正 整 数 . A A 是 交换 环 ,M 是 有 限 生 成 投射 A 
ES P,M 的 分 式 模 M» pi B H Ap Pi (Ap 是 A 
的 分 式 环 ) 且 它 的 秩 non E nr 称 为 投射 模 M 的 
p EKSXDXIT RA 的 任意 两 个 素 理想 P,Q, WA np 
二 ng, 则 称 投射 模 M 有 秩 , 并 且 把 p £X n» 的 公共 值 
称 为 有 限 生 成 投射 模 M 的 秩 . 当 交 换 环 A 是 不 可 
分 时 ,每 个 有 限 生 成 投射 4 模 都 是 有 秩 的 . 例如 , 当 
A 为 整 环 时 ,每 个 有 限 生成 4 模 都 是 有 秩 的 . 

稳定 自由 模 (stably free module) 亦 称 准 自 由 
模 . 模 论 和 代数 K 理论 中 的 一 个 基本 概念 ,是 介 于 
自由 模 与 投射 模 之 间 的 模 类 . 设 己 是 一 个 4 模 , 知 
有 自然 数 Sn, f$ PCOA"A'UVWISR P NES 
定 自 由 模 . 自由 模 当 然 是 稳定 自由 的 ,同时 稳定 自由 
模 必 然 是 投射 模 ; 反 之 都 未 必 成 立 . 研究 自由 模 与 投 
射 模 之 间 的 差距 ,可 通过 它们 与 稳定 自由 模 的 关系 
来 进行 . 

完全 模 (perfect module) 一 类 特殊 的 投射 模 . 
它 是 完全 环 概 念 的 推广 . 设 忆 是 投射 模 , 若 尸 的 任 
意 直 和 的 每 个 商 模 都 有 投射 覆盖 , 则 称 DP 是 完全 
模 .知己 是 完全 模 , 则 己 生 成 的 每 个 平坦 模 是 投射 
B.H 


P=OAe,, 

e; AW A WF 70s RZ MT. 

XE 4d (semiperfect module) 一 类 比 完全 
模 较 广泛 的 模 . 它 是 半 完 全 环 概 念 的 推广 . 设 M 是 
4 模 , 各 M 的 每 个 满 同 态 像 有 一 个 投射 覆盖 , 则 称 
M 是 半 完 全 模 . 每 个 投射 阿 廷 模 是 半 完 全 的 . Xp 6. 
P>M 是 M 的 投射 覆盖 , 则 M 是 半 完 全 模 当 且 仅 
当 己 是 半 完 全 模 .者 r EFTER, MA: 
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模 与 同调 代数 


1. 7(P) 是 PP 的 多 余子 模 . 
2.P/J(P) E HR. 
3. P/JOP RS 4f P/JOPO =P. OP, 都 可 提升 


到 P E. 
定 是 半 完 全 模 . 


拟 投 射 模 (quasi-projective module) fUW $} 
模 的 对 偶 概 念 . 它 比 投射 模 更 广 . 设 M 是 左 A 模 ， 
右 对 每 个 满 同 态 fiaM—AN 及 每 个 同 态 r: AM 
AN ,一 定 有 同 态 r:aM—4M (84% f° r=r 成 立 , 则 
称 M 是 拟 投 射 模 . 投射 模 一 定 是 拟 投射 模 . 若 4 是 
半 完 全 环 , 则 4 上 每 个 拟 投射 模 是 投射 模 当 且 仅 当 
A 是 半 单 阿 廷 环 . 若 4 是 阿 廷 主 理想 环 , 则 每 个 拟 
投射 左 A 模 也 是 拟 内 射 的 . 半 单 模 一 定 是 拟 投射 
模 . 

模 的 投射 覆盖 (projective cover of a module) 

内 射 包 的 对 偶 概 念 . 设 P,M EAR, RP PERS 
模 ,各 存在 满 同 态 p:P 一 M, 并 且 kerp 是 PP HZA 
子 模 ( 就 是 说 ,使 得 M 是 投射 模 P 的 同 态 像 ,并 且 
这 样 的 投射 模 书 尽 可 能 地 小 ), 则 称 (P,p) 是 模 MM 
的 投射 覆盖 . 虽然 每 个 模 都 是 投射 模 的 同 态 像 ,但 
是 ,并 不 是 所 有 的 模 都 有 投射 覆盖 , 行 有 投射 覆盖 ， 
抽象 地 看 是 惟一 的 .所 有 的 4 模 都 有 投射 团 盖 的 充 
分 必要 条 件 是 环 4 是 完全 环 ; 所 有 的 有 限 生成 4 模 
有 投射 覆盖 的 充分 必要 条 件 是 4 是 半 完 全 环 . 

内 射 模 (injective module) 投射 模 的 对 侦 概 
Q. E EE AR, AMF Homa(— QER MUR 
Bi Q 为 内 射 模 ; 这 等 价 于 :对 每 个 单 同 态 f:K 一 M， 
及 每 个 同 态 r:K>Q,— A RS r:M 一 Q, 使 得 
ro f=r RL. 对 任意 模 M ,一 定 存在 内 射 模 五 ,使 
得 M dé E 的 子 模 .者 EF 是 左 A 内 射 模 , 上 且 E 是 左 A 
模 M 的 子 模 , 则 五 是 M 的 直 和 因子 . 若 4 是 环 , 则 
存在 充分 多 的 左 A 内 射 模 , 例 如 ,者 人 是 可 除 阿 贝 
尔 群 , 则 Homz(4,Q) 是 A 内 射 模 . 贝尔 准则 是 一 个 
很 有 用 的 判别 定理 ;对 4 的 每 个 左 理想 7 和 每 个 4 
同 态 hiI— QVE h MBA] PRM h A>Q, BD Al =A, 
NW Q 是 内 射 模 ;反之 亦 然 . AD RIX — BE EB DI 
AR (Baer, R.) F 1940 年 提出 的 ;约翰 还 (Johnson,， 
R. E. ) 和 黄 德 华 于 1961 年 将 投射 模 、 内 射 模 这 些 概 
念 推广 到 拟 投 射 模 和 拟 内 射 模 ; 山 度 米尔 斯 基 (San- 
domierski) 于 1964 年 推广 到 相对 投射 模 和 相对 内 
射 模 . 


贝尔 准则 (Baer’”s criterion) Jl“ A Sp”. 
RJ RRA (divisible module) 一 类 重要 的 模 . 可 


ER Bay DURER HE] a M JE A OSEE m € M Hn 

任意 非 零 因子 acE4, 总 有 和 € M. E m=am' , Wi 

称 m AARI. Æ M 的 元 全 都 是 可 除 元 , 则 称 M 为 

可 除 模 . 内 射 模 一 定 是 可 除 模 , 反 之 不 一 定 成 立 . 当 
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环 4 是 戴 德 金 环 时 ,可 除 模 也 是 内 射 模 . 

拟 内 射 模 (quasi-injective module) 拟 投 射 模 
的 对 偶 概 念 . MEA 4 模 , 若 对 每 个 单 同 态 S: 
AN—AM 及 每 个 同 态 >:4N 一 4M ,一定 有 同 态 7:aM 
— AM ,fiif$ re f=r 成 立 , 则 称 M 是 拟 内 射 模 . 内 
射 模 一 定 是 拟 内 射 的 . 半 单 模 也 一 定 是 拟 内 射 模 . 

模 的 内 射 包 (injective hull of a module) 投射 
ASM BRS. KREME AR. Kp E BAH 
模 , 若 存在 单 同 态 7: ME, F¢ A Imi Æ E 的 本 质子 
模 ( 就 是 说 ,使 得 M ARABIA RH EA FAI 
MAK ERT EH) REO M 的 内 射 
包 , 记 为 CM). 例 如 ,(Q, 引 是 Z 的 内 射 包 . 每 个 模 
都 有 内 射 包 ,并 且 在 同 构 的 意义 下 是 惟一 的 ,这 就 使 
得 ECM) 在 对 M 的 研究 中 发 挥 较 好 作用 . 

拟 内 射 包 (quasiinjective hull of a module) 模 
的 内 射 包 的 推广 . US RIBUS f:M 一 E, 其 中 是 
拟 内 射 模 , 并 且 对 任意 单 同 态 e: M— E' Cp E GU 
是 拟 内 射 模 ) ,一 定 有 单 同 态 9: EE ,使 得 g 一 9 。 
f RO WEE, DRM 的 拟 内 射 包 ,也 称 为 M 的 
极 小 拟 内 射 扩 张 , 记 为 M). 对 任意 右 AK MLA 
M — EODD , A—End CM) , N] AM 就 是 M 的 拟 内 射 
£j. 任意 模 都 有 拟 内 射 包 ,并 且 , 在 同 构 意 义 下 模 M 
的 拟 内 射 包 是 惟一 的 . 

极 小 拟 内 射 扩 张 (minimal quasi-injective ex- 
tension) WM MAIE”. 

模 的 张 量 积 (tensor product of modules) 模 
论 的 基本 概念 之 一 .由 两 个 模 产生 的 一 个 满足 一 定 
性 质 的 阿 贝 尔 群 和 一 个 映射 . 对 模 MN eR 
f:MXN—L 满足 : 

Tetay = Fo EIS sys 
fase) HI) PI Gay) 
(ZI € M,y,y € ND, 
Wer f 为 双 加 映射 . 当 M RR ARN BAAR 
BY er Sf 还 满足 条 件 
Jay) — f($.,ay). Cr.€ My € Nia € A), 
则 称 f 为 A TF BBR. GA HRM BAA REN 的 张 
量 积 是 指 一 个 阿 贝 尔 群 了 与 一 个 4 平衡 映射 六 :AM 
XN 一 了 7T, 它 满足 如 下 泛 性 质 ( 特 征 性 质 ) :对 每 个 阿 
贝尔 群 工 及 A 平衡 映射 f:MXN 一 L, 存 在 惟一 的 
同 态 / :7 一 工 , 使 得 fo h=f 成 立 . 对 任意 右 4 模 
MAA A 模 NN, 这 样 定义 的 张 量 积 (TT,h) 是 存在 
HJ. 考虑 以 MXN PRAA par nf DL ZR HE FEES 
表示 FF 中 形 如 
(po 9) =a) = Ey 
(Ey ey) =). = aay) 
(fash) — (fd) 
的 元 全 体 生 成 的 子 群 ,其 中 z,z € Moy, y' € N.a€ 
4; 定 义 了 =F/S, 记 正中 元 (zy) 在 人 中 的 像 


Gr, wh x69. y id 

hMXxXN-T, h(x,y)—x(y, 
W| 5h d 4 平衡 映射 .并 且 , (TT, 有) 是 Mi 54N 的 一 
PRE iA T= MON. MCON 中 的 元 素 都 可 表 


成 形 如 Dx @ y 的 有 限 和 . 于 是 ,对 任意 右 4 模 M 


与 左 A4 模 NN,M 与 NN 的 张 量 积 总 存在 . 从 定义 中 的 
泛 性 质 知 MSN 的 张 量 积 在 同 构 意 义 下 是 惟一 
HJ. 当 A 为 交换 环 时 两 个 4 模 的 张 量 积 仍 为 4 模 . 
双 加 映射 (biadditive map) 见 “ 模 的 张 量 积 ” 
平衡 映射 (balanced ni, 见 “ 模 的 张 量 积 ”. 
gk Bb SR ER F (tensor functor) 模 论 的 基本 概 
念 之 一 . AKAM EMR. AMEE AA BM 
模 , 对 任意 左 BER ON WU FE Bay UL ZR BE MQN 上 可 以 


定义 一 个 左 A 模 结 构 , 即 规定 sCx6930 —sx69 y, sE 
A. 于 是 ,对 aM 2p， 
aMs Cp-: sN 一 M CON 

是 B-Mod 到 A-Mod 的 一 个 映射 . 车 对 任意 f :aNi 
— 5 Nit MOF A MOON, 到 MOON, 的 同 态 :zCoy 

AMg G9- : B-Mod — A-Mod 
dé —P EAE PS. 类 似 地 ,对 左 BA A XU SONA. HT 
以 定义 共 变 函 子 

= CaNa: Mod-B — Mod-A. 
形 如 4Ma@- 和 -@sN4 的 函 子 统称 为 张 量 积 函 子 ， 


张 量 积 函 子 是 右 正 合 的 加 性 函 子 . 
平坦 模 (flat module) 一 类 重要 的 模 . 右 4 模 
Maat MQ -是 正 合 的 , RU BK Ma 是 平坦 模 . 类 似 


地 ,对 左 A 模 M $ R T -QM IE & We .M 是 平坦 


模 . 投射 模 一 定 是 平坦 模 , 反 之 不 一 定 成 立 . 环 4 上 
每 个 左 4 平坦 模 是 投射 模 的 充分 必要 条 件 是 , 环 4 
是 左 完 全 环 . 
相伴 定理 (adjoint theorem) 2€ F eR T Hom 
和 多 的 重要 定理 . qp A 与 B 为 两 个 环 ,M 是 一 个 左 
Bh A 双 模 ,NN Hc BE ERA AR. WAKA 
构 
«o ;Hom4CGE,Hom4 CM, N)) > Hom,CM ®,E,N), 
2 一 了 
$9(e) n) = fin 69e) € N (V e € E,m € M). 
#2 SHG (category of modules) 一 种 重要 的 范 
Be. 指 所 有 以 模 和 模 之 间 的 同 态 组 成 的 范畴 . 利用 范 
畴 的 观点 来 讨论 模 和 环 是 一 种 重要 方法 . 若 4 是 
环 , 则 所 有 的 左 A 模 组 成 的 类 和 所 有 左 4 模 M,N 
之 间 的 模 同 态 Homa (M,N), 以 及 模 的 同 态 的 乘法 
运算 法 则 构成 一 个 范畴 , 称 为 左 4 模范 畴 , 记 为 
4-Mod. 


模 论 


1S 5 RS SE Ur (equivalence of categories of mod- 
ules) XHA YG B BA — Rp Za iB. 存在 等 价 函 子 的 模范 
Be BK A E frag HE ye Na. Ut A-Mod, B-Mod 是 模范 
Wey A FF TET TEE RE PR T7 

F: A-Mod — B-Mod 
和 
G: B-Mod — A-Mod, 
使 得 GF 自然 同 构 于 A-Mod B fi SE ER T FG 自然 
同 构 于 B-Mod Wh SE eR T- , DU ER ER T F 5S G 等 价 ， 
且 称 模范 畴 A-Mod 5 B-Mod 是 等 价 的 , 记 为 
A-Mod ~ B-Mod, 

此 时 ,也 称 环 4 与 B 是 森田 纪 一 相似 的 , 记 为 Be 
A. Bj ES d Mg LED 等 价 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 
全 忠实 孙子: 儿 一 多 ,并 且 对 任意 M € ob, B 
MEob 儿 ,使 得 FF(M) 同 构 于 M .模范 畴 的 等 价 理 
论 是 模 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 森田 纪 一 (Morita 
Kiiti) F 1958 年 讨论 了 两 个 模范 畴 的 等 价 和 对 侦 ， 
得 到 了 一 系列 深刻 而 又 漂亮 的 结果 . 森田 纪 一 的 工 
作 是 经 典 的 阿 廷 - 韦 德 伯 恩 定 理 在 模 上 的 推广 ,现在 
他 的 工作 已 发 展 成 所 谓 的 森田 纪 一 理论 . 

森田 纪 一 相似 环 (Morita similar ring) WL“ 
范畴 等 价 ”. 

模 的 迹 理 想 (trace ideal of a module) 模 的 算 
子 环 引出 的 一 个 理想 . 设 M 是 4 模 , 蔡 

Tra(M) = >) {Imh|h € Hom,(M,A)}, 


则 Tra(M) 是 A 的 理想 , 称 为 M 在 4 中 的 迹 理 想 ， 
记 为 Tr(M). 模 的 迹 理 想 与 模 本 吴 有 密切 联系 , 例 
如 ,aM 是 生成 子 的 充分 必要 条 件 是 Tra(M)=A. 
生成 子 ( 模 )(generator (module)) 模 论 的 基 
本 概念 之 一 .余生 成 子 的 对 偶 概 念 . 设 RR TR 
类 ,对 模 M LEE U PARIR U. ee MARS 
(QU. M-0, 
则 称 M nf d K "ERE GE I APR OM h YARE 
成 ), 并 把 所 有 由 OEM OM S er ICA 
Gen X. E GEK, HH Gen’ =Gen (G), MEK G 
是 Gen&@ 的 一 个 生成 子 .模范 畴 A-Mod (或 Mod- 
4) 的 生成 子 就 简称 生成 子 . IE WII LA 是 4-Mod 的 
生成 子 . 
余生 成 子 ( 模 ) (cogenerator (module)) E 
的 基本 概念 之 一 .生成 子 的 对 偶 概 念 . 设 红 表示 模 
类 ,对 模 M ,者 在 U RARI UU Lue AU AIA) AS 
o>M— || U., 


则 称 M 由 REM GET APR. AK M A KARR 
生成 ), 并 把 所 有 由 Y 余生 成 的 模 组 成 的 集合 记 为 
Cog. E CE WF A Cog Ze - Cog (C) , WRK C 
是 Cog 的 一 个 余生 成 子 . BEE BR A-Mod (或 
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Mod-4) 的 余生 成 子 简称 余生 成 子 . 
投射 生成 子 (progenerator) 模范 畴 的 特殊 的 
ERT. Ic 4 模 已 是 有 限 生 成 投射 模 , 并 且 是 4 
模范 畴 4-Mod 的 生成 子 , 则 称 4P 是 投射 生成 子 . 例 
如 ,a4 就 是 一 个 投射 生成 子 . 投射 生成 子 在 模范 时 
的 等 价 中 起 着 重要 作用 . 
森田 纪 一 六 元 组 (Morita context (or set of 
pre-equivalence data))” 模 论 的 六 元 素 集 合 .一 个 
关于 环 、 模 和 同 态 的 六 元 组 . 一 个 集 (4,A',M,M'， 
rz,A) 称 为 森田 纪 一 六 元 组 ,是 指 4 和 4' 是 两 个 环 ， 
M Æ A-A WFR, M 是 4-4 双 侧 模 ， 
T: M C9M 一 4 
E A-A 同 态 ， 
pr MC2M'—A' 


是 A'-A' [p] zx 38 id ta’ 6930 = (x! py) n x69 y 
—izr.y]c4,uiBdikilo.y l»y—crGO sy), 
r'xr.ey | G'.x2y.íhü un. 4 是 环 ,M BAA 
Hi. A =EndM,,.M' =M* =Hom,(M,A), BE 
X 

t: M' COM-—A,rCfCOx) —9 f(x), 

u: MQM’ —A' , nCxCO f Gn) — xf (m), m€ M, 
则 (4,4 M, M ,Tt,p) 就 是 一 个 森田 纪 一 六 元 组 , 称 
为 由 M 确定 的 标准 森田 纪 一 六 元 组 . | 

森田 纪 一 定理 工 (Morita theorem 1) 森田 纪 
—J8 i6 B9 EB EHS. E CAL A' ,AM,AM c ER 
田 纪 一 六 元 组 , 且 c. 5 是 满 同 态 , 则 : 

1. Mi,» M. M' AM 都 是 投射 生成 子 . 

2. c p di In] PY. 

3. M’=M* —Hom4CM, A), A'ZxEnd M. 

4. K f XI-69M' 和 -C9M 定义 了 mod-4 5 mod- 
4 等 价 ,而 MO - I M'GO-3E XL T A - Mod 4 A- 
Mod & ffr. 

5. 4 的 右 ( 左 ) 理 想 格 同 构 于 Ma C MO BY TES 
格 ,A' 的 右 ( 左 ) 理 想 格 同 构 于 MaM ) 的 子 模 格 ; 

6. A 的 中 心 同 构 于 4' 的 中 心 . 

上 述 定理 称 为 森田 纪 一 定理 1. A Pa 是 投射 
生成 子 , 则 由 Ps 确定 的 标准 森田 纪 一 六 元 组 满足 
森田 纪 一 定理 1 的 条 件 , 从 而 Mod - A 等 价 于 

Mod-EndP 4. 

森田 纪 一 定理 (Morita theorem I) 和 森田 纪 
一 理论 的 主要 定理 之 一 . 设 A 和 A' 是 两 个 环 , 略 A- 
Mod 等 价 于 A' -Mod , , 则 : 

1. 有 双 模 4 了 P4,aP%' 和 森田 纪 一 六 元 组 (A,A’， 
P.P' c0. B. top XB IR) 

A'ZzEndP,,  AZEndP^. 

2.44 F.G RAHN MS ffr RT eA 
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PEOP ; Gz-09P. 

在 这 种 情形 下 ,由 森田 纪 一 定理 1 ,作为 4-4 双 模 
PCP 实 4, 而 作为 A-A EUR POOP'ZA' , 称 这 类 
双 模 *Ps 为 可 逆 的 .于 是 ,两 个 模范 畴 的 等 价 是 由 可 
逆 双 模 确 定 的 . 

森田 纪 一 定理 五 (Morita theorem 1) 森田 纪 
一 理论 的 主要 定理 之 一 .大 4,4' 是 相似 的 环 , 则 映 
射 

P—-Q9P 

25 tH T BY 3 A'-A 双 交 二 构 类 的 集合 到 Mod- A' 和 
Mod-4 的 等 价 函 子 的 自然 同 构 类 的 集合 之 间 的 双 
射 ; 并 且 ,在 这 个 映射 下 ,等 价 的 合成 对 应 于 可 逆 双 
模 的 张 量 积 . 

Jt xg BE E— 2b d o 1 Ede Be SPP SE OT eR 
£j n 3 ous 2 [8] AY X A: Mod-4 和 Mod- A 是 等 
价 的 模范 畴 , 则 由 一 个 等 价 函 子 就 确定 一 个 可 逆 的 
A'-A 双 模 ;反之 ,由 一 个 可 逆 的 A-A 双 模 就 确定 
一 个 等 价 函 子 ; 并 且 , 同 构 的 可 逆 双 模 所 对 应 的 等 价 
田子 也 且 然 同 构 . 

模范 畴 对 偶 性 (duality in categories of modu- 
les) Bi EAE DS BBC. A UR C IPS 
EH EZ fl H'":SO— € iW à Ed wh 
自然 等 价 H"H'Zle 和 H'H"X1e. RR H' 5 H" 
EX ARF. mre E 乡 是 对 偶 范 畴 . 模 论 中 考虑 
较 多 的 问题 是 :在 模范 畴 4-Mod 和 Mod-B 中 是 否 
ABETARE AD, URAC AMD, 之 间 的 加 性 
we eR H’, H", Efl AS ART Se 和 
Dr 是 对 偶 范 畴 . 此 性 质 就 称 为 模范 畴 的 对 偶 性 . 

对 偶 函 子 (Cduality functor) 见 “ 模 范畴 对 偶 
MET. 

Xj 18 SG Re (duality category) 
p. 

U xB e F (U-duality functor) S gb Bé x (8i 
HEP BY Bt PET. U Æ A-B RI, NEAT 

Hom4(—,4Ug) 和 Hom;iC—,4Ug) 
AU XT (eR. AaB IAC )*=Hom(— , 4U»). 
fa FE A 模 同 态 1 一 AMM 则 三 :Mr 一 AM 是 右 B 
同 态 , f° :AM 一 Mr 是 左 4 同 态 , 称 M = 
Homa (M.U) JH M W U Xt RR. f° = 二 Hom(f,U) 
称 为 f 的 U 对 偶 映 射 ,而 把 
M= = Homi M" aU J = Hom sU) 

分 别称 为 M 和 上 的 二 重 对 偶 模 和 二 重 对 偶 映 射 . 

U X418 Rk $ (U-duality map) — A, ^U X18 A 
p 

= BH BRR (biduality map) 
dq 

— Æ XJ B S Cbiduality module) 


见 " 模 范畴 对 偶 


见 “U XE fS PR 


见 “U X 


PR P". 

U BEtTO-reflexive module) IE Bg ox] 
偶 性 中 起 着 重要 作用 的 模 类 . 对 A-Mod BK Mod-B 
中 每 个 模 M, 规 定 ou: M—>M** ,使 得 任意 mE M, 
€ M* ,ou Gn) (9) =e(m). Æ M € A-Mod, Jill] oy 是 
£ A fa] zi ME Mod-B, Wl oy tA BRA IH. 
om 是 自然 的 , 即 ,对 任意 fE Hom Mi M), BA 
f**ou=ouf 成 立 , 称 ou 为 赋值 映射 . X; ou 是 一 个 
CMS WAR M 是 U AR. 

赋值 映射 (evaluation map) W“U BARRE”. 

U +8 Re (U-semireflexive module) JRERU 
ERR. 比 U 自 反 模 更 广泛 的 模 类 . RM BRA 
赋值 映射 ou 是 单 同 态 , 则 称 M 是 U FARE. A 
MEA A 模 或 右 B 模 , 则 M*=Hom(M,,Us) Œ U 
半 自 反 的 . M 是 U 半 自 反 模 的 充分 必要 条 件 是 ,U 
余生 成 M. 

U dEf&SS(U-torsionless) BP“U ¥ ARI”. 

森田 纪 一 对 偶 (Morita duality) 一 种 特殊 的 
U 对 偶 . 它 是 森田 纪 一 理论 的 男 一 重要 组 成 部 分 . 设 
AU p 是 双 模 , 称 aUs 定义 了 一 个 森田 纪 一 对 偶 或 称 
KF Hom4C— ,U) #l Homs C— ,UO Æ dE Hl d — Xj 
偶 , 是 指 以 下 条 件 成 立 : 

1.44 和 Bs 都 是 U 自 反 模 . 

2.U 自 反 模 的 每 个 子 模 和 商 模 是 Z 自 反 模 . 

Xi Un 定义 了 一 个 森田 纪 一 对 偶 , 则 A 和 B 的 
理想 格 同 构 ; 每 个 有 限 生 成 (或 有 限 余 生成 ) 的 左 4 
HR BR) AU 自 反 的 ; 左 4 模 序列 M.—M, 
SM, 正 合 的 充分 必要 条 件 是 , 右 B 模 序 列 M; 全 
M&M: 正 合 ;特别 地 ,了 是 满 射 ( 单 射 ) 的 充分 必 
要 条 件 是 f° 是 单 射 ( 满 射 ). 

森田 纪 一 对 偶 定 理 (Meorita theorem on duali- 
ty) Fee ye ERO A EY) EAEGS. UG € m$ D EA- 
Mod 和 Mod-B WET w, HAEE, BEZ, X 
对 任意 ME A-Mod(N € Mod-B) , 4 M=M (N= 
N'), WHA MES(NED),XHMESENE 
D. H':€@>D A H" Z>E dx] BET — 
XE FEE RR AU R, EIE: 

1. JUZE H"( B) U&ZEH' CA). 

2. A -:Homa(— UD, H "-:Homg(-- sU). 

3. € 和 中 每 个 模 都 是 U B C 

在 一 个 模范 畴 中 ,不 可 能 每 一 个 模 都 是 U 自 反 
模 , 所 以 模范 畴 的 对 偶 只 能 在 全 子 范畴 之 间 存 在 . 
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B 调 代 3 


同调 代数 
ESR (cocomplex) 亦 称 上 链 . 一 种 特殊 的 模 
同 态 序列 . 设 有 A - 同 态 序列 
ice ap uu FS eran. (1) 


这 个 序列 的 两 个 方向 都 是 无 限 的 , 若 对 每 个 整数 m 
mA da" =0, UR DARA EW ERS. 
jü EE IR] a" X"> X" R4 LUMAR EX: 8 
子 .为 简便 起 见 , 用 (X,a) 代 表 复 形 序 列 (1). 如 果 记 
X,—X ".d,—d ",W|FFJJ COD AT A AR A 


d,4i d, 
co > Xi, —> X,— X,_ COM MEN Ng (2) 


H dds+1 二 0, 把 序列 (2) 称 为 环 A 上 的 复 形 或 链 ， 
模 同 态 d, 称 为 边缘 同 态 或 边缘 算 子 . 


上 链 (Ccochain) B“ EJE”. 

上 边缘 同 态 (coboundary homomorphism) 见 
“上 复 形 ” 

上 边缘 算 子 (coboundary operator) BP“ bw 
缘 同 态 ” 

边缘 同 态 (boundary homomorphism) 见 “ 上 
ap” | 

”边缘 算 子 (boundary operator) — B[ “iw Zx [n] 


RR? 


A 


£&JÉ(complex) Il“ KBR”. 

上 复 形 的 平移 (cocomplex translation) ZR ff 
上 复 形 映 射 或 上 链 变 换 . CEE RIG [hl $E REX 
换 图 的 同 态 映 射 . 设 
se ee 


d'"-1 d'" 
XT : ssb. j P eim. 3 AU Xr = yard 


是 环 A 上 的 两 个 复 形 ,由 XX 
到 X' 的 一 个 平移 f:X 一 X' 是 € Xe 
A BEX +X!" |n€ | | 
Z) ,使 得 对 任意 整数 ，, 右 图 人 
是 交换 的 . 若 X.X' RERBA E gya l pym 
的 复 形 ,对偶 地 可 以 定义 复 形 
的 平移 , 复 形 的 平移 也 称 为 复 形 映射 或 链 变 换 . 

上 复 形 映射 (complex map) BP“ EA JE K © 
移 ” 

上 链 变换 (cochain transformation) 
形 的 平移 ” 

复 Fé BR St (complex map) 
E. 

复 形 的 平移 (complex translation) 
的 平移 ” 

链 变 换 (chain transformation) 


x. 


B" E 


见 “ 上 复 形 的 平 


WL" ERDE 


JL" EXE RJ 
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上 同调 模 (cohomology modules) 
模 . 指 由 上 复 形 给 出 的 模 . 设 


d" d? 
X; ee X71 — X" — Xn + e. 


是 环 A 上 的 复 形 , 因 为 d'a! —0, BTE Ima"! C 
kerd”, FÆ H'OX)-—kerd"/Imd" :为 4 模 , 称 此 模 
为 上 复 形 X 的 上 同调 模 . 分 别 以 Z"(X),B”"(X) 来 
表示 ker dq",Imd”!, 把 X",Z", B", H” 的 元 素 分 别称 
A Le. EM. ba. ER. aX BHA 上 
的 复 形 , 则 对 偶 地 可 以 定义 复 形 X AY TA a B,C) 
=kerd,/Imd,.+,,f8 X,.Z,. B, H, 的 元 素 分 别称 为 
链 、 循 环 边缘、 同调 类 . 

E V] f$ (homology modules) 见 “ 上 同调 模 ” 

上 链 (cochain) Jl“ Ela jae”. 

A cocycle) W“ EEI”. 

上 边缘 (coboundary) W“ Ela VE ES ". 

上 同调 类 (cohomology class) JL“ E IR] VE S". 

fé(chain) JL“ E [B] VAL S". 

循环 (cycle) 见 “ 上 同调 模 ” 

边缘 (boundary) W“ EEH”. 

同调 类 (homology class) J“ E [n] E ES ". 

Efe) 38 EF (cohomology functor) 一 种 重要 
HJ R F. 75 BE BS BY Ye eB) RY PR. ya e 
4-Cocomp , 它 的 对 象 是 环 4 上 所 有 上 复 形 , 态 射 是 
复 形 的 平移 ,把 这 个 范畴 称 为 上 复 形 的 范畴 , 它 是 一 
个 阿 贝 尔 范 栈 . E CX a0 CX d ) 是 环 A. 上 的 上 复 
ÉJ: X> X' 是 上 复 形 的 平移 ,上 同调 孙子 H": 
A-Cocomp> ua EH E XE X 变 成 上 同调 模 

H'OX)-—ker d"/Im 2", 

同时 上 复 形 的 平移 上 变 成 

H"(f); 2” + Imd! > f*(z^) + Ima"? 

(r" € kerd"). 

ETA eg A” Fb EEE RKF. 对 偶 地 , 环 4 E BT 
有 复 形 和 复 形 的 平移 组 成 一 个 范畴 , 称 为 复 形 的 范 
畴 , 记 为 A-Comp, ,图 子 H,: A-Comp- ua 称 为 同调 
PR. 


一 种 重要 的 


上 复 形 范畴 (cocomplex category) 见 “ 上 同调 
PR d^". : 

S i 30 He (complex category) — JL LE [m] 38] ERI 
F”. 

E Va ER F (homology functor) Ji“ E [EJ A 
Th 

ASH (right complex) 一 种 特殊 的 上 复 形 . 


设 卫 是 一 个 上 复 形 , 若 X'—0.V n«0, Wk X 为 
右 复 形 . 因此 , 右 复 形 具 有 如 下 形式 


0 1 
ECOL NO NE ee 


对 偶 地 ,把 复 形 
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di 
eee — X, —>X, > 0> 0> T 
称 为 左 复 形 . 
左 复 形 (left complex) 见 “ 右 复 形 ”. 
复 形 的 短 正 合 列 (short exact sequence of com- 
plexes) 复 形 范畴 中 的 短 正 合 列 . Kh 0—X'-X 


SX" 是 复 形 的 序列 ,其 中 0 代表 复 形 …->0->0 
->0->…. 若 交换 图 


imme do PE SELL US eX y 
diui v duri y dlit 

pate S^ e Re db a ep 
d, d, | d; 

0 V LIE Ee ee ew 
did de dii 

Dc cub oT A 2 P E ici 
i i Y 


中 ,每 行 丝 正 合 , 则 称 这 个 序列 是 复 形 的 短 正 合 列 . 
对 偶 地 ,可 以 定义 上 复 形 的 短 正 合 列 . 

上 复 形 的 短 正 合 列 (short exact sequence of co- 
complexes) ” 见 “ 复 形 的 短 正 合 列 ”. 

同调 正 合 列 定理 (exact sequence theorem in 
同调 代数 的 基本 定理 之 一 . 若 

0—-X'-- X-- X'—-0 
是 复 形 的 短 正 合 列 , 则 存在 模 同 态 
Dee dX IF i Os 


homology) 


使 得 序列 


Epor s 


HX): Hr X) 
Ha 


HX) Hia 8 
IER. 这 个 结论 称 为 同调 正 合 列 定理 . 上面 构造 的 同 
aS A, 称 为 连结 同 态 ,而 把 序列 (* ) 称 为 由 复 形 的 短 
正 合 列 

0— X'—- X-- X'—0 
决定 的 长 正 合 同调 列 . 对 偶 地 ,有 上 同调 正 合 列 定 理 
及 长 正 合 上 同调 列 . 

上 同调 正 合 列 定理 (exact sequence theorem in 
cohomology)” 见 “同调 正 合 列 定理 ”. 

长 正 合 同调 列 (long exact homology sequence) 
见 “ 同 调 正 合 列 定理 ”. 

长 正 合 上 同调 列 dong exact cohomology se- 
见 “ 同 调 正 合 列 定理 ”. 
i£ ża -J Æ (connecting homomorphism) 


调 正 合 列 定理 ” 


quence) 
见 “ 同 


t E f€ (chain homotopy) 同调 代数 中 来 自 拓 
扑 学 的 一 个 重要 概念 . 设 f,g:X 一 X' 是 复 形 的 平 
移 ATE A 同 AS Sn: Xna > Xnr 的 族 S={s,|n€ 
Z), 使 得 Ja ga7 Mp + Sn—1dn» V ns Wl 称 S 为 由 
了 到 g 的 一 个 链 同 伦 ,这 时 称 f 与 g 同 伦 , 记 为 S:f 
~g. Hit JT, =H, WY fog 时 ,有 了 ,=g， 
Vna BI f,g 在 同调 中 诱导 出 相同 的 映射 . 
RX REGE lx= (1x |V n€Zz),hu lx:X— 
X 是 复 形 的 平移 , 即 复 形 X 的 恒 等 映 射 . 对 于 复 形 
的 平移 f:X 一 X' VETERE p ffo 
H, Ox CX: 
ES FAA SF Cleft complex over a module) 
一 种 特殊 的 复 形 . 设 M 是 4 模 , 左 复 形 
XK ce M cedi QD 
称 为 模 M 上 的 左 复 形 ,把 4 同 态 s 称 为 增 广 同 态 ， 
大 序列 (1) 是 正 合 列 , 则 称 为 模 M 上 的 零 调 左 复 形 . 
对 偶 地 , 模 M 上 的 右 复 形 是 指 右 复 形 
0» M>Y >Y >Y? +, (2) 
若 序 列 (2) 是 正 合 列 , 则 称 为 模 M 上 的 零 调 右 复 形 . 
模 上 的 右 复 形 (right complex over a module) 
见 “ 模 上 的 左 复 形 ”. 
1 J fa] A (augmentation homomorphism) 见 
“ 模 上 的 左 复 形 ”. 
模 上 的 零 调 左 复 形 (acyclic left complex over a 
module) 见 “ 模 上 的 左 复 形 ” 
BEA BIA BK (acyclic right complex over 
a module) 见 “ 模 上 的 左 复 形 ”. 
投射 分 解 (projective resolution) 一 种 特殊 的 
ARK. 它 是 内 射 分 解 的 对 偶 概 念 . 设 M 是 4 模 ,M 
上 的 零 调 投射 左 复 形 称 为 M 的 投射 分 解 , 它 是 一 
正 合 序列 
ges opo epe Muse: 
其 中 每 个 P, 都 是 4 投射 模 . 每 个 模 M 都 有 投射 分 
解 , 并 且 , 除 投射 等 价 外 是 惟一 确定 的 . 
内 射 分 解 injective resolution) 投射 分 解 的 
对 偶 概念 . 设 M 是 4 模 ,AM 上 的 零 调 内 射 右 复 形 称 
AM 的 内 射 分 解 , 它 是 一 个 正 合 序列 
本 二 
其 中 每 个 Q" 都 是 4 内 射 模 . 每 个 模 M 都 有 内 身分 
自由 分 解 (free resolution) 一 种 特殊 的 投射 
分 解 . 设 M 是 4 模 , 硅 有 正 合 序 列 
>F>F>Fo ~M>0, (x) 
其 中 每 个 F, 都 是 4 自由 模 , 由 序列 (1) 决 定 的 投射 
分 解 称 为 模 M 的 自由 分 解 . 每 个 模 M 都 有 自由 分 


同 调 代 数 


解 . AEM 的 自由 分 解 (* ) 中 ,每 一 个 EF, 都 是 有 限 
生成 4 自由 模 , 且 分 解 (x ) 长 度 有 限 ( 只 有 有 限 个 
F,), 则 (x ) 又 称 为 M 的 有 限 自 由 分 解 (FFR). 有 有 
限 自由 分 解 的 M 必 为 有 限 生成 模 . 

有 限 自 由 分 解 (finite free resolution) W^ B 
由 分 解 ” 

ASH BET (right derived functor) 一 类 重要 
HJ ER T^. Ze SE HL ER To BOSE IER E BOR T 导出 
HJ 3r PRI. E T ipa us 是 加 性 共 变 函 子 ,MM 是 任意 
AF, 

E d? d! 
0—M >Q ^q ^q 

是 M 的 内 射 分 解 , 由 了 得 到 右 复 形 


Tq?) T(d) 

0—T (Q9*)— TQ) TR) (D 
以 R'"TODAGR (1) AY EI) SER , B] 

R"T (M) = ker T (d^) /Im T (d"^!), (2) 


这 些 R"T CM) SER M 的 内 射 分 解 无 关 , 同 时 ,对 
任何 模 同 态 f:M—>M’ ,可 以 定义 出 一 个 B 同 态 
RT): R°T(M)>R’T (M')," 

使 得 R'T : Ba ung A — ^ An HE SE ES ^ BROW Bl T 
Br Se Hi AY Ga Se IS FEQ XE PIRE M 00 
时 ,R"TCQ)=0. 行 了 是 左 正 合 的 , 则 RUESTIE 
然 等 价 . G Ts ta tp Fe Tn HE 3i 45 RTF, M 是 任意 4 
模 , 则 用 M 的 投射 分 解 ,得 到 加 性 逆 变 函 子 R"T ;jn 
>ur AR AWE PST T HAF RTF. 

A SW A F (left derived functor) 一 类 重要 
AY PR T^. AF h R F OT BE. BT ee 是 加 
性 共 变 函 子 ,M 是 任意 4 模 ， 


coe > P, p ae a s=ü 
是 MM is iu T i 


TCP, = Qu CD Qe pu RUBIA (1) 
jui i een EO Bp 
LT (M) = ker T (d,) /1m T (d,, ,). (2) 


这 些 L,T(M) 与 选取 M 的 投射 分 解 无 关 , 同 时 ,对 
任何 模 同 态 f :MM' ,可 以 定义 出 一 个 B 同 态 
LTJ- TT WD > LTM) 

使 得 工 ;T; uam pa 是 一 个 加 性 共 变 函 子 , 称 为 由 了 
Br Se Hi B Ze Se HB eR. E PERNE, M n> 
Ef, LTP =0. ET EA IER H.W LoT CBI RAF T 
WBS HIER T0 5 T 自然 等 价 . A Tiu us 是 
Jl PE x AE ER 7, MEER 4 模 , 则 由 M 的 内 射 分 
解 ,得 到 加 性 逆 变 函 子 LT amm pa PREZ AE PR 
子 了 的 左 导 出 果子 . 

导出 范 子 的 长 正 合 列 (long exact sequence of a 
derived functor) 一 种 重要 的 正 合 列 , SH PS TIF 
用 于 模 的 短 正 合 列 得 到 的 正 合 列 ,在 同调 代数 中 占 
SERM. AT ea ee 是 加 性 共 变 函 子 , 则 对 每 
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模 与 同调 代数 


个 A RRE ESI 0— M'  M— M"— 0. TE TEM 
结 同 态 
A. R'DTOM > RYTM), 
A,: L,T (OM") > L, (TOM), 
使 得 下 面 两 个 序列 都 是 正 合 序列 ， 
‘> RTM) > RPTM) > R"T OM") 


SR TM) > ROTM) > (1) 
e LIOM!) > LTOD > L,T(M") 
A, 
=> Ia T (M J= Lat (Mh 2) 
称 它 们 为 导出 函 子 的 长 正 合 列 . 对 于 加 性 道 变 函 子 ， 
WA AD. 


BF Ext (functor Ext) 一 种 重要 的 图 子 . 38 
PT Hom HA S BIKE. M 是 给 定 的 右 4 模 ， 
Zi l-—Hom4CM,—),Bl] T: uz 是 加 性 共 变 孙子 
Hom, (M, —) RT SE h AT, A Ext, CM, 一) 表示， 
它 是 加 性 共 变 函 子 . AT Ext M, —) H HomM, 
一 ) 是 自然 等 价 的 ,因此 , 若 0 一 N' 一 N 一 N”>0 是 
右 4 模 的 短 正 合 列 , 则 有 长 正 合 列 

0— Hom4CM,N') — Hom4CM,N) 

Hun ONN I SS UE etes: (D 
疯子 Homa4C— NOR AE HB ER T Ext; C— «NO 
A E XE IL PE AB PR o. FÆ, X a 中 的 任何 两 模 
M 5 N, Exc CM . NO BUE VI RIGR IE :一 个 是 先 取 M 
的 投射 分 解 (P,g) ,再 取 上 复 形 Hom, (P, NOS E 
同调 模 ; 另 一 个 是 先 取 N 的 一 个 内 射 分 解 (Q,d)， 
BEER EEJÉ Homa(M,Q@) 的 上 同调 模 . 由 这 两 种 方 
法 所 求 的 上 同调 模 是 自然 同 构 的 . 图 子 Ext% (一 ， 
N) 和 Homa( 一 ,NN) 是 自然 等 价 的 ,因此 , 关 0 M' 
— M-- M'—0 是 右 A 模 的 短 正 合 列 , 则 有 长 正 合 
Ext ži] 

0— Hom, CM", N) > Hom4CM,N) 

See cM Nose Ext (M", N) — +. (2) 
考虑 模 扩 张 与 Ext 的 关系 : 模 M 通过 N 的 一 个 扩 
张 是 一 个 模 的 短 正 合 序列 

(S)0— N—X-— M0; 
Ww MM 通过 NN 的 男 一 扩张 为 

(S')0—>N—X'—M—0, 
若 存在 模 同 构 f:X X 
EMI TIE. P4 


换 , 则 称 S 与 S' 是 
KY T] NL 


SF fry sk. M 通过 
N 的 扩张 的 等 价 类 
的 集合 ECM. NO 5 Ext, (M,N) 是 一 一 对 应 的 . 用 
同样 的 方法 ,Ext% CM IND S n 阶 扩张 
O>N>X, >> X,>M>0 GEA) 
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的 等 价 类 集合 一 一 对 应 . gd Tux SRA. KT Ext 才 
用 “扩张 ”前 三 个 字母 作为 它 的 记号 . 

K ES Ext 列 (long exact Ext sequence) M 
"IRSE Ext. 

ea Tor(functor Tor)  — fh 8 E B PR ^. 18 
PRI C9 AY Zc Sg B PA TP. UE M 是 一 个 (固定 的 ) 右 A 
A T—MÓO69a-.WU Tian ue 是 加 性 共 变 范 子 ， 
MG 的 左 导出 函 子 以 Tor; (M, 一 ) 表 示 , 它 是 加 性 
共 变 函 子 . KTE Tor? (M, 一 ) 和 MO， 是 自然 等 价 
的 ,因此 ,大 0 一 N 一 N 一 N 一 0 是 左 4 模 的 短 正 合 
列 , 则 有 长 正 合 列 

e Tor? (M, N") 3 M Qa N' 
— M GQ)4N — MQN" — 0. (1) 
PIF -QaN 的 左 导 出 函 子 以 Tor; (一 ,NN) 表 示 , 它 是 
JI E 3C 2E RR T. TF EXE EE BID AR MOA A FS 
N,Tor(M,N) 就 有 两 种 求法 :一 个 是 先 取 M 的 投 
射 分解 (P,Z) ,再 取 复 形 POIN 的 同调 模 ; 另 一 
是 先 取 N 的 一 个 投射 分 解 人 CQ,Z) ,再 取 复 形 MOR 
的 同调 模 . 然而 ,由 这 两 种 方法 所 求 的 同调 模 是 自然 
同 构 的 . AT-ON 和 Tor; (一 ,NM) 是 自然 等 价 的 ， 
因此 ,在 0 一 M >M>M"—>0 是 右 4 模 的 短 正 合 列 ， 
则 有 长 正 合 序 列 
‘> Tor (M", N) > M' G4N 
—MGAN — M" GN — 0. (2) 
Rt Tor 与 模 的 挠 性 质 有 一 定 的 关系 ,由 于 这 个 原 
Al, i Tor 才 用 torsion 前 三 个 字母 作为 它 的 记 
5. 

KES Tor 3| (long exact Tor sequence) J 
"PCT Tor”. 

ES AY dg St HE BW (projective dimension of a mod- 
ule) 亦 称 模 的 同调 维 数 . 对 模 的 一 种 重要 刻画 . 内 
射 维 数 的 对 偶 概 念 , 是 模 M 的 投射 分 解 的 最 小 长 
度 . 设 M EA ARA MAO. AGEL 4 模 的 正 合 
列 


0—P,—DP, (——PPo-M-—0, (x) 
其 中 每 个 P; 皆 是 投射 模 , 上 且 不 存在 与 (* ) 类 型 相同 
而 项 数 更 小 的 正 合 列 , 则 称 M 的 左 投射 维 数 为 ， 
WA |. pd4 M —n. E * ) 这 样 的 序列 不 存在 , 则 规定 
l. pduM — oo; f$ M— O0, IH l. pduM — —1. E M 
的 左 投 射 维 数 也 称 为 左 同调 维 数 , 记 为 1. dha M. 
l. pdaM xin (12210 StF ExtCM,N) 一 0,Y N. 
非 零 左 4 模 己 是 投射 模 的 充分 必要 条 件 为 1. pdaP 
一 0. 同样 地 , 若 NEA 4 模 , 则 可 以 定义 N 的 右 投 
射 维 数 r. pdaN ,也 称 为 N 的 右 同调 维 数 r. dh N. 
卡 普兰 斯 基 (Kaplansky,I. ) 证 得 : 若 4 是 交换 环 ， 
则 每 个 4 异 的 投射 维 数 为 0 或 ce 当 且 仅 当 4 是 有 
限 个 局 部 环 4 的 直 和 , 且 每 个 A SAT REMR 


大 理想 . 
模 的 同调 维 数 (homological dimension of a 
module) ” 即 “ 模 的 投射 维 数 ”. 
环 的 整体 维 数 (global dimension of a ring) 
环 的 一 种 同调 维 数 . 对 环 的 一 种 重要 刻画 . 环 4 的 
左 整 体 维 数 
l. gl. dim A = sup(l. pd. M|IM € jp, 
它 的 右 整 体 维 数 
r.gl.dimA = supír. pd4 M| M € py}. 
有 的 环 其 左 、 右 整体 维 数 并 不 相等 ,但 也 有 的 环 其 
左 、 右 整体 维 数 相等 ,这 时 其 左 、 右 维 数 之 值 都 称 为 
整体 维 数 , 记 以 gl. dim A. 奥 斯 兰 德 (Auslander， 
M. ) 于 1955 年 证 明 :1. gl. dim A 等 于 左 A 循环 模 的 
投射 维 数 的 上 确 界 ,从 而 缩小 了 计算 中 模 的 范围 . 
l. gl. dim A—0 5 r. gl. dim A—0 都 是 A 为 阿 廷 半 
单 环 的 充分 必要 条 件 . S 1. gl. dim ACT, Jl] £k 4 是 
左 遗 传 的 ,这 等 价 于 环 4 的 每 个 左 理想 都 是 投射 
模 . 环 4 的 整体 维 数 与 4 上 级 全 算 阵 环 的 整体 维 
数 是 相等 的 . 
模 的 内 射 维 数 (injective dimension of a modu- 
le) 对 模 的 一 种 重要 刻画 . 与 模 的 投射 维 数 对 偶 的 
念 ,是 该 模 的 内 射 分 解 之 最 小 长 度 . 设 MEEA 
RA M 关 0, 帮 存在 左 A 模 的 正 合 列 
0> M> Q >Q —-—Q,—0, (1) 
其 中 每 个 Q; EKIH, HE REES.) JB E 
而 项 数 更 小 的 正 合 列 , 则 称 MM 的 左 内 射 维 数 为 ”， 
WA l. Id, M — n. 4 CX FÉ BS FE 90] I ££ E , WU] XL XE 
l. Id4M — oo; ; M=0, 则 规定 l. Id4M — — 1.1. IdM 
<n(n<X1) SWF Ext; (ON, M)=0.V N. JERR 
A 模 Q 是 内 射 模 的 充分 必要 条 件 为 1. Id.Q=0. [n] 
样 地 A N 是 右 4 模 , 则 可 以 定义 N 的 右 内 射 维 数 
r. IdAN. 左 ( 右 )4 模 的 内 射 维 数 的 上 确 界 与 环 4 的 
左右) 整体 维 数 是 相等 的 . 
模 的 平坦 维 数 (flat dimension of a module) 
对 模 的 一 种 重要 刻画 . 模 的 平坦 分 解 之 最 小 长 度 . 设 
M 是 左 ARH MzEO BFE A 模 的 正 合 列 
0Q—F,—F,. > > BF > PMO, Cx ) 
其 每 个 F BRIA, 且 不 存在 与 (* ) 类 型 相同 而 
项 数 更 小 的 正 合 列 , 则 称 M 的 左 平坦 维 数 为 n, 记 
为 1. FdAM — n. 若 (* ) 这 样 的 序列 不 存在 ,规定 
l. FdHaM — oo £i M=0, We |. FduM— —1. FE M 的 
Zr X- 38 28 ie tt ER A 38 [8] V] EB 79. w. 1. dha M. 
Il. FdaM xn aZ 8E fF. Tor CN MD —0, V N. 
非 零 左 A FS M 是 平坦 模 的 充分 必要 条 件 为 1 FdaM 
二 0. 对 于 任意 的 左 A 模 MIB 1. FdAMEI. pdaM4. 
巴 斯 (Bass,H. ) F 1959 年 证 明 : 对 任意 左 A 模 M 
aA 1. FduM —1l. pdiM 的 充分 必要 条 件 是 ANE 


同 调 代 XX 


完全 环 . ARH. a N 是 右 4 模 , 则 可 以 定义 N 的 
右 平坦 维 数 r. FdAN ,也 记 为 w.r. dhaN. 

模 的 弱 同 调 维 数 (weak homological dimension 
ofa module) 见 “ 模 的 平坦 维 数 ” 

环 的 弱 整 体 维 数 (weak global dimension of a 

环 的 一 种 同调 维 数 . 环 4 的 弱 整 体 维 数 
w. gl. dim A= sup(l. Fd,M|M € yp} 
= sup{r.Fd,N|N € pa}. 
与 环 的 整体 维 数 类 似 ,w. gl. dim A 等 于 其 循环 模 的 
平坦 维 数 的 上 确 界 . 同时 ， 
w. gl. dim A < min(l. gl. dim A,r. gl. dim A). 
卡 普兰 斯 基 (Kaplansky,I. ) 于 1958 年 证 明了 这 些 
值 一 般 都 不 相等 . w. gl. dimA—0 4AM A 是 在 
冯 ，。 诺 伊 曼 意义 下 的 正则 环 , 这 等 价 于 每 个 左 ( 右 )》 
A 模 都 平坦 . w. gl. dim A<1 的 充分 必要 条 件 是 4 
的 左 理想 全 平坦 . 半 遗 传 环 (有 限 生成 理想 为 投射 模 
BY X) BU 95 Sk pk E11. 对 诺 特 环 , 弱 整体 维 数 与 
左右 整体 维 数 是 相同 的 . 环 的 弱 整 体 维 数 也 常 被 简 
称 环 的 弱 维 数 . 

环 的 弱 维 数 (weak dimension of a ring) BẸ 
“ 环 的 弱 整 体 维 数 ”. 

第 一 换 环 定理 (first change of ring theorem) 
关于 同调 维 数 的 一 个 定理 . 车 4 为 环 4 的 中 心中 的 
元 素 , 且 不 为 零 因 子 ,B 二 4/(4) ,MM 为 一 个 左 BE, 
ij “4 1. pdgM=n<ooff, ® l. pdaM—n4-1. ALG 
l. gl. dimB<oo, Wl] I. gl. dim Al. gl. dimB+1,# 
中 ,对 任意 a4€ A,Z€ M, BAR ar—axs,à 表示 在 
AREA AAA) TF a 所 取 的 像 . 

第 二 换 环 定理 (second change of ring theorem) 
关于 同调 维 数 的 一 个 定理 . BANK 4 的 中 心中 的 
TR ARASAF,B=A/(A).M HE A, H Ax 
— 0 时 必 有 z=0CV rE M), M) M/AM 为 一 个 左 B 
模 , H I. pds M/AMD KI. pdaM. 

第 三 换 环 定理 (third change of ring theorem) 
关于 同调 维 数 的 一 个 定理 . 若 4 是 左 诺 特 环 , 且 
JCA)& 9e A WHE S i RAR AC TCADA PDR 
日 不 为 零 因子 ,M 是 有 限 生 成 的 左 AR. Ar=0 时 
WA r=0(V rE M), W B=A/(A), Il 

l.pd,M/AM = l. pd M. 

希 尔 伯 特 合 冲 定理 (Hilbert syzygy theorem)# 
于 多 项 式 环 同调 维 数 的 著名 定理 . 设 天 是 一 个 域 ， 
Liss oL, JE K ERREI. MI 

l-el. dim K| tists ya =n 
更 一 般 地 , 若 R 为 任意 环 , 则 
l. gl. dim R[x ,Xs £, =n + l. gl. dim R. 
对 于 环 的 弱 整 体 维 数 , 也 有 类 似 的 结果 . 
诺 特 环 的 同调 维 数 (homological dimension of 
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ring) 
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Noetherian rings) 同调 维 数 对 诺 特 环 的 重要 应 
FA. i A 始终 表示 交换 诺 特 环 . 此 时 , 环 4 的 三 种 维 
数 是 相等 的 , 即 
l. gl. dim A — r. gl. dim A = w. gl. dim A. 
”对 于 有 限 生成 模 M,A FdAM —pdAM. 4m AW 
任 一 个 极 大 理想 时 ,有 gl. dim A=sup .gl. dim Am 
成 立 , 从 而 问题 归结 为 考察 局 部 环 . 香 4 是 局 部 环 ， 
R. gl. dim A« eo | A 必 是 正则 局 部 环 ， 
gl. dim A = dim m/m?, 

HBàk—A/m 是 域 . WHY HH (Auslander, M. 0 5% 


. Aita (Buchsbaum, D. A.) F 1959 年 证 明了 正 


则 局 部 环 是 单一 分 解 环 . 对 于 交换 诺 特 半 局 部 环 4， 
4 gl.dim4<ce, 则 4 是 有 限 个 单一 分 解 环 的 直 
和 . 对 于 交换 诺 特 环 A, gl. dim A « oo 24 H. [X H 
K. dimA« oo, H An 是 正则 局 部 环 , 其 中 m 是 环 4 
的 任意 极 大 理想 ,K. dim 表示 克 鲁 尔 维 数 . 对 于 交 
换 诺 特 半 局 部 环 ,gl. dim Aco 3 H.[X 24 gl. dim A 
二 I1(J/J*), 这 里 J 是 环 4 的 雅 各 布 森 根 ,I(J/J) 是 
模 J/J* 的 长 度 . 而 交换 诺 特 局 部 环 4,gl. dim A=n 
的 充分 必要 条 件 为 pda4/m 二 n, 这 里 nm 是 环 4A 的 
极 大 理想 . 由 于 代数 几何 等 学 科 的 需要 ,对 交换 诺 特 
环 的 同调 维 数 已 进行 了 详细 的 研究 . 

G 模 (G-module) 一 种 重要 的 模 . 它 是 以 群 为 
算 子 区 的 模 . 设 G 为 一 个 乘法 群 ,AM 是 加 法 交换 群 ， 
若 对 每 个 o€G 和 xzEM, 都 有 惟一 确定 的 积 ox € 
AMf ,并 且 对 任意 z,yEaf,c,rEcC, 满 足 条 件 : 

1l. o Crd-y)-—oxrdoy; 

2. 0 (Tx) — (00x, 

3. 17 二 xX, 其 中 1 BRC 的 单位 元 素 ; 

则 称 M 为 一 个 左 G 模 . 设 M 是 左 G 模 , 若 cz 一 z， 
V o€G,XEM, 则 称 M 是 平凡 左 C 模 . 设 C 是 一 个 
群 ,以 ZG 表示 整数 环 Z 上 的 群 环 . AMER A= 
Sng EZG,XTEM, 规 定 Ar Din, (or), NW) M 是 左 
ZG fe. Rit. GM EA ZG 模 , 规 定 or—(loor, 
这 里 oE€G,Xx€EM,1E€2Z, 则 M 也 是 左 G 模 .因此 , 没 
有 必要 区 分 这 两 类 模 , 这 就 是 说 ,G 模 就 是 ZG 模 ， 
ZG 模 也 就 是 C 模 . 

平凡 G 模 (trivial G-module) 见 “G fe”. 

群 的 第 个 上 同调 群 (n-th cohomology group 
of a group) 和 群 同调 理论 中 的 重要 研究 对 象 . 设 M 
是 左 C 模 , 视 整数 加 法 群 Z 为 平凡 左 C 模 . 称 

H"(G,M) = Ext; CZ, M) 
为 G 的 以 MARR n 个 上 同调 群 . 
H'(G, —0i1 cH — Kz 
是 加 性 共 变 函 子 . £M 是 左 G 内 射 模 , 则 H(G, MD 
—0,V 2? 之 1. 对 任意 左 C 模 的 短 正 合 列 
0— M' — M—M"—0, 
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必 有 长 正 合 列 
0 H'(G, M') > H'(G,MD 
— H*(G, M") > H'(G,M!') > 

FEA S88 n SB (n-th homology group of a 
group) 和 群 同调 理论 中 的 重要 研究 对 象 . w M EE 
G KR Z E RUE GR. RH,(G,M) — Tor? (Z, 
M) 为 G BS M 为 系数 的 第 2 个 同调 群 . 但 是 ,以 右 
GN 为 系数 的 n 阶 同调 群 为 

HG ND =T ON e. 
H,(G, —):cu >i Æ MEHE PR FT. A MEAG 
投射 模 , 则 H,(G,M)=0,V nZ ll. 对 任意 左 G W 
短 正 合 列 O>M'>M—>M">0, DA KESZ 
e H, (G,M") > Ho(G,M') 
> H,(G,M)H,(G, M") > 0. 

上 同调 群 H°(cohomology group H°) 同调 代 
数 的 基本 概念 之 一 . 指 C 模 的 第 0 个 上 同调 群 . x 
MEA GN VE 

M° = {z|x € M,cs(x)— 2z,Vo0EG}, 

则 H*(G,MOZEM*. Alt, HG, MBG 的 不 变 元 
所 成 的 子 模 MT. 

同调 群 Hy (homology group H,) 同调 代数 的 
基本 概念 之 一 . 指 G 模 的 第 0 个 同调 群 . 设 M 是 左 
C 模 ,7 是 群 环 ZG WS) 84H; IM — (Aa +22, 
TeÓcAxQAC€I,z€M)I.M;—M/IM,W| HG, 
MOZ Mc. Alt, H(G, M) dé M 的 使 得 G 的 运算 是 
平凡 的 最 大 商 模 Me. 

Z WET RG BAS (standard homoge- 
neous G-free resolution of Z) 平凡 G 模 Z 的 一 种 
标准 自由 分 解 . 设 F, 是 Z 自由 模 ,{((oyc，…a)| 
mEG)} 是 它 的 一 个 Z 基 . 若 对 任意 cEG ,规定 

他人 本 
WF, ZAG 自由 模 ,((1,c…o)|cEG) 是 它 的 
一 个 G X. 定义 d,iF,--F, Fl €:Fo>Z ,使 得 
d,((0,,0,,***,0,)) 


— P (— 1)40,, **,0,,***,0,), 
r=0 


e((0) = 1, 
其 中 (ao ae ) 一 (095 *** 0,150,411» *** $ 0,). 
于 是 ,得 到 左 C 模 的 正 合 列 


e F, = F, FQ 
uu ege (x) 
Ta IE A JJ Cx ) 称 为 Z 的 标准 齐 次 C 自由 分 解 . 

Z 的 标准 非 齐 次 G 自由 分 解 (standard non-ho- 
mogeneous G-free resolution of Z) 平凡 G 模 Z 的 
一 种 标准 自由 分 解 . 设 F, 是 左 C A HE. (Lois o2; 
DTE NI lo;EG}) 是 它 的 一 个 GG 基 . Fo 有 一 个 GG 基 ， 仅 


含 一 个 元 素 ， 记 为 L ]. 规定 d, i Fr >F, E 
d,CLo1,0, ,***,0, |) 
=o|o,,** ,0, | 
EECa a 6a 0 ten] 
T C^ 1?*[0,,05, sna], 
K'Ba-lBb5dQeb-el]-L j] ,同时 ,规定 e: 
FoZz, (CL D=1. 于 是 ,得 到 左 C 模 的 正 合 列 


n o. “1 
">, — F n- E,- 


do € 
>F; >F, >Z—>0, C *J 


把 正 合 列 ( x ) 称 为 Z 的 标准 非 齐 次 G 自由 分 解 . 平 


凡 C 模 Z 的 标准 齐 次 G 目 由 分 解 与 标准 非 齐 次 G 


自由 分 解 可 以 互相 转化 . 

交叉 同 态 (crossed homomorphism) 亦 称 导 
映射 . 一 种 特殊 的 映射 . 设 M 是 左 G 模 ,f:G 一 M 是 
一 个 映射 . 铬 对 任意 o,rEG, 都 有 for) =af(r)+ 
f(o), 则 称 映 射 f 为 由 群 G 到 左 G 模 M 的 交 又 同 
S.A fog 是 两 个 交 义 同 态 ,对 任意 oE€G, 规 定 

(f+ g)(o) = fo) + glo), 

则 由 G 到 MM 的 所 有 交叉 同 态 组 成 一 个 加 法 交换 群 ， 
WA D(G,M). 设 f:G 一 MM 是 一 个 映射 . XE TETE— 
个 元 素 xEM, 使 得 对 任意 oE€EG, 都 有 f (0)—oxr— 
Zz, 则 称 映 射 了 为 由 群 G SZ: G Be M 的 主 交 又 同 态 
或 主导 映射 .由 G 到 M 的 所 有 主 交 又 同 态 组 成 
D(G,M) 的 一 个 子 群 , 记 为 1D(G,M). 

FS} (derivation) BIX X EA”. 

+ 3 XN E A (principal crossed homomorph- 
ism) 见 “ 交 义 同 态 ” 

+ & RR Sj (principal derivation) 
P 


luna 


D" As X [n] 


上 同调 群 H'(cohomology group H) 同调 代 
数 的 一 个 重要 概念 . 指 G 模 的 第 一 个 上 同调 群 . 4 
M 是 任意 左 C 模 , 则 
H'(G,M) = D(G,M)/ID(G,M), 
其 中 D(G,M) 是 导 映 射 群 ,ID(G,M) 是 主导 映射 
R. A M 是 平凡 左 C 模 , 则 
H'(G,M) = D(G,M) = Homz(G/[G,G], M), 
其 中 [LG,Gj 是 群 G 的 换 位 子 群 . 
同调 群 H, (homology group H,) 同调 代数 的 
一 个 重要 概念 . 指 6 模 的 第 一 个 同调 群 . 这 里 仅 给 
出 平凡 G 模 的 第 一 个 同调 群 的 计算 公式 . 奉 G 是 
H.M 是 平 几 左 G 模 , 则 
Hi(G,M) = d/P) OM = (G/[G,G D WM, 
其 中 了 是 群 环 ZG 的 增 广 理想 ,[G,Gj] 是 群 G WR 
位 子 群 . 特别 地 ， 
H,(G,Z) = G/[G,G] =G”, 
即 HH1CG,Z) 为 G 的 阿 贝尔 化 .因此 H, 与 代数 天 38 


代 数 


同 y 


iE PR K 群 有 密切 的 联系 . 

上 同调 群 A? (cohomology group H?) 同调 代 
数 的 一 个 重要 概念 . TR G 模 的 第 二 个 上 同调 群 . 匣 C 
ER M 是 左 G 模 , 则 


EAT RE 
FERI KS ERAH APG, MW KA. 
把 MM 的 加 法 运算 改 为 乘法 ,并 把 COPIA LTE 
AREE M AA G 模 是 指 (zy) 二 x y GO) Sar 
二 Xx, 其 中 r;y€ M,o,rCG,l 是 群 G 的 单位 元 素 ， 
设 G ERM 是 阿 贝 尔 群 ,M 的 运算 记 为 乘法 , 群 C 
通过 群 M 的 一 个 扩张 是 指 一 个 正 合 序列 
1 一 M 一 末 全 G->1， 


其 中 MI 是 包含 映射 . 应 用 群 C 通过 群 M 的 扩 
张 ,可 以 决定 G 在 MM 上 的 一 个 作用 ,使 得 MM 组 成 左 
G 模 , 称 为 这 个 扩张 的 相伴 的 模 . E C 是 群 ,M 是 左 
G 模 , 则 以 M 为 相伴 模 的 G 通 过 M 的 扩张 的 等 价 
HES H*(G,M)—— Xt hi. 

T& & EL (BT 4 HH C Gruenberg resolution) [Al 
调 代 数 中 的 一 类 分 解 . 它 是 平凡 左 C 模 Z B — R6 
由 分 解 . 设 C 是 群 ,把 Z 看 做 平凡 G 模 , 于 是 得 群 的 


正 合 序列 1->R-> 忆 一 G->1, 其 中 已 是 自由 群 ,R 是 
F RFT ER AX AY HE PAR EMA Z 的 
左 G 目 由 分 解 
te ence ee (X) 
HUBPQ—L/LU 是 有 基 
(Cy, — Ll) Cy, — DD +L" |y; € Yj 
WG AH. Pani SL/L 有 基 
teur ose TO Cae 1» 
+L'I|y,EY cE X}, 
dı: P,— P, 是 陪 集 上 映射 的 扩大 . 其 中 工 是 ZF 到 
ZG 的 环 同 态 xi:DMnfoo£InaO0OMB. FIN 
ZF 的 增 广 理想 . 称 (* ) 为 关于 G 表示 为 F/R 的 格 
鲁 恩 伯 格 分 解 . | 
霍 普 夫人 公式 (Hopf's formula) 同调 代数 的 一 
个 重要 公式 . 计算 第 二 个 同调 群 五 ;(G,Z) 的 公式 ， 
E G 是 群 ,把 Z 看 做 平凡 左 G 模 , 则 
H,(G,Z2)= (R N LF,F D/LF,R], (x) 
称 (x* ) 为 霍 普 夫 公式 ,其 中 ,Ff 是 自由 群 ,R 是 的 
FHA F/RzG. 
4j iX HH (graded module (in homological alge- 
bra)) 同调 代数 的 基本 概念 之 一 . 指 由 一 些 4 模 
所 组 成 的 序列 . M— (M, 1zEZ)} 称 为 一 个 ( 单 ) 分 次 
模 , 其 中 M, 均 为 4 模 . 环 4 上 的 一 个 复 形 (X,Z) 


OD ME 
eee —» pup oum | >” Query vc tos 


TS FE HMA] AS a. Wmk—T TUER X—IX, 
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PEZ). 若 N= 二 {N,|pE2Z}) 也 是 一 个 分 次 模 ,n 是 一 
个 固定 的 整数 , 则 模 同 态 Sf: M,N WRG /一 
(S LEZEA H M E)N AY n RAAT BRA. 这 
个 映射 常 表 成 f[nj:MN. BARE C= (C,Ip€ 
Z)} 中 ,对 每 个 PEZ 都 有 Cs 导 M, 称 C 为 M 的 分 次 
子 模 , 而 分 次 模 {M/C|1pEZ} 称 之 为 它们 的 分 次 商 
模 , 模范 畴 pa 中 所 有 的 分 次 模 连 同 分 次 模 映 射 构成 
一 个 阿 贝尔 范畴 . 


分 次 模 映 射 (graded module map) 见 “ 分 次 
BU. 

分 次 子 模 (graded submodule) 见 “ 分 次 模 ” 

分 次 商 模 (graded quotient module) M“ IX 
i”, 

XX 4r RH (bigraded module) 分 次 模 概 念 的 


推广 . 指 一 些 双 指标 的 4 模 所 组 成 的 序列 . eM 
(MolpEZ} 是 由 4 模 AMuw 所 组 成 的 序列 ,Z 是 整 
BUE , 称 M 二 {M1p,qEZ}) 为 一 个 双 分 次 模 或 称 为 
DUKE. 若 NN 二 {Np1p,qE2Z}) 也 是 一 个 双 分 次 模 ,m 
5 n 为 一 对 整数 , 则 模 同 态 Su: Mig N pt mig en YE 
合 f= 二 {fwm1p,9E2Z}) 称 为 由 MM BN 的 Lm,nj 次 的 
分 次 模 映 射 . 

[m,nj 次 的 分 次 模 映 射 (mapping of graded 
见 “ 双 分 次 模 ” 
由 两 个 双 分 次 模 所 组 


modal with [m,n] degree) 
IE & 1B (exact couple) 

成 的 正 合 三 角形 . ER HE 

i pg (Massey, W. S. ) D————. D 

提出 的 ,是 谱 序列 理论 AN fond 

一 个 重要 概念 . S D= " 

(Dara E = LES A 

AARTE, p: D> Di: D>E E] 0. E—D 是 分 

次 模 映 射 , 依 次 有 次 数 Lmi om Js Lnzsm:]5Lnzsm:], 

使 在 下 列 三 角形 的 每 个 顶点 处 都 正 合 , 亦 即 有 长 正 

合 序列 


ooo —» Y 
IPEE pa 


ETA 
pena, qmm, 
Pedant 
一 一 一 Bt E E dle. 
We D.E 连同 pg,y 与 9 组 成 一 个 正 合 侦 , 记 为 (D， 
五 ,9,%,0). 由 正 合 偶 可 得 出 其 导出 偶 , 且 由 此 可 得 
出 谱 序列 ， 
it JFF Jij (spectral sequence) 一 类 特殊 的 双 分 
次 模 序 列 . 在 同调 代数 中 , 谱 序 列 是 一 个 非常 重要 的 
概念 ,也 是 计算 同调 的 有 力 工具 . 设 {E”|r==1,2,3， 
…} 是 双 分 次 模 E 的 序列 , 硅 对 每 个 7 都 有 双 分 次 
AAR GS 4 EE ,使 得 dd 二 0, 且 
E’t'!=HCE’,d’)=kerd’/Imd’, 
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则 称 序列 CE” dd") APS |. 应 用 正 合 偶 可 以 决 
定 一 个 谱 序列 . 勒 雷 (Leray,J. ) 于 1945 年 在 代数 拓 
扑 中 定义 了 谱 序 列 的 概念 ,科斯 居 尔 (Koszul,J. 工 .) 
于 1947 年 又 把 它 推广 到 代数 领域 . 

i Fe 7 AY $8 ER IQ (limit term of a spectral se- 
quence) ”由 谱 序 列 决定 的 一 个 双 分 次 模 . 极限 项 在 
谱 序 列 的 理论 中 起 很 重要 的 作用 . RE, d 是 一 个 
谱 序列 FER C^ —kerd'.B'—Imd' , 则 有 

(RCC. uem B. 
若 再 取 C’=kerd’, B’=Imd’, WA C'NFTAKE 
BS CHA 
0S BIC BCC'CC'CE', 
E- CIB = kerd ma: 
依 此 类 推 , 必 有 
Oc B CS Be oe CB eges 
CEC eS a por amd Oe E ou 


H 
ESC 7P "ker /ma G1): 
记 | 
a 
称 双 分 次 模 (E% pg EZ) — ET AT RAE. W 
极限 项 . 从 直观 上 看 , 当 7 RARE 将 近似 地 等 于 
B 
滤 子 (同调 代数 ) (filtration (in homological al- 
gebra)) 一 个 对 象 的 特殊 的 子 对 象 的 族 . Rv Ee 
BEC 是 y 中 的 一 个 对 象 . 对象 C 的 滤 子 FC 是 C 的 
一 个 子 对 象 的 族 (FPC1PEZ} ,使 得 
e. C FCE FCT FMCC sie, 
有 时 也 改写 FPH Fe — e ARMET FM 是 
M 的 一 系列 的 子 模 
eC FPMCCLFPIMCeOM; 
一 个 分 次 模 M-—IUM,IpEZIBIUET FM 是 一 系列 
的 子 分 次 模 , {fF*M|pEZ), 且 对 任何 nn 有 一 个 序列 
ee RM O PAM, Cure M: 
一 个 复 形 (X,Z) 的 滤 子 FX 是 一 系列 的 子 复 形 
{F?X|pE2Z}), 且 对 任何 nn 都 有 一 个 序列 
wie fy C MY EE 
由 复 形 的 滤 子 可 得 一 正 合 侦 , 因 而 可 得 一 谱 序 列 . 
4 RIF bounded filtration) 一 种 特殊 的 滤 
F. 设 M== {M1n€2Z}) 是 分 次 模 , FM 是 M 的 一 个 
WT EREA neZ, AAR uS usv =v, 
使 得 当 pu Bt, FM, =0, mi 4 p >v H}, FM, = 
Ms, 即 对 每 一 个 2zEZ, 都 有 有 限 链 
0 = FM, C FYM, Cc HIM. = M,, 
则 称 FM 是 有 界 滤 子 . 
i Pe 5 853 lr 8 (convergence of a spectral se- 
关于 谱 序列 的 极限 . 设 E—UEHE— T 


quence ) 


FPO, = HEAR AO 的 滤 子 下 使 得 
EN, = FPH,/FP'H, (n= p+ gq), 
WK EP iA 
E >H mW Ea tHig 


KERET EF KARIE THT, PRE KAF H, wA 
E>H 或 EH, 
P 


X fJ (bicomplex) PRERE. EE LS 
的 推广 . 它 是 上 双 复 形 的 对 偶 概 念 . 设 M={M,,|p> 
EZ J& WU XE L9L—1,0]:; MM 5 eLo; ec 
M—M 是 分 次 模 映 射 , 并 且 

9 p—1.¢9 pg=O> 

0,4109 77 0: 

d 54310 pf 0,0547 05 
则 称 CM,9,6) 为 一 个 双 复 形 ,9 与 6 为 此 双 复 形 的 微 
分 或 偏 微分 . 对 偶 地 可 以 定义 上 双 复 形 . 

二 重复 形 (double complex) Hl“ WHE”. 

上 双 复 形 (cobicomplex) WM RAE”. 

双 复 形 的 全 复 形 (total complex of a bicomplex) 
复 形 概念 的 推广 .由 双 复 形 决 定 的 一 个 复 形 ,是 上 双 
复 形 的 全 复 形 的 对 偶 概 念 . 设 (CMM,o,9) 是 双 复 形 , 设 

T. = D Ms; Ta: Ta >T, la 


使 得 pm >) d eus 


CS m 
WT 7) FE —-P EE 5 WET BRA WIG OM 2.00 8) 
全 复 形 , 记 为 Tot M, 其 第 nn 项 为 (Tot MO, =T,. 有 
时 把 Tot M 简 记 为 了. 

上 双 复 形 的 全 复 形 (total complex of a bicom- 
plex) 复 形 概念 的 推广 .由 上 双 复 形 决 定 的 一 个 复 
形 , 是 双 复 形 的 全 复 形 的 对 侦 概 念 . 设 (M,9,6) 是 上 
双 复 形 , 设 


T” >= ll M^ ; tu T" cx qe ; 
pan 
使 得 r= 2 an+", 
ptqen 


则 (7,r) 是 一 个 复 形 ,此 复 形 称 为 上 双 复 形 (A4,a,0) 
HERE, wA ToM, RE n CTotM)"=T", 
有 时 把 Tot M 简 记 为 了 
复 形 张 量 积 (tensor product of complexes) 

模 的 张 量 积 概念 的 推广 . 设 (P,9) 是 右 4 模 的 复 形 ， 
(Q,0) 是 左 ARBRE. & M, P,69Q,. 2f Hog X. 
d% 二 9,091, 和 d= 二 (一 1)*1,896,, 其 中 1, 和 1 分 
别 是 了, MQ, 的 恒 等 映射 , 则 CM,d',d") 是 一 个 双 
复 形 ,其 复 形 Tot KRAPO 或 POQ, 称 之 为 
RE P SQ 的 张 量 积 . AAT 1982 年 定义 了 三 
复 形 的 全 复 形 ,在 三 复 形 上 从 一 些 模 的 投射 分 解 与 
内 射 分解 , 来 研究 全 复 形 的 同调 模 , 并 求 出 与 函 子 
Tor 的 一 些 关系 . 同时 ,把 双 复 形 上 的 孔 刀 特定 理 推 
广 到 三 复 形 上 . 


代 数 


回 项 


三 复 形 (tricomplex) 双 复 形 概 念 的 推广 . ix 
M= (Malper EZD EZTI, 
d Mio Mri 
Opps: MOM oss 
Ò: M, M, 
是 分 次 模 映 射 , 并 有 日 dd=0,00=0,00=0,0d=do, 
có 二 60,6d 一 4d6( 这 里 把 相应 的 足 码 都 省 掉 了 ), 则 
称 (M,d,o,6) 为 一 个 三 复 形 . 
三 复 形 的 全 复 形 (total complex a tricomplex) 
由 三 复 形 决定 的 一 个 复 形 . 它 是 双 复 形 的 全 复 形 概 
念 的 推广 . 设 CM,d,o,6) 是 三 复 形 , 若 
T= © Mo 与 ae TT, Ti 


pigqt+r=n 
Az 
使 得 
T, = b3 T NR ps O par nn O oris 


则 7,r) 是 一 个 复 形 ,此 复 形 称 为 三 复 形 (M,d,c， 
0) 的 全 复 形 . 

FL 75 4 Ee FH (Kiinneth theorem) 关于 复 形 的 
张 量 积 的 同调 模 的 著名 定理 . EP CX DAY ,9) 分 别 
AUR ARSE 4 模 的 复 形 , 且 所 有 的 Imd, 与 所 有 
的 ker d, 都 是 平坦 的 , 则 对 任何 n 都 有 自然 的 短 正 
AJI): 

0+ © H,OO G HY) + HX @Y) 

> @ Tor(H,(X),H,(Y)) + 0, 


EH 1L75 Fy xe FE 4S 8] 4L 75 RERAN AXIO 
(Y,9) 分 别 为 右 4 模 与 左 4 模 的 复 形 , 且 所 有 的 
ker 4d, 与 所 有 的 H, XOOMERHE WA 

C H,ODG)H,Q02:H,OCY). 


1L75 48; Zk (Künneth formula) — 1L 75 Rr sk M 
对 遗传 环 ( 比 如 整数 环 ) 的 应 用 . 若 4 是 左 遗 传 环 ， 
XDS Y DRA AA 4 模 与 左 A 模 的 复 形 , 且 
JE CX do rp fr X, 都 平坦 , 则 任何 都 有 自然 的 
4 S RB IE PU: 
0 C A,X) G H,(Y) > H,(X @Y) 
se D Tor, CH,OO HO?) > 0. 


p+9=n— 

由 孔 万 特 公 式 得 到 泛 ( 万 有 ?系数 定理 : 设 4 是 左 遗 
传 环 , 复 形 (X,d) 中 每 个 X, 都 平坦 , 则 对 任何 A E 
M, 任 何 nEZ, 都 有 分 裂 的 短 正 合 列 

0—H,CX)69A— H,CXC9 A) 

— Tor, CH, 4,CX, A))—0, 
分 裂 性 对 A 是 自然 的 . 

活 系 数 定 理 (universal coefficient theorem) 

TLS FL Ta FEZ SK”. 
程 福 长 
NAMM ARE KAM 
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F (Corder) 亦 称 序 关 系 . 它 是 从 数 的 大 小 、 集 
合 的 包含 等 关系 中 抽象 出 来 的 概念 . 偏 序 集 和 格 就 
是 研究 这 些 关系 的 性 质 和 作用 而 产生 的 理论 . 

1847 年 和 1854 年 ,布尔 (Boole,G. ) 为 了 研究 
思维 规律 (逻辑 学 .数理 逻辑 ) 首 先 提 出 了 布尔 代数 
的 概念 . 19 世纪 末期 ,皮尔 斯 (Peirce,C.S. ) 和 施 罗 
德 (Schr6der ,下 . W. K. E. ) 在 对 布尔 代数 的 公理 化 
研究 中 创造 性 地 引入 了 格 的 概念 ;同时 , 戴 德 金 
(Dedekind, J. W. R. ) 在 研究 代数 数 的 理想 时 , 亦 独 
立地 给 出 了 格 的 公理 化 定义 ,对 格 的 概念 进行 了 研 
究 , 并 引入 了 分 配 格 的 弱 形 式 , 即 模 格 的 概念 . 虽然 
ijo HE BL ZR EH (Huntington, E. V. ) 的 一 些 早 
期 结果 是 很 重要 的 ,但 当时 并 未 引起 数学 界 的 注意 . 
伯 克 霍 夫 (Birkhoff,G.D. ) 在 20 世纪 30 年 代 中 期 
的 工作 开始 了 格 论 的 全 面 发 展 ,他 和 格 里 文责 
(Glivenko, V.). |] #& (Menger, K.) B * WPS 
(von Neumann, J. 2. K FES 9E A (Kanroponuu, JI. 
B. ), BAK COre, O. 2, Eri (Stone, M. H. ) 等 人 在 此 
新 领域 的 一 系列 文章 引起 了 数学 界 的 注意 ,并 使 格 
论 成 为 代数 学 的 一 门 重要 分 支 ;尤其 是 伯 克 霍 夫 关 
于 “ 格 论 ” 的 不 朽 着 作 , 总 结 了 不 同时 期 格 论 的 研究 
情况 ,为 格 论 的 传播 和 发 展 起 了 重要 的 推动 作用 . 

格 论 的 最 基本 概念 是 ( 偏 ) 序 、 上 确 界 和 下 确 界 ， 
它们 形成 格 的 概念 和 理论 . 从 偏 序 集 到 格 、 半 模 格 、 
模 格 、 分 配 格 、 几 何 格 、 格 的 合同 关系 、 合 同 格 、 布 尔 
代数 等 构成 格 论 研究 的 基本 内 容 . 格 等 式 类 则 是 格 
论 中 的 新 领域 之 一 ,由 偏 格 在 任意 格 等 式 类 上 所 生 
成 的 目 由 格 , 是 格 论 中 最 重要 的 研究 对 象 之 一 . 格 论 
中 许多 应 用 均 涉 及 有 二 元 运算 的 ( 偏 ) 序 数学 系统 ， 
格 序 群 . 格 序 夭 半 群 ,矢量 格 、 格 序 环 、 序 域 及 格 序 模 
等 是 格 论 中 迅速 发 展 的 重要 部 分 . 格 序 群 . 格 序 环 中 
的 有 些 概念 (如 直 积 .次 直 积 以 及 格 序 环 中 的 各 种 根 
等 ) 与 群 . 环 中 的 相应 概念 相似 ,这 里 不 再 列 出 . 

格 论 的 许多 概念 已 渗透 到 整个 抽象 代数 之 中 ， 
它 与 群 论 是 泛 代 数 的 两 个 最 基本 的 研究 工具 ,通过 
对 格 的 分 析 , 可 以 揭示 代数 体系 的 某 些 结构 (例如 可 
用 子 群 格 L(G) 来 刻画 群 G 的 结构 ). 格 论 在 射影 几 
何 学 、 集 合 论 (包括 点 集 拓 扑 )、 数 理 逻 辑 、 江 她 分 析 、 
概率 论 等 其 他 许多 数学 分 支 中 都 有 广泛 的 应 用 . 

偏 序 集 (partially ordered set (poset)) 亦 称 
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与 


格 


半 序 集 、 部 分 序 集 , 又 称 序 集 . CEFE . 序 代数 中 最 
基本 、 最 重要 的 概念 之 一 . 在 集合 P 上 定义 一 个 二 
元 关系 ,对 任意 ryz€ P AWE PARE: 

P, (RA); 

P, Æ rmLy H ysr M r=y (反对 称 性 ); 

P, Arty H y 委 z, 则 z 委 > (传递 性 )， 
Wk PARP EIA CPs) RIA P. 满足 
P, Pa, P, 的 二 元 关系 称 为 偏 序 关系 ,简称 偏 序 , 亦 
称 半 序 .集合 P 的 二 元 关系 人 < 适合 Pi,P; 时 , 称 为 拟 
序 或 准 序 , 记 为 (P;<), 并 称 其 为 拟 序 集 或 准 序 集 . 
EPO ERTE. 是 书 的 一 个 非 空子 集 , 而 且 
在 Q_ 上 有 一 个 由 委 引 出 的 自然 偏 序 和 过 ,使 对 ca,p6 
Q.ascob 当 且 仅 当 ab, Wi ER CQ; So) X PO dm 
序 集 . par 是 定义 在 同一 集合 P 上 的 两 个 偏 
序 ,对 任意 a,bCP,E axb 有 a sb , MWS, ER E 
的 扩张 . 34 xxzy 且 x 关 y 时 , 则 称 GT y BERG 
AS FT yGfiud4 ry. XA Sy DIER yc. 
BERE y 含 z( 或 包括 oe) (PQA: SRAM 
的 偏 序 集 . 

半 序 集 (semi-ordered set)” 即 “ 偏 序 集 ”. 

部 分 序 集 (partly ordered set) ”有 即 “ 偏 序 集 ”. 

PF (ordered set) ”有 即 “ 偏 序 集 ”. 

偏 序 关系 (partial ordering relation) 
集 ” 

偏 序 (partial ordering) 

半 序 (semi-ordering ) 

拟 序 (quasi-ordering) 

准 序 (pri-ordering ) 

拟 序 集 (quasi-ordered set) 见 “ 偏 序 集 ” 

准 序 集 (pri-ordered set) BEP WFE”. 

子 偏 序 集 (subposet)” 见 “ 偏 序 集 ”. 

偏 序 的 扩张 (extension of a partial ordering) 
U Aha Fe SE”. 

对 偶 偏 序 集 (dual poset) — I," tae”. 

泛 界 (Cuniversal bound) 序 与 格 的 基本 概念 之 
— 若 偏 序 集 P 含有 一 个 元 素 a, 使 对 任意 xEP 均 
有 a 三 x, 则 称 a 为 P 的 最 小 元 ,用 0 表示. 81. 
即 把 关系 生 换 为 宇 时 ,可 定义 PP 的 最 大 元 ,并 用 1 
记 之 . 称 0 与 1( 若 它们 存在 ) 为 偏 序 集 P DIZ. 对 
一 切 zxEP, 由 于 0 二 x 二 1, 所 以 有 泛 界 0 和 1 的 偏 
序 集 称 为 有 界 的 .有 限 全 序 集 是 有 界 偏 序 集 . 
Wize FR”. 
UZA”. 


TET 


见 “ 偏 序 


见 “ 偏 序 集 ” 
即 “ 偏 序 ” 
见 “ 偏 序 集 ” 
即 “ 拟 序 ” 


最 小 元 (least element) 
最 大 元 (greatest element) 


有 界 偏 序 集 (bounded poset) WZA”. 

偏 序 集 的 对 偶 原 理 (Cduality principle of pose- 
ts) 偏 序 集 的 一 个 重要 命题 . 一 个 关系 o 的 逆 关 系 
p 定义 为 :zy 当 且 仅 当 yor. WIF A wt a PE i 
>, Shs FF RE CPs BT AB PE FP EPS), FE P 
与 也 含有 相同 的 元 素 . £E te FF 19] 33 FF d A f 
FR. 若 一 个 关于 偏 序 的 命题 对 所 有 偏 序 集成 立 , 则 其 
对 偶 命 题 ( 即 把 其 中 的 偏 序 代 以 逆 偏 序 , 且 把 0,1 分 
别 代 以 1,0( 若 存在 )) 亦 成 立 . 此 命题 称 为 偏 序 集 的 
对 偶 原 理 . 它 在 代数 .射影 几 何 及 逻辑 学 中 有 广泛 的 
应 用 . | 

fa FF SE B ELT (direct product of posets) 构 
造 偏 序 集 的 重要 方法 之 一 . 设 P 和 QQ 是 偏 序 集 , 如 
R PXQ={(zx,y)|XEP,yEQ), 定 义 (zx,y)SS m, 
yd HAIE P prs HEQ 内 y & yi, M 
P X QJ BURP S& , 称 为 偏 序 集 己 与 Q AAR. ZR 
地 ,可 定义 n(n 之 2) 个 偏 序 集 的 直 积 . 

有 界 偏 序 集 的 中 心 (center of a bounded poset) 
有 界 俩 序 集 的 一 个 特殊 的 子 集合 . 设 e 是 有 界 偏 序 
4k P 的 一 个 元 素 , 若 e 在 尸 的 某 个 直 分 解 中 有 一 个 
分 量 是 1, 其 余 分 量 是 0, 则 称 e 为 P 的 中 心 元 .了 的 
所 有 中 心 元 的 集合 称 为 书 的 中 心 , 记 为 C. 有 界 偏 
HEP 的 中 心 C 是 布尔 格 ,其 中 C 的 两 个 元 素 的 交 
和 并 表示 它们 在 了 中 的 下 确 界 和 上 确 界 .有 界 格 的 
中 心 是 有 补 的 中 立 元 的 集合 . 子 群 格 的 中 心 则 由 阶 
和 指数 互 素 的 特征 子 群 构成 . 

偏 序 集 的 中 心 是 由 伯 克 霍 夫 (Birkhoff,G. D. ) 


3| ASAE AY OS * VER (von Neumann ,J. ) Aa 


究 了 有 补 模 格 的 中 心 . 

有 界 偏 序 集 的 中 心 元 (center element of a bou- 
nded poset) 见 “ 有 界 偏 序 集 的 中 心 ” 

覆盖 (cover)” 偏 序 集中 元 素 间 的 一 种 关系 . Wt 
a,b 是 偏 序 集 P 中 的 元 素 ,a<6 表示 ath 但 aX. 
M ab 且 不 存在 xEP 满足 4 二 x<b 时 , 称 6 为 a 
的 覆盖 , 亦 称 5 覆盖 a4, 又 称 a Rb 覆盖 , 记 为 a<b 
RM b>a. 在 有 限 偏 序 集中 和 覆盖 决定 了 偏 序 关系 . 

mA (diagram) ” 亦 称 哈 塞 示 图 . ARR NA 
限 偏 序 集 . 偏 序 集 P 的 基数 称 为 P 的 阶 , 记 为 
n《P); 若 ntP) 有 限 , 则 称 PAA BRÁRUT SR. FH. 。 X 


\ | 
示 有 限 偏 序 集 P 的 元 素 , 若 4 之 6, 则 把 表示 a 
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Y i 
连结 表示 a Hy 2 及 表示 2 的 。 ,这 样 得 到 的 图 称 


Fp ie 


为 偏 序 集 的 示 图 . 例 图 分 别 是 偏 序 集 Ms,Ns IL; 
的 示 图 . 两 个 有 限 偏 序 集 同 构 与 否 、 对 偶 与 否 , 都 可 
从 示 图 上 看 出 . 

哈 塞 示 图 (Hasse diagram) 有 即 “ 示 图 ”. 

ta Fe SEA Br Corder of a poset) 见 “ 示 图 ”. 

有 限 偏 序 集 (finite poset) “ARIA”. 

IRA $t (maximal chain) 序 论 的 基本 概念 之 
一 . 车 偏 序 集 P 中 的 链 ({c= zzi，…z 一 0 适合 ， 

1. Xo 8? <a, 

2. xi PE ex; B xin ao; G=0.1,°",n—1); 
则 称 它 为 极 大 链 , 亦 称 连结 a.b 的 链 ;n 称 为 这 个 链 
AR. TEA BR I B5 AU SE "PE a 与 4 是 可 比 的 , 且 
Za< 0, 则 必 有 从 < 到 2 的 极 大 链 . 

链 的 长 (length of a chain) 见 “ 极 大 链 ” 

偏 序 集 的 长 (length of a poset) 刻画 偏 序 集 
链 长 的 一 个 参数 .2 元 有 限 链 的 长 被 定义 为 2” 一 1. 储 
序 集 已 的 长 !(CP) 是 指 己 中 链 的 长 的 最 小 上 界 . 当 
Z(P) 有 限时 , 称 己 为 有 限 长 ;否则 称 为 无 限 长 . 对偶 
地 ,n 元 有 限 反 链 的 广 定义 为 n; 偏 序 集 P 的 广 
w(P) 为 PP 中 反 链 的 广 的 最 小 上 界 ; 当 w(P) 有 限 
时 , 称 PAA BRT. 

广 Cwidth) 见 “ 偏 序 集 的 长 ” 

AR (inite width) JL“ fg FF AE B I". 

Zi cg Xr (dimension function) ” 亦 称 高 函数 . F 
与 格 的 基本 概念 之 一 . 设 己 是 有 最 小 元 0 的 有 限 长 
偏 序 集 ,x 是 P 忆 中 的 元 素 ,0 与 xz 之 间 极 大 链 的 长 的 
最 小 上 界 称 为 x HERR AAs AP AIR 
L,RJACID =P) R 1 的 高 等 于 偏 序 集 P 的 长 . 

S A% (height function) BI^2fE pg Zt". 

原子 (atom) 偏 序 集中 具有 特殊 性 质 的 元 素 . 
它 在 几何 格 中 有 特别 重要 的 应 用 . 设 己 是 有 0 的 偏 
Hf .a€ PE aO. BD a SESS OLDER a 为 书 的 原 
F.a 是 原子 当 且 仅 当 Ac)=1, 即 < 的 维 函 数 等 于 
1. 对 偶 地 可 以 定义 对 偶 原 子 . 

对 偶 原 子 (dual atom) 见 “ 原 子 ” 

分 次 偏 序 集 (graded poset) 一 类 特殊 的 偏 序 
集 . 设 g MUT dE P 到 自然 序 的 整数 集 链 2 的 一 个 
HE PRI BS. eT HE E r,y€P 满足 如 下 条 件 : 

1. i >y M g G0 g G0 (严格 保 序 ); 

2.62 JE y NM ge D=g)4+1; 

则 称 P 为 分 次 偏 序 集 . 

半 模 偏 序 集 (semimodular poset) 一 类 特殊 的 
MER. 设 P 是 一 个 含 最 小 元 0 的 有 限 长 偏 序 集 ， 
XT EX a.b€ P.azeb 时 满足 条 件 :(c) AFE cE 
P 使 得 a 和 2 都 覆盖 c, 则 存在 dEP ELBE a 和 
b, MER P ACER mY R. 对偶 地 可 以 定义 下 半 
BAR PSE. a 已 既是 上 半 模 的 ,又 是 下 半 模 的 , 则 称 
P 是 模 偏 序 集 . | 
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ee fig PR SE (modular poset) MERTE”. 

上 界 (upper bound) 序 论 的 基本 概念 之 一 . 设 
(P,Q) la EX EP NFR AEE ACP. 
得 对 任意 EX, 都 有 >z 委 ca, 则 称 a 为 X 的 一 个 上 
界 . 对 偶 地 可 以 定义 集合 X 的 下 界 . 若 上 述 定义 中 
的 <“ 存在, 则 称 X 为 上 (下 ) 有 界 的 ; 若 和 是 上 .下 有 
界 的 , 则 称 X BAAR. 

下 界 (lower bound) 

有 界 集 (bounded set) 见 “ 上 界 ” 

EMF (supremum) 序 论 的 基本 概念 之 一 . 设 
X 是 偏 序 集 忆 的 子 集 , 如 果 X 的 上 界 的 集合 中 有 最 
小 元 , 则 称 此 最 小 元 为 和 的 上 确 界 , 记 为 supX (或 
VX 或 1.u.b.X); 对偶 地 可 以 定义 下 确 界 , 记 为 
inf X (或 AX 或 g.1b.X). 上、 下 确 界 是 皮尔 斯 
(Peirce,C. S. ) 首 先 研究 的 ， 

下 确 界 (infimum) 见 “ 上 确 界 ” 

ADH (directed set) 亦 称 定 向 集 . 一 类 特殊 
EA) fid FF SE. 设 己 是 一 个 偏 序 集 , 奉 己 中 任 两 元 素 都 
ALR MR POA EA SR. 对偶 地 ,可 以 定义 下 有 
mÆ. 

FE [al oriented set) BIA mÆ”. 

极 大 元 maximal element) fs FF Æ rh W — 38 
特殊 元 素 . 设 X FESR PIR aC X MER x 
CX, axa faz. Bl X 中 不 存在 x 使 得 r>a, 
则 称 a 为 XX 的 极 大 元 . 对偶 地 可 以 定义 极 小 元 . 

见 “ 极 大 元 ”. 

可 比 元 (comparable elements) 序 论 的 基本 概 
念 之 一 . 设 己 是 偏 序 集 , 对 a. be PLB ax<h ba 
中 之 一 成 立 , 则 称 a 与 4 是 可 比 的 ;否则 称 az o^ 
可 比 , 记 为 < || b 车 偏 序 集中 任意 不 同 的 两 元 4a,6 
Sy AN BY EG WEK P KIEF K. 非 序 偏 序 集 PP 的 序 是 
当然 的 序 , 即 对 任意 a,6EPD, 若 a 二 b 则 a=b. 


A" ER. 


极 小 元 (minimal element?) 


非 序 偏 序 集 (nonorder poset)” 见 “可 比 元 ”. 
全 序 集 (totally ordered set) ” 亦 称 线性 序 集 . 


又 称 链 . 一 类 重要 的 偏 序 集 . ER EP 适合 公理 
Pi AMER xr y€ Porcyy«uxr—y 三 式 中 有 
且 仅 有 一 式 成 立 , 则 称 己 为 全 序 集 . 全 序 集中 的 关 
系 委 称 为 全 序 或 线性 序 . Am Rr 的 子 集 C 作为 
子 偏 序 集 是 全 序 集 , 则 称 C CFE PHBE OC 是 非 
序 的 , 则 称 C 为 P 的 反 链 .实数 集 及 其 任何 子 集 在 
通常 的 三 关系 下 是 全 序 集 . 

线性 序 集 (linear ordered set) 

f£ (chain) 即 “ 全 序 集 ” 

全 序 (total order) WENTE”. 

线性 序 (linear order) 即 “ 全 序 ” 

反 链 (anti chain) WV," A JE". 

佐 恩 引 理 (Zorn lemma) 基础 数学 中 的 重要 
命题 . BES ;和 过) 是 一 个 偏 序 集 , 若 它 的 任 一 非 空 全 
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即 “全 序 集 ” 


序 子 集 都 有 上 界 , 则 S 含有 极 大 元 . 这 就 是 著名 的 
佐 恩 引 理 . 体 恩 引 理 有 广泛 的 应 用 . 

良 序 集 (well-ordered set) 合 论 的 基本 概念 
之 一 . 它 是 由 康 托 尔 (Cantor,G. (F. P. )) 提 出 的 . 设 
P 是 全 序 集 , 符 书 的 任 一 非 空子 集 都 有 最 小 元 , BD 
P 满足 降 链 条 件 , 则 称 己 为 良 序 集 . 有 限 全 序 集 是 
良 序 集 . 著名 的 策 梅 洛 良 序 定 理 指出 :每 个 集合 都 可 
良 序 化 . 此 定理 与 选择 公理 等 价 . 

保 序 映射 (order-preserving map) 序 论 中 的 
一 种 重要 上 映射. 设 fÁiP—Q 是 偏 序 集 了 到 偏 序 集 Q 
的 映射 ,对 任意 a bE PF asib 有 

fla) sS fO» Glaf), 
则 称 f 为 保 序 映射 ( 反 序 映射 ). 格 与 格 之 间 的 同 态 
必 是 保 序 映射 ,而 其 逆 一 般 不 成 立 ， 

反 序 映射 (antitone map) — UL" f Fe gi sj". 

{fa Pe BY [S] #9 (isomorphism of posets) fa FF 
集 间 的 一 种 重要 映射 . A Aha FF EP 到 Q 的 保 序 映 射 
《有 反 序 映射 )f Bi ze BAN. METRY WES APEI 
K [e] Fg Ou BI A). ih P=Q(P=OQ). 4 P=Q, 
则 称 地 为 自 同 构 ( 自 对 偶 同 构 ), 对 偶 同 构 亦 称 为 反 
i. 

xj 18 [a] f4 (dual isomorphism) 
同 构 ”. 

偏 序 集 的 反 同 构 (anti isomorphism of posets) 
Jh," i Fr Se RJ FR] AJ. 

伽 罗 瓦 联络 (Galois connection) ” 偏 序 集 之 间 
对 应 的 一 种 特殊 联系 . 设 了 了 ,Q 是 任意 两 个 偏 序 集 ， 
令 qQixr—cr'5E4iyoy BHA PQ AQP HR 
BI. AeA 

1. Zr rx, 

2. ys y; M yty; 

S.S or 9  J& ys Oy "^a 
MERIT Grama iy EP MQ Zi MX 
一 个 伽 罗 瓦 联 络 . 

偏 序 集 的 升 链条 件 (ascending chain condition 
ofa poset) 序 论 的 基本 概念 之 一 . it P 是 偏 序 集 ， 
E P 的 任 一 升 链 终 止 于 有 限 项 , 即 对 任意 a as 
… ,存在 正 整数 六, 使 an= an =o IRR P iE GE 
链条 件 (ACC). PP 适合 升 链条 件 的 充分 必要 条 件 是 
P 的 任 一 非 空子 集 均 有 极 大 元 .PP 满足 降 链 条 件 
(CDCC) 当 且 仅 当 己 的 对 偶 满足 升 链条 件 . 格 工 满 
足 升 链条 件 , 当 且 仅 当世 的 每 个 理想 均 是 主 理想 . 

偏 序 集 的 降 链 条 件 (descending chain condition 
见 “ 偏 序 集 的 升 链条 件 ” 

BOSE 高 c o Hu 
E A RE MRR RSM 


DL “fa JF R W 


of a poset) 


格 论 


格 (lattice) 有 着 广泛 应 用 的 一 类 偏 序 集 . 它 
是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系 . 设 工 是 偏 序 集 , 若 工 
的 任 两 个 元 素 均 有 上 确 界 及 下 确 界 , 则 称 工 为 格 ， 
WAL; xO.ffliu L.a.b€ L.(a.bi E. FRR 
分 别 记 为 aVb( 即 supí(a.5)) K a AACE) inf(as5)). 
格 亦 可 用 人 恒等式 来 定义 , 它 是 由 戴 德 金 (Dedekind， 
J. W. R. ) 给 出 的 . 若 代 数 系 二 有 两 个 代数 运算 A, 
V AMER a,b,c EL, Wig FAX. 


Ly aNa-a.Va-a; (RIIE) 
L; aAb=bAa,aVb=bVa; (HIE) 
Li aA(QRAc)— CAD) Ac, 

aV (bPVe)=(aVe)Ve; (结合 律 ) 
L; aANlaVb=asaViahh=a;  ORM ER) 


则 称 工 为 格 , 记 为 ( 工 ; 和 人,V), 简 记 为 格 L. 上述 两 
种 定义 是 等 价 的 . 1951 4E, RS (Sorkin, Ju. I. ) 用 仅 
含 三 个 变量 的 四 个 恒等式 刻画 了 格 ;1972 年 , 沛 德 
迈 耐 军 (Padmanabhan,R. ) 发 现 可 用 仅 含 三 个 变量 
的 两 个 恒等式 刻画 格 ,但 不 能 用 少 于 三 个 变量 的 两 
个 恒等式 刻画 格 . 19 世纪 末 ,皮尔 斯 (Peirce,C.S. ) 
和 施 罗 德 (Schr6der,F. W. K. E. ) 在 研究 布尔 代数 
的 公理 化 以 及 戴 德 金 研究 代数 数 的 理想 时 独立 地 提 
出 了 格 的 概念 ;1897 年 , 戴 德 金 首先 对 格 进行 了 研 
究 . 在 20 世纪 30 年 代 中 期 , 伯 克 霍 夫 (Birkhoff ,G， 
D. ) 的 著作 开始 了 格 论 的 全 面 发 展 ,他 的 一 系列 文 
章 展 示 了 格 论 的 重要 性 ,并 使 格 论 成 为 代数 学 的 一 
门 重要 分 支 . 

子 格 (sublattice) 格 论 的 基本 概念 之 一 . 设 9 
是 格 工 的 子 集 , 奇 S 关于 元 中 的 二 元 运算 入 和 V 是 
封闭 的 , 即 对 任意 a,bES,aNb,aVoEsS MRS 为 
LETH: ATH SEA 0,1, 则 称 S 为 格 工 的 {0,1)- 
FR. FH a,b€Leax<b, WW [a,6)={xrE€Llaxa<b} 
是 工 的 子 格 , 称 为 闭 区 间 . 同样 可 定义 半 开 区 间 
Ca b FI La DARRE [B] (a,b). E WAR L ASE 
SPRL 中 一 切 包 含 石 的 子 格 的 交 , 称 为 工 的 由 
H ERM FR iOS LH 1; HALA JR — ^E EX, 
R.R SER LETI BRL RARE SH 
子 格 , 则 称 S 为 工 的 极 大 子 格 . 格 工 的 一 切 极 大 子 
格 的 交集 B(L) 称 为 旨 拉 梯 尼 子 格 . 格 工 的 所 有 子 
格 按 集合 的 包含 关系 构成 格 , 记 为 Sub CL. 

区 间 (interval)” 见 “ 子 格 ”. 

极 大 子 格 (maximal sublattice)” 见 “ 子 格 ”. 

弗 拉 梯 尼 子 格 (Frattini sublattice) W “F 
格 ”. 


y+ (convex sublattice) 具有 特殊 性 质 的 


格 论 


一 类 子 格 . 设 S 是 偏 序 集 PTR, a bES Fas 

b. [a.b Jes. Wk. S XP HATÉ. it SEL 

的 子 集 , 若 c,oES 时 有 [aAbya VEJES, WERS 为 

L 的 凸 子 格 . 设 刀 是 格 艺 的 非 空子 集 , 上 中 包含 H 

的 所 有 凸 子 格 的 交集 仍 是 西子 格 , 称 为 由 H AE 

L 的 凸 子 格 . 区 间 、 半 开 区 间 、 开 区 间 都 是 凸 子 格 . 
fy (convex set) WW“ ty”. 

T& AY B48 (direct product of lattices) 
的 重要 方法 之 一 . 设 工 ,KK 是 两 个 格 , 若 

LXK = {(a,b)ļla E L,bE K}, 
对 (a,6), (a1,601)ELXK, 定 义 

(a,b) A (a1,b1) = (a A aib A b), 

asb) V sb = (a arp N 0s 
则 LXK 构成 一 个 格 , 称 为 格 志 和 天 的 直 积 . 设 志 
和 天 EWAH. E O0 OS THE LT K 上 的 合同 
X UE X G bm Gd) (0X 014 AL am c (9) 
H b=d (8). W OX®BLXK 上 的 一 个 合同 关系 ; 
有 反之 ,LXK 上 的 每 一 个 合同 关系 都 具有 这 种 形式 . 

偏 格 (partial lattice) 在 格 的 子 集 上 诱导 出 的 
一 类 格 . BE LÆR HEL EH ERTA, V 如 
F:ita.b,c€ HgraAb—cCOUS Bl ..a Vb5-c), W 
WR a 人 6b( 对 偶 地 ,a VODE H AREL. HET GE 
abe H.aAbOSBE a VD) & H WIE a Ab OHS 
Ha V D TE HAA REM. 因此, As A, VÆ 
个 具有 两 个 二 元 偏 运算 的 集合 , 称 之 为 偏 格 , 并 称 
(到 ;人 A，V ) 为 工 的 一 个 相对 子 格 . 设 P ERTER, 
给 予 如 下 定义 ,可 使 书 成 为 俩 格 : 对 ao6P.aA2O 
在 P AEX, HA infla bi Æ P AFE, H 
a A b—infta,5]) iR] EE a V b TE P FgE X25 BUS 
sup(a,5) TE P AFF CE. JF A a V b—supía, b). BN 
每 一 子 集 都 可 确定 一 个 偏 格 . 

相对 子 格 (relative sublattice) — D," fg FR". 

半 格 (semilattice) 格 概念 的 一 种 重要 推广 . 
EARTE .交换 律 和 结合 律 的 二 元 运算 。 的 代数 
FBR ONCE AR. i P EMYR AER a bE PY 
有 sup {a,b} SHB Ht infla b DITE, MER P AIE 
RR OO AE H BR ON 20 2E FO. A S 是 半 格 ,定义 整除 关 
ES a|b, X&18 (E TE r.a : a — b , Ml S 关于 整除 关系 
构成 偏 序 集 ,而且 对 任意 cd, 有 supfcy,d) 一 c。w， 
因此 S 是 并 半 格 . 


构造 格 


并 半 格 (ioin semilattice) 见 “ 半 格 ” 
ZÆ meet semilattice) WP”. 


Be (breadth) 刻画 格 的 一 个 正 整 数 . 93 48 L 
的 宽 2(Z) 被 定义 为 满足 下 述 条 件 的 最 小 正 整 数 b: 
任意 交 a AS A x OUS P0 di& bt AT x: 构成 的 
一 个 子 集 的 交 . xx RB EEK (Birkhoff.G. D. ) 给 出 
He. LEM. An 是 具有 下 述 性 质 的 最 小 正 
整数 :对 任 一 有 限 子 集 XCL.TETEY CX. 818 LY | 
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HE 与 格 


«n,H VX- VY. n EL SE. Rb [Y |n 
集合 Y 的 基数 . iX de X SEK (Gratzer,G. ) 给 出 的 定 
义 .在 有 穷 格 中 上 述 的 两 个 定义 是 等 价 的 . 

格 的 并 既 约 元 Cjoin-irreducible element of a 
lattice) 格 论 的 基本 概念 之 一 . 人 研究 分 配 格 的 表示 
理论 的 重要 工具 . 设 a 关 0 是 格 工 的 元 ,对 工 的 任意 
JU xy rV y=a.8 r=a X y=a, NWRaAL 
H9 Jf BE AN zu. 对 偶 地 可 定义 交 既 约 元 . 既是 交 既 约 
的 ,又 是 并 既 约 的 元 称 为 双重 既 约 元 . 若 格 世 的 每 
一 个 链 都 是 有 限 长 的 , 则 工 的 每 个 元 x 都 可 表 成 有 
限 个 并 既 约 元 的 并 ， B] x—a, Vas M e Va, HP a; 
是 并 既 约 元 . 

格 的 交 既 约 元 (meet-irreducible element of a 
lattice) JL“s EJ JP BE Z4 2C". 

RS AY 3X BB BE £3 7p (double-irreducible element of 
a lattice) ” 见 “ 格 的 并 既 约 元 ”. 

格 的 理想 Gdeal of a lattice) ” 亦 称 格 的 幻 . 格 
论 的 基本 概念 之 一 . 相当 于 群 论 中 的 正规 子 群 . 格 
FFL WES PRI ARA PIPER: 

1.aE.JzEL, 若 z 魏 ac, 则 zxE.7C 下 封闭 性 ). 

2. Fr aEJ, bEJ, Wj aVboEJ HHA), 

称 .7 为 格 工 的 理想 (并 理想 ). 格 工 的 子 格 S 是 理想 
当 且 仅 当 aE€S 和 xEL 有 aAxEsS. 在 格 ( 交 半 格 ) 
中 ,理想 的 对 偶 概 念 称 为 对 偶 理 想 ( 交 理想 . 滤 子 、 对 
偶 约 ). 格 的 理想 的 概念 是 由 斯 通 (Stone,M. H. ) F 
1934— 1935 年 引入 的 ， 

HIZ Gdeal of a lattice) 即 “ 格 的 理想 元 

格 的 并 理想 (join ideal of a lattice) 见 “ 格 的 
理想 “. 

XT EBA (dual ideal) 见 “ 格 的 理想 ” 

ADH (filter of a lattice) WR BJ HB FB". 

对 偶 幻 Cdual ideal) — BD" (8 za t8 ". 

T& AY SE FB AE (principal ideal of a lattice) JRA 
格 的 主 约 . 格 的 一 类 重要 理想 . 设 H 是 格 工 的 非 空 
FEL AMARA A 的 理想 的 交集 称 为 工 的 由 
H ERDHA, WAH] 者 互 =(a) 记 (cj= 
Cla? J, Bl fe Ca ]2y LAA a 生成 的 主 理想 . 

(a]—-íix€L|rszab—íirA^Aalrx€L) 
(aJ A XG ]- (4 A5]. Ca] V Có] - Ca Vb ]. 
由 a 生成 的 主 对偶 理 想 记 为 La). 

T& HJ EZ Cprincipal ideal of a lattice) 
的 主 理想 ” 

理想 格 (ideal lattice) — ZR FRZJf&. 由 格 的 理想 
构成 的 一 类 格 . 指 格 工 的 一切 理想 的 集合 1(L) 按 集 
合 的 包含 关系 偏 序 化 所 构成 的 格 . 若 

J,KCIQDO,JAK-J(|)K, JVK-—CQUUK], 
称 为 格 工 的 理想 格 , 其 中 (JU 天 ] 是 由 /7 和 天 的 并 
集 生成 的 理想 . 格 工 的 理想 格 TCL) eR AIL 
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L fetes. 分 配 格 L 的 理想 格 T(L) 是 完全 布 劳 威 尔 
格 . 

幻 格 (ideal lattice) 即 “ 理 想 格 ” 

RS AY Se FE (prime ideal of a lattice) 格 的 一 
类 重要 理想 . TH LER RE OT RD EROS 
真理 想 ( 真 对 偶 理想 ). VE J 是 格 工 的 真理 想 , 若 a 作 
DEJ, 则 a€E€J 或 5€EJ, 称 J 为 格 工 的 素 理 想 .对 侦 
地 可 定义 素 对 偶 理 想 . 格 志 的 理想 P 是 素 理想 当 且 
仅 当 补 集 世 一己 是 对 偶 理 想 . 2p BOTE L 的 主 理想 (Ca ] 
fe PERE A a 是 交 既 约 元 . 斯 通 (Stone, M. 
H. ) 于 1936 年 发 表 的 布尔 代数 的 表示 理论 中 证 明 : 


非 平凡 布尔 格 的 理想 是 素 理 想 当 且 仅 当 它 是 极 大 理 
相 


WEZ (prime ideal of a lattice) ” 即 “ 格 的 素 
理想 ”. 

T& BJ 3 oj (8: 3 4B (prime dual ideal of a lattice) 
见 “ 格 的 素 理 想 ”. 

T& B3 3E XJ 4B 4] (prime dual ideal of a lattice) 
即 “ 格 的 素 对 偶 理 想 ” 

RS AY RJ. Se FBS (minimal prime ideal of a lat- 
tice) ” 亦 称 格 的 极 小 素 纠 .一 类 特殊 的 素 理 想 . 在 伪 
补 分 配 格 中 起 重要 作用 . 格 L 的 素 理 想 P 称 为 极 小 
Woe PARADA L 的 任何 素 理 想 , 即 素 理想 QC 
P, 则 了 = 二 Q. 在 有 0 的 分 配 格 元 中 ,的 任意 的 素 理 
想 包 含 一 个 极 小 素 理想 . 对 偶 地 可 定义 极 大 素 理想 . 

格 的 极 小 素 幻 (minimal prime ideal of a lat- 
tice) 即 “ 格 的 极 小 素 理想 ” 

T& HJ AR R38 (maximal prime ideal of a lat- 
tice) 见 “ 格 的 极 小 素 理想 ” 

格 的 极 大 素 幻 (maximal prime ideal of a lat- 
tice) 见 “ 格 的 极 小 素 理想 ” 

合同 关系 (congruence relation) 格 的 一 种 重 
要 等 价 关 系 . 设 0 是 格 工 的 等 价 关 系 , 若 amb (OUI 
a, =b (0), Mil a Aa, 56 Ab (OF aVa,=6V b CO) 
(替换 性 质 ), 称 0 为 工 的 合同 关系 . AEB LEE 
X r5yCo)'M HI r— y MER xy r=yt), 
则 w 和 :是 艺 的 合同 关系 , 称 为 平凡 的 合同 关系 . A 
a€ L;[a]0—(íx€Ll|aszxrODVXR ES a 的 合同 
类 , 则 [Laj8 IE gh T RE ER L Pa ER Py 
可 构造 出 一 个 只 含 P 及 补 集 L 一 P 两 个 合同 类 的 合 
HRR. 此 种 合同 关系 顾 为 重要 . 它 是 研究 格 的 重要 
LA. 

平凡 合同 关系 (trivially congruence relation) 
见 “ 合 同 关 系 ”. 

合同 格 (congruence lattice) 一 类 重要 的 格 . 
指 格 的 所 有 合同 关系 所 构成 的 格 . 设 COL RR REL 
上 的 所 有 合同 关系 的 集合 , 右 0,9ECGC) EM ORG 
SAMY c=VOF c=y(— Ui COLO EF ETE 


义 的 科 构 成 一 个 格 , 称 为 合同 格 . 船山 (Funayama， 
N. ) 和 中 山 正 CNakayama,T. ) 于 1942 年 证 明了 任 
意 格 的 合同 格 是 完全 布 基 威 尔 格 ,也 是 分 配 的 代数 
格 . 合同 格 的 性 质 不 仅 在 格 论 中 , 而且 在 格 序 代 数 、 
闭 包 代数 . 非 结 合格 .多 值 逻 辑 等 分 文中 都 有 广泛 的 
应 用 . 
主 合同 关系 (principal congruence relation) 
一 类 重要 的 合同 关系 . 设 工 是 格 ,HCL=LXL= 
{(a,b)la,b5EL),0(H) 表 示 对 一 切 (a,65) EH 使 得 
a=b 的 最 小 合同 关系 , 称 9( 且 ) 为 由 玉生 成 的 合同 
KAR. G H= ((a,b)}.i0 9(a,6b) 二 0({(a,5))), 则 
称 为 主 合同 关系 . & LER HEL, MM 
OCH) =V (8(a,6)|(a,b) € H). 
EL 是 分 配 格 ,a,b,x,y€EL, 且 ab, Ml =y la, 
DSANN cAa=yAa HxrVb=yVE. 
tS (quotient lattice) 亦 称 因子 格 .由 合同 关 
系 诱导 出 的 一 类 格 . 设 02 是 格 亏 上 的 一 个 合同 关系 ， 
若 L/90= 二 {Laj9la€ 工 ) 表 示 工 中 由 9 诱导 的 合同 类 
的 集合 ,定义 
La]? V [b]? = la V ^0, 
Lal? A [5]0 — [a ATA 
则 L/0 关于 上 述 定 义 的 运算 V 和 和 构成 格 , 称 为 志 
模 9 的 商 格 , 格 工 的 每 一 同 态 像 都 与 工 的 一 个 商 格 
同 构 . 
因子 格 (factor lattice) El“ gg FR ". 
BARS (simple lattice) 一 类 结构 简单 的 格 . & 
格 工 仅 有 平凡 的 合同 关系 , 则 称 工 为 单 格 . 
本 原 集 (primitive set) 格 的 一 类 重要 的 子 集 . 
EPA L I —^ 3bEZ8 IB-T AE VEPPE: 
AX0Ca;a V b)la,sb E Pasa VO Æw 
(参见 “合同 关系 ”和 “ 主 合同 关系 ”), 则 称 已 为 本 原 
集 . 这 是 韦 洛 (Wille,R. ) 于 1972 年 给 出 的 定义 . 
结构 格 (Cstructure lattice) 一 类 重要 的 格 . A 
A= S; FÆRA EM S ERG. FHS 上 运算 的 
集合 ),0(4) 是 A 上 的 一 切合 同 关系 构成 的 集合 ， 
x 0, «0, 4AM4A r= OIA xy (0) a CA) 
ACTUM BL— TEEM. RA 4 的 结构 格 . 群 的 结 
构 格 可 以 决定 群 的 直 分 解 . 子 直 分 解 .在 同 构 意 义 
下 , 单 代数 ( 即 仅 有 平凡 的 合同 关系 的 代数 ) 有 相同 
的 结构 格 . 
子 群 格 (subgroup lattice) ”刻画 群 的 一 类 重要 
的 格 , 4 L(G) 是 群 G 的 一 切 子 群 所 构成 的 集合 ， 
X MAN-—M(YN fé Y SE MAN 的 交集 ,MV N= 
(CAMUN) 是 子 群 M 和 的 并 集 生 成 的 子 群 , 则 
(LCG); A.V ) 是 格 , 简 记 为 L(G), 称 为 群 G 的 子 群 
Kt. L(G) ARB SARS GC RAR. aC 是 有 
ES FU L(G) ep BH KA G THB. AG 
是 有 限 群 ,L(G) 是 模 格 , 则 G 是 可 解 群 . 
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五 边 形 格 ( pentagon-type 
lattice) 一 类 特殊 的 子 格 . 它 是 典型 
的 非 模 格 . 格 工 的 子 集 4 称 为 五 边 $ 
形 格 当 且 仅 当 4 是 与 N; 同 构 的 子 
格 , 其 中 Nis 的 示 图 如 右 . 五 边 形 格 
在 模 格 及 分 配 格 的 研究 中 起 重要 作 
用 . 

Æ Fie $% (diamond-type lattice) 

一 类 特殊 的 子 格 . 典型 的 非 分 配 
格 ,但 它 是 模 格 . 格 志 的 子 集 4 称 为 
萎 形 格 当 上 且 仅 当 4 是 与 M; 同 构 的 
子 格 , 其 中 Ms 如 右 图 所 示 . 28 JE 8 
在 分 配 格 的 刻画 中 起 重要 作用 . 

分 配 格 (distributive lattice) 
格 论 中 重要 的 一 类 格 . RL ER. ER rz,y,zE 
工 , 若 下 列 条 件 之 一 成 立 : 

Lg CINN GAZIN CE 3) 

S=(rVywACyV2AAGVa) 
〈 自 对 偶 中 值 定律 5 

Le xrxAGyVz)— GO Ay)VG Az); 

Le XxXV (yAz)= 二 (rxVy)A (rxVz) GEE); 

Le (XVy)AzErV (yAz); 

We LA BCR. Le Al Le 是 格 论 中 最 重要 的 恒 等 
式 , 称 为 分 配 恒 等 式 或 分 配 律 ,它们 是 戴 德 金 
(Dedekind,J. W. R. ) 研 
究 数 域 理 想 时 发 现 的 . 
格 工 是 分 配 的 当 且 仅 TS 
X LAER JE H A R 
35 JÉ f. 1951 年 , 肖 兰 
f$& (Sholander, M.) FH O 
AAEE: A (xV 

y) 二 T+T 和 xA(yVz) 二 (zAx)V (yAz) 表 征 了 分 配 
格 . 分 配 格 的 对 偶 格 . 子 格 . 直 积 仍 是 分 配 格 . 分配 格 
的 理论 是 格 论 的 起 源 和 基础 , 它 对 格 论 的 研究 发展 
和 应 用 起 了 重大 的 作用 . 

分 配 恒 等 式 (distributive identity) 
i. 

f& HJ SY BO JL (distributive element of a lattice) 
Re B] — 25 FeVR ZUR. Ut L JE 826 a € L 称 为 分 配 
的 , 当 且 仅 当 对 任意 o y€LOS 

aV(CZAy) 一 (CaCVZ)ACcVy). 

分 配 元 的 定义 是 由 奥 尔 (Ore,O. ) 于 1935 年 引进 
的 . 对 偶 地 可 和 定义 对 偶 分 配 元 . 格 工 的 理想 称 为 分 
配 理想 , 当 且 仅 当 它 作 为 工 的 理想 格 的 元 素 是 分 配 
的 . 分 配 格 中 的 元 素 是 分 配 元 . 1935 年 , 奥 尔 证 明 : 
4; a 是 格 工 的 元 素 , 则 下 述 命 题 等 价 : 

1.a 是 工 的 分 配 元 . 

2. 91a V (x € D dé L BEM 83818 La) E 
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B5 #8 [8] 2S. 

3. AEM x82 y (0,04 EL [X34 a Vx 二 a Vy, 则 二 
元 关系 9. 是 合同 关系 . 

对 偶 分 配 元 (dual distributive element) W 
“ 格 的 分 配 元 ”. 

格 的 分 配 理想 (Cdistributive ideal of a lattice) 
见 “ 格 的 分 配 元 ”. 

格 的 标准 元 (standard element of a lattice) 
格 的 一 类 特殊 元 素 . 设 a 是 格 工 的 元 素 , 若 对 任意 
ry€ LH 

rACaVMsy)—(rAa)V x A32, 

则 称 a 为 工 的 标准 元 . 对 偶 地 可 定义 对 偶 标 准 元 . 
标准 元 的 概念 是 戈 菜 效 (Gratzer,G. ) F 1959 年 引 
入 的 . 格 世 的 理想 称 为 标准 的 , 当 且 仅 当 它 作 为 艺 
的 理想 格 的 元 素 是 标准 的 . 分 配 格 中 的 元 是 标准 元 . 
MSE 2S MU HE Schmidt, E. ) F 1961 年 证 明 : 若 a 
是 格 志 的 元 素 , 则 下 述 命题 等 价 : 

l. a 是 标准 元 . 

2. XE X ry (024 BL 24 asa 时 

(rAy)Va,—xrxVy, 

NW 8, 是 合同 关系 . 

3. a 是 分 配 元 ,上 且 x,y€EL, 若 a 人 xX 一 aAy 及 a 
V x—a V y, Kl r= y. 

T& BJ xj dE £x 7E 7r (dual stardard element of a 
lattice) 见 “ 格 的 标准 元 ”. 

格 的 标准 理想 (standard ideal of a lattice) W 
“ 格 的 标准 元 ” 

格 的 中 立 元 (neutral element of a lattice) 4& 
的 一 类 特殊 元 素 . 格 工 的 元 a 称 为 中 立 的 , 当 且 仅 
当 对 任意 xy € Li d (asc y) ERD FR ED BO 
格 . "PaL ZU BS EIS AA ot Æ R (Birkhoff,G. D. ) F 
1940 年 引入 的 .1962 4E. , X; 3E 2E (Gratzer,G. ) 证 明 : 
格 志 的 元 是 中 立 元 , 当 且 仅 当 对 任意 I y€L, 

(a Ax)V GC Ay)V (y Aa) 
— (aV x)A(GxVy AC Va). 

Kt LP] 3810 I RAP. SAMS IL HE IUD P 
中 立 元 . 分 配 格 中 的 元 是 中 立 元 . 

格 的 中 立 理想 (neutral ideal of a lattice) W 
“ 格 的 中 立 元 ”. 

集 环 (ring of sets) 格 论 的 基本 概念 之 一 . 集 
合 的 子 集 构 成 的 分 配 格 . 设 P(A) 是 集合 4 的 一 切 
子 集 所 构成 的 集合 ,P(4) 按 集合 的 包含 关系 偏 序 化 
所 构成 的 格 称 为 集 格 . 设 PO PCA), AMER SS 
EB, 有 SUT,SNTEGB, 则 称 @ 为 集 环 . 若 对 集 环 
P 的 任 一 元 S,S 的 补 元 S' COM KK o 为 集 域 . 

集 格 (lattice of sets) ” 见 “ 集 环 ”. 

集 域 (field of sets) ” 见 “ 和 集 环 ”. 

模 格 (modular lattice) ” 亦 称 戴 德 金 格 . 格 论 中 
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仅 次 于 分 配 格 的 一 类 重要 格 . 设 世 是 格 ,对 任意 a， 
b,cOL, A Lie PIAL: 
Ls d azc,hMlaV(OAc-—(aV5DAce; 
Ly (4A) V (aAc)=aA OV (a4 Ac); 
则 称 工 为 模 格 . Ls 称 为 模 恒 等 式 . 分 配 格 是 模 格 . 群 
的 正规 子 群 格 . 环 的 理想 格 都 是 模 格 . 格 亏 是 模 格 
HHEN LEA AAE R. 科 里 比 亚 (Kolibiar， 
M. ) 于 1956 年 用 两 个 恒等式 
VGA WIN yc 
和 
人 
刻画 了 模 格 . 模 格 中 一 个 非常 重要 的 定理 是 戴 德 金 
Mae SSE. LEa DE LLM mw:zr 一 过 人 8 
是 La,a V5j 到 [La 人 人 5,5] 的 同 构 , 其 逆 同 构 为 dui ym 
y Va. Jf fe SER LL rper ry€[aAo.6]CcL. W 
a V GG A y) — (aV x) A (a V y). 
RY 7 #8 (Dedekind lattice) 即 “ 模 格 ” 
模 恒 等 式 (modular identity) WRP”. 
转 置 原理 (transposition principle) 见 “ 模 
格 ”. 
模 律 (modular law) ” 格 论 中 的 一 个 恒等式 . 与 
模 恒 等 式 等 价 的 一 个 恒等式 . OL ERM ab cE 
上 ,恒等式 
a V (GA (aV ce)» —- (aV 6) A (a V c) 
称 为 模 律 . 
剪 切 恒等式 (shearing identity) 格 论 中 的 一 
个 重要 的 恒等式 .与 模 律 等 价 的 恒等式 . 设 工 是 模 
格 ,z,y,zE 工 ,恒等式 
ENA N B= eh Cy fh Gy 2) V) 
称 为 剪 切 恒等式 . "E E ER FAK (Halperin, I. ) 提 
出 的 . 剪 切 恒等式 对 格 论 在 群 论 . 环 论 以 及 连续 几何 
的 应 用 中 起 重要 作用 . 
投射 性 (projectivity) ” 格 论 的 基本 概念 之 一 . 
透视 性 的 传递 扩张 . 设 a,b,c,d FER L IICK a/b 
表示 格 志 中 满足 6 委 a HFX Cab), P a/b HIR L 
MW. dr b=aNdsc=aV d, id JJ a/b/c/d (E a=b 
Vc,d 二 bAc, 记 为 a/b Nc/q), 则 称 a/b 上 (下 ) 透 视 
到 c/d. E. PAM a jJ a/b~c/d. AMETA 
然 数 n, 有 
a/b=eo/fo, ev/ fis t ev fac d, 
使 得 
elles at a = 0e 
则 称 a/b REA $Sjc/d. W JJa/bzec/d. 透视 性 和 投射 
性 满足 对 称 律 ,它们 刻画 了 许多 重要 的 格 , 如 模 格 
等 ， 
格 的 商 (quotient of a lattice) 见 “ 投 射 性 ”. 
透视 性 (perspectivity)” 见 “投射 性 ”. 


弱 投 射 性 (weak projectivity) 格 论 的 基本 概 
念 之 一 . 弱 透 视 性 的 传递 扩张 . 设 a,2,c,d 是 格 工 的 
元 素 ,b 委 ac,d 雪 c, 记 c/d w,a/bX4 B [X24 bd H. c= 
aNd; c/d alb SBN 4 cca BHd-—bNo X 
c/d w,a/b3kc/d A, a/b, M) FK c/d BEWE a/b, id 
JA c/d--.a/biEp MET B ERA n 
c/d —e fos eil fis t ef fi alb, 


eil fi ves faq G08750,1,**,n—10)5,; 

则 称 c/d Eg ft 8] Bi a/b, WH c/d^.a/b. 弱 透 视 性 
的 定义 是 迪 尔 沃 思 (Dilworth,R. P.) F 1950 4E 5| 
AR. BL ER, a.b.c,dEL, H b<a.d<c, WM c= 
d (0a bD á AM SMT c 二 eo 之 e1 之 … 之 em 
=d Ý e;/ej4;%,a/b (j=0,1,*" ,m—1). 

弱 透 视 性 (weak perspectivity) ” 见 “ 弱 投射 
H”, 

55 424% (weakly modular lattice) 一 类 特殊 的 
格 . ie L RdR.a.b.ce.dCL.d b<a,d<c,a/b 
^cc/d ,有 c/d 的 真子 商 c /d' CBl d «ad' scc <c). {i 
f$ c' /d' ^a / b , MER LOA 858 TS. 模 格 和 相对 有 补 
格 是 弱 模 格 . 在 弱 模 格 中 分 配 元 与 中 立 元 是 一 致 的 . 
有 限 长 分 段 有 补 弱 模 格 可 表示 为 单 格 的 直 积 ， 

A zh% (complemented lattice) 一 类 重要 的 
格 . 设 工 是 有 0 和 1 的 格 , 且 rEL: GA yEL ,使 
Ay=0 K rV y=1, UK y Wx 的 补 元 . 硅 格 工 的 
每 一 元 均 有 补 元 , 则 工 称 为 有 补 格 . 集 格 是 有 补 格 . 

bjt (complementary element) 见 “ 有 补 格 ”. 

有 补 模 格 (complemented modular lattice) 一 
类 重要 的 有 补 格 . 它 与 射影 几何 有 紧密 的 联系 . 设 工 
是 有 补 格 , 若 工 也 是 模 格 , 则 称 工 为 有 补 模 格 .有 限 
长 的 有 补 模 格 的 每 一 元 是 它 所 包含 原子 的 并 .有 限 
长 的 有 补 模 格 是 有 限 长 单 有 补 模 格 的 直 积 . 1946 
年 , 弗 林 克 (Frink,O. 028 th Y A SES B9 X ACIE 
理 : 任 一 有 补 模 格 艺 均 可 入 和 人 到 一 个 模 几 何 格 天 
rH. 1954 4E, Sit FE (Jonsson, B. ) uE BH. E 38 Bx A TI 3 
(0,1}-BRA FFE K 满足 工 的 一 切 恒 等 式 . 

A *MÉ T Bg HR AE FB (embedding theorem of a 
complemented modular lattice) 见 “ 有 补 模 格 ” 

相对 有 补 格 (relatively complemented lattice ) 
一 类 重要 的 弱 模 格 . d L 的 每 一 区 间 都 是 有 补 
格 , 则 称 工 为 相对 有 补 格 . 有 补 模 格 是 相对 有 补 格 ， 
但 有 补 格 未 必 是 相对 有 补 格 . 任意 有 限 长 的 相对 有 
补 格 同 构 于 单 格 的 直 积 ,其 每 一 元 都 是 它 所 包含 原 
子 的 并 . 有 限 长 的 相对 有 补 格 要 么 是 单 格 , 要 么 是 直 
可 分 解 格 . 

分 段 有 补 格 (sectionally complemented lattice) 
一 类 有 简单 结构 的 格 . 设 工 是 有 0 的 格 , 夺 对 任意 a 
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EL,L0,aj] 是 有 补 格 , 则 称 工 是 分 段 有 补 格 . 有 0 的 
相对 有 补 格 是 分 段 有 补 格 .有 限 长 的 分 段 有 补 格 可 
表示 为 单 格 的 直 积 . 

布尔 格 (Boolean lattice) 布尔 代数 的 等 价 概 
念 . 布尔 (Boole,G. ) 研 究 命题 演算 时 发 现 的 ,也 是 
最 早 人 研究 的 格 . 有 补 的 分 配 格 称 为 布尔 格 . EB ARAS 
仅 含 一 个 元 素 , 则 称 为 平 几 布 尔格 . F E H Hunt- 
ington, E. V. ) 把 布尔 格 表征 为 每 一 元 a 都 有 惟一 
的 补 元 a’, HWE (a Ab)’ =a' Vb fll Ca V b)' —a' A 
b IR. A TE A OR BB; A ,V ) 中 把 取 补 记 成 一 元 运 
算 “”, 把 0,1 看 做 两 个 零 元 运算 , 则 (B; A. VR 
为 布尔 代数 (B; 入,V,， ,0,1); 反 之 , 若 在 布尔 代数 
中 把 二 元 运算 人 ,，V 看 成 是 格 运 算 , 把 一 元 运算 “” 
看 成 是 格 中 的 元 取 补 元 时 , 它 就 成 为 布尔 格 . 因而 常 
把 布尔 格 与 布尔 代数 等 同 起 来 . 


平凡 布尔 格 (trivial Boolean lattice) 见 “ 布 尔 
RU. 
fn ^R KB (Boolean algebra) 一 种 特殊 的 代 


数 . 布尔 (Boole,G. ) F 1847 年 及 1854 年 研究 思维 
规律 (逻辑 学 数理 逻辑 ) 时 提出 的 ,而 它 作为 一 种 特 
殊 的 格 则 是 由 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R. ) 后 来 提 
出 的 . 所 谓 布尔 代数 ,是 指 一 个 有 序 的 四 元 组 (B; 
人 入,V,'), 其 中 B 是 非 空 集合 , AMV 分 别 是 BE 
的 二 元 运算 ,而 “” 是 定义 在 B 上 的 一 个 一 元 运算 ， 
并 且 满 足下 列 条 件 ; 对 任意 a,6,cEB 

l.aAb=bAaaVb=bVa. 

2.a A (bAc)— (a ADD) Ac, 

aV (bVa=CaVbVe. 

3.a AN (aVb)=a,aV (a Mb)=a. 

4. (a AD) Vp Ne V(teAa) 
=(aVb)A (BVA CcV a). 
. (a Aa 2V b—b,(aVa' ) Ab—b. 
1904 4E, zz ££ ii (Huntington. E. V. KM: FEF 
A 有 一 个 二 元 运算 V 和 一 个 一 元 运算 ,定义 <A2 
— (a' Vb Y ,并 满足 : 

l.aVb=6Va; 

2.aV b6VO=(aVbVe; 

3. (a AP) V (aA b )—a; 
则 4 是 布尔 代数 . 这 是 布尔 代数 的 一 个 典型 结 
1967 年 、1968 4E, X, 3E 2% (Grátzer, G.) MRA HF 
(Mckenzie, R. N. )、 塔 尔 斯 基 (CTarski,A. ) 分 别 独 
立地 进一步 发 现 布尔 代数 可 仅 用 一 个 恒等式 来 定义 
(参见 第 一 卷 《布尔 代数 》 同 名 条 ). 

广义 布尔 格 (generalized Boolean lattice) 布 
尔格 的 推广 .有 0 的 相对 有 补 分 配 格 称 为 广义 布尔 
格 . 车 把 人 ,，V 看 成 二 元 运算 , 取 补 看 成 一 元 运算 ,0 
看 成 零 元 运算 时 的 广义 布尔 格 , 称 为 广义 布尔 代数 
(参见 第 一 卷 《布尔 代 数 ) 同 名 条 ). 
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广义 布尔 代数 (generalized Boolean algebra) 
见 “ 广 义 布 尔格 ” 

布尔 环 CBoolean ring) 一 种 特殊 的 环 . A 
合 ) 环 R 的 每 一 元 都 是 罕 等 元 , 即 对 任意 aER 都 有 
a’=a, WW R 为 布尔 环 . 1936 年 ,斯 通 (Stone,M. 
H. ) 给 出 了 布尔 环 与 广义 布尔 格 之 间 的 联系 :一 个 
布尔 环 可 以 确定 一 个 广义 布尔 格 ; 反 之 ,一 个 广义 布 
尔格 亦 可 确定 一 个 布尔 环 . 因此 二 者 实际 上 是 一 个 
代数 系 . 

纽曼 代数 (Newman algebra) ” 较 布 尔 代 数 更 
为 广泛 的 代数 类 . 它 是 纽曼 (Newman,M. H. A. ) 于 
1941 一 1942 年 对 布尔 代数 和 布尔 环 的 一 个 卓越 综 
合 . 设 4 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系 ,对 任意 a， 
b.c€ A, EME PINAR: 
N, ato+c)=abt+ac; 
N; (€at6)c=act+be; 
N: 存在 使 al=a; 
N; 存在 0 使 at0=0+a=a; 
N 每 一 个 a 至 少 对 应 一 个 a' ,使 得 aa’ —0, 

H za 十 c 一 1; 
则 称 4 为 纽曼 代数 . 布尔 代数 和 有 单位 元 的 布尔 环 
(不 一 定 是 结合 环 ) 都 是 纽曼 代数 . 每 一 个 纽曼 代数 
都 是 一 个 布尔 代数 和 一 个 有 单位 元 的 布尔 环 ( 不 一 
定 是 结合 环 ) 的 直 积 . 

伪 补 格 (pseudo-complemented lattice) 有 补 
格 概 念 的 推广 . 设 二 是 有 0 的 格 ,aE 工 ,和 若 有 元 素 
a'€LiligahAa'—-0,HaAzcz-—0/&8 rca" WH 
为 4 的 伪 补 元 .每 一 元 至 多 有 一 个 伪 补 元 . BH L 
的 每 一 元 都 有 伪 补 元 , 则 称 工 为 伪 补 格 . 因为 伪 补 
概念 只 涉及 交 运 算 , 所 以 可 定义 伪 补 交 半 格 . 设 工 
是 有 0 的 分 配 格 , 则 工 的 理想 格 TCL) d Do Ph AR. 

伪 补 元 (pseudo-complemented element) 见 
MEL: M 

布 劳 威 尔 格 (Brouwerian lattice) 布尔 格 的 一 
个 重要 推广 . 设 as, 是 格 工 的 任意 两 个 元 素 , 邦 工 
中 满足 a 八 x 二 6 的 x 所 构成 的 集合 中 有 最 大 元 , 记 
Ab: a, 则 称 工 为 布 劳 威 尔 格 ,b : a 称 为 a 在 6 中 
的 相对 伪 补 元 .在 有 0 的 布 劳 威 尔 格 中 ,0 a RA a 
的 伪 补 元 , 记 为 性 .满足 (六 和 六 = 过 或 zAz 一 0 的 
布 劳 威 尔 格 是 布尔 格 . 布 劳 威 尔 格 是 分 配 格 . 布 劳 威 
尔格 是 真正 介 于 布尔 格 和 分 配 格 之 间 的 一 类 格 . 

相对 伪 补 元 (relatively pseudo-complemented 
element)” 见 “ 布 劳 威 尔 格 ”. 

斯 通 格 (Stone lattice) 一 类 特殊 的 布 劳 威 尔 
格 . 设 工 是 布 劳 威 尔 格 , 奇 下 列 条 件 之 一 成 立 : 

l.a^ Va"*=1, (ER aEL; 

2.a' Vb" =(aNb)* ,对 任意 a,bEL; 
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3. 亏 中 所 有 闭 元 做 成 的 布尔 代数 是 一 个 子 格 ; 
4. 每 一 个 元 素 a* (a€L) 是 有 补 的 ; 
则 称 工 为 斯 遂 格 . 

IE X: f& Cortholattice) 一 类 重要 的 格 . 非 分 配 
的 布尔 代数 . 若 有 界 格 L 有 一 个 一 元 运算 aa^. A 
满足 下 列 三 个 条 件 : 

laNae0,2WVa--—1; 

2. (a Ab) =at Vb, (aV b) =at Abt; 

3. (a) eds 
则 称 工 为 正 交 格 . 正 交 格 是 有 补 格 . 适合 分 配 恒 等 
式 的 正 交 格 是 布尔 代数 .经 常用 到 的 非 分 配 正 交 格 
是 有 限 维 欧 几 里 得 空间 的 所 有 子 空间 构成 的 格 ,其 
中 一 元 运算 是 取 正 交 补 子 空间 . 一 个 重要 的 非 模 正 
交 格 是 (离散 ) 希 尔 伯 特 空 间 = LCOL10 B BIA Br] 
子 空间 所 构成 的 格 , 其 一 元 运算 是 取 正 交 补 子 空间 . 

正 交 模 格 (orthomodular lattice) 一 类 重要 的 
IE AERA. PIE ARA 工 满足 下 列 条 件 之 一 : 

LE zy Ha OG A9)» 

2. NY EAAy 

y= (yAMx)V (yAzxt); 
则 称 工 为 正 交 模 格 . 模 正 交 格 , 即 是 模 格 的 正 交 格 ， 
是 正 交 模 格 ;反之 , 正 交 模 格 中 虽然 每 一 正 交 对 都 是 
模 对 ,但 它 不 一 定 是 模 格 . 正 交 模 格 是 相对 有 补 格 . 

备 格 (complete lattice)” 亦 称 完 备 格 . 又 称 完 
全 格 .一 类 重要 的 格 . EIA ER (Birkhoff,G. 
D. ) 于 1933 年 引入 的 非 代数 概念 . A 工 的 任意 子 
集 均 有 上 确 界 及 下 确 界 , 则 工 称 为 备 格 . 非 空 备 格 
是 有 界 的 ; 备 格 的 定义 是 自 对 偶 的 . 任意 集合 4 的 
集 格 PCA) AL NTR CCL) EG 的 子 群 格 、 环 
的 理想 格 、 有 限 格 等 都 是 备 格 ; 但 实数 集 R BOB E 
数 的 大 小 关系 构成 的 格 不 是 备 格 ; 寿 在 R 中 填 上 
to, ME R 构成 备 格 . 

完备 格 (complete lattice) 即 “ 备 格 ” 

定点 定理 (fixed-point theorem) 备 格 的 一 个 
重要 性 质 . E LER. S 是 LL 到 自身 的 保 序 映射 ， 
则 存在 <E 世 ,使 得 fCa)=a. 事实 上 ,定义 

a= V {b |b€ L.oxzf(Q»), 
则 f(a)==a, 因 此 备 格 工 到 自身 的 任何 保 序 映 射 都 
有 固定 点 . 此 命题 称 为 定点 定理 ,是 塔 尔 斯 基 (Tars- 
ki, A. ) F 1942 年 发 现 的 ,但 到 1955 FARR. 戴 维 
+t (Davis, A. C. ) 于 1955 年 证 明 : 若 格 工 到 自身 的 
每 一 保 序 映射 都 有 一 个 固定 点 , 则 工 是 备 格 . 

条 件 备 格 (conditionally complete lattice) Jf 
称 条 件 完 备 格 或 条 件 完全 格 .是 备 格 概念 的 推广 . 若 
格 亏 中 的 任意 非 空 有 界 子 集 都 有 上 确 界 和 下 确 界 ， 
则 称 世 为 条 件 备 格 .许多 重要 的 格 , 如 实数 域 格 , 虽 
然 不 是 备 格 ,但 却 是 条 件 备 格 . 备 格 与 条 件 备 格 仅 有 
的 区 别 为 是 否 有 泛 界 0 和 1. 


ZF SES FS (conditionally complete lattice) 
即 “ 条 件 备 格 ”. 

代数 格 (algebraic lattice) ” 亦 称 紧 致 生成 格 . 
一 种 应 用 广泛 的 格 . 设 工 是 备 格 ,a€ 工 , 邦 对 XCOL， 
a 三 VX, 存 在 XX 的 有 限 子 集 Xi, 使 得 a 三 VX, 则 
称 a 为 工 的 紧 致 元 . 若 备 格 工 的 任 一 元 均 为 紧 致 元 
的 并 , 则 称 工 为 代数 格 . 任意 格 的 合同 格 是 代数 格 . 
f& 工 是 代数 格 当 且 仪 当 工 与 某 个 含 0 的 并 半 格 的 
理想 格 同 构 ,这 是 代数 格 的 一 个 很 有 用 的 性 质 . 代数 
格 是 伯 克 霍 夫 (Birkhoff,G. D. ) 于 1967 年 引入 的 ， 
但 他 并 未 假设 完备 性 . 代数 格 对 合同 格 的 刻画 、 格 的 
表示 理论 和 无 限 维 代数 理论 的 研究 均 有 重要 作用 . 

EC S ^E EX T (compactly generated lattice) Bp 
“代数 格 ” 

格 的 紧 致 元 (compact element of a lattice) M 
“代数 格 ”. 

交 连 续 格 (meet-continuous lattice) 一 类 特殊 
的 备 格 . 设 工 是 备 格 , 若 对 工 的 任意 有 向 子 集 孔 ,有 

a 人 CV xs) — V(a A xi), 


则 称 L 为 交 连 续 格 . 完备 布 劳 威 尔 格 、 完 备 代数 格 
均 是 交 连 续 格 . 

o 格 (o-lattice) 一 类 重要 的 格 . 涉及 实 分 析 中 
许多 特殊 问题 的 一 个 专门 概念 . 看 格 艺 的 任意 有 限 
或 可 数 子 集 都 有 上 、 下 确 界 , 则 称 格 工 为 o 格 .完全 
格 是 o 格 . 设 S 是 o 格 工 的 子 集 , 夺 对 任意 有 限 或 
ATR X= (r, SS, A infX,supXES, 则 称 S 
ALW oft. RoR LATER. HJWENM 
列 条 件 : 

l.a€ J;,x€ L,H ra 得 出 XEJ; 

2. 对 J 的 有 限 或 可 数 子 集 X UB 

V X = sup € J; 
则 称 J ÄH otk LH o 理想 或 c 幻 . 

o F Co-sublattice) Mio $”. 

0o 理想 (oc-ideal)” 见 “o 格 ”. 

do %](o-ideal) 即 “c 理想 ” 

波 莱 尔 代数 (Borel algebra) ”一 类 特殊 的 布尔 
代数 .布尔 o 格 ( 即 既 是 布尔 格 又 是 o 格 ) 称 为 波 莱 
尔格 ;既是 布尔 代数 又 是 o 格 的 代数 系 , 称 为 波 莱 尔 
代数 . 设 4 EYRE RRR AS 既是 4 的 o 子 格 ,又 
是 A 的 布尔 子 代数 , 则 称 S 为 A 的 波 莱 尔 子 代数 . 
集 格 P(X) 的 波 莱 尔 子 代 数 称 为 X 的 子 集 的 o 域 ; 
P(X) 的 o 于 格 称 为 集 X 的 子 集 的 o 环 ,其 中 X 是 
任意 集合 . 

iE SERFS (Borel lattice) 

iE SE RF AR A (Borel subalgebra) 
BL”. 

o ti (o-field) 


DLR AR AN BL”. 


见 “ 波 莱 尔 代数 ” 
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5 环 (o-ring) WL“ URSA ARAL”. 

格 的 备 化 (completion of a lattice) ”研究 格 论 
的 重要 方法 之 一 . 戌 莱 兹 (Griatzer,G. ) 给 出 格 的 备 
化 定义 如 下 : 格 工 的 备 化 是 指 , 包 含 工作 为 子 格 的 
任意 一 个 备 格 工 , 使 得 L 里 存在 的 所 有 的 有 穷 或 无 
穷 的 并 和 有 穷 或 无 穷 的 交 在 L PIRRE KE. 由 于 连 
续 性 、 实 (或 复 ) 变 函数 论 …… 都 是 建 基 在 备 化 的 原 
ta WEE 有 理 数 集 到 实数 集 的 扩充 上 ,所 以 备 化 
是 整个 数学 万 至 理工 科学 的 重要 基础 之 一 . 任何 格 
(或 模 格 或 分 配 格 ) 都 可 舱 入 到 一 个 备 格 ( 或 备 模 格 
或 备 分 配 格 ) 里 ;任何 弱 完 全 分 配 格 都 可 以 租 入 到 一 


个 布尔 代数 里 . 
分 划 (cut) 格 论 的 基本 概念 之 一 . 设 X 是 信 


序 集 工 的 子 集 ,X' ,X -分别 表示 X 的 上 界 的 集 与 下 
ARSCH X 是 空 集 时 规定 X'—X' =L) RX) 
为 和 生成 的 世 的 分 划 . 可 以 对 偶 地 定义 对 偶 分 划 ， 
FE XE fi FF SR Lu] VA des] FA Hh Bx A Sl pr E BY 23 X0] PY 
成 的 备 格 工 中 . 

对 偶 分 划 (dual cut) WRI”. 

# (capacity) 格 的 一 种 特殊 子 集 . 设 A ERL 
的 非 空 子 集 , 中 一 切 适 合 

c= V GrAa) 

的 元 cx 的 全 体 构 成 的 集 称 为 工 的 由 4 生成 的 容 , 并 
记 为 4. 4 A 仅 有 一 个 元 4a 时 ,A 也 记 为 a; 当 4A 是 
空 集 攻 时 ,规定 艺 的 由 多 生成 的 容 为 好 , 称 为 工 的 
空 容 . 容 的 概念 可 用 来 统一 处 理 有 理 数 集 到 实数 集 
的 扩充 和 广义 布尔 格 、 布 尔格 及 人 (或 V ) 弱 完全 分 
配 格 的 惟一 备 化 问题 ,尤其 是 用 容 来 建立 实数 理论 
更 为 简洁 和 完善 . 

空 容 (empty capacity) 见 “ 容 ” 

格 的 独立 集 (independent set of a lattice) 格 
的 一 种 特殊 子 集 . 在 几何 格 的 研究 中 起 重要 作用 的 
一 个 概念 . 设 工 是 有 0 的 格 ,了 是 补 集 志 一 40} 的 子 
集 , 奢 对 了 的 任意 两 个 有 限 子 集 XX,Y, 有 

(VXDACVYO-VK(OX(YYD, 

则 称 了 为 格 工 的 独立 集 . 若 工 是 有 0 的 模 格 , 则 有 
HR SE (Tott ,Xs} 守 LL 一 410} 是 独立 的 , 当 且 仅 当 
CrV XV Var) Arir=0 G=1,2, ,nC—1). 
一 个 有 限 长 的 半 模 格 的 非 零 元 子 集 {ziyzz，zn) 

是 独立 的 , 当 且 仅 当 
hla V z: V nM z)-—AhGj d thlr) ter +h) 
HP A(x) FEE PRL. 

#2 XT (modular pair) 
L P70 b rH zx 和 安 2, 有 

rV(aAb)—(xVa)Ab, 

则 称 L 88525 X XL (a. 00 WKH, dO aMb 或 
(a,b) Mi yZRDVH 


格 的 一 类 特殊 元 素 对 . 格 


SEA 


yACaVbD— Cy Aa)Vb, 
J| ER Ca ,2 为 对 偶 模 对 , 记 成 aM" b. 对 任意 a bEL, 
E aMb RA bMa, WER L H M 对 称 的 . 格 工 是 模 
格 , 当 且 仅 当 对 任意 a,5EL, 有 aMb. 有限 长 格 工 是 
半 模 格 , 当 且 仅 当 工 是 MM 对称 的 . 

对 偶 模 对 (dual modular pair) 见 “ 模 对 ?”， 

M 对 称 模 对 (AM-symmetric modular pair) J, 
“ 模 对 ” 

半 模 格 (semimodular lattice) nf LA FH H pg Be 
刻画 的 一 类 重要 格 . 设 工 是 有 限 长 格 ,车工 满足 条 
件 : 

(E): A acb.H a.b PBR aNb NM aVoeBs 

a Fl b, 
WR LO EAB. a LORE 

(8): 4 ab, HaVo Rma Meb, Ma, b Re 

malb 

则 称 工 为 下 半 模 格 , 其 中 4a,bEL. 通 常 将 上 半 模 格 
和 下 半 模 格 统称 半 模 格 .更 一 般 地 , 若 亏 是 格 , 则 世 
是 半 模 格 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 a0 € L. B 
aMb 得 bMa; 对 偶 地 ,是 下 半 模 格 的 充分 必要 条 
件 是 对 任意 a. bE L, h aM" 6 1$ 60M" a. (AREER 
(Birkhoff, G. D.) 首先 考虑 了 半 模 格 ; 迪 尔 沃 思 
(Dilworth, R. P. 证明: 每 一 个 有 限 格 一 定 与 一 个 
半 模 格 的 某 一 子 格 同 构 . 春 工 是 有 限 长 的 格 , 对 任 
意 4,b5,cEL, 则 下 述 条 件 等 价 : 

1. 工 是 上 半 模 格 . 

2.b BR aA bVe BHaVeMbVc=aVe. 

3.hLalt+hloleplaAblthlaVoj],# + hlr] 
Fe fey ER AC. 

| 4% (upper semimodular lattice) 
模 格 ”. 

T$ (lower semimodular lattice) 
pae. 

E [E S f& (directly indecomposable lattice) 

一 类 特殊 的 格 . RL 不 能 表示 为 两 个 格 4 5 Bm 
直 积 ,其 中 4 与 B 都 至 少 含有 两 个 元 素 , 则 称 工 为 
HEN: EPL ERI ATA. UE LER OL OY 
AUR EB 2 E AOS <n) HER 
LSA XxX AX a X Aas 

H L—-B,XB,X:- XB, EP BOS <m) EH 
[E 45 Fi , 则 ”一 2, 且 存 在 40,1,…,2 一 1 的 一 个 置换 
a, 使 得 A= Bay CO&CE n). 

A RJ 4 f& (directly decomposable lattice) J 
“ 直 区 分 格 ” 

透视 元 (perspective element) 格 的 一 类 元 素 
对 . 它 在 几何 格 的 结构 定理 证 明 中 起 重要 作用 . 设 
4a,b 是 有 界 格 的 两 个 元 素 , 奇 a 和 6 有 一 个 公共 补 
JG c, Bl aVec=1=—6Vc,aNc=0=—bAc WK a Fb 
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见 “ 半 


di 


Ii xS. a~b FM cy ETUR. 

1s WM HH (perspective axis) MAILL”. 

JL f& (geometric lattice) 一 类 重要 的 半 模 
格 . 设 工 是 格 , 硅 工 既是 半 模 格 又 是 代数 格 , 且 工 的 
每 一 紧 致 元 均 是 工 的 有 限 个 原子 的 并 , 则 称 工 为 几 
何 格 . 几何 格 是 有 补 格 , 且 是 相对 有 补 格 . 此 定义 是 
麦克 莱恩 (Maclane,S. ) 于 1938 年 以 交换 格 为 名 称 
引入 并 研究 的 . 伯 克 霍 夫 CBirkhoff ,G. D. ) 于 1935 
年 在 有 限 长 的 格 上 给 出 了 几何 格 的 定义 .几何 格 同 
构 于 直 丐 分 几何 格 的 直 积 ;几何 格 是 直下 分 的 , 当 且 
仅 当 其 任意 两 个 原子 是 透视 元 . 几何 格 中 原子 的 透 
视 性 是 传递 的 . 

点 格 (point lattice) 亦 称 原 子 并 格 . 一 类 特殊 
的 格 . 设 二 是 格 , 奉 世 的 每 一 个 元 素 均 是 原子 的 并 ， 
WW Ek LS sa Fe. 几何 格 是 点 格 .有 限 长 点 格 是 (上 ) 
半 模 格 当 且 仪 当 对 任意 a€L 和 任意 原子 pEL 有 
aMp. 

FRF FER (atomistic lattice) Bl“ SHR”. 

JAF Ft 5E EE ARE (atomistic matroid lattice) 
亦 称 原子 联 格 . 几何 格 类 的 推广 . 它 含 原子 布尔 格 
(原子 布尔 格 是 指 它 既是 原子 并 格 , 又 是 布尔 格 ), 完 
EAI FR BC BY J OFF AY AE R BOA E T H E e e 
格 . 

JRF BRS (atomistic matroid lattice) 
Fe FE AR”. 

ES JL fe] f& (modular geometric lattice) 一 类 特 
殊 的 几何 格 . 既是 模 格 又 是 几何 格 的 格 称 为 模 几 何 
格 . 任何 模 几 何 格 是 一 个 布尔 代数 和 一 些 射影 几何 
AR. 

格 上 的 赋值 (valuation on a lattice) 赋值 概念 
的 推广 . 格 L 上 的 一 个 赋值 ,是 指 工 上 满足 下 列 条 
fF AY SCA BR C Y r] ER ey € L8 

Nia Tbe Hla aI ela Ky]. 
aH x 之 y 得 YLzxj 宇 YLyj], 则 称 赋值 为 保 序 的 ; 若 由 
x>y 得 YLzjYLyj, 则 称 赋值 为 正 的 . 有限 长 模 格 
EA) 2€ ER Bt ALzj 是 正 赋值 .具有 正 赋 值 的 格 称 为 度量 


即 “ 原 子 


” 格 ; 具 有 保 序 赋值 的 格 称 为 伪 补 度量 格 或 拟 度 量 格 . 


度量 格 都 是 模 格 . 

保 序 赋值 (order-preserving valuation) 
上 的 赋值 ”. 

TERR {A (positive valuation) 见 “ 格 上 的 赋值 ” 

BBR (metric lattice) 见 “ 格 上 的 赋值 ” 

伪 补 度量 格 (pseudo-metric lattice) W“ E 
的 赋值 ”. 

拟 度 量 格 (quasi-metric lattice) 
i". 

4) JS FE (partition lattice) ` 亦 称 等 价格 . H Æ 


见 “ 格 


即 “ 伪 补 度量 


合 的 分 类 所 构造 的 一 类 备 格 . 设 4 是 集合 ,+ 是 4 
的 一 些 非 空子 集 ACD NES. AMER a, pE 
7 ,由 az PB 得 AN A= FL 

UA, =A, 


则 称 a 为 集合 4 的 一 个 分 类 ,7 的 元 素 称 为 x 的 块 . 
E 4 的 两 元 a,b 属于 7 的 同一 块 , 则 记 为 a=b), 
或 amb. Part (4) 表 示 和 集合 4 的 一 切 分 类 所 构成 
WEA MOKA P imm 当 且 仅 当 由 x 
—yGn)f8 r=y (zl), 则 三 是 偏 序 关系 ,Part (A ) 关 
于 二 构 成 一 个 备 格 , 称 为 4 的 分 类 格 . 奥 尔 Ore, 
O. ) 于 1942 年 首先 详尽 研究 了 分 类 格 ,并 且 证 明 : 
Part CA) Æ% JL fn] f ; iB OK TK E (Dilworth, R. P. ) 等 
人 后 来 给 出 了 分 类 格 的 特性 . 

集合 的 分 类 (partition of a set)” 见 “分 类 格 ”. 

集合 的 块 (block of a set) 见 “ 分 类 格 ” 

格 同 态 (homomorphism of lattices) | Ht 
结构 的 重要 方法 之 一 . 设 工 ,Li 是 格 ,a,b5ELi,f 是 
Li 8j L: BRA LEE 

f(aAb)=f a) A fO», 
则 称 了 为 交 同 态 ; 对 侦 地 可 定义 并 同 态 .车 f 既是 
交 同 态 又 是 并 同 态 , 则 称 f 为 格 L 到 格 L. 的 格 同 
S Nue f 是 单身 , 则 称 £N L BY Le BY AB BK 
A. ERAS 了 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 了 为 L 到 
L: 的 格 同 构 . AL, AL, 是 有 界 格 , 且 格 同 态 了 使 
得 f(00—0.fCD — 1, WR f£ KO DREAS. 同样 
可 定义 {0} 格 同 态 、(0,1) 格 组 入 . 格 工 到 自身 的 格 
同 态 、 格 同 构 称 为 格 自 同 态 、 格 自 同 构 . 

交 同 态 (meet-homomorphism) 见 “ 格 同 态 ”. 
# fa) A Goin-homomorphism) 见 “ 格 同 态 ”. 
T& Hx A (embedding of lattices) IL% EA”. 


格 同 构 (isomorphism of lattices) ” 见 “ 格 同 

态 ”. 

(0, 1) R P8 A C0, 1)-homomorphism of latti- 
ces) WUKER”. 

T& AY IE. 3. Bl [8] 443 (normal automorphism of a 
lattice) 一 类 特殊 的 格 自 同 构 . 设 二 是 格 艺 的 自 同 
HEL: Æ f 使 格 工 的 所 有 与 可比 的 元 保持 不 
动 ,并 且 存 在 元 w CO xs. (HX FIE s 的 一 切 补 元 工 
适合 (XV 了 Cz))As= 二 w(7), 则 称 f 是 格 工 的 正规 
Bla. FP woe A IER A et) f 的 轴 . 于 是 ， 
xz, f(x) st E. 

IE 34 B [5] 44 RJ $h (axis of a normal automor- 
见 “ 格 的 正规 自 同 构 ”. 

格 的 表示 (representation of a lattice) 刻画 格 
的 结构 的 重要 工具 . 格 世 的 一 个 表示 是 指 它 到 某 个 
分 类 格 Part CA I — 1 FERA. 

T& AY SE st 3$ Cequational class of lattices) 对 


phism) 


格 论 


格 的 一 种 刻画 .由 等 式 组 决定 的 格 类 .含有 记号 和 人， 
V 及 用 以 表示 格 中 变 元 的 字母 的 式 子 称 为 格 多 项 
XX. 满足 一 切 恒等式 pi— q; 的 格 的 全 体 构成 的 类 
DU 称 为 格 的 一 个 等 式 类 ,pi,gi 表示 格 多 项 式 ,iE€ 
1; 格 的 等 式 类 A 称 为 平凡 的 , 当 且 仅 当 它 只 包含 
一 元 格 的 全 体 . 

格 多 项 式 (lattice polynomial) 见 “ 格 的 等 式 
2 

格 的 平凡 等 式 类 (trivial equational class of lat- 
tices) 见 “ 格 的 等 式 类 ” 

自由 格 (free lattice) 格 论 的 重要 研究 工具 之 
一 , B P 是 偏 序 集 ,.% 是 格 的 一 个 等 式 类 , 若 格 
Foy (P) 满 足下 列 条 件 : 

]l. FX YE 2€, 

2.PCF>(P),AX a.,b5,c€ P, E Fx (POW 
aAb—c,MB(HTEP W infla, b} =c; TE Fs (CP) 
内 aVb=c, %4 HAKE PA supia.bs=c; 

3. HL P ERUIT TR LP ]—F «(O1 

4. R LEH .,o: P L 是 保 序 映射 ,上 且 满足 ;a， 
b.cC P,X4R E PA infla, b) —c ht, Æ L PHa) 
A«G)-—9G2; 5E P Ñ supla, b} =c H.E L 8 
gla) V wb) 一 PCc), 则 存在 一 个 格 同 态 

J:iF PL. PSP); 

WR FOX X rB8BP-'mwU5BSÓme SPE 
EFE, |P |= 7, Wid Fa CM) — Fs (CP) ,并 称 
Fo (MK XK p aS ROCHA BR AN 是 
格 的 全 体 构成 的 等 式 类 , 则 称 Fy CP) AP AE 
的 自由 格 , 记 为 FCP). 上 述 定义 中 的 yy 是 惟一 的 ; 若 
Fwx《P) 存 在 , 则 在 同 构 意义 下 Fx (P) 也 是 惟一 的 ; 
[B F CP) AN — EFE. E PERTEN 是 格 等 
AE M Pa (P) 存 在 , 当 且 仅 当 下 列 条 件 成 立 : 在 
xX 中 存在 格 工 使 得 PSCL, 且 对 任意 4a,b,cEP, 在 
PP 中 inf{a,6})= 二 c 当 且 仪 当 在 工 中 4a4A5b==c; 在 PP 中 
sup {a,b} =c SAMA L PaVb=c. 

格 的 自由 积 (free product of lattices) 格 论 的 
重要 概念 和 研究 工具 . 设 € 是 一 个 格 等 式 类 , 且 
Z,7E.2XGET7), 行 满足 下 列 条 件 : 

1. 每 个 L HE L BJ-T-& AMER ELIF 
jiL; W L; 是 不 交 的 ; 

2. 工 是 由 UierL; 生成 的 ; 

3. 对 任意 格 AEX 及 任意 一 簇 格 同 态 8: 忆 一 
ACIE IBS 8:Z 一 4 使 得 在 L; 上 的 限制 有 
plL=@ GET); 

WWE LAR L;(i€E7) 的 自由 WB ECC 是 全 
体格 构成 的 等 式 类 , 则 称 工 为 格 L;(iE7) 的 自由 积 . 
在 上 述 定义 中 , 若 € 是 有 界 格 类 , 且 所 有 同 态 是 
10,1} 格 同 态 , 则 工 称 为 自由 A-0, D PUE A 还 
SES] 


是 分 配 格 等 式 类 , 则 工 称 为 自由 {0,1) 分 配 积 . 

自由 .YY E (ree %-product) ” 见 “ 格 的 自由 
fA". 

B BE.2€-(0,1) #8 (ree .2£- (0, 1)-product) 
见 “ 格 的 自由 积 ”. 

自由 .和 YY-{0,1}) 分 配 积 (free .2€-(0,1)-distribu- 
tive product) WL“ AJ B HFR”. 

完全 自由 生成 格 (completely free generated 
latice) 一 类 重要 的 格 . 指 由 偏 序 集 完全 自由 生成 
的 格 . CAs A. VAP A 是 格 的 一 个 等 
AX , 若 格 已 >(4) 满 足下 列 条 件 : 

1l.F«CA)€.27€; 

2. ACF (A), A A 是 Fwx(4) 的 相对 子 格 ; 

3. LA]9 F CA); 

4. L€ X, H. e: AL ERAS. 2 的 扩张 同 态 

p: Fay (AVL CBI yla)= gla), a€ A); 
则 称 Py CAA € 上 由 A 生成 的 自由 格 . 

TF CAYfE TE, WU] o 是 惟一 存在 的 ,和 且 Fx CAD 
也 是 惟一 的 (在 同 构 意 义 下 ). 玉 (4) 存 在 当 且 仅 当 
FER LE.X ,使 得 4 是 工 的 相对 子 格 . 夺 .XY 是 
格 的 全 体 构 成 的 等 式 类 , 则 称 Bo CAD A A AE 
的 自由 格 , 记 为 F(A). 设 PP 是 偏 序 集 , 如 下 定义 可 
使 PP 成 为 偏 格 : 对 任意 4a,5EP, 若 inf{a,b} OS S 
地 ,sup {a b) FE. MIE a A b —inf(a.5) (对偶 
地 ,a Vb-—suptas. bi) MiP; 人 A,，V) 是 偏 格 ,(P; 
Ao VOE FERN ARS PEX E 
生成 的 自由 格 是 一 致 的 ;者 在 已 上 按 如 下 方法 定义 
Wate P”: 在 P” 内 xzAy= 二 x, 当 且 仅 当 zx 与 y 可比 ， 
有 目 z 二 inf{x,y); 在 P” 内 xzVy 二 x, 当 且 仪 当 x 与 y 
可 比 , 且 z —^supiz,s y), W FCP PROS Bi fi FF E P 
完全 自由 生成 的 格 ,也 记 为 CF(P). 对 任意 偏 序 集 
P, 由 PP 完全 自由 生成 的 格 是 存在 的 . 

B 稿 高 co 董 克 诚 
Bod] 许 永 华 BRA RE 


te A =f OBE 


IAFF BERR (po-groupoid) 亦 称 偏 序 广 群 或 M 
WFE. FUÉ FE PI RE. 设 M 是 具有 二 元 乘法 
im dS3S.a.5.r€M.Zb axhb zraxix5 及 cz 
«br. WRK M E ER. A HE 1A un 5 de 30 FR OY BK 
结合 的 , 则 M y Bll BR Ay 55:38 fi FF RE PS Y 2E RE. 
设 0 EWF M OCR. AMER EM, A Ox 
x H 0xr=x0=0, NUK 0 A ta FF BERG M 的 零 元 . 

偏 序 广 群 (po-groupoid) — BI" EAR”. 

M 偏 序 集 (M-poset) Bp “(ig FR REAR”. 
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3S $f fia FF BE AA (commutative po-groupoid) JW 
ig PP PL”. 


偏 序 半 群 (po-semigroup) — AL," fid FF BEA”. 
理想 元 (ideal element) 4i FF ERE HS RIC 


X.W M ERR ae M. aaxa, WK a AT 
FEC TE BR € M. ra[LXa,ar<a, WRK a 

FBZ (subidempotent element) — Ji," 3H 4H 
JU 

tha PF A :ÉB8f(po-monoid) ” 亦 称 偏 序 近 群 .一 种 
特殊 的 半 群 .具有 单位 元 1( 即 对 任意 x,zxl1==1x= 
x) 的 偏 序 半 群 称 为 偏 序 乏 半 群 . 任意 偏 序 群 都 是 偏 
序 么 半 和 群 . 


T& PR BE BA Clattice-ordered groupoid) 亦 称 / 


” 广 群 或 m T8. RAR IF aR. E M 是 一 个 具 


有 乘法 运算 的 并 半 格 , 且 乘 法 对 并 是 相 容 的 , 即 对 任 
意 a,b,cEM, 有 
albVc)=abVac, (aVb)c=acV bc, 

则 称 M AREF IDK m FR. EM, s 
格 , 且 乘法 对 并 是 相 容 的 , 则 称 M. 为 格 序 群 胚 . 

l 广 群 (7-groupoid) BP Ar AFAR”. 

m *&(m-lattice) Bl“ 38 FE HER”. 

He jk 3E KH (multiplication semilattice) 
FF END". 

m #8 n-semilattice) BI RAR”. 

剩余 格 (residuated lattice) 一 类 特殊 的 格 序 
BERG. Vt M 是 格 序 群 胚 ,车 对 任意 a,b5EM,M PE 
在 使 得 xa cb F ayso 成 立 的 最 大 元 x My. WH 
M 为 剩余 格 . 若 剩余 格 又 是 半 群 ( 么 半 群 ), 则 称 M 
为 剩余 格 序 半 群 ( 剩 余 格 序 么 半 群 ). 设 工 是 格 , 厂 
定义 my Ay. Jl] L ERREN LENA 
威 尔 格 . 

剩余 格 序 么 半 群 (residuated lattice-ordered 
monoid) JL “ARH”. 

3| Fe RS FF. HE B¥ (residuated lattice-ordered semi- 
group) 见 “ 剩 余 格 ” 

格 序 半 群 (lattice-ordered semigroup) 简称 格 
半 群 ,又 称 ! 半 和 群 . 它 是 具有 格 序 结构 的 半 群 . 设 M 
是 一 个 半 群 , 若 M 又 是 一 个 格 序 群 肛 , 则 称 M 为 格 
PEAR BE. 有 单位 元 的 格 序 半 群 称 为 格 序 乏 半 群 , 亦 称 
格 么 半 群 或 ! 么 半 群 . 

f& 3£ Bf (lattice-ordered semigroup) 
半 群 ” 

l 半 群 (/-semigroup) 即 “ 格 序 半 群 ” 

格 序 么 半 群 (lattice- ordered monoid) 
noe". 

RY 3E Bf (lattice-ordered monoid /-monoid) 
即 “ 格 序 乏 半 群 ”. 


见 “ 格 


即 “ 格 序 


见 “ 格 


|l X+# (lattice ordered monoid) B[I^$& JF 2 
半 群 ” 
RJ ER 4 3E Bf (divisibility monoid) 亦 称 可 除 近 


BE. 一 类 重要 的 偏 序 么 半 群 . 设 M FEA A BRE 
axh 等 价 于 5E€ Ma 及 bE aM, Wl Br a RA KE M 
Fy up RH AK BE. ah OK fi (Holder ,O. L. ) F 1901 年 证 
HH :任何 阿 基 米 德 序 可 除 么 半 群 可 能 和 到 实数 加 群 . 
阿 基 米 德 序 可 除 么 半 群 是 交换 的 . 

备 格 序 么 半 群 (complete lattice-ordered mon- 
oid) 亦 称 cl &3ETE. 一 类 重要 的 格 序 么 半 群 . 设 
M 是 具有 二 元 乘法 运算 的 备 格 , 知 乘 法 对 并 满足 无 
限 分 配 律 : 

a(Vbs)=V lab) 及 (Va )b= V (ab), 
则 称 M KERFERRE. 设 MEDEIER, A 
M 的 乘法 满足 结合 律 , 则 称 M 为 备 格 序 半 群 .具有 
单位 元 的 备 格 序 半 群 称 为 备 格 序 么 半 群 .有 和 零 的 备 
格 序 群 胚 是 剩余 格 . 

cl 么 半 群 (cl-monold) Bl“ Gy Fe Z 3E RE". 

$e t% FF BE BA (complete lattice - ordered grou- 
poid) JL“ ih hr ZEB. 

g W PF OE BE (complete lattice-ordered semi- 
group) JL“ AeA AFH”. 

诺 特 格 序 么 半 群 (Noetherian lattice-ordered 
monoid) 一 类 重要 的 格 序 么 半 群 . Ate Pe AR L 
是 整 的 .交换 的 , 且 作 为 格 满足 升 链 条 件 , 则 称 世 为 
诺 特 格 序 么 半 群 . 沃 德 (Ward,M. 28038 RIK Dil- 
worth, R. P. ) 证 明 , 在 诺 特 环 的 一 般 理 想 理 论 中 成 
立 的 许多 定理 对 一 般 诺 特 格 序 乏 半 群 也 成 立 . 

格 序 么 半 和 群 的 准 素 元 素 (primary element of a 
lattice-ordered monoid) $ FF & 2E E B5 — fh p Fk 
JU. V L Je FF AKG ECL. a,b€L, A abs 
q.d aKq XE TE— P IE SEA n (E1 ong V WIR 9 
ALA CR) WER ICR. 

WHERE A +E (Dedekind lattice-ordered 
monoid) 一 类 重要 的 格 序 么 半 群 . 设 艺 是 交换 的 
剩余 格 序 么 半 群 , 若 世 的 负 锥 满足 升 链条 件 , 则 称 志 
为 戴 德 金 格 序 么 半 群 .任意 诺 特 格 序 么 半 群 是 整 戴 
德 金 格 序 么 半 群 . 

整 格 序 群 胚 (integral lattice-ordered groupoid) 
— 25 RAS E FEES Js FE ERE. 设 世 是 有 乘法 便 等 元 e 
BAY TR Y RE RR CURT RERO , 知 对 任意 € Lee (Bll e 
ke L B EO WERL ES FF EET CR fd FF RE REO. 
设 RR 是 具有 单位 元 1 的 环 ,R 中 所 有 理想 的 集合 按 
集合 的 包含 关系 定义 的 偏 序 和 环 中 理想 的 乘法 构成 
一 个 整 格 序 群 胚 ,其 中 e==R ERE HS oc. (ER 
FF REB fit BE IE RE ERR. BE TUB Rb BB ERR 
是 一 个 适合 zy 二 x 人 yy 的 布尔 代数 . 


te ff Pr BERR (integral po-groupoid) JL“ 


^s £z 半 BF 


FRM”. 

SE NS Pe B AY SB J (prime element of a integral 
lattice-ordered groupoid) #3 FF HERBA | BS— 2S :& 
RIR. UL ee Ze L TIL. A m 
EL, He BUS m SUES m 为 极 大 元 .若是 工 中 不 
EF e HICH. ry € L H ry p í xp 或 y< 
p ER p ARI. EPEL, H p-—esEH xy—píü 
r— p KX y= p. ER p 为 不 可 分 解 元 (区 分 元 ). 

整 格 序 群 胚 的 极 大 元 (maximal element of an 
integral lattice-ordered groupoid) UL" 3& #% Fr REAR 
的 素 元 ” 

整 格 序 群 胚 的 不 可 分 解 元 (indecomposable el- 
ement of an integral lattice-ordered groupoid) Ji) 
“ 整 格 序 群 胚 的 素 元 ” 

w+ Bf B BI ZA FF (natural order on an inverse 
semigroup) 3X 3E BE rp — fh :& XE HWYR. AS 
EMY a DES, EM axhb 4AM YET 
ET e fii a — eb, MSE S 的 一 个 偏 序 RAS B9 B 
然 序 . 设 (9, 委 ) 是 一 个 逆 半 群 , 委 是 S 的 自然 序 , 若 
axb SER cES, WM ce 委 cbac 委 pc ÀR a xb, 
PR) JH 6S, e Ah FAB E. 

dE fa FF 3E # ( non- negatively ordered semi - 
group) 一 类 特殊 的 全 序 半 群 . 设 S 是 全 序 半 群 ,x 
€ S, xa G' sx) MAS 中 的 非 负 ( 非 正 ) 
JU XX. GS 的 每 个 元 素 均 是 非 负 ( 非 正 ) 的 , 则 S 称 
KIEA GEE) FF. 

4E IE F :É 8f ( non- positively ordered semi - 
group) WIERF”. 

Bay dk OK $& Pe OE BE (Archimedean order semi- 
group) 一 类 重要 的 全 序 半 和 群 . 设 S 是 全 序 半 和 群 ， 
在 对 任意 z,yEsS ,存在 自然 数 prit fS ry 
Al y su S 称 为 阿 基 米 德 序 半 和 群 . 

严格 正 格 序 半 和 群 (strictly positive lattice-or- 
dered semigroup) 一 类 特殊 的 格 序 半 和 群 . 设 S 是 
格 序 半 群 ,a€ S. AXE LES, H ab A ba 之 b, 则 称 
a JJ S 的 严格 正 元 . 硅 格 序 半 群 S 中 的 每 个 元 素 均 
是 严格 正 元 , 则 S 称 为 严格 正 格 序 半 和 群 . 

严格 正 元 (strictly positive element) 
正 格 序 半 群 ”. 

格 序 半 群 中 的 阿 基 米 德 等 价 (Archimedean e- 
quivalent on a lattice-ordered semigroup) 格 序 半 
群 中 的 一 种 等 价 关 系 . 设 SEMTE OCS. 
FEER m,n 使 asco" Al b<a" WRK a 与 6 是 阿 
基 米 德 等 价 的 . 格 序 半 群 中 的 阿 基 米 德 等 价 是 一 个 
等 价 关 系 , 且 它 的 每 一 个 等 价 类 均 是 格 序 半 群 . 

实 格 序 子 么 半 群 人 solid lattice-ordered sub- 
monoid) 一 类 具有 特殊 性 质 的 格子 么 半 群 . 设 A 
是 格 序 半 群 , 且 是 S 的 格 序 子 么 半 群 .者 4 的 正 锥 

oTt 


见 “ 严 格 


序 与 格 


ATE StR m R, ARA S 的 实 格 序 子 么 半 
群 . 

分 配 格 序 半 群 (distributive lattice-ordered se- 
migroup) 一 类 重要 的 格 序 半 群 . 设 S 是 格 序 半 
HE AEN, CS, 人 ,V ) 是 分 配 的 , 则 S 称 为 分 配 
BH AE BF. 

Bt f& FF HE BE (step lattice-ordered semigroup) 
一 类 特殊 的 格 序 半 群 . 设 $ 是 格 序 半 群 , 若 元 素 0 是 
A BRE BE ZB. BIG a V 6— 0.78 a=0 BK 5— 0, WEK 
S 为 阶 格 序 半 群 . 

讶 零 格 序 半 群 (nil lattice-ordered semigroup) 
ROS TR PAA BHBOEGETE. US BAA SIR VIA 
FFR, a S 本 身 又 是 格 序 半 群 , 则 称 S 为 证 零 格 
序 半 和 群 . 


格 序 半 群 的 正 理想 (positive ideal of a lattice- | 


ordered semigroup) ” 亦 称 格 序 半 群 的 正 幻 . 一 类 重 
要 的 理想 . 它 是 含有 正 元 的 理想 . 设 S 是 格 序 半 和 群 ， 
aS, AMER s€ S.aszesscsa, Wl a 称 为 正 元 素 . 
ik A ESHTE, E AELE AANE, 
A 称 为 正 理想 . 

格 序 半 群 的 正 幻 (positive ideal of a lattice-or- 
dered semigroup) 即 “ 格 序 半 群 的 正 理想 ” 

格 序 半 群 的 正 元 素 (positive element of a lat- 
见 “ 格 序 半 群 的 正 理想 ” 
Rm 朱 作 桐 高 co Xu 
审 阅 OR RSM 


tice-ordered semigroup) 


fe FR 群 


fa FF BE (po-group) 亦 称 半 序 群 .一 种 具有 序 
结构 的 群 . 自从 第 二 次 世界 大 战 以 后 , 随 着 伯 克 霍 夫 
(Birkhoff,G. D. ), B 6 (Lorenzen, P. ) 等 人 的 基 
础 文章 的 发 表 , 格 序 群 成 为 一 门 学 科 . 康 莱 德 (Con- 
rad,P.) F 1960 年 发 表 的 文章 中 提供 了 利用 凸 LT 
群 来 研究 格 序 群 类 结构 的 工具 . 这 个 方法 特别 成 功 
的 例子 是 他 的 学 生 哈 韦 (Harvey, J. 2. ip 25 (Hol- 
land, W. C. ) 将 哈恩 (CHahn ,H. ) 关 于 可 换 格 序 群 的 
舱 入 定理 推广 到 一 般 的 格 序 群 . 设 (G, 十 ,0) 是 群 ， 
GG 义 是 偏 序 集 , 且 偏 序 记 对 加 法 是 相 容 的 , 即 对 
任意 Xx,y,a;,b6EG, 由 rxzy 得 a 十 x 十 6 亿 a 十 y 十 6b， 
WU BR G 为 偏 序 群 . 偏 序 群 的 任意 子 群 关于 此 偏 序 群 
的 偏 序 是 一 个 偏 序 群 . (iu. E X 是 拓扑 空间 ， 
CHA X 上 所 有 实 值 连续 函数 加 群 , 对 任意 Pg 
EC(X), 定 义 fxg SAM SMER cE X. f GS 
g GO , WC CXod&— P fU RE. 

Æ Fe BÉ (semi-order group) 

378 


即 “ 偏 序 群 ” 


偏 序 群 的 正 元 (positive element of a po-group) 
偏 序 群 中 的 一 类 重要 元 素 . 设 C 是 偏 序 群 ,gE€G, 若 
g>0(<0), AF 0 ER G 的 单位 元 , 则 称 e 为 C 的 
正 ( 负 ) 元 . 

偏 序 群 的 负 元 (negative element of a pogroup) 
见 “ 偏 序 群 的 正 元 ”. 

正 锥 (positive cone) JB FF EEBJIEZUXE AE. AG 
是 偏 序 群 , 则 G AY TETCR IE GT ={(gEG|g>0}) RG 
的 负 元 素 集 G ={(gEG|g<0} FARA G HIER 
及 负 锥 .C 满足 如 下 条 件 : 

1.C7 十 C+CCT， 

2.G NG =G (|G = {0). 

3. 对 任意 a€G F at+Gt—acc". 

反之 , 行 已 是 群 G 的 子 集 ,G 的 运算 记 为 十 , 且 
P 满足 条 件 1,2,3, 对 任意 x y€ GE X x y HR. 
(4 x—yc€P,WmPugstmuucHH—4T)m.H8Gc 
成 为 偏 序 群 , 且 己 =C- .于 是 ,一 个 偏 序 群 的 序 完全 
由 满足 上 述 条 件 的 子 集 P 所 确定 ,因此 , 亦 称 P 是 
G 的 一 个 序 . 

负 锥 (negative cone) 见 “ 正 锥 ”. 

偏 序 群 的 序 Corder of a po-group) “iE gE”. 

偏 序 群 的 字典 式 积 (lexicographic product of 
pogroups) 构造 偏 序 群 的 方法 之 一 . RGH Æ 
序 群 ,G。 H=({(2,y)|xE€G,yEH},47.G°H 
中 定义 : 

l (x (ri yy) = (rr Ey 2; 

2. (2,532220, 4 BHL(X 34 2770 E r=0,y 20; 
WW Ge H dé AR RES PRA GAH 的 字典 式 积 . 

1i FF BE A ELT (direct product of po-groups) 
具有 序 结构 的 群 的 直 积 . WEG; 1€ D) d — UY 
BOE 


T= Cere), y = (Cy) € ike 


XE X xc ys Eer o ye) Sy SAMY Sy, 
对 任意 71€7, 则 IG, T3 BL — “TA PE. BRA AG; |: € 
I) WER JES? 称 为 逐 点 序 . TIG, 中 由 仅 有 有 限 
多 个 非 零 分 量 的 元 所 构成 的 偏 序 子 群 , 称 为 {Gi i € 
I) 的 直 和 , 记 为 VG, 

逐 点 序 (point wise order) 
fH". 

1s Fe BE BJ FO (direct sum of po-groups) Jl 
“ 偏 序 群 的 直 积 ”. | 

W Fe BE (lattice-ordered group) ” 亦 称 格 群 或 / 
群 . 一 种 具有 格 序 关 系 的 群 . 右 偏 序 群 G 作为 偏 序 
集 是 格 , 则 称 G 为 格 序 群 . 格 群 是 分 配 格 . 设 G 既是 


见 “ 偏 序 群 的 直 


群 又 是 格 , 则 G AER FF RE 24 HA AIHER abr. y 
EG, 满 足 : 

ar GeV y)-po tas Vat y+0), 

a-F Gc A y) dg-b— Ca z4- 6) ^ Cad- y 4-0). 
除去 平凡 的 格 群 外 ,没有 有 限 格 群 . 

格 群 (lattice-ordered group ) 

I 群 (/-group) EN“ JFR”. 

2 Fr # (totally ordered group) ” 亦 称 线性 序 
HF O 群 .一 类 有 广泛 应 用 的 格 群 . 寿 格 群 G 的 序 
是 全 序 的 , 则 G 称 为 全 序 群 . SG 是 全 序 群 , 则 


即 “ 格 序 群 ” 


G—G*U-G*. 
£k HE FF BÉ(linear-ordered group) & “4 F 
HF”. 
O #(O-group) El“ eH”. 
4 [al f (directed group) 一 类 特殊 的 偏 序 群 . 


设 G 是 偏 序 群 , 知 C 具有 性 质 :对 任意 <a,2EC, 存 
在 cEG, 使 得 
axc, bc, | 

则 称 G 为 有 向 群 . 偏 序 群 是 有 向 群 , 当 且 仪 当 它 作 
KRT REA HR. 任意 格 群 都 是 有 向 群 . 

BS BELT PR BÉ (discrete lattice-ordered group?) 
一 类 特殊 的 格 群 . 正 锥 满足 降 链条 件 的 格 群 称 为 离 
散 格 序 群 . 在 离散 格 序 群 中 ,所 有 非 0 正 元 素 集合 的 
极 小 元 均 是 覆盖 0 的 元 素 . 

备 格 序 群 (complete lattice-ordered group) 
亦 称 备 格 群 ,又 称 完备 格 群 . 是 一 类 重要 的 格 群 . A 
格 群 G 作为 格 是 条 件 备 格 , 则 称 G 为 备 格 序 群 . 岩 
UE; (Iwasawa,K. ) 证 明了 备 格 群 是 交换 格 群 . 

备 格 群 (complete lattice-ordered group) Bp 
“ 备 格 序 群 ”. 

完备 格 群 (complete lattice-ordered group) 
即 “ 备 格 序 群 ” 

c & 1& FF 8f (o-complete lattice-ordered group) 
一 类 特殊 的 格 序 群 . 若 格 群 C 的 每 一 可 数 有 界 子 集 
AE FAA, MEGA o 备 格 序 群 .o 备 格 序 群 是 
阿 基 米 德 格 序 群 . 

赋 范 格 序 群 (normed lattice-ordered group) 
一 类 重要 的 格 序 群 . 它 是 与 赋 范 空间 相 联 系 的 格 群 . 
设 G 是 格 群 , 若 在 C 上 定义 一 个 非 负 实 值 函数 
| * |, AEA: H || x || =0 44 

x=0; il2tyl <ileit+tyls 

| nx || =|n{ ll x |] (20,31, 2,2; 
MA 0O<r<y 得 : 
[xl sys dizi | xls 

则 G 称 为 赋 范 格 序 群 . 设 G 是 赋 范 格 序 群 , 且 是 向 
量 格 , 若 对 任意 实数 4,zEG, 有 | Ar |] Abl xl; 
则 称 G 为 赋 范 回 量 格 . 


赋 范 向 量 格 (normed vector lattice) 见 “ 赋 范 


格 序 群 ”. 
格 序 群 中 的 不 相交 元 素 (disjoint element of a 
lattice-ordered group)” 亦 称 格 序 群 中 的 互 斥 元 . 研 
究 格 群 完 备 化 的 重要 概念 . 设 (G, 十 ,0, 委 ) 是 一 个 
FE EE a,b G'PBJPNIPIEZU Æ a A50, WI ER a 与 
是 不 相交 的 .大 a,b 是 两 个 不 相交 的 元 素 , 则 
atb=b-+a. 

T& Pe 8£ rR AY E FEL (disjoint element in a lat- 
即 “ 格 序 群 中 的 不 相交 元 素 ”. 

正 部 (positive part) ” 格 群 的 基本 概念 之 一 . 若 
a 是 格 群 G 的 元 素 , 定 义 

at=aV0, a —(—a)V0, 
则 分 别称 aa 为 a BOIE BERI ÍA B. 4G 是 一 个 
格 群 , 则 对 任意 a,beG,#: 

Lara =a 
.a* Aa —0. 

E a—b—c,H b Ac=0, N] b=at ,c=a. 
.a«b SAMS a sb 5a mb. 
„at Ab  xcCad-b)* Kat bf. 

负 部 (negative part) JL" 1E SD". 

元 素 的 绝对 值 ( 格 序 群 中 )(absolute value of an 
element (in a lattice-ordered group)) 格 群 的 基本 
概念 之 一 . R a 是 格 群 C 的 元 素 , 称 a 十 a 为 a 的 
2 MH A lai dean, Bl Jal =at +a. a€G,M 

ial=ar Vga =a Vice). 
关于 绝对 值 有 以 下 性 质 ， 

1. la V b|xlal V |o] lal lèl. 

2. la—b|=aV6b—aAb. 

3. 罚 三 角形 不 等 式 ， 

jab) lal [oT eal, 
astro ss Jo] ada] sp 151. 
FSH, |a+b| la| + lol HA H r RFE A f Bg. 

强 单 位 (strong unit) 偏 序 群 的 一 类 特殊 元 
K- Wwe 是 偏 序 群 C 的 元 素 ANEN acC, AEX 
数 nn 二 na(a), 使 得 ne>a, WR e G 的 强 单位 ， 

弱 单 位 (weak unit) 格 群 中 的 一 类 特殊 元 素 ， 
它 在 格 群 的 直 分 解 中 有 应 用 . 若 c 是 格 群 G 的 正 元 
KLEG, H cA |zx|==0 得 x==0, 则 称 c 为 G 的 弱 单 
位 . 由 定义 可 知 , 强 单位 必 是 弱 单 位 . 

D 1 FB (convex [-subgroup) 格 群 的 基本 概 
念 之 一 . 设 G 是 格 群 ,H EGRET, HEEG 
的 子 格 We HAG WL FR. Eire, TH dE I 
TGESUBDUASXHESRACH.AVOCH.HPo&G 
的 单位 元 . 设 天 是 格 群 G 的 ! 子 群 , 若 天 是 凸 集 , 即 
对 z,zEK,yEG, 由 z<y<z 得 yE 天 , 则 称 天 为 
G KJ LT RE. 

| FÆ G-subgroup) 

l [5] z& G-homomorphism) 


tice-ordered group?) 


ot g4- Co N 


Rmus. 
一 类 特殊 的 同 态 . 
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HR 与 格 


群 与 格 的 同 态 应 用 于 格 群 . 设 C 与 鼠 是 两 个 格 群 ,9 
是 G 8) H WHS. E REC 3) H WR. 
称 e GI H m AA: ALAA o EPR. o 
称 为 单 AS E y PR N 9 RA ASA 
2 既是 单 映 射 又 是 满 映射 , 则 2 称 为 ! 同 构 , 若 2 是 
格 群 C AMR H 的 / 同 态 , 则 gL(G) 是 五 的 一 个 1/ 
TH. oH G 到 格 群 如 的 一 个 群 同 态 , 则 下 
列 条 件 等 价 : 

1.9 Æl 同 态 . 

2. 对 任意 xy € Gif x A y70, Bil 

px) A Cy) — 0. 

3. 对 任意 x€ G.g(x A0 — 9G) ^O. 

8 1 [8] A (/-monohomomorphism ) 
x 


JUS 


W“ El 


iB E% (epi /-homomorphism) W“ [a] "". 

I BH G-isomorphism) W“ 同 态 ” 

l 48 (l-ideal) JRR l 幻 . dE —25 RR E BJ GS 7 
THE. 格 群 G 的 正规 凸 ! 子 群 , 称 为 G 的 /理想 . (0) 
K GRBE CGKR, RAH GF B.A 
2 是 格 群 C BRR H Wil A.W: 

1. e Ij f ker(9) 是 G 的 7 理想. 
2. 各 入 是 GG 的! 理想 ,在 商 群 G/N 中 ,定义 NN 
十 a 宇 N 十 5b, 当 且 仪 当 存 在 &EN 使 k 十 a 之 56,; 则 
(N+a)V (N+6)= N+ (aV 6); 
(N+a) AN (N+5=N4+ (a ADD, 
H G/N 是 一 个 格 群 . 自然 映射 7:G 一 G/N 是 一 个 :7 
同 态 . 
3.C/ker(O) 与 如是 2 同 构 . 
l %] (l-ideal) Bp"; FBR”. 


平凡 i 理想 (trivial Z-ideal) WL“: 理想 ”. 
ELI ZJ (trivial Z-ideal) “7 理想 ”. 


£ /1 理想 (principal /-ideal) IRRE / 幻 . 格 群 
中 一 类 重要 的 1 理想 . 若 C 是 格 群 ,zaEG, 由 元 素 a 
在 C 中 生成 的 2 理想 称 为 G B 35 1 理想 , 记 为 (a). 
(a)— {XEG| 存 在 自然 数 n=n(x) All Zio B29 Bn E 
G? ,使 得 


lri < XE- eg + lal tel. 
i=] 


+14) (principal l-ideal) 即 “ 主 7 理想”. 

独立 13838 ( independent l-ideal) 亦 称 独立 7 
约 . 格 群 中 不 相交 元 素 概 念 的 推广 . 设 了 7 和 天 是 格 
序 群 G 的 理想 ,车 J 人 KK 二 0, 即 对 于 任意 XEJ,y 
€K.Ix|Aly| 0, pk TAK dé rH J 
LK. 

独立 [ 4] (independent /-ideal ) 
iB". 

B] ch 1 FB (closed convex /-subgroup) 一 类 
BRN LT EE. EC 是 格 序 群 OCH OL THA 
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BU Sar I 


leal AEA EC, C — V cy 
AC A 


TE G 中 存在 且 CEC Wl gg C 关于 无 限 并 是 封闭 的 . 
E C 关于 无 限 并 与 无 限 交 均 是 封闭 的 , 则 称 C 为 闭 
rm YE. 

tif # (polar subgroup) — 25 HBO! + 
HE. x C 是 格 群 G 的 凸 / 子 群 , 则 存在 一 个 惟一 的 
MA i TE C, BE COC = 二 10}, 且 

C'= V {DEC(C)|DNC={0}}, 
其 中 CGE G HKA? 子 群 所 成 的 集合 . A = 
(CY , 则 称 CAG 的 极 子 群 . 

格 序 群 中 的 极 (polar in a lattice-ordered 
group) 一 类 特殊 的 凸 LT EE. A OX 是 格 群 G 的 子 
集 ,X+= 二 {yEGlly| 人 |z|==0, 对 任意 xEX), 则 称 
XH X BR. XE CHL FH. REIHE A B € 
G.idg.—íig)-.g^-—ig-)1- WU ct A CHER 
TRE. AC 是 格 序 群 G 的 凸 2 子 群 , 则 C' —C-. 

t F E R E F% (principal polar subgroup 
of a lattice-ordered group) WLR FF REP KIIR”. 

FA [理想 (closed l-ideal) PRR lZ). 是 完备 
格 群 中 的 一 个 重要 概念 . 设 J 为 完备 格 群 G HH 
AB XD IESUS RT EUICJRVx.CcJ,.W$sJ 
AH] 13858. 

H] l J} (closed J-ideal) ” 即 “ 闭 /理想 ”. 

主 凸 1 F 8f (principal convex /-subgroup) 一 
类 重要 的 凸 TER. 指 格 序 群 中 由 一 个 元 素 所 生成 
Wes FH. GC 是 格 序 群 ,gEG,G 中 包含 g 的 最 
hl FRA CWE FHA Cle). & g 
EG. MI GCg) — (h€ GI |A | Snl | MET 1E BR 
n). Rl .GCgo —GClg D. Æ g A250, M 

Gig V h) = Gle) V GOD, 
Gog A h) = Gle) N GOD. 

格 序 群 的 生成 1 BE (generated /-subgroup of 
a lattice-ordered group) 一 类 重要 的 ! 子 群 . 设 S 
是 格 序 群 (G ,十 ) 的 子 集合 ,G 中 包含 $ 的 最 小 7 子 
群 称 为 由 S 生成 的 7 子 群 . 它 是 由 形 如 

VAZA 
的 一 切 元 素 构 成 的 ,其 中 1,J 和 kK 是 有 限 指标 集 ， 
对 于 每 个 poco 或 -gij: € S. 

格 序 群 的 正则 子 群 (regular subgroup of a lat- 
tice-ordered group) 一 类 特殊 的 凸 / THE. KG, 
十 ) 是 格 序 群 ,C(G) 表 示 G 的 凸 / FRR. AP HG 
的 不 包含 gEG 的 一 个 极 大 的 凸 2 TE, WRP K 
G 的 正则 子 群 . iz 

p*"enguceccucP 
A P EET, MI PA PIT. gC 
P*\P WWE PA g 的 一 个 值 . E P E g 的 值 ,对 任 
意 hEG, 则 一 h 十 P 十 hh 是 一 h 十 g 十 h 的 一 个 值 . 格 


序 群 中 的 每 一 个 元 素 至 少 有 一 个 值 . 

JL 3 BJ fi (value of an element) 
正则 子 群 ”. 

正则 子 群 的 覆盖 (cover of a regular subgroup) 
见 “ 格 序 群 的 正则 子 群 ”. 

素 子 群 (prime subgroup) 一 类 凸 ! TF. EE 
格 群 表示 论 中 有 重要 作用 . 设 C 是 格 群 ,PEC(G)， 
若 C/P( 右 陪 集 的 集 ) 是 全 序 的 , 则 己 称 为 C 的 素 子 


见 “ 格 序 群 的 


BE. IEW SHR TH. PRR OMT EA 


子 群 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

1. 了 是 素 子 群 . 

2. (CECO) [CDP HFEA RREZIK. 

3. Zia Ab€ P,W|ac P KOEP. 

4. Æ ahb=0,MaeP REP. 

可 投射 格 序 群 (projectable lattice-ordered gro- 
up) 一 类 特殊 的 格 序 群 . 设 C 是 格 群 , 知 对 任意 g 
€G,G—g^COpg- , WR G 是 可 投射 的 . 若 对 G 的 每 
^ T HE C,G=COC' , 则 称 G 为 强 可 投射 格 序 群 . 
zr G 的 每 个 素 子 群 包含 一 个 惟一 的 极 小 素 子 群 , 则 
G 称 为 半 可 投射 格 序 群 . 

强 可 投射 格 序 群 人 strongly projectable lattice- 
ordered group) 见 “ 可 投射 格 序 群 ” 

半 可 投射 格 序 群 (semiprojectable lattice-or- 
dered group)” 见 “可 投射 格 序 群 ”. 

哈密 顿 格 序 群 (Hamiltonian lattice-ordered 
group) 一 类 特殊 的 格 序 群 . 每 个 凸 上 子 群 是 正规 
子 群 的 格 序 群 , 称 为 哈密 顿 格 序 群 . 哈密 顿 格 序 群 是 
可 表示 格 序 群 . 

特殊 值 格 序 群 (special valued lattice-ordered 
group) 一 类 特殊 的 格 序 群 . 设 G 是 格 序 群 , 若 己 
是 包含 元 素 g 的 所 有 值 的 正则 子 群 , 则 称 已 是 本 质 
值 的 . AA A te ie E tE Ar HE AS Se YE a 
是 本 质 值 的 . xp Q 是 元 素 gEGC 的 惟一 的 值 , 则 Q 
是 本 质 值 的 , 称 为 特殊 元 素 g 的 特殊 值 . 知 格 序 群 C 
的 每 个 元 素 仅 有 有 限 个 值 , 则 称 G 为 有 限 值 的 . 对 
于 格 序 群 G ,下 列 条 件 等 价 : 

1.G 是 有 限 值 的 . 

2.G 中 每 个 元 可 以 表 为 两 两 不 相交 的 有 限 个 特 
殊 元 的 积 . 

3. 每 个 值 是 特殊 的 . 

本 质 值 (essential value) ” 见 “ 特 殊 值 格 序 群 ”. 

有 限 值 格 序 群 (finite-valued lattice-ordered 
group)” 见 “特殊 值 格 序 群 ”. | 

T& PE Be FR BÉ Clattice-ordered permutation gro- 
up) I$] 置换 群 .一 类 重要 的 格 序 群 . 若 了 是 全 
序 集 ,4(7) 是 了 上 全 体 保 序 置 换 对 映射 的 合成 构 
成 的 乘法 群 ,对 任意 f,g€ ACT) ,定义 Fe 当 且 仅 
M aceg ,对 一 切 eC T,aCf ^ g) —- min(af,.agj.o 


格 F 群 


(fV g) — max (af ag), WH A(T) 构 成 一 个 格 序 
Bf. 若 格 序 群 G Æ AT) LT REL OGLTO SES 
Fr BHR. p= (Holland, W. C. ) 于 1963 年 证 明 , 每 
个 格 序 群 是 A(7T) 的 一 个 格 序 子 群 ,对 某 个 全 序 集 
dis 

| 置换 群 (/-permutation group) WH Fr BR 
np. 

El A f& Fe # (free lattice-ordered group) 一 类 
重要 的 格 序 群 . 设 S 是 一 个 集合 ,r 是 S 到 格 序 群 F 
的 单 映射 . ET. 

1. F EH Sa "EIS LE 

2. p o AES BERTH H RRS WATE F 
I| H WLAS r, E re r= o, BIE Æ T H R; ER 
(CFom) S ERA BRIT ELS 
为 F 的 自由 生成 元 集 . 任 意 基 ss " ,FF 
数 a 的 集合 S 上 的 自由 格 序 群 
F, 是 存在 的 , 且 在 同 构 的 意义 
下 是 惟一 的 . a CF ,7) 是 偏 序 群 
G 上 的 自由 格 序 群 , 则 : 

LAG 是 交换 群 , 则 下 也 是 交换 群 , 若 S 是 G 
的 生成 元 集 , 则 Sz 是 格 序 群 F 的 生成 元 集 . 

2. E CF TO REDE AUT. A B EG 上 的 自由 格 序 
RFS 是 G 的 目 由 生成 元 集 , 则 sr 是 自由 格 序 群 下 


上 的 目 由 生成 元 集 . 

若 (F ,7) 是 格 序 群 G 上 的 自由 格 群 , 则 下 列 命 
题 等 价 : 

1]. Gz—F. 

2. G 是 全 序 群 . 


3. G 到 格 序 群 的 保 序 同 态 是 一 个 TS. 

Bay d SK eS PR BE CArchimedean lattice-ordered 
group) 一 类 重要 的 交换 格 序 群 . 设 C 是 一 个 格 序 
群 , 若 对 任意 a 0€ Gnaszb 对 所 有 的 正 整数 n, 有 a 
委 0, 则 称 G 是 阿 基 米 德 格 序 群 ,简称 阿 氏 格 群 . 伯 
Wi (Bernau, S. J. ) 于 1965 年 证 明 , 阿 氏 格 群 是 交换 
格 群 ;反之 未 必 成 立 ,如 ZZ(Z 是 整数 集 ) 按 字典 
序 是 交换 格 群 ,但 不 是 阿 氏 格 群 . 肖 德 (Hoder,O.) 
EL A C 是 全 序 群 , 则 下 列 命 题 等 价 : 

1.G 是 阿 基 米 德 格 序 群 . 

2. G 是 序 同 构 于 实数 加 群 的 一 个 子 群 . 

3.G ZG Ru T HE. 

Bay EC 4 BE (Archimedean lattice-ordered group) 
阿 基 米 德 格 序 群 的 简称 . 


交换 格 序 群 ( commutative lattice-ordered 
group) 亦 称 阿 贝 尔格 序 群 . 一 类 重要 的 格 序 群 . 设 


G 是 格 序 群 ,车 G 是 交换 群 , 则 G 称 为 交换 格 序 群 . 
阿 基 米 德 格 序 群 是 交换 的 ,交换 格 序 群 是 可 表示 格 
序 群 . 

整 闭 偏 序 群 (integrally closed po-group) — 
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序 n 格 


类 特殊 的 阿 基 米 德 偏 序 群 . 偏 序 群 C 称 为 整 闭 的 ， 
是 指 : 对 任意 4,6EG, 帮 na 二 bt 二 1,2,…), 则 a 二 
0. 整 闭 偏 序 群 是 阿 基 米 德 偏 序 群 . 备 格 群 的 任意 子 
群 是 整 闭 偏 序 群 , 从 而 是 阿 基 米 德 偏 序 群 . 

可 表示 格 序 群 (representable lattice-ordered 
group) 交换 格 序 群 的 推广 . 设 G RBH. A G 
是 全 序 群 G; 的 次 直 积 , 则 称 G 是 可 表示 格 序 群 . 每 


个 可 换 格 序 群 . 蜘 零 格 序 群 都 是 可 表示 的 . AIC 


是 可 表示 的 , 当 且 仅 当 C 有 一 族 交 为 零 的 正规 素 子 
TE. 耕 (G, 十 ) 是 一 个 格 序 群 , 则 下 列 命题 等 价 : 
1.G 是 可 表示 的 . 
2. 对 任意 4a,6EG,2(a Ab)=2a A 2b. 
3. 对 任意 apEG,aA (—b—atb)<0. 
4. G 的 每 个 极 子 群 是 正规 的 . 
5. G 的 每 个 极 小 素 子 群 是 正规 的 . 
6. Æ 0-Ca € G, WI XE BAR LEG, 
a NAC-b-Fa-F5)-—0. 
正规 值 格 序 群 人 (normal-valued lattice-ordered 
group) 一 类 特殊 的 格 序 群 . 最 大 的 真 格 序 群 簇 . 设 
(C, 十 ) 是 格 序 群 ,已 是 C 的 正则 子 群 ,P* 是 PP 的 和 窗 
w. A r Æ P* HEMT RHR, BER c€DP'.—c 
P+x=P, We P Æ GREETE. AC 中 所 有 
正则 子 群 都 是 正规 值 的 , 则 称 G 是 正规 值 格 序 群 . 
可 换 格 序 群 .可 表示 格 序 群 是 正规 值 的 .但 是 , 格 序 
群 并 不 一 定 都 是 正规 值 的 ,例如 ,A(R) 就 不 是 正规 
值 格 序 群 . 设 G ER HFC". AMER IES 
数 n nba. MPR a 无 限 大 于 6, 记 为 5a. 设 G EM 
序 群 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
1.G 是 正规 值 的 . 
2. 对 所 有 的 a6 € G* ,a 十 b 志 26 十 24. 
3. 对 任意 a,0€ G., —a—b-- ab lal V |6|. 
4. 对 G WAAC TEAM OB, 
A+tB=bB+A=AV 5, 
RPAVKB HEH AR BS PER IT . 
正规 值 子 群 (normal-valued subgroup) 
规 值 格 序 群 ” 
T& FF BE RE (variety of lattice- ee groups) 
格 序 群 的 特殊 的 类 . 满足 一 组 等 式 的 所 有 格 序 群 的 
KA U 是 格 序 群 的 类 , 则 和 是 一 个 簇 当 且 仅 当 
ERA PIETER: 
l.i GC? ,.H E G ILL FHM HES. 
2.4 G€ VV, H d& — T T8 FF Eo BF / 同 
AS fi OH, WM HEY. 
3.dp 7 dé V "ma —3XxdEa WI e 
由 等 式 zy 王 co E 
y —a* Ay! xg XS n] xo RIO A; eH rc 
XE X. ELE HERE GU S SB AER c—13EXBLIB 
一 个 元 素 的 格 序 群 平 几 簇 记 为 《及 用 .个 表 示 最 大 
382 


见 “ 正 


的 真 格 群 秘 一 一 正规 值 徐 , 则 有 下 列 包 含 关 系 

格 序 群 的 本 质 扩 张 (essential extension of a 
lattice-ordered group) — 2% FERE P A FERE. dH 
是 格 序 群 CW TH. GC 的 每 个 非 零 凸 / 子 群 与 
HAAS WAR CHK FRAC Æ H 
的 本 质 扩张 . 它 等 价 于 ,对 所 有 g€G  FFEACH' 
和 正 整数 ,使 得 hng. A H RRR OC MAKI F 


中 的 上 确 界 . 特别 地 ,车 G 是 阿 基 米 德 格 序 群 , 则 称 
G 为 五 的 阿 基 米 德 本 质 扩张 . 

格 序 群 的 大 ! 子 群 (large /-subgroup of an /- 
group) 见 “ 格 序 群 的 本 质 扩张 ” 

侧 完 备 格 序 群 (laterally complete lattice-or- 
dered group) 一 类 重要 的 格 序 群 . 两 两 不 相交 的 
元 素 集 有 上 确 界 的 格 序 群 , 称 为 侧 完备 的 . 强 可 投射 
且 侧 完备 的 格 序 群 , 称 为 直 交 完备 的 . 在 格 序 群 H 
是 格 序 群 G 的 一 个 极 小 直 交 完备 的 本 质 扩张 , 则 五 
称 为 C 的 直 交 完备 化 . 可 表示 格 序 群 的 直 交 完备 化 
是 存在 的 .任意 格 序 群 都 有 惟一 的 侧 完 备 化 . 

直 交 完备 格 序 群 (orthogonally complete lattice 
ordered group) DLM) TK HITRE”. 

格 序 群 的 直 交 完备 化 (Corthocompletion of a 
lattice-ordered group) BL“ K tA IF E”. 

本 质 闭 包 (essential closure) 一 类 特殊 的 本 质 
扩张 . 设 G At bol SEK BR A OC 没有 真 阿 基 米 
德 本 质 扩张 , 则 G 称 为 本 质 闭 的 . 阿 氏 格 序 群 的 本 
质 闭 的 本 质 扩 张 , 称 为 它 的 一 个 本 质 闭 包 . 康 莱 德 
(Conrad, P. ) 于 1971 年 证 明 ,每 个 阿 氏 格 序 群 均 存 


在 惟一 的 本 质 闭 包 ， 


本 质 闭 格 序 群 (essential closed lattice-ordered 
group) ” 见 “ 本 质 团 包 ”. 

格 序 群 的 戴 德 金 完 备 化 (Dedekind completion 
of a lattice-ordered group) 一 种 重要 的 完备 化 . 设 
G 是 格 群 C 的 一 个 上 子 群 , 若 C 是 完备 的 , 且 C 
中 每 一 元 素 是 C 中 某 子 集 的 上 确 界 , 则 C“ 称 为 格 
序 群 C 的 一 个 戴 德 金 完备 化 . 每 个 阿 基 米 德 格 序 群 
均 有 惟一 的 戴 德 金 完备 化 . 

格 序 群 的 ! 张 量 积 (/-tensor product of lattice- 
ordered groups) ” 格 序 群 的 一 个 重要 概念 . 指 格 序 
群 范畴 中 满足 泛 映射 问题 的 一 类 元 素 对 . 设 G, H 
5 L ERRR.O:CXH>L 是 一 个 双 线 性 映射 . 若 
对 任意 OSCA € IL1,(，,h)9 Æ LR] S AMER Og 
EG,(g,° 01 lal AS WU BK 2 D LOU MERRY. 格 
序 群 G 和 五 的 / 张 量 积 (L,9) 是 一 个 格 群 工 与 一 个 
LX TERRE ST 0:GoX HL 且 满 足 泛 性 质 ; 对 任意 格 
FRET 5. 双 线 性 映射 r:GX 五 > 了 T ,存在 惟一 的 / 
同 态 rz” :元 一 人 ,使 得 br =r, B T EH. 通常 把 


(LOWA CNH. E CMH Æ 

格 序 群 , 则 GOH 是 存在 的 , 且 在 gxu l-> L 
同 构 意义 下 是 惟一 的 . 格 序 群 的 / a 
JEEE DAF M E JR NA/ J 

1. 对 任意 格 序 群 H ZOH = T 
HZ 为 整数 加 群 . 

2. 设 G 和 五 是 格 序 群 ,gEG,hEH. 若 0<gh 
€ GWA. MWA 0g; EGM OA; C HG=1,2), 
使 得 gh=g hi + g;h;. 

3.4 GA H J& RU ELO 2c CGM WHE 
0<gEG AM O<ACH {#8 rgh. 

1 双 线 性 映射 (1-double linear mapping) J 
“ 格 序 群 的 ! 张 量 积 ” 

& Fr BE AY £8 xj F g (absolutely convex sub- 
group of an o-group) 全 序 群 的 一 类 特殊 的 上 西子 
BE. € H 是 全 序 群 G BJTOHE.XPHOXIG 的 任意 全 序 
AE AN. WE 五 ASX DS TRE. H MC 的 某 个 
4 FE TEE. WR HAC 的 相关 凸 子 群 . 全 序 群 
的 所 有 相关 凸 子 群 的 交 是 G 的 一 个 绝对 凸 子 群 . 

TB X Da FH (relatively convex subgroup) M, 
"A Pe AE AY SEXE T TET. 

Bay Sk 3K $8 SH} CArchimedean equivalent) Jf 
称 a 等 价 . 格 序 群 类 中 的 一 个 概念 . 设 G 是 一 个 格 
FE g A € G. Xr FF EE SE TO m n f g mh hx 
ng WER g.h 是 阿 基 米 德 等 价 . E g,h 是 阿 基 米 德 
EMELTE GOOM GAEE. i G E 
WFR OA RATER ACA ,存在 g€G'， 
fhA cha SH We HEC 的 阿 基 米 德 扩 
kia HARA a D KW H Æ a PES. 

a*&4t(a-equivalent) 即 “ 阿 基 米 德 等 价 ” 

阿 基 米 德 扩张 (Archimedean extension) M 
“ 阿 基 米 德 等 价 ”. 

a } 3K(a-extension) ” 见 “ 阿 基 米 德 等 价 ”. 

完全 格 同 态 (complete lattice homomorphism) 
一 种 特殊 的 格 同 态 . 设 y 是 格 序 群 G 到 五 的 格 同 
aS. 知 y 保 持 所 有 的 交 与 并 , 则 称 y 是 完全 的 . 比尔 - 
MARCH 群 G 的 凸 ! 子 群 C 是 闭 的 充分 必要 
RIFE G 到 格 G/C 的 格 同 态 是 完全 的 . 

Akg (Conrad radical) 格 群 的 一 个 重要 / 
理想 . I G 是 格 序 群 , 则 G 的 一 切 本 质 值 的 交 是 一 
个 7 理想 , 称 其 为 G 的 康 莱 德 根 , 记 为 RG). 

根系 (root system) 格 序 群 的 特殊 子 集合 . 设 
r íEdmHSEXXTEXYCD.oacrla2Y EE 
Wa D BMRA. AC 是 格 群 , 则 G 的 全 体 正 
则 子 群集 (G) 是 根系 ;G 的 全 体 素 子 群 集 K(G) 是 
一 个 根系 . 

RJXF | 置换 群 (transitive /-permutation group) 
亦 称 可 迁 格 序 置 换 群 . 是 一 类 重要 的 ! 置换 群 . 设 了 


fe F 群 


JÉ AY.H Æ ACDB LTE.DAGIO) GENS 
MAN scCT.ETEAC H,.f& th=s, WR H 为 可 
迁 的 ; 符 对 任意 sos 066€ T. H sx ots ETE 
hE H f sh—t;,i—1,2, Wk H Æ O-2 可 迁 的 ;一 
般 地 , 设 oncT.Hone scum 
X ETE hE H fF sh=t;,i=1,2,° n, UK H Æ O- 
n With). dr H Æ ACT) RI O-2 AE FRNA dé 
O-n 可 迁 的 ,对 任意 正 整 数 n. 

RI XE TER FF ELI BE (transitive lattice-ordered per- 
mutation group) Bl*"ufxt ARR”. 

T& SE AY BS] Cwreath product of /-groups) ff 
究 格 群 的 重要 方法 之 一 . RH, DERRE, (GT) E 
ACT) BY FR. VE W — (CD Ig€ GL MERLE 
T,h, € Hi. APA BRT RT AOS. dB 
RAT SEW 中 定义 一 个 二 元 运算 如 下 : 

C(h,) sg) CR a) =la) gd), 

MPAA CET a =hk,, WW 是 一 个 群 . 若 在 W 中 
如 下 地 定义 偏 序 :((h,),g) 是 正 的 当 且 仅 当 gl H 
对 满足 tg—t 的 1,h, 之 1, 则 W 是 一 个 格 序 群 . 称 WW 
AH 5SGHNHBXHBm.iuX AWG. FG HW,G 是 
HWrG 中 只 有 有 限 多 个 1,h, 关 1 KRC) g) W 

合 , 则 HW,G 是 HW,G 的 一 个 上 子 群 , 称 为 H 5 
G 的 小 圈 积 

BEA A BAAR (large wreath product of Z- 
groups) Jl “RS SEES ER AR”. 

T& BEAD) FAFA OC small wreath product of Z- 
groups) 见 “ 格 群 的 圈 积 ”. 

l 群 的 挠 类 (torsion class of /-groups) 一 类 特 
pus AU RIDBA.T7 EON—TBGSGE 

T7 WE: 

17 中 /和 群 的 同 态 像 属于 7. 

2. 对 任意 !/ 群 C,G 中 属于 Wal FRE 
意 并 属于 7, 

BT 是 一 个 挠 类 ,2 (G) 表 示 G 的 属于 2 的 
MAD: TT 则 77 (GOE G BS L S38, PRA G 
WR. 47 BRAM: 

1. ÆC EGF, M ZOST (G). 

NOS q:G—-H EW. ES, M 

QT (G)) C F GT). 

3. (7 (G))—- (G). 

反之 , 若 对 每 个 ! 群 C ,存在 C 的 满足 上 述 条 件 
1,2,3 N01 FE DG), 7 ={G|DG) —G) , W 
TF 是 一 个 挠 类 , 且 对 每 个 ! 群 GC,7 (GSD). 

l 8E B SE TR (torsion radical of an /-group) J, 
“和 群 的 挠 类 ” 

| 群 的 遗传 类 (hereditary class of /-groups) 
KER MER. KT ERR. ECET, W 
G 的 西 ! 子 群 也 属于 2 , 称 .” 为 遗传 类 . BR 
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传 的 当 且 仅 当 7 
T C. 

l AS 7c 358 SE (torsion-free class of /-groups) 
一 类 特殊 的 7 ESS. eT 是 :和 群 类 , 知 2 XT: 

1l. LT RESEHI ; 

2. 次 直 积 是 封闭 的 ; 
则 77 称 为 一 ST EDRR ET = 
(GIF (GG) (e) Ju. 是 一 个 无 挠 类 . 

l bui intus Anil of an /-group) 格 序 
群 的 一 种 特殊 的 商 群 . 若 G 是 格 群 ,4SB EG HS 
/ 子 群 , 且 4 是 如 的 正规 子 群 , 则 商 B/A RAG 的 
子 商 . 若 ACAB OGB, WARTA B/A 支配 子 商 
BA 

l FER BLESS (polar tersion class of /-groups) 
Vu P MN Wt délHEHUDPRSS.7 RRMA 

Z7 T -—G0HNAEKDXGEU—G I). 

TTE H i£ fe 24 (Martinez, J. ) F 1975 
年 证 明了 以 下 事实 T ZB. W 7 --—iGIG 
TE 中 没有 非 平 几 的 于 商 ); T l= (G1G 的 每 个 
非 平 凡 子 商 支 配 Z 中 的 一 peat 

T& Pe 8£ AY ARE (radical class of lattice ordered- 
groups) 一 种 重要 的 格 序 群 类 . 设 7 
HA GET WE: 

1. 对 于 任意 /和 群 C,G HEF 7 Hol 子 群 的 
任意 并 属于 .7 

2. «Ges 时 ,有 GS IGCHERST- V: 


7 (C)—C[.7 (G): H G 的 每 个 凸 7 


MA 称 为 一 个 根 类 . 格 序 群 根 类 的 概念 是 页 库 比 


(Jakubik ,J. ) 于 1982 年 引进 的 . 

ja AS | 置换 群 (pathologically /-permutation 
group) 一 类 重要 的 格 序 置 换 群 . 设 (F, 了 T) 是 一 个 / 
置换 群 ,fEF, 若 af 关 4, 对 aE€T, 则 a 称 为 了 的 支 
撑 ; 若 不 存在 Fel f 的 支撑 集 是 有 界 的 , 则 (F， 
7) 称 病态 的 . 格拉 斯 - 木 克 尼 瑞 定理 断言 : 秩 为 7 的 
Bl HPL > lA SUR OQ 上 有 一 个 忠实 病 
SHERR. 

格 群 在 全 序 集 上 的 作用 (action of a lattice- 
group on a totally ordered set) 刻画 格 群 结构 的 
重要 方法 ., 设 了 是 全 序 集 ,G 是 格 序 群 . A 0:C 一 
4(7T) 是 ! 同 态 , 则 称 (G, 了 ,9) 为 CG 在 T 上 的 作用 .2 
WK ker 0 KA G WITH. A g € ker, n 
a, 对 任意 a€ T. GOES] AA. BI kero— , Dl 
称 为 用 是 忠实 的 , 亦 称 (G,T,0) 是 GG 的 一 ae 
(G,T 0) — t E A.W CG/ker 0,7 0" ) 是 一 个 忠 
实 作用 ,其 中 (ker(g)g)0 —g0, BH GEG. (G, 
7 ,0) 是 C 的 一 个 作用 当 且 仅 当 存在 映射 o: TX G— 
,对 任意 aET,gE€G, 记 (a,g)9 二 ag, 且 满足 : 

1. ae— a,e LRG 的 单位 元 . 

2. a« p. ll ag — Bg. 
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”是 一 个 格 序 


3.a(fg) 二 (af)g, 对 任意 f/,g€G. 

$F (lazy subgroup) ” 见 “ 格 群 在 全 序 集 上 
的 作用 ”. 

格 序 群 的 忠实 作用 (faithful action of a lattice 
ordered group) 见 “ 格 群 在 全 序 集 上 的 作用 ”. 

格 序 群 的 表示 (representation of a lattice-or- 
dered group) 见 “ 格 群 在 全 序 集 上 的 作用 ” 

格 序 群 的 忠实 表示 (faithful representation of a 
lattice-ordered group) JL“RRACRE ENTE 
RI". 

XA $t (homogeneous chain) 亦 称 齐 次 全 序 
集 . 一 类 特殊 的 全 序 集 . 设 了 是 一 个 链 , 知 / 置换 群 
(A(T) 7) 是 可 迁 的 , 则 了 称 为 一 个 齐 次 链 . 

齐 次 全 序 集 (homogeneous total-ordered set ) 
见 “ 齐 次 链 ”. 

WS FF Ss He BH AYO (1) [el & (CO C)-homomorphism 
of lattice-ordered permutation groups) 亦 称 格 序 
置换 群 的 序 ( 格 序 ) 同 态 . 格 序 群 的 O() 同 态 的 推 
DRG, MAA JER) ER BE. 设 8:T 一 S 
JT BIZ ..:G—H BOOMS. E 

(ap) Cg) — (ag)p, aT, geG, 
MORAG TEH, SoBg OCOTI]ZS i of 
单 映射 ,y dE— OC) BR A. WR OU) BRE 
(GT tA BCS) P UE 9 Al p ES ART NER 
(GT) ACH ,S)# OW) Alfa. 

Pis convex congruence) 全 序 集 上 的 一 类 

重要 的 等 价 关系 . 设 (G,T) 是 一 个 作用 ,EA 是 TT 上 

一 个 等 价 关 系 , 知 每 个 等 价 类 是 凸 集 , A Ep 
时 ,有 (asg) 五 (6g), 对 任意 «PET, geEC MRED 
T 上 的 凸 同 余 . 设 (G,T) 是 一 个 作用 ,已 是 了 上 的 
一 个 凸 同 余 . XXI TEX oC aE,c€ BE. sg X, aE- BE 
M BB 4 occ UD/E.—J&—4 SR. 若 对 任 
X aCT.gCG,.sg X (aE)g— (ag) E,W|CG,T/ EDO d 
G 的 一 个 作用 . 

稳定 子 群 (stabiliser subgroup) 亦 称 无 向 群 . 
一 类 重要 的 素 子 群 . 设 (G, 了 T) 是 一 个 作用 ST as 
G,—íig€Gl|8g-—0.xX £X OE A}, 则 Gs 是 GG 的 一 
个 子 群 , 称 为 G NE TH. A Asla , 记 

G,—Gu; Gw=igEeG|Ag=4}, 

WW Gs 也 是 G 的 子 群 , 且 Ga& Go. # GT) JEFE 
(OREN CARI Gat CHAO TBR. RIG.) 
是 一 个 作用 , 若 CET. EG, g 'G.g—G,f. 

无 向 群 (isotropy subgroup) RI“ ETRE”. 

Hk (block) 一 种 重要 的 等 价 类 . RGT E 
MER, AOAACT. 车 A 是 一 个 凸 集 , 且 对 任意 g 
EG, Ag=A RFA Ag(1A-— 2 WH A 是 一 个 块 . 设 
(G.T)2—MER WG MOHAN SRE 
-Tk RS EAEG TKH en RR H 


等 价 类 . 

稳定 子 群 的 长 轨道 (long orbit of a stabiliser 
subgroup) ”稳定 子 群 的 一 种 特殊 轨道 . 设 (G,T) 是 
G 的 一 个 作用 ,A 是 一 个 G ik lace TE AI, 
则 A RA Ce. 的 一 个 长 轨道 ; 耕 A> lalla), M 
A 称 为 正 的 ( 负 的 ). 若 (cG,7T) 是 O-2 Wik 1 BRB, 
M G 分 别 有 一 个 正 的 和 一 个 负 的 G 轨道 , 且 它 们 
都 是 长 轨道 . 

可 迁 群 的 本 原作 用 (primitive action of a tran- 
sitive group)” 群 作用 的 一 种 特征 . 设 (G, 了 T) 是 一 个 
可 了 迁 的 作用 . 阁 (G,T) 只 有 平凡 的 同 余 , 则 称 为 用 
(G,T) 是 本 原 的 ;大 (4(T), 了 T) 是 本 原 的 , 则 全 序 集 
T 称 为 本 原 的 . 

A) BS tM (separation property) 和 群 作 用 的 一 
个 特性 . 设 (G,T) 是 G 在 全 序 集 了 的 一 个 作用 ,AS 
全 是 了 的 一 个 非 空 有 界 区 间 ,a,48 是 了 中 不 同 的 
A GETETE gC G. fi ag. Bg 只 有 一 个 点 属于 A, 则 称 
(GG, TO WS E np A TEE. 221 Ba | =1, M CG., TOT E ay 
离 性 质 . 

E 4: HH (cover of congruences) ”刻画 可 迁 作 
用 的 工具 . 设 eS 是 可 迁 作 用 (c DMA. FS 
不 存在 (G,7T) 的 满足 CEDEN NAA Z, Ml HK 
KA BRC. ARP C6 类 , 则 (G6,A) 是 一 个 
可 迁 作用 E =E jaa E (Go) 20 B TAR. di L 
AE (Go. A/S DTT. S 

Gus m G(A)/L = Ga lâ, 
WW (GG, AERE P BSSERTXETE Fl RAG. TE 
A EMIT CE JORDE. RG TO JECH e] E 
CA 的 可 迁 作 用 . (G,T) 对 于 ( 儿 ,.%) 的 分 量 是 本 
原 的 当 且 仅 当 CRE €. (G,T) 满 足 上 述 条 件 的 
分 量 称 为 本 原 分 量 . 

本 原 分 量 (primitive component) 
mu. 

凝聚 格 序 置换 群 ( coherent -permutation 
group) 一 类 特殊 的 可 迁 格 序 置 换 群 . RG.) 
格 序 置换 群 ,又 a—B.a.BC T. ARLE gE€G1 使 得 
ag=B, HAG 二 {gE€Glg 之 e},e 为 G 的 单位 元 ， 
WW (GT) EON BER BF BRR. 设 (G,T) 是 凝聚 格 
FF BE 0,8,,8,6T, H a B B GA gEG. 
使 Bg B. B. A € Gs 使 Pf<a, 则 称 (G, 了 T) 是 弱 2 
可 迁 的 . 

88 2 可 迁 (weakly 2-transitive) 
置换 群 ” 

弱 本 原 !/ 置换 群 (weakly primitive /-permuta- 
tion group) 一 类 特殊 的 7 置换 群 . 设 安 是 /置换 
EF CG.TO B — PIR FLA, LOEO — ig € G la 
ea, MER ET) W LORGH—* 1 理想 ， 
(GG,T/€)J&—^- | EARSEXSSE ES LOS) — (e},e 


见 “ 同 余 的 


DE TIT. 


格 序 群 


是 G 的 单位 元 . d; Le) —9 0€), W OG. TO EROS 88 Ak 
Jl 置换 群 . 

肥 块 fat block) 序 置 换 群 中 的 一 个 概念 . (C， 
TO FE BRE A EGMA TR. WE F(A T 
的 包含 A 而 与 Ag 不 相交 的 最 大 凸 子 集 ,其 中 Ags 
A, AilAg|Ag>ARARK I, B. (A) 二 A, 则 称 A 
为 一 个 肥 块 . 

扩张 块 (extensive block) 一 类 特殊 的 块 . 设 
(G,T) 是 序 置 换 群 ,Al 守 AEST. 对 任意 AC 4A, 若 在 
FE A € A, fii A> AA SA), UI E A; 在 A 中 是 共 最 后 
NA ROMs A 在 4 中 是 共 最 后 的 也 是 共 起 
初 的 , 则 称 A, 在 A PHF RN. eA HCG.) 
一 个 块 ,对 任意 6€ A,6Giw 在 A 中 是 共 端 点 的 , 则 
KK A 为 一 个 扩张 块 . 

自然 块 (natural block) 一 类 特殊 的 块 . 设 A 
是 序 置换 群 (G, 了 7T) 的 一 个 块 , 若 A 是 扩张 块 或 是 肥 
块 , 则 称 A 为 自然 块 .车 (G,T) 是 可 迁 的 , 则 G 的 所 
有 块 是 目 然 的 . 

序 ( 格 序 ) 置 换 群 的 有 界 元 (bounded element of 
an ordered (lattice -oredered) permutation group) 
序 置换 群 的 一 类 元 素 . 设 (G,T) 是 序 置 换 群 ,e 关 gE 
G. 车 存在 a, BC T 使 得 a 二 supp(g) 二 8B, 其 中 

supp(g) = {a € Tlag # aj 
是 g 的 文 撑 区 间 , 则 称 g BAA BATE COT 使 
得 supp(g)<a(supp(g) >a) NR e 是 上 有 界 ( 下 
AR) E supp(g) 在 了 中 是 共 端 点 的 , 则 称 g 是 无 
5 B. 

序 ( 格 序 ) 置 换 群 的 上 有 界 元 (Cabove bounded 
element of an ordered (/-)permutation group) J 
“ 序 ( 格 序 ) 置 换 群 的 有 界 元 ”. 

Fr ( 格 序 ) 置 换 群 的 下 有 界 元 (below bounded 
element of an ordered (/-)permutation group) M 
“ 序 ( 格 序 ) 置 换 群 的 有 界 元 ” 

自然 同 余 (natural congruence) 序 置换 群 中 
的 一 类 同 余 . 设 儿 是 序 ( 格 序 ) 置 换 群 的 一 个 同 余 . 
X € Bg BUS Sr ULIS dE B EAR MWK 是 自然 的 . 设 
各 是 (C,T) 的 一 个 自然 同 余 ,A,A: Be SHR, 
右 存 在 geGc 使 Ag — A; , Nl E BRA FIR AG, 
了) 没有 非 平 几 的 自然 同 余 , 则 (G,T) 称 为 本 原 的 . 

齐 次 自然 同 余 (homogenous natural congru- 
ence) Ji“ BAAR”. 

AN UR FF OR FE) E 1& BE (primitive ordered (lat- 
tice-ordered) permutation group) Ji“ AREA”. 

El >A fa [8] RE (natural partial congruence) 在 
全 序 集 的 子 集 上 的 同 余 . 设 (G,7T) 是 序 置 换 群 ,7 
T.X € iT LEBHM—4T^S5FEXAK.TG-T'. 
«€, age hg Xt a. BC T'.gCcG. HETEM 
是 (G,T) 的 一 个 自然 块 , 则 称 E 为 一 个 自然 偏 同 
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余 . 各 人 (C,T) 是 可 迁 的 , 且 人 = 了, 则 每 个 自然 偏 同 
余 是 一 个 同 余 . 

fü(value) 一 类 特殊 的 自然 偏 同 余 对 . 设 (G， 
7 了) 是 一 个 序 置 换 群 . 若 K(G,T) 是 自然 偏 同 余 对 
(Sx CORRE HWE: 

1. €* fio Er Bl EEE, ELATETEWS IE Ox 
EIEE 的 自然 偏 同 余 Z; 

2. €* 是 齐 次 的 ; 

则 KK(G,7T') 的 元 素 称 为 值 . 

格 序 单 群 (lattice-ordered simple group) Jf 
FR RE. 单 群 在 格 序 群 范畴 中 的 推广 . RAR RE 
想 的 格 序 群 称 为 格 序 单 群 或 1 单 群 . BST E 
2 齐 次 的 , 则 4(7) 的 换 位 子 群 B(7) 是 ! 单 的 ， 

1 8& BÉC-simple group) 即 “ 格 序 单 群 ” 

l 群 的 生成 子 (generators of an /-group) Zi 
自由 /7 群 的 一 类 重要 的 集合 . 设 C 是 一 个 ! 群 , 行 下 
是 集 {xi1iE7T} 上 的 上 自由 群 ,日 7:F 一 G 是 映 上 的 / 
AA Hu o BE K EF Wl 3838, H GF/K. 称 
Gr H€ II G 的 生成 子 集 ,K 为 G 的 相关 子 群 . 

| 8f Bj AK T BE (relation subgroup of an /- 
group) W“ 群 的 生成 子 ” 


| 群 的 表示 (presentation of an /-group) SEX 


7N TE 1 RVR HES. a GERS ERT hi EI) 
和 关系 D; -—eG€J2lRJ—^F LREE.F fe (x; \1€ I} 
ELH AACR K ÆFA Col EJ ÆR 
理想 , 则 /和 群 F/K 称 为 G 的 一 个 表示 . MAT AM 
是 有 限 集 , 则 /和 群 G 称 为 有 限 相 关 的 . 

4 BR 4G OU Bf(finitely presented /-group) W 
“/ 群 的 表示 ” 

基本 元 素 (basic element) ” 格 序 群 中 的 一 种 特 
殊 元 素 . 设 C 是 格 序 群 ,esEG,e 是 G 的 单位 元 ， 
i ix€G|estrsis)dEA RU. MWR s ACH-TE 
ASTOR. A G 是 格 序 群 ,e<sEG, 则 下 列 命题 等 价 : 

1.s 是 基本 元 素 . 

2. 由 s EWR EL. TE GOE O R. 

3. s+ 是 一 个 极 小 极 子 群 . 

4. s E BI s HRA O 子 群 . 

基本 子 群 (basic subgroup) 格 序 群 的 一 种 凸 / 
子 群 . 设 S 是 :和 群 的 一 个 子 集 , 奋 9 是 C 中 两 两 不 
相交 的 基本 元 素 的 极 大 子 集 , 则 称 S BRAY. AB 
= V {st |s€ES), 则 称 B 是 G 的 基本 子 群 . 

7. 群 (7.-group) 一 类 全 序 交 换 群 . 设 S 是 一 
个 全 序 集 ,7 是 一 个 基数 ,其 中 a 二 0, 奉 对 任意 4,B 
CS,H A«B 和 |4|,1B|<<7, 存 在 xES 使 A<x 
<B, M S RA 7 R.R G 是 一 个 全 序 交 换 群 且 是 
一 个 9. WE G 为 一 个 7. SE. E 


20048 «95 
Ba 
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则 称 7. 是 可 容许 的 . E 

LU Sal e Sals LA| <h, 
则 称 7 是 正则 的 . EP. 是 一 个 可 容许 正则 基数 , 则 
基数 7. 的 0. 群 是 存在 的 . 

Te Æ Ceset) W N RE". 

可 容许 集 (admissible set) W“ FE”. 

正则 集 (regular set) 见 “7. 群 ” 

Pe AS FF BE Corder dense lattice-ordered gro- 
up) —2É RRA LT EE. G 是 格 序 群 HB LT RE. 
EIER AC H* ,存在 gEG [8 0<g<h, WE G E 
H 中 是 序 稠 的 . 

格 序 群 的 自由 积 (free product of lattice-or- 

刻画 格 序 群 范畴 的 重要 函 子 . 设 妈 
EN) 的 2 自由 积 ; 


G—— G 
H 
ls Ua (Gi) AE G. 


2.8 HEW NB :GoAj RR 4 同 态 族 , 则 
存在 惟一 / 同 态 viG—H fF B,— a» GET), BI Ay 
Ha. 

4m Pe BE AY A EH SK (free extension of a par- 
tialely ordering group) Zl m 4% FF TEE i we) BE eR 
T. uU fi—- PRR, HEU. BF 7 UD E 
2U, 且 存在 单 序 同 态 o: HF 1, (A) f FR 51 2& PE JR, 
WWF (A). OW HWA APE: 

1. (MER A a CH). 

2. KEK h, p: HK 是 一 个 序 同 态 , 奉 存在 
HE — B FF IR) AS viu CHO 
>K 使 w=B, 即 图 可 换 . y 

当 石 是 一 个 序 群 , 则 
F ¢ CHO f£ TE SAM SE 
HPFRE-*A8 ATH 
AF RPL RANMA L K 
群 的 类 . 

自由 格 序 群 的 秩 (rank of a free lattice-ordered 
group) B Bi 群 中 的 一 个 重要 概念 . 设 正 是 集合 
X LAA HRA X 的 基数 称 为 下 的 秩 , 它 与 
集合 X 的 选择 无 关 . 

自由 生成 格 (freely generated lattice) 一 类 重 
要 的 格 . 设 工 是 一 个 格 ,S 是 工 的 交 既 约 元 素 组 成 
的 子 集 . xp OL 的 每 个 元 素 是 S 的 一 个 滤 子 的 交 , 则 
称 S ERM LAME S 的 每 对 滤 子 S1,S,, 当 AS== 
AS; S, =S, Wf 元 是 由 S A HERK. A S 生 
成 格 工 , 则 下 列 命题 等 价 : 


dered groups ) 


FEO TARP (GCI) 


"UG. {a;: GiG EI Æ— 
EAI: EAS, AE RO 
HREM UG a 称 为 {Gi|; 


1. 工 是 由 S 自由 生成 的 . 
2. 工 满足 一 般 的 分 配 律 
A^ V Us, ^ MX 


和 它 的 并 - 交 的 对 偶 , 其 中 0€ AA; 是 一 个 集合 ,FF 
fe A BU A; 中 的 映射 集 , 使 <(9)E A 
3.0V(Aiai) 王 人 (OOVa) ,对 于 任意 a1,bES. 

83 O T& PRO BE (dense convex lattice -ordered 
subgroup) 一 类 特殊 的 凸 格 序 子 群 . x 多 是 一 个 
格 序 群 类 ,G 是 格 序 群 H 的 一 个 凸 LT E. EG 在 
HPtERPRMN,.AGCE WHE PCG Æ HW 
稠 凸 / 子 群 . 

格 序 群 的 分 配 根 (distributive radical of an /- 
group) 刻画 格 序 群 的 方法 之 一 . 设 G 是 格 序 群 ,G 
的 所 有 闭 素 子 群 的 交 称 为 G 的 分 配 根 , 记 为 DCG). 
ITR GEETHA DG) = {e}, e Æ 
G 的 单位 元 . 此 结论 是 伯 德 (Byrd,R) 和 劳 德 
(Lloyd,J) 于 1967 年 给 出 的 . 

伪 格 序 群 (pseudo-lattice-ordered group) Jf 
称 伪 / 群 .一 类 特殊 的 交换 格 序 群 . 设 G 是 交换 格 
Ha.b€G* di cab, A mc 委 c,0, 对 任意 正 整 数 
n, MPRA asb 是 伪 不 相交 的 ; 若 对 任意 gE€G,g= 
a 一 5b, 其 中 a.b 是 伪 不 相交 的 , 则 称 G 是 伪 格 序 群 . / 
群 是 伪 LE. 

th | 群 (pseudo /-group) 即 “ 伪 格 序 群 ” 

格 序 群 的 根 (radical of a lattice-ordered group ) 
IRER / 群 的 根 . 是 刻画 格 群 的 重要 工具 之 一 . 设 C 是 
BH. 2€C,G Rg— V (Mla 是 g 的 一 个 值 ;, 则 
R(G)=N (Rg 0# ECMA G 的 根 . 

F Bt AY FF IE & 9 Corder exact sequence of po- 
对 序 群 的 一 种 刻画 . 设 

Ora Bo ex 
是 序 群 的 短 正 合 列 , 即 a 是 单 序 映射 ,8 是 满 序 映 
St, H Ima=ker?. Z 
aA" y=e(AI IBT; BOB I=C*, 
则 序列 称 为 序 正 合 列 ;车 BY = (bE B| Bb) >0 Kb 
Ea(A7)}, 则 序列 称 为 字典 序 正 合 列 . 字典 序 正 合 
列 是 序 正 合 的 . 

序 群 的 字典 式 正 合 列 (lexicographically exact 
sequence of po-groups) 见 “ 序 群 的 序 正 合 列 ” 

Z-fütb(Z-subgroup) 一 类 特殊 的 凸 ! 子 群 . 
设 G 是 格 序 群 ,C(C) 是 G 的 凸 ! 子 群集 ,CEC(GC)， 
A gEC, Met CC MRL FRCAZL THA 
ZG) Xm REG 的 Z 子 群集 , 则 Z(G) 是 一 个 完全 的 
布 劳 威 尔格 . 

可 R F (split subgroup) 一 类 特殊 的 / 子 
Bf. 设 G 是 一 个 /1 群 ,4 是 G 的 一 个 / 子 群 . 若 对 任 
意 0 二 gEG,g 二 gi 十 g2, 其 中 g€A,H 81 ^ g»70; 


groups) 


ea 的 每 个 值 包含 4, 则 称 4 是 G 的 一 个 可 裂 子 群 . 
E AB 是 G By ALT E. AC) B 8 AV B iE G 
的 可 裂 子 群 . 
右 序 群 (right ordered group) 一 种 特殊 的 全 
序 群 . 设 (C ,所 ) 是 一 个 群 , 且 是 一 个 偏 序 集 cE 
GA ab, WW ache , fk G 为 右 偏 序 群 ; 若 偏 序 二 是 
全 序 的 , 则 G 称 为 右 序 群 . 
正则 格 序 置换 群 (regular lattice-ordered per- 
mutation group) 一 类 重要 的 格 序 置换 群 . 设 (G， 
7) 是 一 个 ! 置换 群 ,7 EAF, EES a, bET, 
存在 惟一 的 gE€EG 使 ag 王 0, 则 称 (C,7) 是 正则 的 ， 
者 (4(T),7T) 是 正则 的 , 则 ATÆ L 同 构 于 实数 群 
的 一 个 子 群 , 且 作为 序 集 ,4(7) 信 了. 
斯 蓝 木 哥 格 群 (Scrimger group) 一 种 特殊 的 
格 序 群 . E n ELRES, G =Z XZ, EX 
(Fr) CH ,5) = CF + H',n +s), 
Fp H'G)—HGD0,UW gm ISt Sn Htzet— 
r(modn), M) CG,, * 2E — "I HE. 者 定义 (fF Seo 
或 者 n0 B r=0,F 4) 50, 154 En. 则 
(G, , x) dé — PAB EE BRA E SE IN BET RE. 
B dS RH RK m = Ex 
Bod BRR dmm 


格 序 环 


格 序 环 (lattice-ordered ring) 亦 称 格 环 ,又 称 
LF. 具有 序 关 系 和 两 个 二 元 代数 运算 的 代数 系 . 设 
REA, ARERR ERIE PIS 
件 : 对 任意 zx,y,a€R， 

1. zy WM a -xxzad-y; 

2. xz20 及 yzz0 则 zy 之 0; 

则 称 R 为 偏 序 环 ; 在 关系 夺 下 是 格 的 偏 序 环 称 为 格 
FF MR. 格 环 在 (十 , 委 ) 下 是 交换 格 群 ; 偏 序 环 在 (十 ， 
委 ) 下 是 交换 侦 序 群 . 在 格 群 G 中 , 若 对 一 切 a,b€ 
G, 定 义 ab— 0, N] G 成 为 格 环 , 称 为 零 环 . 

ERK lattice ring) BP RFI”. 

lX&-ring) 即 “ 格 序 环 ” 

偏 序 环 (po-ring)” 见 “ 格 序 环 ”. 

偏 序 环 的 序 (order of a po-ring) ” 偏 序 环 的 正 
元 素 集 . R 是 偏 序 环 , 则 R^ — {rE€ERIr 宇 0) 是 R 
作为 偏 序 加 群 的 正 锥 , 称 为 R 的 序 ,又 称 为 R 的 正 
HE. R 满足 下 列 条 件 : 

1. R* --R* C R*. 

AR {VR — (0). 

3. R Rn" CR'*. 

反之 , 行 己 是 任 一 环 尺 的 子 集 , 且 P 满足 条 件 
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序 5 格 


1,2,3, 对 任意 x. yE R EX xy 当 且 仪 当 zx 一 y€ 
P, 则 了 诱导 出 R 的 一 个 序 ,使 R EMP, H 
P=R". 因此 ,一 个 偏 序 环 的 序 完 全 由 满足 上 述 条 
件 的 子 集 P 所 确定 , 称 P 是 R 的 一 个 序 . 

偏 序 环 的 正 锥 (positive cone of a po-ring) Bp 
“ 偏 序 环 的 序 ” 

和 矩阵 格 序 环 (matrix lattice-ordered ring) B 
有 格 序 结构 的 矩阵 环 . 设 M,(K) 是 序 域 K En 阶 全 
阵 环 BFE Cai Dax E bi nxne 4AM 

amb; Ge jHls2Zs%*sn)s 
则 M,(K) 是 格 环 , 称 为 矩阵 格 序 环 . 

单 格 序 环 (simple lattice-ordered ring) 一 类 
特殊 的 格 环 . 设 R 是 格 环 , 若 R 不 含 非 平 凡 的 /1 理 
AG CB 7 EANA (OM R), WE R 为 单 的 . RAR 
法 单位 元 1 的 非 零 格 环 至 少 有 一 极 大 / 理想 M ,使 
R/M 是 单 格 序 环 . 

格 序 环 的 1 理想 (i-ideal of a lattice-ordered 
rng) ” 亦 称 格 序 环 的 / J. 环 的 理想 在 格 序 环 中 的 
推广 , 格 环 的 重要 概念 之 一 . WJ 是 格 环 R 的 环 理 
AB ER € Jt RS Blelsizcl EJ, MER 
J A R 的 /理想 . 

T& FF XA BS L.X] G-1deal of a lattice-ordered ring) 
即 “ 格 序 环 的 2 理想 ”. | 

T& FF. XA AS SE HR (prime radical of a lattice-or- 
dered ring) 一 类 特殊 : 理想 的 交集 . 设 己 是 格 环 
R 的 /理想 , 且 P 关 R, 对 R 的 任意 两 个 /理想 了 T,J， 
奇 1JCP 有 I1CP 或 JCP, 则 称 P 为 R 的 素 / 理想 
《 素 / 幻 ). 与 环 论 中 类 似 ,可 定义 半 素 /理想 、 半 素 / 
FRE ! 环 等 概念 . 格 环 R 的 一 切 素 ! 理想 的 交集 称 
为 R 的 素 根 , 亦 称 P 根 . 格 环 R 的 素 根 等 于 R 的 一 
TER: 理想 的 交集 . 

素 /理想 (prime l-ideal) ” 见 “ 格 序 环 的 素 根 ”. 

素 1 幻 (prime l-ideal) ” 见 “ 格 序 环 的 素 根 ”. 

Æ$ I FEA (semiprime l-ideal) JL “te RR 
RAR”. 

R l rime bring) UW“ FE FERRI AR”. 

PRCGP-radicaD BI“ RHA RR”. 

AFIRI L HR CGL-radical of a lattice-ordered 
rng) ” 环 中 根 概念 在 格 环 中 的 推广 . 设 R 是 格 环 ， 
R 中 所 有 极 大 真 / 理想 M, 的 交集 门 M, HOS R ML 
IR. R/ MX 是 单 格 序 环 的 次 直 积 ， 

格 序 环 的 !/ 根 (l-radical of a lattice-ordered 
ring) XER. HH. i REMH, ENER 
中 所 有 满足 下 列 条 件 的 元 素 a 的 集合 :对 某 个 正 整 
数 2 一 na) 以 及 一 切 Lis Lis ase Rs 

zo [a |zila |xi***z, |a | x, 0, 
则 N Æ RKE, KA RK AR. RALE R 
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Wit Awe ! 理想 的 并 . RO AIG Sl 理想 的 并 
PRI R ELAR. BAW ROR REAR AX 
(Birkhoff, G. D. ) 5 Æ 2R Ef (Peirce, C. S. ) F 1956 
年 提出 的 . 

格 序 环 的 上 i TR Cupper l-radical of a lattice-or- 
见 “ 格 序 环 的 2 根 ” 

l 表示 (L-representation) ”刻画 格 环 的 重要 工 
A. E G 是 满足 加 法 交换 的 偏 序 群 ,E(G) 表 示 G 的 
群 自 同 态 环 ,9E€ EC(G), 定 义 020 HA AG") 
SCG, 则 ECG) 成 为 偏 序 环 , 称 为 G 的 群 自 同 态 偏 序 
XB. 格 环 R 到 某 个 交换 格 群 G 的 群 自 同 态 偏 序 环 
EC(G) 的 /1 同 态 ( 即 保持 十 ,。，, 人 ,V 运算 ) 称 为 R 的 
二 个 天 表示: 

自 同 态 偏 序 环 (po-ring of endomorphisms ) 
W“ RI”. 

p 表示 (p-representation) ”特殊 的 / RAR. ix 
R EMME .0:a—0,(0,:x— xa) FE R 到 自 同 态 偏 序 
H ESER: +) HARA, S a€CR HH OCB IS 
E* R a ERYN) OLEE), WHOA RY p 表示. 若 
0:00, ZRH Ha ERHAN LEE, MRA 
Pp 表示 0 称 为 忠实 的 . 表示 是 :表示 , 当 且 仅 当 
Oiyo = 0, V 05,0, 4,—0, AG. 

忠实 的 p 表示 (faithful p-representation) 见 
“p 表示 ”. 

阿 基 米 德 格 序 环 (Archimedean lattice-ordered 
rng) ”一 类 重要 的 格 环 . LR YS Cl FE ROLL 作为 格 
群 ( 偏 序 群 ) 是 阿 基 米 德 的 , 则 称 Ly Bal SEK GB AR E 
环 ( 偏 序 环 ) ,简称 阿 氏 格 环 ( 偏 序 环 ). 

阿 氏 格 环 (Archimedean lattice-ordered ring) 

即 “ 阿 基 米 德 格 序 环 ” 

分 配 格 序 环 (distributive lattice ordered ring ) 
IREK d 环 , 一 类 满足 乘法 对 交 、 并 的 分 配 律 的 格 环 . 
WR EBM. AMER co. yER,|zyl=leilyl. w 
Wk R 为 分 配 格 序 环 . R 为 分 配 格 序 环 的 充分 必要 条 
EN T(E a,b,cE R,a0.8 alhbVc)=abV ac 
HG Voa-—baNca. f HE dH. 

d Xk(d-ring) ” 即 “ 分 配 格 序 环 ”. 

正则 格 序 环 (regular lattice-ordered ring) 一 
类 重要 的 格 环 . 设 R EMH. AH R 的 正则 表示 
是 /表示 , 则 称 R 为 正则 格 序 环 . 格 序 环 R 是 正则 
格 序 环 , 当 生 仅 当 车 a A5==0, 则 06,A6,—0, HO 
是 正则 表示 . 任意 序 域 K 上 的 矩阵 格 序 环 M,(K) 
以 及 了 了 环 都 是 正则 格 序 环 . 

平方 阿 基 米 德 环 (square-Archimedean ring) 
一 类 特殊 的 格 环 . 若 格 环 R 满足 下 列 条 件 : 对 任意 
给 定 的 x 宇 0,y 宇 0, 存 在 正 整 数 n 二 n(x,y), 使 得 

zy 十 yzX 夺 n(x ty), 
则 称 R 为 平方 阿 基 米 德 环 ,简称 平方 阿 氏 环 .平方 


dered ring) 


阿 基 米 德 环 的 素 根 ./ 根 、 上 / 根 一 致 . 

平方 阿 氏 环 (square-Archimedean ring) BẸ 
“平方 阿 基 米 德 环 ”. 

备 格 序 环 (complete lattice-ordered ring) — 
类 重要 的 格 环 . HID R 作为 交换 格 群 是 备 (o 备 ) 
格 群 , 则 称 R 为 备 (o 备 ) 格 序 环 . 备 格 环 和 o 备 格 环 
的 理论 在 算 子 理论 中 有 应 用 . 

o 备 格 序 环 (o-complete lattice-ordered ring) 
见 “ 备 格 序 环 ”. 

f 环 (f-ring) 亦 称 少数 环 .一 类 可 用 方程 式 定 
义 的 重要 格 环 , 具 有 比 正则 性 更 强 的 特征 性 质 . 设 R 
ERY. A R 满足 下 列 条 件 :对 任意 4a,6,cER, 由 a 
Ab-—0RH c2018 caAb-—0(Cac Ab=0), WRK RW 
EDS H. ERBE SA X GRO S m, UER 
为 f 环 . 全 序 环 是 f 环 . 格 环 R 是 f 环 ,当日 仪 当 R 
是 全 序 环 的 次 直 积 . 阿 氏 f 环 是 交换 的 .结合 的 格 
ES 


R= ([7 a min € Z| 
0 0 , 9 
ee 
0 0 
N) R 对 通常 的 运算 是 一 个 格 环 . x 
mi ni Mo m; 
im md [Mla 
0 0 0 0 
可 设 2; —0-mis18d 
PE 
| n 
» ER ' 
则 


0 0 0 0 
P 
从 而 尺 是 一 个 左 f 环 .|。 ERY 


HS allo ol lM (0 o 


-(" ba a “| =|, m; À n 


> 0, 


10 0 0 0. 0 0 
因此 R 不 是 一 个 f 环 . 
格 序 环 的 函数 环 (functional ring in a lattice- 
ordered ring) B^ f HR”. 
左 ( 右 )f 环 (left (right) f-ring) W^ f X8". 
格 序 环 的 f 理想 (f-ideal of a lattice-ordered 
rng) ” 亦 称 格 序 环 的 S Z]. 研究 格 环 的 根 的 工具 . 


格 m 环 


设 I 是 格 环 R 的 /理想 , 硅 R/T 是 f 环 , 则 称 T 是 R 
的 了 理想 . 

格 序 环 的 f 幻 ( f-ideal of a lattice-ordered 
ring) BI FIK f 理想”. 

超 单位 (superunit) 格 环 中 的 一 种 特殊 元 素 . 
可 用 它 来 研究 某 些 了 上 环 . 设 e 是 格 环 RO 的 元 素 , 若 
对 每 个 r€ R' ,ex 之 x 及 repr Whe 为 R 的 超 单 
位 . 

超 模 极 大 i 理想 (super modular maximal /-ide- 
al) IREKIRIK Z. f 环 的 一 类 特殊 的 极 大 / 
理想 . 设 M 是 f 环 4 的 极 大 /理想 , 奇 4/M 有 一 个 
超 单位 , 则 称 MA 4 的 超 模 极 大 / 理想 .f 环 4 的 
超 模 极 大 / 理想 全 体 在 包 核 拓扑 下 形成 一 个 局 部 紧 
Zx Hr X (Hausdorff, F.) Z B] uA). 2; Ff 3 A BS 
所 有 超 模 极 大 / 理想 的 交 是 零 , 则 称 4 为 超 模 半 单 
的 或 * 半 单 的 . 

HIRIRA I KX) (super modular maximal /-ideal) 
即 “ 超 模 极 大 ! 理想 ”. 

超 模 半 单 f ER (super modular semisimple f- 
ring) IERRA HR”. 

ILF f (almost fring) 具有 某 些 特殊 性 质 
的 格 环 . 者 结合 格 环 R, 即 作为 环 是 结合 环 , 满 足 :a 
A b-—0.7H ab 二 0, 则 称 R 为 几乎 f 环 .具有 正 单位 
元 1 的 结合 格 环 R 是 几乎 了 环 , 当 且 仅 当 1 是 弱 单 
位 . f 环 是 几乎 f 环 ;但 几乎 SHADE SHR. AG 
JEZE RA TULBJLSE f HE SH ILE f 环 的 每 一 个 
元 素 的 平方 都 为 正 的 . 

D 整 环 (D-domain) 一 类 具有 序 结构 的 整 环 . 
设 R 是 一 个 没有 段 因子 的 交换 格 环 , 奉 满足 下 述 条 
件 : 

I. R 的 特殊 元 素 的 集合 S 是 非 空 的 ; 

2. Fl S 的 元 左 乘 、 右 乘 的 乘法 是 格 同 态 ; 

则 称 RADBER. A RERRREH MRED B 
X^ BJ 75 4r BE RES, = {(OASE R | FA s 做 乘法 
是 格 同 态 } 是 非 空 的 且 S=S,. 特别 地 ,了 BH PH 
特殊 元 素 构成 一 个 乘法 闭 子 集 . 

(* x ) 环 ((* * )-ring) 一 类 特殊 的 偏 序 环 . 
设 R 是 一 个 偏 序 环 , 若 R 满足 性 质 ( x x ):0 志 Xz 三 
y Arye yR”, MPR RAC * x ) 环 .交换 偏 序 环 、 右 
凸 f 环 是 (x * ) 环 . 

凸 格 序 环 (convex lattice-ordered ring) 一 类 
重要 的 格 环 . 每 个 右 理 想 是 一 个 凸 ! 子 群 的 格 环 , 称 
Ah d FER. 正则 f 环 和 左 内 射 SHEA ON. 
类 似 地 有 左 凸 格 环 的 定义 .一 个 既是 右 凸 又 是 左 凸 
的 格 环 , 称 为 凸 格 序 环 . 

A St f 环 (injective f-ring) 一 类 特殊 的 了 
环 . X R 是 环 , 若 rrR(Rk) 是 一 个 内 射 R 模 , 则 称 R 
为 左 ( 右 ) 内 射 环 . 若 f 环 R 是 内 射 的 , 则 称 R 为 内 
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B] f 环 . 设 R 是 一 个 f 环 , 若 R! 中 的 任意 两 两 不 相 
交 的 元 素 集 都 有 最 小 的 上 界 , 则 称 R 为 侧 完备 的 . 
正则 地 环 是 内 射 的 当 且 仅 当 它 是 侧 完 备 的 . 

左 内 射 环 (left injective ring) 见 “ 内 射 卫 环 ” 

右 内 射 环 (right injective ring) 见 “ 内 射 f£ 
Hr”. 

w 5E & f i Claterally complete f-ring) JW 
“TA f HR”. 

f M BS; fE Æ Chereditary classes of f-ring) 

f 环 的 一 个 重要 概念 . 指 对 7/ 理想 封闭 的 fH. dX 
€ 是 一 个 f 环 类 , 蔡 对 任意 环 R 属于 它 ,R 的 同 态 
像 也 属于 宪 , 则 6 称 为 同 态 封闭 类 . AMES RB 
的 . 

[s] AS $3 05] 26$ (homomorphism closed class) J 
“了 了 环 的 遗传 类 ” | 

f FRAY RE (radical class of f-rings) f M2 
HERT. dk V 是 卫 环 类 安 的 一 个 子 类 ,看 
c —(R€*|RI&AadE LE m T Z), M 
S PABBA. GS 是 了 环 类 宝 的 一 个 非 空 
类 , 且 满 足 : 

1.. 是 同 态 财 的 ; 

2. R& A ,R 有 非 零 的 同 态 像 属 于 SS ; | 
则 多 称 为 一 个 根 类 .大 多 AEG PRAA, 
CHET SA REE ME EU RA OB 
AAS CR): 

1. (ROERE SF 中 的 最 大 的 7 理想. 

2. F (RÈ R 的 最 小 的 /理想 ,使 R/S (RO IRR 
ELF. 

| 理想 A (RO RR F R. 

半 单 类 (semisimple class) ” 见 “f 环 的 根 类 ”. 

F RCF -radical) 见 “f 环 的 遗传 类 ”. 

格 序 代 数 (lattice-ordered algebra) 具有 格 序 
结构 的 代数 . i F 是 可 换 偏 序 环 ,R RHR E 
上 的 代数 , 且 是 Kf 上 的 了 模 , 则 称 R 为 上 的 格 
FARR. R REE EA Inf FEX PE AY AB R, 
BA7EECPH-TREA MAY (RO Æ R 的 子 代 
RX. 

特殊 子 类 (special subclass) 格 环 类 的 一 个 子 
类 . 设 U 是 格 环 类 SE BJ— 3S ORC NC BO 
(ELS SE MEE 

1. U 中 的 每 个 格 环 是 ! 素 的 . 

2. U 是 遗传 的 . 

LE AC V ,R€ €,H A Té R f BH, 
R/A EX, HP A' —-LCODÍ(r CA). 

Bt m 朱 作 桐 高 co Xu 
T A FKE RE 
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ta PR #2 (partially ordered module) 简称 po 
Bi. 具有 序 结构 的 模 . REAR ALON R 
是 R 的 序 ( 或 正 锥 ),M 是 一 个 左 R 模 ,PCM, 若 

Pot Pe eR” Poe Pel øP SA 
则 称 己 是 M 的 一 个 序 . 若 M 中 存在 序 己 , 则 称 M 
是 一 个 偏 序 模 . AM 的 序 P 是 全 序 的 , 即 M—PU 
一 P, 则 称 M 是 全 序 模 . 对 于 右 R 模 也 有 类 似 的 定 
pam 

(FF #2 BY FR Corder of an po-module) 
Bi. 

£ FF dS (totally ordered module ) 
gi. 

M x $ Gsolated module) 一 类 重要 的 偏 序 
模 . M 是 偏 序 环 R 上 的 偏 序 模 ,P 是 M 的 序 . 对 
任意 AC R,AI0, 4 AEP, x€ P, P FS M 
上 的 一 个 孤立 序 , 相 应 地 称 M 为 孤立 模 . 全 序 FE 
M 是 孤立 的 当 且 仅 当 M EXPO. 

孤立 序 (isolated order) J“ Jr I”. 

RE Fr ta Clattice-ordered module) ” 亦 称 7 RA. 简 
称 格 模 . 有 序 代数 系 的 研究 对 象 . 设 R 是 一 个 格 环 ， 
大 M&GMOd&— o8 GEO B. M 是 一 个 格 群 , 使 得 

Mt Rt (R*M*)CM*, 
其 中 M 与 R' 分 别 是 格 群 M 与 格 环 R 的 正 锥 , 则 
M 称 为 R 的 右 ( 左 ) 格 序 模 . 

格 模 (lattice-ordered module)” 即 “ 格 序 模 ”. 

右 格 序 模 (right lattice-ordered module) Jil 
“ 格 序 模 ”. 

左 格 序 模 (left lattice-ordered module? 
me. 

l$&(-module) BEP R RRR”. 

184%¢FC-annihilator) 模 的 零 化 子 概念 的 一 
种 应 用 . 设 M 是 格 环 R EKARI, A 是 M 的 一 个 
非 空 子 集 . 若 r1(4)==(xERIla||ix|==0, 对 任意 的 
a€ 4}), 则 称 x,(4) 为 A IU LAE ET. EM BEB 
模 , 则 类 似 地 可 定义 4 的 左 / 零 化 子 14(4). 一 个 既 
BALA RBA LEFT nC ARAL St 
f.n CA RWG LBS, HEUSE rA) = (€ 
Riax= 二 0, 对 所 有 的 a€ 4} 中 的 最 大 凸 LT HESS 4 
是 M 的 格子 模 , 则 x,(4) 是 R BITE. 

Aol Z F (right l-annihilator) 
pe 

A l BF (eft l-annihilator) W“ RAET”. 

Pil (convex [-submodule) 一 类 重要 的 
子 模 . 设 Mx 是 环 R 上 的 格 模 ,N 是 M 的 R 子 模 . 
E N Æ MBG? TE, MIN 为 MM HAL TR. A 


见 “ 偏 序 


Th Ais FF 


见 “ 格 


w“ 零 化 


M/N 是 全 序 的 , 则 N 称 为 M BITE R=Z， 
则 这 些 定义 与 格 群 的 相应 定义 一 致 . 对 于 kM 亦 有 
ASA BE X. 
素 子 模 (prime submodule) W“ 1 PH”. 
^Y Bi f& HE (distributive lattice-ordered module) 
一 类 重要 的 格 模 . 设 Mx TERR AER rye 
M,r€R' 有: 
l. (TV wWr=arV yr; 
2.(zA y)r=ar A yr; 
则 称 Ma 为 分 配 格 模 . 即 对 于 ”ER 的 乘法 是 M 的 
格 同 态 . 对 于 格 模 rM 也 有 类 似 的 定义 .因为 对 于 > 
ER 的 乘法 是 M 的 群 同 态 , 且 对 于 任意 a 6€ M, 
有 
—(aVb)=—a —b, —(aAb)-—aVM —b, 
所 以 上 述 定义 中 可 将 条 件 1,2 之 一 省 去 , 即 , 只 要 求 
MHF reR "的 乘法 是 M 的 并 同 态 (或 交 同 态 ), 就 等 
价 于 要 求 这 个 乘法 是 格 同 态 . 
f 模 (f-module) 一 类 重要 的 格 模 . 设 Mr 是 
偏 序 环 ( 格 环 )R 上 的 格 模 . 对 任意 ER abc 
M* ,XiaAb—0,H ar Ab—0, W) MPAA SER. X} 
Zr R REA 2S ABE X. 例如 ， 
l. 交换 格 群 是 全 序 环 Q EKW fo. 
2. 任意 一 个 向 量 格 是 f 模 . 
J. fs 


R= | | [mn e z]. 
0 


n 
定义 


Rr= ||” 


0 
| mn ez]. 
n 0 


则 R 是 格 序 环 . A M=R, N) M 是 RR 上 的 格 模 . 


lo ob^ lo. ael, ol ER 
由 于 


1 0 ] 0 0 0 0 0 
| A ) ^U LIP j^ 
因此 ,arM 不 是 f 模 . aM BABIN AH R 
上 的 格 模 , 则 下 列 命题 等 价 : 
1.M 是 了 f 模 . 
2. 对 任意 x, y€ M,OxACR, 
ACz V y) Ax V Ay, Alz A y) Àx A Ay. 
3. M 是 全 序 模 的 次 直 积 . 
4. M 的 每 个 极 小 素 子 群 是 一 个 子 模 . 
Af 模 (right f-module) 见 “f 模 ”. 
左 f 模 (left f-module) 见 “f 模 ”. 
无 挠 f SÉ (torsion-free f-module) f # BF 
类 ， W:M 是 -TE AMZz 一 0, 有 A=0 或 Z 一 0, 其 中 A 
ER,zEM, 则 称 MARE f 模 . ER 是 全 序 环 , 则 
每 个 无 挠 f 模 是 无 措 全 序 模 的 次 直 积 ;一 个 SRE 


格 模 


无 挠 的 充分 必要 条 件 是 , 它 为 孤立 模 . AM 是 全 序 
I R ERTH RE, MHES EM, Rr Æ MK 
一 个 序 ， 

Ba ef (self splitting f-module) 一 类 特 
殊 的 了 模 . 设 M E Sf TR. AT HE RP XT Gumi E 
MXM, FE nE M, 878 n Am, = (mt —n)t=(n, 
一 2)”Az2 一 0, 其 中 “十 ?一 ?分别 表 示 元 素 的 正 部 
与 负 部 , 则 称 SRM 是 自 可 裂 的 .车 M 是 全 序 模 ， 
(mom) € MX M,id 

EL V m; (m, 20), 
Te (m, « 0), 
“4m, 20.48 nm =nA 0=0,0K5(mi —n)* <M 
—n)* —0 fll OS (m, —n)* An<(n—n)t An—0;?4 
m <0, nAm,—0 A m, —0, Ont —n)* mj —0 
fl Gn; n)! An=m? 入 0 二 0, 则 M 是 自 可 裂 了 5. 

自由 f 模 (free f-module) 一 类 重要 的 S. 
与 自由 模具 有 相似 泛 性 质 的 f 模 类 . 设 R 是 有 单位 
元 的 左 f 环 ,M ÆR EARP 为 SRA: 

1. 存在 O 单 同 态 g:M-—F; 

2.34 K Æ f, p:M>K REO fl 
则 存在 惟一 的 / 同 态 y :F 一 KK, 使 得 yy 二 9, 即 图 1 
是 可 换 的 ,此 时 称 f 模 下 为 M 上 的 自由 f 模 ,其 中 
O( 单 ) 同 态 即 为 保 序 的 ( 单 ) 模 同 态 , 同 态 表示 既 为 
格 同 态 又 为 模 同 态 . 类 似 于 自由 格 群 . 设 R 是 有 单 
位 元 的 左 SAXERS FON ÁN VER 

1. 存在 内 射 v: X>F; 

2.4 K d&—^ fpi XK 是 一 个 映射 ; 

则 存在 惟一 的 / 同 态 yg :Ff 一 KK, 使 vd = 二 9, 即 图 2 是 


y y 
F X 


Hx aly 
y 
K 


图 1 图 2 

可 换 的 ,此 时 称 f EX ER A SR. MEK 
目 由 了 了 模 若 存在 , 则 是 惟一 的 , 且 任 意 集合 X 上 的 
日 由 f 模 是 存在 的 . 对 于 右 了 环 地 有 类 似 的 结果 ， 

投射 卫 模 (人 (projective /-module) BARRA 
构 的 投射 模 . 设 PP 是 有 单位 元 的 左 SAENA 7 
模 . BAe SERMON LAY: MON ALAS 
9; PN fete LAS ¢ :P>M, 813 doo. BITES 
是 可 换 的 , 则 称 PAK 


M 


射 了 模 ,其 中 的 满 ! 同 态 /7 
ERERMEGMD= "Z | 

N+. 对 于 投射 了 模 有 类 1» M : 
似 于 模 论 的 下 列 结果 : 7 


1. 每 个 集 S 上 的 自由 f 模 是 投射 的 . 
39] 


2. f 模 的 直 和 是 投射 的 充分 必要 条 件 为 每 个 直 
和 项 是 投射 f. 

3. 每 个 f 模 是 自由 BEB LBS. 

LUE SR G-retract).— HZ 同 态 诱导 出 的 概念 . 设 
M,N 是 SRG LWA 0: MN Hb Y.N—M, 
使 得 oY — ly, WI ER NAM 的 一 个 /收缩 ,其 中 1w 
表示 N BWES EAS. f 模 是 投射 的 充分 必要 条 件 
是 , 它 为 自由 f 模 的 一 个 收缩 . 

Wel 内 射 卫 模 ( 愉 。-L-injective f-module) 投 
Bt 了 模 的 对 侦 概 念 . KR 是 左 f 环 , 3, 是 一 个 无 限 
BMI ER 上 的 了 
模 . BAER EW fo 


Y 
i MHNHEHIMI, 
IN| < No Ml fA az " a 
J:M>N KLE og: 7 


AM 一 了 ,存在 2 同 态 g: 
NI. $E $f —o. DA PRAT WU ER I ASIA 
5p f m. 

D,tf&(D,-module) 一 类 特殊 的 格 模 . 设 G 是 
格 群 ,a 是 G 的 自 同 态 . 对 任意 zx,yEG, 若 由 x 人 yy 
—0 可 得 xa ^ y —0, lll fk a 是 G 的 一 个 p ARS. 
设 DD 是 有 向 偏 序 环 ,车 G 是 可 换 格 群 又 是 吃 模 ,是 
对 任意 dE D' (D HEH) R gE€G, 映 射 g 一 gd 是 
G 的 一 个 p 目 同 态 , 则 称 G 为 Dr 模 . 例如 ,每 个 交 
换 格 群 关于 整数 环 Z 就 是 一 个 Dr E. 

p BilszxCp-endomorphism) J“ D, fs". 

& PRB f # Cfinitely valued f-module) 有 限 
值 格 序 群 的 概念 在 f 模 中 的 推广 . 设 Ma Æ ROA 
LEM, ÆN iE M 中 不 包含 z 的 凸 ! 子 模 集 中 的 极 
大 元 素 , 则 称 N OS x BRE. ON Ex TEM PR 
惟一 的 RR 值 , 则 称 入 是 R 特殊 的 . p Ma 的 每 个 元 
ARAARA RE, MEM 为 有 限 值 f 模 . 


JUR HJ R (A (R-value of an element) ” 见 “ 有 限 
{El f 模 ”. 

JU X BJ R 特殊 值 (R-special value) 见 “ 有 限 
值 f 模 ”. 


矢量 格 (vector lattice) — ZR Er m] EK. AA f 
FRAN KSSH KE 是 实数 域 上 的 矢量 空间 ， 
若 作为 加 群 (是 可 换 的 ) 是 偏 序 群 , 且 对 任意 x€ 
,AER( 实 数 域 ), 当 xz 宇 0,4 宇 0 时 ,有 Aro, MEK 
E 为 偏 序 矢量 空间 ( 亦 称 部 分 序 矢 量 空间 ); 若 偏 序 
RES ERS WEE JRE; ARE E 是 
fr Co 备 格 ), 则 称 五 为 备 (c 备 ) 矢 量 格 . 

[a] MRE (vector lattice) BREM”. 

偏 序 矢量 空间 (partially ordered-vecter space) 
DU" KBAR”. 

fi KBR (complete vector lattice) 
i. 
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c XBR (o-complete vector lattice) “HK 
量 格 ” 

向 量 格 的 素 理 想 (prime ideal of a vector lat- 
tice)” 亦 称 向 量 格 的 素 幻 . 向 量 格 中 一 类 重要 的 于 
空间 . 设 了 是 向 量 格 Y 的 子 空间 , 若 对 |x| 志 |yl 及 yy 
ET, 有 zxET, 则 了 称 为 V 的 理想 . 若 IT 是 向 量 格 V 
No Ba cA yCIÉB LEI yE, W) TRAV 
的 素 理 想 . PI EEH V 的 理想 , 则 V/V/I 是 一 个 
向 量 格 . 若 P 是 向 量 格 V 的 理想 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

1. P 是 素 理 想 . 

2. B rhy=0, M rErP K yEr. 

3. 商 向 量 格 Y/P 是 全 序 的 . 

4. xy I(1JC P, APIA AV 的 理想 , 则 了 
STP 

向 量 格 的 素 幻 (prime ideal of a vector lattice) 
即 “ 向 量 格 的 素 理想 ”. 

阿 基 米 德 向 量 格 (Archimedean vector lattice) 
一 类 重要 的 回 量 格 . p In] EOS V 作为 格 群 是 阿 基 米 
德 格 群 , 则 称 V 是 阿 基 米 德 向 量 格 . 

WE 35 [5 ETE (normed vector lattice) 具有 格 序 
结构 的 赋 范 空间 . 设 G 同时 是 赋 范 格 群 和 向 量 格 ， 
MER RM AcE F | Ar || =à] lz. Uc 
TK AC Eb. A C 是 巴 拿 赫 空间 同时 又 是 一 个 
赋 范 向 量 格 , 则 CRABS MR. 设 G 是 一 个 巴 拿 
WEE UE EAYZOSB xd yl —dxl4dd4vyl a 
BK C 为 7 空间. 

ES ms (Banach lattice) Jl“ RA yis [n] wy”. 

l 空间 CL-space)” 见 “ 赋 范 向 量 格 ”. 

正 理 想 (positive ideal) 亦 称 正 约 . 研究 向 量 
格 的 重要 概念 . 设 Y 是 向 量 格 ,kK 是 正 锥 BET 
ATRE KX V 的 加 法 与 对 非 负 纯 量 的 乘法 是 封 
Alin. AA 0 委 z 委 >yE 开 ,有 >zE 天 , 则 天 称 为 了 的 
TE BEAR. 对 V 的 任意 理想 1, 映射 II 人 V+ 是 V 的 
理想 集 到 正 理 想 集 之 间 的 一 一 映射 . 设 K-K 表示 天 
TEIG BR ET P BS. XS K-K 是 V 的 素 理 想 , 则 KK 称 
为 素 正 理想 . 

正 幻 (positive ideal) 即 “ 正 理想 ” 

素 正 理想 (prime positive ideal) 见 “ 正 理想 ” 

r PRK f&QD-ordered K-module) 序 模 概念 的 
推广 . 设 M 是 全 序 交 换 群 ,K 是 环 , 且 M 是 天 模 . 
BOCK ,ATM*CM WM RAT HK 模 . 若 MM 
是 全 序 环 K EKETE, W MÆ K'E KI. A 
如 , 设 4 是 一 个 交换 全 序 群 ,人 是 4 的 序 自 同 态 集 ， 
KK 是 由 三 生 成 的 A 的 自 同 态 环 , 则 4 是 一 个 卫 序 
K 模 . 

Df (convex f-module) 一 类 特殊 的 f fs. 
UAM 是 偏 序 环 R 上 的 SER M 的 每 个 子 模 都 是 
Py ZH. MPRA SR. A RET f A,R 


ED fR, I R 称 为 左 凸 f 环 . f 环 中 的 每 个 理想 
EAD / 子 群 ,但 未 必 是 左 凸 的 ;同样 左上 号 f 环 也 未 
DIA. 
Ar f (eft convex f-ring) W“ f£ Bi". 
S fa 朱 作 桐 高 F XGA 
T 阅 MRR RSH 
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XX B 代数 (BCK-algebra and BCI-algebra or 
Two-B-algebras) BCK 代数 与 BCI 代数 的 简称 . 
它 是 序 代 数 中 一 门 新 兴 的 有 广泛 应 用 的 分 支 学 科 . 
1966 年 ,日 本 数学 家 井 关 清 志 (Iseki,K. ) 等 人 提出 
BCK 代数 ,同年 井 关 清 志 又 得 出 BCI 代数 . 任何 
BCK 代数 都 是 BCI 代数 , 且 存 在 不 是 BCK 代数 的 
BCI 代数 . 双 B 代数 来 源 于 集合 论 与 命题 演算 . ER 
合 论 中 ,对 于 知 集 , 若 同 时 考虑 集 的 并 、 交 、 差 三 种 运 
算 , 则 它 是 一 个 布尔 代数 ; 寿 仪 考虑 集 的 并 与 交 两 种 
运算 时 , 则 它 是 一 个 分 配 格 ; 当 仅 考虑 集 的 差 运 算 
时 ,这 就 产生 了 BCK 代数 的 概念 . BCK 代数 与 BCI 
代数 虽然 都 在 同一 年 被 提出 ,但 是 ,1980 年 以 前 仅 
对 BCK 代数 进行 研究 ,1980 年 后 才 开 始 研究 BCI 
代数 ,中 国学 者 也 开始 对 双 B. 代数 进行 研究 . 

BCK 代数 的 研究 包括 :可 换 BCK 代数 、 有 界 
BCK 代数 .关联 与 正 关 联 BCK 代数 .模糊 BCK 代 
数 等 理论 . 而 BCI 代数 的 研究 有 :结合 BCI 代数 、 优 
BCI 4&3X , i8 & BCI 代数 、 理 想 BCI 代数 、 自 由 BCIZ 
代数 等 理论 . 并且 ,还 有 根性 、 半 单 性 等 双 B 代数 结 
构 理 论 的 研究 . 双 B 代数 与 格 论 、 半 和 群 . 格 序 群 等 理 
论 有 天 然 的 联系 .许多 学 者 利用 群 论 、. 环 论 .范畴 论 、 
拓扑 学 .逻辑 学 等 学 科 的 思想 方法 来 研究 双 了 代 
数 . 而 双 了 代数 的 理论 又 在 集合 论 .数理 逻辑 .数论 
等 许多 学 科 有 广泛 的 应 用 . 

BCK 代数 (BCK-algebra) 一 种 有 序 代 数 系 
Zt. 它 是 从 逻辑 列 售 规律 中 抽象 出 来 的 , 带 有 稍 元 和 
一 个 二 元 运算 . 代数 结构 (XX; S0 EV zyzE 
X ,满足 : 

l. (Xxx y) * Cr*z)) * (z* y)—0; 

2. Tx y—yx*zrx—0-r—»y; 

3.x * (0 * y)=T; 

M ERX; * ,00 2g BCK RA zr fE BCK 代数 中 定 
X: 

rIX.yOxx*y-0, 
Wu OX OE A 0 为 最 小 元 的 偏 序 集 . 运算 x 与 通常 
的 减法 有 类 似 的 性 质 , 例 如 : 


TXx0= 2x; (r*y)*z—(rx*z)x*»y; 


双 B 代 数 


ry MY r*zzly*z.moymf*. 

BCI 代数 (BCI-algebra) 一 种 较 BCK 代数 广 
沁 的 代数 结构 . AS MOX; * 00,25 V ry CA 
Wi AE 

1l. CCr* y) * (x *z)) * (* y) =0; 

2. x *Ü0-—zi; 

3.Tx y—yx* r—0 “>” r= y; 

WY gk OX; * OF BCI 代数 . ALE BCI 代数 中 定义 :x 
my Ə x* y-0.Jil BCI 代数 是 以 0 元 为 极 小 元 的 
偏 序 集 , 亦 有 与 通常 减法 相 类 似 的 性 质 . 

p :E 3 BCI 代数 (p-semisimple BCI-algebra) 
一 类 重要 的 BCT OC. 4 X HE BCI 代数, 则 分 别称 
P(X)={r€X |0 * r=0} 

5 

Q(X)={rEXIOx (0x x)—zx) 

^ X 的 BCK 部 分 与 p 半 单 部 分 . P(X) 是 XX 的 子 
代数 又 是 X 的 理想 .Q(X) 是 XX 的 子 代 数 , 未 必 是 理 
想 . 大 Q(X) 是 X 的 理想 , 则 X==P(X) 外 p(X). 若 
Q(X) =X, WI ER X A p 半音 BCI 代数 .XX 是 BCK 
代数 当 且 仅 当 Q(X)=={0}. (X; ,00 E& p 2E BCI 
代数 当 且 仅 当 XX ii nf DA ZR REB EESTI OX ; — 0). 

BCI 代数 的 BCK 部 分 (BCK-part of BCI-alge- 
bra) JL" p “FA BCI 代数 ” 

BCI 代数 的 p + BBS (p-semisimple part of 
BCl-algebra) Wh“ p 半音 BCI 代数 ” 

结合 BCI  ® (associative BCl-algebra) 一 
类 重要 的 BCI 代数 . 它 是 关于 运算 x 满足 结合 律 的 
BCI 代数 . E OX; * ,0) 是 BCI 代数 ,VY x,y,zEX， 
fi(c*y) xxz 二 TX 《yxz) 成 立 , 则 称 X 为 结合 BCI 
代数 . (X 5 * ,0) 是 结合 的 当 且 仅 当 《(X; * ,0) 是 一 
个 对 合群 . 

优 BCI 代数 (well BCI-algebra) 一 类 重要 的 
BCI 代数 . 它 是 所 有 理想 均 为 子 代 数 的 BCI 代数 .在 
BCI 代数 中 , 子 代 数 与 理想 是 两 个 无 关 的 概念 . BE 
的 所 有 理想 均 为 子 代 数 , 则 称 之 为 优 BCI 代数 . 任 
何 有 限 BCT 代数 均 是 优 的 , 任 一 BCK 代数 及 结合 
BCI 代数 均 是 优 的 .在 优 BCI 代数 中 每 一 个 理想 都 
是 财 理想 . 

有 界 BCI f£ Ei (bounded BCI-algebra) 一 类 
重要 的 BCI 代数 . 它 是 有 上 界 的 BCI 代数 . A BCI 
RCX; ,0) 中 有 上 界 元 1, 即 Y zEX 有 x 二 1, 则 
FK X 为 有 界 BCI 代数 . 每 一 个 有 界 BCI 代数 都 是 
BCK 代数 .在 有 界 可 换 BCK 代数 中 可 引入 X 的 元 
素 间 的 “ 交 ” 与 “并 ”的 定义 :VY Xx,yEX， 

rAy-—y*(y*z), «cxVy=NNaeANy), 
其 中 Nr=1* xr, AMX; A, VES MA. 

可 换 BCK KA (commutative BCK-algebra) 
一 类 重要 的 BCK 代数 . 它 是 关于 下 半 格 运算 人 交换 
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的 BCK 代数 . 可 换 BCK 代数 (XX; * ,0) 不 是 指 对 原 

运算 x 的 可 交换 性 ,而 是 利用 * 定义 一 个 新 运算 : 
rAy—y*(»*r) 

BA ryz, y. rhy=yAz, MERX; x OW 

可 换 BCK 代数 . 可 换 BCK 代数 (X; * ,0) 关 于 信 运 

算 构 成 一 个 下 半 格 . 可 换 BCK 代数 是 1975 年 由 日 

本 数学 家 田中 昭 太 有 郎 (Shotaro Tanaka) 提 出 的 . 

可 换 BCI 代数 (commutative BCI-algebra) 可 
换 BCK 代数 的 一 种 推广 . 设 XX 是 BCI 代数 , 若 Y z， 
y€ XH 

r*rx*y)—yx*(yt*(G*r* y))D, 

则 称 X 为 可 换 BCI 代数 . 可 换 BCK 代数 与 p 2E 
BCI 代数 都 是 可 换 BCI 代数 ,反之 不 真 . 设 X 是 
BCI 代数 ,X 的 极 小 元 a BIA zx* a—0 则 z=a) Br 
确定 的 子 集 V(a)= (re EX lax) PH X m^ x. 
# BCI 代数 的 每 个 分 支 V(a) 都 有 最 大 元 m, WRK 
X 为 局 部 有 界 的 . 局 部 有 界 可 换 BCI 代数 X 的 每 个 
分 支 V(a) 都 是 一 个 分 配 格 . 

BCI 代数 的 分 支 (branch of BCI-algebra) 见 
“可 换 BCI 代数 ” 

局 部 有 界 BCI 代数 (local bounded BCI- 
algebra)” 见 “可 换 BCI 代数 ” 

拟 可 换 BCI 代数 (quasi-commutative BCI-al- 
gebra) ”交换 和 正 关联 BCI 代数 的 一 种 共同 推广 . 
B(X; ,0) 为 BCI 代数 , 记 

Qolrsy)=x* (x * y); 
Qmtiin( LV) = Qm GG. y)* G*y); 
Quir y) —9 Cry Ore) 
£V xX,yE XX, 存 在 着 非 负 整数 msnsSots TE Qn (2s 
y)-—Qu. Cy 1), MER X An. n;s,t) BH n] 1& BCI 
代数 . 存在 任意 型 的 拟 可 换 BCI 代数 , 且 每 个 有 限 
BCK 代数 都 是 拟 可 换 的 . 

正 关 联 BCK 代数 (positive implicative BCK-al- 
gebra) 一 类 重要 的 BCK 代数 . R(X; * ,0 是 
BCK RAV roy EX 

(r*z)*(y*z)=(r*y)*z 
(该 条 件 等 价 于 (zx* y) * yo x y), MX 为 一 个 
正 关 联 BCK 代数 . 

IE KEK BCI 代数 《positive implicative BCI-al- 
gebra) 正 关 联 BCK 代数 的 一 种 推广 . 设 和 是 BCI 
代数 , 若 Y zyyE 和 ,有 
(r*x(r&y)s(y*x)—r*(r*(y*(y*rz)), 
WW gk X 为 正 关联 BCI 代数 . 正 关 联 BCK 代数 与 p 
半 单 BCI 代数 都 是 正 关 联 BCI 代数 ,反之 不 真 . 纯 
BCI 代数 X 是 正 关 联 的 当 且 仅 当 和 的 BCK 部 分 与 
户 半 单 部 分 都 是 正 关 联 的 . 

多 重 正 关联 BCK RH (multiply positive im- 
plicative BCK-algebra) JEX EK BCK 代数 的 一 种 
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推广 . 设 和 是 BCK (UM. AMER x y€ X. FEA 

然 数 n—nGs 32 S xy AR) ,使 得 
r*y-—rxky", 

则 称 X 是 多 重 正 关联 BCK 代数 . 若 有 一 个 固定 的 

自然 数 n, 使 得 对 X MESI x y WA re y'r 

y= WRK X ON n 级 正 关 联 BCK 代数 .这 里 


he N 
rey" —(-(xy)ky)ke)sy. 
X 是 正 关 联 BCK 代数 当 且 仅 当 和 是 1 级 的 .和 是 7 
级 的 必 是 多 重 的 ,反之 不 真 . 设 X 是 有 条 件 (*) (人 参 
见 “ 具 条 件 (*) 的 BCI 代数 ”) 的 n 级 正 关联 BCK 代 
数 , 则 《六 ;十 ,0); 是 上 半 格 . 

n 级 正 关联 BCK 代数 (n-fold positive implica- 
tive BCK-algebra) 见 “ 多 重 正 关联 BCK 代数 ”. 

关联 BCK 代数 (implicative BCK-algebra) Hk 
正 关联 BCK 代数 条 件 较 强 一 类 BCK 代数 . 知 在 
BCK 代数 (Xi * ,0) 中 ,V xX,yEX 有 :Xx (yx* 工 ) 二 
x Wir X 为 关联 BCK (UR. AX 是 有 界 关 联 BCK 
AR WS A. VD ER RK. AX 是 BCK fX 
数 , 则 X 是 关联 的 当 且 仅 当 X 是 可 换 的 ,同时 又 是 
IE X HK RJ. 

关联 BCI 代数 (implieative BCI-algebra) X 
Hk BCK 代数 的 一 种 推广 . 设 和 X # BCI 代数 ,在 Y x, 
yEX, 有 

(TX (TXY)) x (yxX) = yx (yr), 
则 称 XX 为 关联 BCI 代数 .关联 BCK 代数 ,p 半 单 
BCI 代数 都 是 关联 BCI 代数 ;反之 不 真 . BCI 代数 X 
是 关联 的 当 且 仅 当 和 是 可 换 的 和 正 关 联 的 . 局 部 有 
界 关 联 BCI 代数 X 的 每 一 分 支 都 是 布尔 代数 . 

纯 BCI 代数 (pure BCl-algebra) BCK 代数 的 
“单纯 ”扩张 ( 仅 添加 p 半 单 部 分 ). 设 XX 是 BCI 代 
Bl, POD-(x€X|z205QG)0-irz€ X|0x»(0x 
r)—r)boE X=P(X)UQ(z), MEK X 为 纯 BCI A 
数 . 28 BCI 代数 X 是 可 换 的 ( 正 关 联 的 .关联 的 ) 当 
且 仅 当 P(X) 与 Q(X) 都 是 可 换 的 ( 正 关联 的 ,关联 
的 ). 

多 重 关 联 BCK 代 数 (multiply implicative BCK- 
algebra) 关联 BCK 代数 的 一 种 推广 . 设 和 是 
BCK RA AER zyEX, 存 在 自然 数 ”一 2(z， 
y) ,使 得 zx* (yx* x ) 二 +, 则 称 X 为 多 重 关 联 BCK 
代数 . 若 存 在 一 个 固定 的 自然 数 ” 使 对 任意 z,yE 
X,JJEx* *x')-—z,l|f£t X An 级 关联 BCK 
RB 24 3x I [SL RE BJ n=l 时 ,X 是 关联 BCK RA. n 
级 关联 BCK 代数 是 多 重 关 联 BCK 代数 ,反之 不 真 . 

n 级 关联 BCK 代数 (n-fold implicatice BCK-al- 
gebra)” 见 “多 重 关联 BCK 代数 ” 

正规 BCK 代数 (normal BCJ-algebra) 一 类 特 
殊 的 BCK AX. ix X HE BCK 代数 ,A 是 X 的 非 空 


子 集 . 记 : 

Af = {XE Xlaxx=a,Vae€E A}; 

Ag = {x € X|xxa=aVaE€E A}; 
分 别称 A7 与 AR 为 4 的 左 的 与 右 的 稳定 子 , 且 称 
A' —Ar(1Aà& 为 A 的 稳定 子 . 4 的 左 稳定 子 Ar 是 
X 的 理想 ;Ai 与 4 是 X 的 子 代 数 , 未 必 是 理想 . 若 
BCK 代数 X 的 每 个 单元 集 {a} 的 右 稳 定子 R 都 是 
X 的 理想 , 则 称 X 为 正规 BCK 代数 . 单 BCK 代数 、 
可 换 BCK 代数 、 半 单 BCK 代数 以 及 J 半 单 BCK fX 
数 都 是 正规 BCK fO. 

左 ( 右 ) 稳 定子 (left (right) stabilizer) 
规 BCK 代数 ” 

拟 结 合 BCI 代数 (quasi-associative BCI-alge- 
bra) 结合 BCI 代数 的 推广 . BCI 代数 X, ENY x, 
y€ X HA 0»* x—0x (0x*xx), 则 称 X 为 拟 结合 
BCI 代数 .在 BCI 代数 中 ,条 件 Ox (0 x x2—0* xc 
与 条 件 


见 “ 正 


(Tx y)*zzr*(yx*z) 
是 等 价 的 ,这 就 是 拟 结合 BCI 代数 名 称 的 由 来 . 
BCK 代数 与 结合 BCI 代数 都 是 拟 结合 BCI 代数 , 反 
之 不 真 . 

可 分 解 BCI 代数 (decomposable BCI-algebra ) 
一 类 BCI 代数 . 它 是 可 直 和 分 解 的 . 设 了 是 BCI 代 
Bl X 的 每 一 个 子 代数 都 是 X 的 理想 , 则 称 XX 为 
可 分 解 BCI 代数 . p 半音 BCI 代数 是 可 分 解 BCT fX 
数 , 反 之 不 真 . 每 一 个 可 分 解 BCI 代数 X 都 可 分 解 
为 它 的 BCK 部 分 P(X) 与 p 半 单 部 分 Q(X) 的 直 
fil. 

完全 BCI KH (complete BCI-algebra ) | 一 类 
BCI 代数 . 它 是 非 空 子 集 具 有 上 、 下 确 界 的 BCI fX 
T it X E BCI RW. AX 的 每 一 个 非 空子 集 A 在 
X 中 存在 最 小 上 界 与 最 大 下 界 , 则 称 X 为 完全 BCI 
RI E X 的 每 一 个 子 代数 都 是 完全 的 , 则 称 X 为 
局 部 完全 BCI 代数 . 每 一 个 局 部 完全 BCI 代数 都 是 
具有 条 件 (s) 的 BCI 代数 . 

局 部 完全 BCI 代数 (local complete BCI-alge- 
bra)” 见 “完全 BCI RR”. 

具有 条 件 (s) 的 BCI 代数 (BCI-algebra with the 
condition (s)) 一 类 重要 的 BCI 代数 . E (X ; * ,0》 
是 BCI(BCK ) 代 数 , 若 对 X 的 任意 两 个 元 a,6b, 方 程 
(zxa)xb= 二 0 在 XX 中 有 最 大 解 , 记 其 最 大 解 为 at 
b NP X 是 一 个 具有 条 件 (s) 的 BCICBCEO FCRC £ 
X 是 具有 条 件 (s) 的 BCI 代数 , 则 方程 (x x a) * 6b 二 0 
的 最 大 解 a+b 是 由 a.b 所 惟一 确定 的 , 即 “ 十 "是 X 
的 一 个 二 元 运算 . 《X; 十 ,0) 是 一 个 保 序 交 换 半 群 ,0 
是 半 群 的 单位 元 . 井 关 清 志 (Iseki,K. ) 于 1977 年 引 
进 了 具有 条 件 (s) 的 BCK 代数 ,1980 年 又 推广 到 
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BCI 代数 上 去 ,并 莫 定 了 它 的 基础 理论 . 具有 条 件 
(s) 的 关联 BCK 代数 与 寡 等 元 环 是 两 个 抽象 等 价 系 
统 . 

具有 条 件 (s) 的 BCK 代数 (BCK-algebra with 
the conditional) J^ BA Z& (E GO BY BCI 代数 ”. 

正则 BCI 4& Zt (regular BCI algebra) 一 类 特 
殊 的 BCI (RR. E OX; * ,0) 是 BCI 代数 ,A,B dE X 
的 任意 两 理想 , 若 对 任意 的 z,yE(4UB) 均 有 A 
[18,25 2 We X AEM BCI 代数 ,其 中 ALB, 分 
别 表 示 在 X 中 关于 理想 A.B BS x 5 y 的 同 余 类 . 
每 一 个 具有 条 件 (s) 的 优 BCI 代数 都 是 正则 的 . 

WA (A) EH BCI 代数 (quasi left (right) al- 
ternating BCl-algebra) 一 类 BCI (UR. 它 满足 左 
右 交 错 律 . 若 对 BCI 代数 (XX; x* ,0) 中 任意 不 同 的 
ry BE r*Oxy-—r*zx)xyGErx(yx4)— 
Gr x y) * y), Wl fg X 为 拟 左 ( 右 ) 交 错 BCI 代数 .一 
般 地 , 拟 右 交错 BCI 代数 一 定 是 拟 左 交错 BCI 代 
数 ; 反 之 不 真 .但 是 , 拟 左 交 错 BCK 代数 与 拟 右 交错 
BCK 代数 等 价 ,因此 , 称 之 为 拟 交 错 BCK 代数 . 两 
个 拟 交 错 BCK 代数 同 构 的 充分 必要 条 件 是 其 阶 相 
等 . BCK 代数 的 所 有 原子 连同 元 “0” 一 起 组 成 一 个 
拟 交 错 的 子 代数 . 

拟 交 错 BCK 代数 (quasi alternating BCK-alge- 
bra) WEA) XE BCI 代数 ” 

广义 拟 左 交错 BCI KM (generalized quasi left 
alternating BCI-algebra)” 拟 交错 BCI 代数 的 一 种 
推广 . 设 和 是 BCI 代数 ,对 任意 zx,yEX,zx 关 y, 若 
满足 条 件 zx (rx y)=0% (0 x y), WR X BTM 
拟 左 交错 的 . p FA BC 代数 及 拟 左 交错 BCI 代数 
均 是 广义 拟 左 交错 BCI 代数 ,反之 不 真 . 有 如 下 结 
WEM: A XES AWE BCI 代数 , 则 : 

1. X 的 BCK 部 分 P(X) 是 拟 交错 BCK 代数 . 

2. X 是 纯 BCI (UR. 

3. 4 ce POD,y € X- POCO , H 

XX y=0* y. 
E x€X—POO,.y€PCGO,Dl] xz * y—zx. 

BCI 代数 的 直 和 (direct sum of BCl-algebra) 
BCI 代数 的 一 种 分 解 . 设 和 是 BCI (UR, (A [€ TJ] 
E X 的 理想 族 , 称 由 并 集 U A, 生成 的 理想 


A= JAJ 
为 XX 的 和 , 记 为 4 = ZA. 若 对 Yi€7, 均 有 
Arf) > A 


j#I€l 
WR 4 为 1{4,jez 的 次 直 和 ,4 为 4 的 次 直 和 项 , 记 
为 4 三 之 ， (eA. MG A-—, (DeL AG EX ERE 
有 限 子 集 KCI,Va,€ Ake KA ACA 使 得 
a = a, (mod 5) AD, 


1E I-K 
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序 与 格 


则 称 4 为 (4i}ie: 的 直 和 ,4; 为 4 的 直 和 项 , 记 为 4A 
=A. 直 和 是 次 直 和 ,反之 不 真 . 直 和 的 BCI 代数 


是 存在 的 .在 具有 条 件 (*) 的 正 关联 BCK 代数 X 
中 ,X 的 直 和 分 解 与 X 的 半 群 (X; 十 ,0) 分 解 是 一 
SU. GAs tierke X 的 理想 族 ,4 一 人 4,, 则 

A= px |a; € hi,a; 几乎 全 为 0)， 

BCI 代数 的 次 直 和 项 (sub-direct sumterm of 
BCI-algebra)” 见 “BCI 代数 的 直 和 ”. 

BCI 代数 的 次 直 和 (sub-direct sum of BCI-al- 
gebras)” 见 “BCI 代数 的 直 和 ”. 

半 单 BCI 代数 (semi-simple of BCI-algebras) 
BCI 代数 的 重要 子 类 . 指 每 个 理想 均 为 一 次 直 和 项 
的 BCI 代数 .大 BCI 代数 X 的 任 一 理想 是 X 的 次 
直 和 项 , 则 称 X 为 半 单 的 . 非 零 的 优 BCI RMX X 
半 单 的 当 且 仅 当 XX 是 单 理 想 的 次 直 和 . 

J 2E 38& BCI 代数 (J -semisimple BCl-algebra) 
类 似 于 环 论 中 J 半 单 环 . 设 X 是 BCI 代数 , 称 

J(X) 二 [站 (MI|M 是 XX 的 极 大 理想 ) 
AX WES A RR. BT CK) = {0}, WME X HT Æ 
单 BCI 代数 . 有 界 正 关联 的 对 合 ( 即 NINE — x. Vox 
EX)BCK 代数 以 及 多 重 关 联 BCK 代数 都 是 HF 
单 BCK 代数 .每 一 个 了 半 单 BCK 代数 都 是 正规 
BCK 代数 ,反之 不 真 . 

BCK 代数 的 原子 (atom of BCK-algebra ) 
BCK 代数 中 的 非 零 极 小 元 . 设 (X; * ,0) 为 一 个 
BCK RRO E a 是 XX 的 一 个 非 零 极 小 元 , 则 称 a 为 
X 的 原子 . 设 A 是 X IBISCT SEE X—ODCGD X 由 
A 生成 ), 则 称 X 是 由 原子 生成 的 BCK 代数 . RE 
成 集 4 恰好 包含 和 的 所 有 原子 非 零 同 态 像 和 非 零 
理想 也 都 是 由 原子 生成 的 . 

原子 生成 的 BCK 代数 (atomic generated BCK- 
algebra) | W,"BCK 代数 的 原子 ” 

BCI 代数 的 元 素 的 周期 (period of element in 
BClalgebra) 相似 于 群 的 元 素 的 周期 . 设 X 是 
BCI 代数 ,XEX, 称 使 Ox ec" =0 的 最 小 自然 数 n 为 
x 的 周期 . 阁 这 样 的 不 存在 , 则 称 xz 的 周期 为 无 
R. Æ X E BCO 代数 , 则 有 ， 

1. X Æ BCK 代数 当 且 仅 当 X 的 每 个 元 素 的 周 
期 都 为 1. 

2. X fe p ?E SÉ BCI RRA SAMS X 的 每 一 非 
零 元 素 的 周期 都 大 于 1. 

3. X 是 优 BCI 代数 当 且 仅 当 和 的 所 有 元 素 的 
周期 都 有 限 . 

BCI 代数 的 理想 (ideal of BCI-algebra) 亦 称 
BCI 代数 的 幻 . BC] 代数 中 的 特殊 子 集 . 它 是 含 零 元 
且 不 同 于 子 代数 的 能 诱导 出 商 结构 的 子 集 . BCI fX 
BX; x ,00 B PIES T EDGE I WE. 
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Led, 
2.H x€I,y*zC€I,n[f8 yel, 
Ws IC X 的 理想 .在 BCI 代数 中 ,理想 未 必 是 子 
代数 , 而 子 代 数 亦 未 必 是 理想 . 阁 理 想 是 XX 的 子 代 
数 , 则 称 此 理想 是 闭 理想 . 
BCI R&A £] Cideal of BCI-algebra) 
代数 的 理想 ” 
BCI 代 数 的 闭 理想 (closed ideal of BCI-alge- 
bra) BL"BCI 代数 的 理想 ”. 
正 关联 理想 (positive implicative ideal) 亦 称 
IE X HK AJ. 刻画 正 关联 BCI 代数 的 一 种 理想 . VEI 是 
BCI 代数 X 的 子 集 . 若 满足 ， 
ROCII 
2.H (rx y) *zC€l,y*xzcl nfá rxz€l; 
MEKI Æ X 的 正 关 联 理想 . 行 了 还 满足 : 
3.0€ 1; 
4. Cr * Cy * x) * z€ zen rel; 
则 称 了 上 是 X WIR. AT A: 
5.0€ I; 
6. H Crx y) ¥zEl,zEl n[f8 
rE Cy eye DIET; 
MPK I Æ X WaR. BCK RMX PA EX 
(KREKAR R) HAK X 的 每 一 个 理想 是 正 关 
联 ( 关 联 或 可 换 ) 的 . 
正 关联 幻 (positive implicative ideal) 
联 理想 ”. 
BCI 代数 的 关联 理想 (implicative ideal of BCI- 
algebra) ” 见 “ 正 关联 理想 ”. 
BCI 代数 的 可 换 理 想 (commutative ideal of 
BCl-algebra) 见 “ 正 关联 理想 ”. 
广义 结合 理想 (generalized associative ideal) 
亦 称 p 理想 或 广义 结合 幻 . 刻画 p 半 单 BCI 代数 的 
一 种 理想 . BCI 代数 X TRA AWE: 
1.0€ A; 
24.V x,y,.2€ X,.y€CA KR 
(r*z)*(y*z)CA/HxCA; 
则 称 4 为 和 的 广义 结合 理想 . Awe: 
3.0€ A5 
4. Y x,yz€ X,(r*y *zCABIvy*zCA/8 
Le AS 
则 称 4 为 和 的 结合 理想 , 结合 理想 是 广义 结合 理 
想 ,反之 不 真 . BCI 代数 是 p 半 单 (结合 ) 的 当 且 仪 当 
它 的 每 个 理想 是 广义 结合 (结合 ) 的 . 
广义 结合 幻 (generaliged associative ideal) Bp 
“广义 结合 理想 ” 
BCI 代数 的 结合 理想 (associative ideal of BCI- 
algebra) 见 “ 广 义 结 合理 想 ”. 
Z BIE KEE M (multiply positive implicative 


BP “BCI 


BN TE 


ideal)” 亦 称 多 重 正 关联 幻 . 正 关 联 理 想 的 推广 . 设 
I 是 BCI 代数 X 的 子 集 , 阁 了 满足 下 列 条 件 , 则 称 了 
AX 的 多 重 正 关联 理想 : 

1. 0€ I. 

2. Xi (rey) xz HEyx*xz"ClinmC€N.x.y.z 
CX) WE REN. ER xe 4 cl. 

在 条 件 2 "PU A EB Rn, Er y) 
zy*z'Cl£zs$&cz'€l.WggIEXHB ni 
关联 理想 . 1 级 正 关 联 理想 是 X 的 正 关联 理想 .在 多 
重 正 关 联 BCK 代数 中 多 重 正 关联 理想 与 理想 的 概 
念 一 致 . 

多 重 正 关联 幻 (multiply positive implicative 
ideal) ” 即 “ 多 重 正 关联 理想 ”. 

n 级 正 关 联 理 想 (n-fold positive implicative 
ideal) 见 " 多 重 正 关联 理想 ” 

多 重 关 联 理 想 Cmultiply implicative ideal) Jf 
称 多 重 关 联 幻 . 是 关联 理想 的 推广 . 设 了 上 是 BCI 代数 
X 的 子 集 , 若 了 满足 下 列 条 件 , 则 称 了 为 X 的 多 重 
关联 理想 : 

1.0€ I. 

2. X| x.y€ X.z€ IL ETAHI n=nlr,y), 
N24 mèn BE. TER Cr * Cy * 2x D *¥ cECT BS rel. 

XIV x.y€ X, LAD n(x, y)=1 时 ,TT BKK 
理想 . 而 当 nr y) SCRCB RRO I 是 上 级 关联 理 
想 .在 BCK 代数 X 中 ,每 一 个 多 重 关联 理想 都 是 X 
的 理想 ,反之 不 真 , 在 多 重 关 联 BCK 代数 中 ,理想 与 
多 重 关 联 理想 的 概念 一 致 . 

£ Æ X HX (multiply implicative ideal) fl 
“多 重 关联 理想 ”. 

k 级 关联 理想 (k-fold implicative ideal) 
重 关 联 理 想 ”. 

自 反 理想 (reflexive ideal) 刻画 自 反 BCK 代 
数 的 理想 . 设 X 是 BCK 代数 ,4 是 X 的 非 空 子 集 ， 
PR A'—í(r€X|r*a—rHax*r-—a.VaCA)WA 
的 稳定 子 . 4 的 稳定 子 4 7 是 X 的 子 代 数 , 但 未 必 是 
理想 . 在 可 换 BCK 代数 中 ,4 是 理想 .在 BCK 代数 
中 , 关 4 是 理想 , 则 4 "也 是 理想 , 且 4S4 AFA 
=A** , 则 称 4 为 和 的 目 反 理想 .BCK 代数 X 的 每 
一 个 次 直 和 项 都 是 X 的 自 反 理想 . X; BCK 代数 X 
的 每 一 个 理想 都 是 自 反 的 , 则 称 X 为 自 反 BCK 代 
数 . 一 个 BCK 代数 是 自 反 的 当 且 仪 当 及 是 半 单 
BCK 代数 . 

自 反 幻 (reflexive ideal) EP“ El RHH”. 

B x BCK 代数 (reflexive BCK-algebra) W 
“ 自 反 理想 ”. 

BCI 4€ 3t AY x (8 zi 48 (dual ideal of BCI-alge- 
bra) JR PR BCI 代数 的 对 偶 约 . BCI 代数 的 一 种 特 
殊 理 想 . BCI 代数 X WSEAS FR DAI AE: 


见 “ 多 


X*X B t & 


1. %4 r€ D,x * y—0 B, yE D; 
2.V x.y€ D, Æ D 中 存在 一 个 元 素 z, 使 得 
z*r-—0, 
则 称 DA X 的 对 侦 理 想 . 

BCI 代数 的 对 偶 幻 (dual ideal of BCI-algebra) 
即 “BCI 代数 的 对 偶 理 想 ” 

BCI RAM p £8 35 SB TH 78 (C p- hypernilpotent 
ideal of BCI-algebra) JR #K BCI 代数 的 p BRS 
4]. BCI 代数 的 一 种 特殊 理想 . 设 有 BCI 代数 X WK 
理想 P 和 7, 行 存在 一 组 H 然 数 Ny $705 » *** 970, 使 得 
[ie CP, Hh 

P= (arcs Dade 


Pram = Coen (I & i") x eee) x Ins, 
则 称 理想 I KHE P BU p RES AY. 

BCI 代数 的 p H 3839 4] C p-hypernilpotent ideal 
of BCl-algebra) 即 “ BCI 代数 的 p ESB”. 

BCI 代数 的 商 代数 (quotient algebra of BCI-al- 
gebra) 代数 的 同 态 像 . 它 是 探讨 BCI 代数 构造 的 
一 个 基本 概念 . 设 了 7 是 BCI 代数 X 的 理想 .和 关于 了 
的 理想 同 余 是 指 :VY x.y€ X. xy (nod DD er * y, 
y*z€l.i& m ch SrA I. 把 集合 X/I— 
{TzEX}) 称 为 X 关 于 了 的 商 ,并 定义 :Tx 了 ,二 
I..,. 于 是 ,《X/T; * ;1o) 亦 为 BCI 代数 , 称 之 为 X 
关于 理想 了 的 商 代 数 . 在 一 般 情 况 下 LE. 4AM 
当 了 是 闭 理想 时 T= J. 

BCI 范畴 (BCI-category) 一 类 特殊 的 范 暑 . 
具体 地 说 ,以 BCI 代数 为 对 象 ,BCI 同 态 为 态 射 的 范 
Be PK A BCI 范畴 .BCK 范畴 .可 换 BCK 范畴 是 BCI 
范畴 的 完全 子 范畴 . BC] 范畴 是 完全 的 、 余 完全 的 . 

自由 BCI 代数 (free BCI-algebra) 一 类 与 自 
由 代数 相仿 的 有 生成 元 集 的 BCI 代数 . 设 X FE— JE 
空 集合 , BCI(BCK) (LRT PAH X ^E E HI 
BCI(BCK) (UR BAER f:X 一 7 了 ,使 得 对 任意 
BCI(BCK ) 代 数 4 及 任意 映射 g:X 一 4, 均 存在 惟 
一 的 BCICBCK ) 同 态 9: TA f 
使 得 g—7»f.f£— BCICBCK) 
代数 均 为 自由 BCI(BCK ) 代 
数 的 同 态 像 ;每 一 非 空子 集 X A / 
都 存在 一 个 且 只 存在 一 个 由 A 
X 生成 的 自由 BCIC(OBCKO 1S 
数 ( 在 同 构 意义 下 ). 

自由 BCK 代数 (free BCK-algebra) 
BCI 代数 ” 


z* y=0; 


) xI, 


T 


见 “ 目 由 


B 
审 


LEE 


VI E P WXP 
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Z RA 数 


泛 代 数 Cuniversal algebra) 代数 学 的 一 个 分 
支 学 科 . 泛 代数 是 在 群 . 环 、 域 . 格 等 代数 系统 研究 的 
基础 上 进一步 抽象 得 以 发 展 起 来 的 一 般 代数 系统 . 
一 个 泛 代 数 9 是 一 个 二 元 组 (4,f), 其 中 4 是 一 
个 非 空 集合 , 称 A 为 CC 的 全 域 (universe) 或 支 集 
(underlying set), F 是 定义 于 4 上 的 运算 集合 (Ff 
可 能 是 有 限 集 ,也 可 能 是 无 限 集 ). 对 于 泛 代 数 可 以 
仿照 群 、 环 、 域 中 的 方式 定义 子 代数 、 同 态 、 同 构 概 念 
等 . 

早 在 1898 年 ,怀特 海 (Whitehead,A. NOME 
识 到 要 研究 泛 代 数 .但 直到 20 世纪 30 FRARE 
A (Birkhoff ,G. D. ) 的 论文 发 表 以 前 , 泛 代 数 的 研究 
没有 什么 发 展 . 这 和 当时 近世 代数 的 大 部 分 分 支 没 


有 得 到 充分 的 发 展 有 关 . 从 1935 年 到 1950 年 , 泛 代 


数 的 大 部 分 研究 成 果 是 按 伯 克 霍 夫 的 文章 的 方向 进 
行 的 , 即 , 研 究 自由 代数 . 同 态 定理 . 同 构 定 理 、 合 同 
关系 格 、 子 代数 格 等 . 

由 于 数理 逻辑 的 发 展 ,为 泛 代 数 的 研究 提供 了 
一 个 新 的 工具 ,特别 是 哥 德 尔 完全 性 定理 , 塔 尔 斯 基 
可 满足 性 概念 、 紧 致 性 定理 等 ,使 人 们 意识 到 逻辑 在 
代数 中 应 用 的 可 能 性 . BIRAR Malcev) F 1941 年 
发 表 了 这 方面 的 第 一 篇 论文 ,由 于 战争 ,他 的 论文 没 
有 引起 人 们 的 注意 . 后 来 , 塔 尔 斯 基 (Tarski, A. ), 
ES 4 (Henkin, L. ) 和 和 鲁 宾 孙 (Robinson,A.) 开 始 这 
方面 的 研究 工作 . 

利用 模型 论 ( 数 理 逻 辑 的 一 个 分 支 ) 人 研究 泛 代 数 
的 主要 代表 人 物 有 塔 尔 斯 基 \、 亨 金 、 查 尔 各 (Charg， 
C. C. 9. Zi Æ CJonsson, B. 2. B. 3p BK (Keisler, H. 
J.) A3 CLyndon, R. C. 2, BARI & (Morlog. H. )、 
Nr BERE cott, D. S. ) RE CVarght, R. L. ) 等 人 . 4 
然 , 泛 代数 的 结果 也 可 应 用 于 模型 论 的 研究 . 

泛 代数 除了 在 数学 本 身 的 研究 中 有 广泛 应 用 
外 ,对 计算 机 语言 和 语义 理论 的 研究 也 有 越 来 越 大 
的 作用 . 

有 限 元 运算 (finitary operation) 


5]. 即 由 


一 种 特殊 映 
A” maaa A X eee x A 
Su 


到 4 的 一 个 映射 f 称 为 一 个 有 限 元 运算 ,其 中 是 
一 个 非 负 整数 ,n BRA f 的 型 .也 称 f 为 n 元 运算 . 
MP 2 一 0 时 ,三 称 为 一 个 零 元 运算 . 零 元 运算 是 A = 
(D) GLE) 8| A WTR, ACD € A. 276038 8 
实际 是 一 个 常 元 映射 . 
Æ (type) 见 “ 有 限 元 运算 ”. 
n TZA (n-ary operation) 
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见 “ 有 限 元 运算 ”. 


零 元 运算 (nullary operation) — Ul, "7H BR 76 35 
算 ”. 

无 限 元 运算 (infinitary operation) 一 种 特殊 
映射 . 设 a 是 一 个 无 限 序数 ,A" 到 4 的 一 个 映射 f 
称 为 一 个 无 限 元 运算 . 

部 分 运算 (partial operation) 一 种 特殊 映射 . 
设 A 是 一 个 集合 ,BS4" ,了 是 B 到 A 的 一 个 映射 ， 
则 称 f 是 定义 于 4 上 的 一 个 部 分 运算 .例如 实数 的 
除法 是 定义 于 实数 集 上 的 一 个 部 分 运算 . 

自由 泛 代 数 (free universal algebra) 一 种 特 
殊 泛 代数 . 设 是 一 个 泛 代数 的 类 ,= (4,F)E€ 
K, X= {rn i El EK 的 生成 集合 , 称 红 是 K 上 
的 一 个 自由 代数 . 若 对 任意 多 ==(B,F)EK 和 任意 
J:1 一 B, 存 在 2 到 多 的 一 个 同 态 9 使 得 GQ) = 
Pa) GET), WR X y 2€ 的 一 个 自由 生成 元 集 . 

自由 生成 元 集 (set of free generated elements) 
见 “ 自 由 泛 代 数 ”. 

合同 关系 (congruence relation) 数论 中 合同 
关系 的 推广 . 设 人 = (4,F) 是 一 个 泛 代数 ,9 是 定义 
于 A 上 的 一 个 二 元 关系 , 奉 09 是 一 个 等 价 关 系 并 且 
适合 :对 任意 SEF, AS ab 0) 0xisn, MA 

fr (assa sa, m fo bist b, 1) O), 


WE 8 是 的 一 个 合同 关系 . 生 A/0 Xm 0 的 所 
有 等 价 类 构成 的 集 , 按 通常 方式 在 4/9 中 定义 运 
算 , 则 (4 /2 已) 也 是 一 个 泛 代 数 ,并且 g:a> [als 对 
ER aCA 是 (4,F) 到 (A/0,F) 的 一 个 同 态 映射 ， 
其 中 [aj 表示 a 所 在 的 等 价 类 . 

有 向 系统 (directed system) 特殊 的 有 问 偏 序 
A. 若 一 个 偏 序 集 的 任意 两 个 元 素 有 上 界 , 则 称 此 偏 
序 集 为 有 向 偏 序 集 . 设 P(4) 表 示 4 WER, SO 
P(A) FF FAS. EZA, C) d — 18 IRI fF 
WE 多 是 一 个 有 向 系统 ,其 中 (多 ,性 ) 表 示 SU XT 
集合 包含 关系 构成 的 偏 序 集 . 

# ia ffs FR Sk (directed poset) 见 * 有 向 系统 ”. 

il 3& St (closure system) 合 论 的 一 个 概 
念 . 设 4 是 一 个 集合 ,- 巡 是 4 的 若干 个 子 集 构成 的 
集合 , 若 对 任意 BO EB Beo NR or 是 


一 个 闭 包 系统 . 有 关于 包含 关系 构成 一 个 完备 格 . 

代数 闭 包 系统 (algebraic closure system) Hi] 
包 系 统 的 子 系统 . 若 一 个 财 包 系统 .xx 满足 条 件 : 当 
DEBELA 7 — B MRR, AU Gre AE 
X MWR oec 为 一 个 代数 闭 包 系统 . 若 -ez 是 一 个 代 
数 闭 包 系 统 , 则 《x , 导 ) 是 一 个 代数 格 . 

子 代 数 格 (subalgebra lattice) 泛 代 数 的 一 个 
概念 ,一 个 泛 代数 的 所 有 子 代 数 构成 的 格 称 为 它 的 
子 代 数 格 . 


合同 关系 格 (congruence lattice) 一 类 特殊 的 


格 . 设 W= (ALF EARE EOR V 的 
所 有 合同 关系 构成 的 集合 . AER 0.06€ 
* (C27 ) ,规定 0, x0, 2 MER ye uy = r-y(G) 
M.A r= y0), MECK), D dE — PEE. 称 
«€ CA) UU 的 合同 关系 格 . 利用 合同 关系 格 的 性 
质 研究 泛 代 数 的 结构 ,对 泛 代 数 进 行 分 类 研究 . 

泛 代 数 的 子 代 数 (subalgebra of universal alge- 
bra) 谤 代数 中 的 一 个 特殊 子 集 . 它 是 与 代数 中 子 
代数 相 平行 的 概念 . 设 — (APORTE. 
DABCA, AET f, € F.asais ca, 4€ BL 
Al f Cay syst" ra, 42€ BMW B= (BLF)YK X 的 
一 个 子 代 数 . 值得 注意 的 是 ; (五 , (，,e}) 是 群 
(G,{。,e})) 的 一 个 子 代 数 ,( 吾 , Ct seb RETE 
(Gt eb BT HE. | 

多 项 式 泛 代数 (polynomial universal algebra) 
由 元 多 项 式 构成 的 特殊 泛 代数 . 设 — (APO 
一 个 泛 代 数 , 红 上 一 个 元 多 项 式 是 4A” 到 4 的 一 
个 如 下 映射 : 

1l. n 元 射影 映射 ei (i 二 1,2,… 
多 项 式 . 

2.7; SEF 是 一 个 m JUS boot ,pm 是 
U En MERR, I Opis po Pn the V En 
元 多 项 式 . 

3. 只 有 用 1 及 2 有 限 次 得 到 的 映射 才 是 和 上 
HJ n oA X. 

XU bM ncs TIE S A 
pM) UI BO) — (CIO Fo & — EIC. 
称 为 入 上 ?元 多 项 式 泛 代数 ， 

设 有 =( 广 IO(r)} 是 运算 符号 的 集合 OC) 
是 一 个 序数 .t= 二 (no,n1,n2，,…,n,,…) 是 非 负 整数 的 
一 个 序列 . 对 每 个 r 二 0O(7),n, 表示 广 的 元 数 . 称 = 
为 的 型 .一 个 泛 代数 A= (ALP BAH z 的 一 
个 泛 代 数 .一 个 型 + 的 nn 元 多 项 式 符号 定义 为 : 

1. ÆI tto m, EP J Hl z 的 7 元 多 项 式 
符号 . 

2. Æ pos Piss Dua BAAD cB n OB IAA 
号 ,r<O(r), 则 pos pisi p, a JE EI c BS 
多 项 式 符号 . 

3. 只 有 用 1 及 2 有限 次 得 到 的 才 是 型 + 的 多 项 
式 符 号 . 

E p”"(7) 表 示 所 有 型 + 的 nn 元 多 项 式 符 号 , 则 
BO (T) =(P"(1) ,是 一 个 型 + 的 泛 代 数 . 称 此 泛 
代数 为 元 多 项 式 泛 代数 

无 关 ( 泛 代数 中 的 ) (independent (in universal 
algebra)) iz [CBS — TPR. RWS (ALP 
AZRA Eala EDTA S IO Ud B 
fa € DE RR TRAC Ga; HE € I) Il. Foe V E 


mE € Enz 


成 的 泛 代 数 类 上 的 自由 代数 ,并 且 {a;|1iE€E7) 是 
(lali EI] ER H BÆRI R, MER al E)E 
无 关 的 ; 若 tajzE7) 不 是 无 关 的 , 则 称 其 为 相关 . 

相关 ( 泛 代 数 中 的 )(dependent (in universal al- 
gebra)) 见 “ 无 关 ( 泛 代数 中 的 )”. 

fe OZ A BH A) Cvariety Cin universal alge- 
bra)) 一 类 泛 代 数 . 设 天 d&— PRE. AK 对 子 
代数 、 同 态 像 与 直 积 封闭 , 则 称 天 XE — T $E. 由 伯 克 
ÆR EH,K EHAK K 是 一 个 方程 类 ( 亦 
称 本 原 类 ). 一 个 类 天 是 一 个 方程 类 当 且 仅 当 存在 
一 个 等 式 集 合 X813 K= UKE K 是 满 
足 三 中 所 有 等 式 的 所 有 泛 代 数 的 集 . 

方程 类 (人 (equational class) — D," $& QZ (C Hh 
的 )”. 

AS JR %Æ (primitive class) 
HJ". 

函数 完备 代数 (functionally complete algebra) 
一 类 特殊 泛 单 代数 . 设 和 =(4, 忆 ?是 一 个 泛 代 数 ， 
E 4 的 元 素 个 数 有 限 (4 至 少 含 两 个 元 ) ,并 且 和 定义 
于 4 上 的 每 个 函数 缘 为 多 项 式 函 数 , 则 称 Z DN PR 
数 完备 代数 . 两 个 元 素 的 布尔 代数 是 函数 完备 布尔 
代数 . 每 一 函数 完备 代数 是 单 代 数 并 且 没 有 真子 代 
数 .有限 隙 数 完备 代数 称 为 原 代 数 . 

原 代数 (primal algebra) M“ PRATER RRL”. 

单 泛 代数 (simple universcal algebra) 一 类 特 
殊 泛 代数 . HP IZA AW 仅 有 平凡 合同 关系 , 则 
Wk 和 为 单 泛 代数 ， 

合同 关系 可 换代 数 (congruence-permutable al- 
gebra) 一 类 特殊 代数 . ELLE ICI CA FO BS TE 
意 两 个 合同 关系 01 ,0; 适合 0,0; — 0,0, , 则 称 Z 是 合 
同 关 系 可 换 的. Ep — $E 的 每 一 个 代数 RP 
合同 关系 可 换 的 , 则 称 Y 为 合同 关系 可 换 簇 或 马尔 
KAA. 群 、 环 是 合同 关系 可 换 的 . 

& [s] AT SRR (congruence permutable vari- 
ety) 上 见 “ 合 同 关系 可 换代 数 ” 

D iR% K% (Malcev class) 
代数 ”. 

合同 关系 分 配 代数 (congruence-distributive al- 
gebra) 一 类 特殊 代数 . 春 一 个 泛 代 数 入 = (A,F》 
的 合同 关系 格 是 一 个 分 配 格 , 则 称 A 为 合同 关系 
分 配 代 数 . 

合同 关系 模 代 数 (congruence-modular alge- 
bra) 一 类 特殊 代数 . A FIZ — (ALP 
合同 关系 格 是 模 格 , 则 称 2 是 合同 关系 模 代数 . 

SARE (arithmetical variety) 一 类 特殊 代数 ， 
p iE V 的 每 一 个 泛 代数 的 合同 关系 格 既 是 分 
配 格 又 是 可 换 格 , 则 称 V 是 算术 的 .布尔 代数 和 阿 
廷 代数 是 算术 的 . 


Th BE OZ AR BB 


见 “ 合 同 关系 可 换 
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马尔 茨 夫 条 件 (Malcev condition) 泛 代 数 中 
的 一 个 重要 的 判定 条 件 . 它 是 用 来 刻画 一 个 方程 类 
V 是否 是 合同 关系 可 换 的 . 该 条 件 是 :存在 一 个 项 
p Go y 20 fi f 

VE past) — ww Be Ves TS). 
RIERA S IRKCKAATE.JE E STR pO y DAG 
尔 茨 夫 项 . 

马尔 茨 夫 项 (Malcev term) 
ft". 

泛 代 数 的 中 心 (the center of a universal alge- 
bra) 一 个 特殊 的 二 元 关系 . 设 K=, F EA 
泛 代数 ,T(z,y1,y2，,…,y,) 是 变 元 为 sys Y2 Mn 
的 项 的 全 体 , 丝 的 中 心 是 定义 在 4 上 的 二 元 关系 
Z(A): (a,b EZA) 4 AM MER p Gr yi oo 
5,2 ET (rs yoyo to Vn) AER C19C29 
d;,*,d,€A, 

DB(d.6)36549**,0,) = pla,did,,**,d,) 

COpD(b 6.467, ,€,) 9 pO sdds so) 

对 每 一 个 泛 代数 经, 中心 Z(4) 是 A 上 一 个 合同 关 
FR. 此 处 的 中 心 定义 与 通常 群 的 中 心 的 定义 一 致 . 

全 不 变 合同 关系 Cully invariant congruence ) 
一 类 特殊 合同 关系 . 泛 代 数 = 二 (4 ,下 ) 的 一 个 合 司 
关系 9 称 为 全 不 变 的 ,是 指 对 T 的 任意 自 同 态 &， 

(a,b) € 6>(ala),a(b)) € 0. 

Xi $l) BE (discriminator variety) 一 类 特殊 的 单 
泛 代数 . OSA, FORTIER. 定义 于 4 上 
的 三 元 函数 t: A’ A 称 为 判别 函数 E 

a (a#b), 

c (a =b). 
A 上 的 一 个 能 表示 判别 函数 的 项 :(x,y,z) 称 为 判 
别 项 .一 个 有 判别 项 的 代数 是 单 代 数 . Bi PRB 
K 有 公共 的 判别 项 tC(x,y,z), 则 称 由 KK ÆRA IK 
V GRON BUS. 判别 簇 是 算术 的 . 

判别 函数 (discriminator function) 
fe”. 

判别 项 (discriminator term) WMA gj”. 

JF 2& e (switching function) 判别 项 的 推 
广 . 设 经 = 二 (4,F) 是 一 个 泛 代数 ,定义 于 A 上 的 如 
TF PR BX EK Ay FF BR BC. 即 


S; A'—A, S(a,b,c,d)= 


见 “ 马 尔 次 夫 条 


ses ys 


t(a,b,c) = 


见 “ 判 别 


c (a=b), 
d (ab). 
能 表达 开关 函数 的 项 SC(r,y,z,w) 称 为 开关 项 .一 
个 泛 代数 OU 有 开关 项 当 上 且 仅 当红 有 判别 项 . 
开关 项 (switching term) JL “FRE RAR”. 
fi & IW (majority polynomial) | ZR £j [5 M. 
Ut 3z f BU — THER. 设 V — (4,F) 是 一 个 泛 代数 ， 
m (zyyz) 是 一 个 三 元 多 项 式 . 乔 
Wem s.r -w=mlarsyD=m(y,27.2)=2, 
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则 称 m Ge» y 22 d& 人 的 一 个 优 多 项 式 . AM TRV 
中 的 每 一 个 泛 代数 入 BA 

qi E-mG,.xr.y)-mr,.yx)—m(yrx)-—r, 
则 V 是 一 个 合同 分 配 簇 . 

优 项 (majority term) BI ^ff. 

2/3 小 项 (2/3-minority term) ”人 研究 艇 的 一 个 
概念 . 设 OS (A,F) 是 一 个 泛 代数 .m 《zx,y,z) 是 一 
Em ,yx)—mr yyy) =—=m(y,y 7)=7, 
则 称 m《(x,y,z) 是 的 一 个 2/3 小 项 . ATR V 的 

每 一 个 泛 代 数 色 有 
4 E-mxr,yr)-—m(xr. ysiy)—mysy.x)—m, 
WV ix—4T SN. 

主 合同 关系 (principal congruence) 一 种 特殊 
合同 关系 , 设 人 红 = (4h,F) 是 一 个 泛 代数 .a,b5E€ 4， 
U 的 合同 关系 格 中 使 a,6 在 同一 个 等 价 类 的 最 小 
合同 关系 称 为 由 a 与 5 决定 的 主 合同 关系 . 

泛 代 数 的 自由 积 (free product of universal al- 
gebra) 与 其 他 代数 系 自 由 积 相 平行 的 概念 . 由 已 
知 泛 代 数 构 造 的 新 泛 代 数 . 设 天 是 一 个 泛 代 数 类 ， 
U= (ASF)€KGCD, dE: 

1. 4" —(A,F)CK; 

2. 8 — i€ I FEW, BW B — T EA bs 

3.A—[U (Ap i € D CB U CA.J, [;€ DBA 
的 生成 元 集 D 

4. dp 4 —(B,F)€K.qo Æ A 8| B 的 一 个 同 态 
映射 (GE7T), 则 存在 A 到 B 的 一 个 同 态 映 射 pq 使 得 

p=yp GEL); 
则 称 4 -— CA.Fod& 20,G€ Dtk K PHA HR. 

EPL (trivial variety) 泛 代 数 的 特殊 复 . 若 
ZRAK =A F Wet A 只 含 一 个 元 素 , 则 
称 24 是 一 个 平凡 代数 . A-PRV 中 的 所 有 代数 
组 是 平凡 的 , 则 称 V 是 一 个 平凡 得 .大 一 个 复 V 不 
是 平凡 的 , 则 Y 必 会 一 个 极 小 子 艇 . 

平凡 代数 (trivial algebra) — JL" 3E PLR”. 

th /\\ 8 (minimal variety) IRER ESCA. 
— 2 REP IGE. c — TRV 不 是 平凡 的 ,并 且 V 的 
不 等 于 V 的 子 族 是 平凡 的 , 则 称 Y 为 极 小 的 . 知 一 
TEV 不 是 平凡 的 , 则 V 包含 一 个 极 小 簇 . 

方程 完全 簇 (equationally complete variety) 

BI aR NEU. 

极 大 合同 关系 (maximal congruence) 一 种 特 
殊 合 同 关系 . 设 有 泛 代 数 入 =(4, 忆 ?的 一 个 合同 关 
系 0, 奇 闭 区 间 L0,AXAj 内 只 有 两 个 合同 关系 , 则 
Fk 8 为 极 大 的 . 

B 稿 PRK 
审 阅 王 世 强 
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范畴 论 (category theory) 代数 学 的 一 个 重要 
分 文 . 数 学 的 各 个 领域 都 有 各 目的 研究 对 象 . 例如 ， 
合 论 研 究 集 合 与 映射 ;线性 代数 研究 线性 空间 与 
线性 映射 ; 群 论 研究 群 与 群 同 态 ; 拓 扑 学 研究 拓扑 空 
间 与 连续 映射 .在 20 世纪 中 期 ,数学 家 们 认为 有 必 
要 将 各 个 领域 中 的 研究 对 象 各 目 合 在 一 起 成 为 一 个 
整体 ,使 之 成 为 一 种 数学 系统 ,这 就 是 范畴 思想 .于 
是 ,所 有 的 集合 与 映射 组 成 集合 范畴 ;所 有 的 群 与 群 
同 态 组 成 群 范 畴 .在 各 个 范畴 之 间 往 往 存 在 着 内 在 
联系 与 变换 . 例如 ,一 个 群 模 去 其 换 位 子 群 的 商 群 
( 称 为 交换 化 ) 得 到 一 个 交换 群 , 从 而 交换 化 成 为 群 
范畴 到 交换 群 范畴 的 一 个 变换 , 且 这 个 变换 保持 着 
群 同 态 及 其 合成 .事实 上 ,这 就 是 函 子 的 思想 . 在 域 
上 的 线性 空间 范畴 中 , 任 一 线性 空间 工 必 有 人 惟一 
的 对 偶 空 间 L' = 二 Homx(L,F),“x ”可 看 成 这 个 线 
性 空间 范畴 到 上 自身 的 一 个 变换 .尽管 当世 为 有 限 维 
WL LEA Crake RT: LL ) ,但 
这 个 同 构 不 是 “自然 ”的 . BILE Li 与 L; 间 有 一 个 同 
$ aLi >h" > ”诱导 出 LS BLS 的 一 个 同 构 为 
a’ ,但 对 工 | 中 的 元 素 x 来 说 ,ra(x) 一 般 地 并 不 等 于 
oat(7). 这 就 引起 “自然 性 ”的 研究 . 艾 伦 伯 格 
(Eilenberg,S. ) 5 Æ ot 3€ JR ( MacLane, S. ) 于 1945 
年 发 表 的 论文 4 自然 等 价 的 一 般 理 论 ?为 范畴 论 的 建 
x. fed T 3S3ETERJ T fe. 
在 某 种 意义 上 来 说 ,范畴 论 提炼 了 数学 (其 至 其 
他 学 科 ) 各 分 支 的 共性 ,是 比 集合 论 更 高 一 个 层次 的 
数学 公共 语言 与 工具 . 它 使 数学 各 个 领域 的 研究 通 
过 箭头 图 做 了 一 致 化 与 简单 化 的 处 理 , 更 加 显示 其 
本 质 上 的 东西 ,同时 使 许多 数学 系统 的 性 质 通过 图 
的 泛 性 质 得 到 了 深 刻 的 刻画 . 苹 德 门 特 (Godement， 
R. ) 于 1958 年 将 范畴 论 应 用 到 拓扑 学 , 埃 雷 斯 曼 
(Ehresmann,C. ) 于 1958 年 将 范畴 论 应 用 到 微分 儿 
f. fee A FE (Grothendieck, A.) 5j 3i Jg, Z W 
(Dieudonné. J. ) 于 1960 年 将 范畴 论 应 用 到 代数 凡 
fap. 现在 ,范畴 论 在 上 述 学 科 及 同调 代数 、 代 数 天 理 
ie . 模 论 . 环 论 等 学 科 中 都 得 到 了 成 功 的 应 用 . 应 用 
范畴 论 时 ,关键 是 先 摘 清 研究 问题 以 什么 作对 象 , 以 
什么 作 态 射 ( 参 见 “ 范 畴 ”). 研究 不 同 范 畴 之 间 的 关 
系 时 ,关键 在 于 找到 适当 的 消 子 .范畴 论 的 核心 是 浮 
子 理论 . 芯 伦 伯 格 与 麦克 莱恩 为 了 搞 清 某 些 同 构 (等 


价 ) 的 “自然 "变换 之 精确 含义 ,于 1945 年 引入 范畴 
与 图 子 的 概念 去 定义 自然 变换 . 现在 ,范畴 论 已 渗透 
到 现代 数学 的 各 个 领域 (甚至 已 应 用 到 计算 机 科学 
等 ) ,成 为 现代 数学 的 基础 . 

范畴 (category) ”范畴 论 的 基本 概念 之 一 . 称 
E 是 一 个 范畴 ,是 指 € 满足 下 述 六 点 : 

1. € 有 一 个 对 象 类 (4,B,C,…}( 不 要 求 它 是 
一 个 集合 , 即 不 要 求 它 满足 集合 论 的 公理 ,只 要 求 能 
Fah EDE ERR), AN Obje REW E. 

2. WEAR A,B, A — A E REA 
(可 为 空 集 )Hom(4,B), 其 元 素 称 为 由 4 到 B 的 态 
射 , 记 为 /EHom(4,B) 或 f:A—B. 

3. 对 给 定 的 ff€EHom(A4,B) 与 g€ Hom(B,C) 
有 惟一 的 gfEHom(A4,C), 称 为 f 与 g WAR. 

4. Hom (A,B) 与 Hom(C,D) 有 公共 元 是 指 A 
=C H B=D. 

5. 态 射 合 成 满足 结合 律 . 

6. 对 安 的 任意 对 象 4,Hom(4,4) 至 少 有 一 个 
TH c, 使 对 Y oE Hom (A,B) 恒 有 oe, =a~e,0. Ej 
e4 为 4 的 恒 等 态 射 (es 为 已 的 恒 等 态 射 )， 

例如 ,以 一 切 集 合作 对 象 , 以 集合 映射 作 态 射 ， 
则 得 集合 范畴 Set (fal Py SE ye we). 以 一 切 拓扑 空间 
作对 象 , 以 连续 映射 作 态 射 , 则 得 拓扑 空间 范畴 
Top. 以 一 切 环 为 对 象 ,以 环 同 态 作为 态 射 得 环 范 畴 
Ring. 类 似 地 ,可 得 群 范 畴 Group, 阿 贝尔 群 范畴 
AG , 环 尺 上 的 左 尺 模 范畴 naM 等 . 以 自然 数 为 对 象 ， 
a 12( 表 示 & 整除 5) 时 定义 Hom (a, b) A 1E — 26 3R 
qao 时 定义 Hom(a,6)= GF CZ 8) tb £8 S A 
范畴 . 一 般 地 ,对 每 个 拟 序 集 都 可 仿 此 定义 范畴 . 

态 射 (morphism) 范畴 论 的 基本 概念 之 一 . 通 
毅 可 看 成 是 同 态 与 映射 的 推广 (参见 “范畴 ”). 

恒 等 态 射 (identical morphism) — Ul" 3585 ". 

X R (object) 范畴 论 的 基本 概念 之 一 .通常 
指 一 类 研究 对 象 ( 参 见 “ 范 畴 ”). 

小 沱 畴 (small category) — PF E E Ay ay Hie 
Bap. 一 个 范畴 的 全 体 对 象 一 般 地 只 成 类 而 在 是 集合 . 
当 其 对 象 类 是 一 个 集合 时 就 称 此 范畴 为 小 范畴 . 例 
如 ,R 为 实数 集 , 将 实数 作为 对 象 , 当 axo 时 ,规定 
Hom(a,6) =g; 34 a>b it. 3X E Homla,b)= Ø., 
即 得 一 小 范畴 . Sí — Me Hb. TE RE FF S8 CEE BU 82D 
按 其 序 仿 此 都 可 得 到 一 个 小 范畴 . 

XT 170 Be (dual category) JR PR Az Ih) yè ap W 
范畴 . 范畴 论 的 基本 概念 之 一 .任何 范畴 都 有 一 个 对 
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偶 范畴 . 设 为 一 个 范畴 ,可 做 一 个 新 范畴 6 i 
WAAR E 的 对 象 类 ,通常 E 的 对 象 4 作为 "的 
对 象 时 记 为 4"; 对 任意 的 对 象 A. BCS, eM 
Home. (A°, B*) 2 Home (B, A) XE Bj € PAR 三 的 
各 "中 之 态 射 记 为 SN MWEC REN e ENE 
成 时 ) 的 合成 PsA S 中 相应 的 g,f ZAM of 对 
应 的 (gf1)". 这 个 COMBA V XB. CHS, 
即 对 偶 范 畴 的 对 偶 范 畴 即 原 范畴 . FAD fs A> BR 
E 中 态 射 , 则 吃 " 中 相应 态 射 为 f°: BA’. FR LS 
将 rp — Uf 3k 5c e BY EO S eS. 

反 向 范畴 (opposite category) BI" xJ (Bi y ME”. 

i 30 He (inverse category) BI“ xt SS y E. 

离散 范畴 (discrete category) 一 种 特殊 的 范 
Bj. 即 只 有 人 恒 等 态 射 的 范畴 . 在 在 一 个 对 象 类 E p, 
对 任意 4 和 后 ,规定 Hom(4, 4) 一 (ea)yea4 为 4 的 
fH SASH TVX AY, X, YEE, Me HomCX,Y) 
二 多 , 则 得 一 范畴 , 称 为 离散 范畴 . 任何 集合 S 都 可 
按 此 做 成 一 个 离散 (小 ) 范 畴 . 离散 范畴 为 小 范畴 
之 充分 必要 条 件 是 EC 的 对 象 类 为 一 个 集合 . 

6 BR SG (finite category) 一 类 特殊 的 范畴 . 
只 有 有 限 个 态 射 的 范畴 称 为 有 限 范畴 .由 范畴 的 定 
XV 为 有 限 范畴 是 指 € BIA HONHCH ROT A 
两 个 对 象 间 的 态 射 集 都 是 有 限 集 . 有限 范 畴 一 定 是 
小 范畴. 

加 性 范畴 (additive category) 亦 称 加 法 范畴 . 
一 种 常用 范畴 . 一 个 范畴 V 称 为 加 性 范畴 . 若 它 满 
足下 述 条 件 : 

l. € HAE A. 

2. 对 任何 A, BEE, Hom A, B2 3j — ^F Jl 32; En] 
贝尔 群 . 

3. SHAR EA. AACE. M.A oo E 
Hom(A,B).r,c € Hom(B,C), MI 

(r 十 r )o=ro+r o, rlato)=rot+re’'. 

4. 任何 有 限 个 A, Ar. AES, EAR 

IL 4 

必 存 在 ,其 中 条 件 4 可 换 为 

4’. 对 任何 A, BEE, ERHA T] B MRE. 

加 性 范畴 最 典型 的 例子 是 阿 贝 尔 群 范畴 AG. 
在 加 性 范畴 中 有 限 个 对 象 必 有 积 ; 加 性 范畴 的 对 偶 
范畴 仍 为 加 性 范畴 ;加 性 范畴 中 态 射 了 为 单 态 射 的 
充分 必要 条 件 是 kerf=0,f 为 满 态 射 的 充分 必要 
条 件 是 coker f=0. 

加 法 范畴 (additive category) 即 “ 加 性 范畴 ”. 

预 加 性 范畴 (preadditive category) 亦 称 预 加 
法 范畴 . 比 加 性 范畴 更 广 的 一 类 范畴 . 它 只 要 求 满足 
加 性 范畴 定义 中 的 条 件 1,2,3( 参 见 “ 加 性 范畴 ”). 

预 加 法 范畴 (preadditive category) 即 “ 预 加 
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性 范畴 ”. 

阿 贝 尔 范畴 (Abelian category) ”一 种 特殊 的 
加 性 范畴 . 因此 具有 更 丰富 的 性 质 . 一 个 加 性 范畴 
CRS m Nw. 若 再 满足 下 述 三 条 件 : 

1. 任何 态 射 了 都 有 核 kerf 5 E coker f. 

2. 任何 单 ( 满 ) 态 射 都 是 其 上 核 ( 核 ) 的 核 ( 上 
E. 

3. 任何 态 射 o 都 可 分 解 为 一 个 单 态 射 7 与 一 个 
满 态 射 m 的 合成 oun OR o 的 标准 分 解 式 ). 

Bay Ul ZR Ee eR R 上 的 RR 模范 畴 都 是 阿 贝 尔 
范畴 . 阿 贝 尔 范畴 具有 加 性 范畴 的 一 切 性 质 . 阿 贝尔 
范畴 的 对 偶 范 畴 仍 为 阿 贝 尔 范畴 . 阿 贝 尔 范畴 中 既 
单 且 满 的 态 射 是 单位 态 射 . 阿 贝 尔 范 畴 在 同调 代数 
及 代数 几何 中 都 是 最 常用 的 一 类 范畴 . 

子 范 畴 (subcategory) 范畴 论 的 基本 概念 之 
一 . 范畴 中 部 分 对 象 与 态 射 所 成 的 一 类 范畴 . AS, 
D NW dE RLA ETER. AEN RA 
FIF: 

1. 2 的 对 象 都 是 E 的 对 象 . 

2.V A, BEc2 ,Homz CA, B) -Hom« CA, B). 

3. £ 中 态 射 的 合成 是 C 中 相应 态 射 合成 的 限 
制 . 

4. D 中 对 象 X 的 恒 等 态 射 ex 也 是 和 作为 V 
中 对 象 的 恒 等 态 射 . 

例如 , 阿 贝 尔 群 范畴 AG 是 群 范畴 Group 的 子 
范畴 ;可 换 环 范畴 是 环 范畴 的 子 范 畴 . 

全 子 范 畴 (full subcategory) 一 种 特殊 的 子 范 
BE. 设 罗 为 安 的 子 范畴 ,独子 范畴 定义 中 的 条 件 
HomzCA,B)C€Hom«s CA, B) KA Homp (A, B) = 
Home CA, B), Wl £k Z Jy «€ HAF vi We. En] DL ZR BE 
范畴 是 群 范畴 的 全 子 范畴 ,交换 环 范畴 是 环 范畴 的 
全 子 范畴 . 但 存在 不 是 全 子 范 畴 的 子 范畴 . 例如 , 令 
范畴 @ 的 对 象 为 一 切 S, 二 (0,1,2,…,n),n 二 0,1， 
…, 态 射 S.S, nzm x XN S, 的 各 分 量变 成 Sm 
HUKCT EX SET Jb 4r EE Oe SNA UTC ALG M 
EX. 若 限制 其 中 的 态 射 满足 £00) =0, 0015 Bl © 的 


一 个 子 范畴 O, [H 0, 不 是 @ 的 全 子 范畴 . 


塞 尔 子 范畴 (Serre subcategory) 阿 贝 尔 范畴 
的 一 种 子 范畴 . 它 在 同调 代数 等 学 科 中 有 重要 应 用 ， 
也 是 定义 商 范 畴 的 基础 概念 . 设 € 为 阿 贝 尔 范畴 ， 
PAC BAT GNE E WEE GI rPIEXBIER YI 
0>A>B>C>0,BE2Z4AMY4ACHACES 
(A, BED 4AR4BHFTMRSHURBE Z 
的 对 象 ). 此 时 称 DAS REKTE. EK FE 
畴 仍 为 阿 贝 尔 范畴 . 

局 部 小 范畴 (locall small category) JRR BRL 
范畴 . — PRR. AS eT, EE SOM 
象 4 的 子 对 象 的 等 价 类 ( 同 构 类 ) 都 是 集合 , 则 称 E 


为 局 部 小 范畴 . 由 集合 论 的 ZF 公理 知 ,集合 范畴 
Set 就 是 一 个 局 部 小 范畴 ,Set 的 子 范畴 ( 称 为 "具体 
范畴 ”) 也 都 是 局 部 小 范畴 . 

R 效 范畴 (well powered category ) 
AU 

商 范 畴 (对 关系 的 )(quotient category (for a re- 
lation)) 代数 系 的 商 代 数 系 及 局 部 化 的 高 度 推 广 . 
BE HTM, TC KA R 对 EC 中 任 两 个 对 象 
A,B 的 态 射 集 Homz (4,B) 都 给 出 一 个 二 元 关系 
Ra.8, 则 必 有 一 个 范畴 € /R CHOSE 28 280529 €. 的 对 
象 类 ), 以 及 一 个 沙子 SQ: ET ER WE: 

1. 若 f,f'€EHoms(A,B)H fRa.sf', 则 Qf — 
Qf. 

2.8 D ON — ^ Y B. H EZ 是 一 个 使 
JRas BEB Af 一斑 的 图 子 , 则 有 惟一 的 图 子 
H' .<@€/R>D 使 H' - Q=H. 

3. AT Q 关于 对 象 是 满 单 的 . 

由 二 元 关系 R 必 可 诱导 一 个 使 RCR' 的 最 小 
的 二 元 关系 R', 使 对 任意 的 A, B, Rs 都 是 
Homs (4,B) 上 的 等 价 关 系 .于 是 按 R%.s 可 得 商 集 
Hom, CA.B)/R4,s. E/R 关于 A, B WAS HR 
Home x CA , B) SE BU Home CA B) / Re » SHAR 
按 显 见 的 方式 定义 ,这 样 得 出 的 范畴 / R 称 为 范 
Bg OX ROBES IBS. D] UI BU — T op HRA 
拓扑 空间 , 态 射 为 连续 映射 ), 取 RR 为 同 伦 关 系 , 则 
4 e 的 商 范畴 Z/R, 它 以 拓扑 空间 A,，B,… 为 对 
象 ,而 Homer(A BMA A 到 B 的 连续 映射 之 同 
伦 类 的 集合 . A eB) By Bel OL ON UREA. BAA W 
塞 尔 子 范畴 , 则 可 按 下 法 定义 一 个 范畴 A/B ,其 对 象 
类 即 A 的 对 象 类 ;其 态 射 集 ( 对 任意 的 对 象 4,B) 定 
义 为 

Homap(A,B) = lim Hom,(A’',B/B'), 

ATAEB 
其 中 , lim 表 集 范畴 中 的 正 向 极限 , 态 射 合成 按 显 见 
方式 定义 . 这 个 范畴 A/B 就 称 为 A 关于 B 的 商 范 
Be. A/B 仍 为 一 个 阿 贝 尔 范畴 . 

Rik SE BR (concrete category) 一 种 常用 的 重 
要 范畴 . 对 象 都 是 集合 的 范畴 称 为 具体 范畴 ,可 以 看 
成 Set (集合 范畴 ) 的 子 范畴 ,代数 学 中 的 常用 范畴 
都 是 具体 范畴 . 用 晒 子 语言 也 可 说 ,具体 范畴 是 到 
Set 有 一 个 忘却 呆 子 的 范畴. 

始 对 象 (initial object) 范畴 论 的 基本 概念 之 
—. 指 在 范畴 论 中 起 着 特殊 作用 的 一 类 对 象 ,是 终 对 
象 的 对 偶 概 念 ,它们 都 是 零 对 象 的 推广 . 设 安 为 范 
BR,AC«.Z:x]—4] BE 有 ,Hom(4,B) 都 只 有 一 个 
元 素 , 则 称 4 RER E 的 始 对 象 . 的 任何 两 个 始 
对 象 必 是 等 价 ( 同 构 ) 的 . 例如 , 阿 贝 尔 群 范畴 的 始 对 
象 为 0( 零 群 ). 


即 “ 局 部 


终 对 象 (final object) 


范畴 论 的 基本 概念 之 
一 . 指 在 范畴 中 起 着 特殊 作用 的 一 种 对 象 ,是 始 对 象 
的 对 偶 概 念 . eS 为 范畴 ,BE 安 . 铝 对 一 切 ACS, 


Hom (4,B) 都 只 有 一 个 元 素 , 则 称 B 为 范畴 E 的 
ATH. € 的 任何 两 个 终 对 象 必 是 等 价 ( 同 构 ) 的 . 
E 的 始 ( 终 ) 对 象 是 CCS 的 对 偶 范 畴 ) 的 终 ( 始 ) 对 
象 . 例如 , 阿 册 尔 群 范畴 的 终 对 象 为 0( 零 群 ). 

零 对 象 (zero object) 一 个 特殊 的 对 象 . 它 在 
范畴 论 中 起 着 特别 重要 的 作用 . 一 个 范畴 中 同时 为 
台 对 象 与 终 对 象 的 对 象 称 为 零 对 象 . 一般 地 ,一 个 范 
畴 的 雯 对 象 ( 始 对 象 . 终 对 象 ) 未 必 存 在 ,但 对 一 些 常 
用 范畴 ,如 预 加 性 范畴 (因此 对 加 性 范畴 、 阿 贝尔 范 
MEAS MAH. 若 一 个 范畴 的 零 对 象 存 在 , 则 在 
等 价 意义 下 是 惟一 的 .例如 , 零 群 0 为 阿 贝尔 范畴 的 
惟一 零 对 象 . 

子 对 象 (subobject) 子 代 数 系 概念 的 推广 . E 
是 商 对 象 的 对 偶 概 念 . 设 4,B 为 范畴 的 两 个 对 
象 , 行 有 单 态 射 1:4 一 已 , 则 称 4 为 五 的 子 对 象 . 例 
如 在 环 范畴 中 , 环 尺 的 子 环 $ 为 R 的 子 对 象 . 

商 对 象 (quotient object) fg (C XR EEG B EE 
广 . 它 是 子 对 象 的 对 偶 概 念 . 设 4,B 为 范畴 安 的 两 
个 对 象 . AAT HH x: 4 一 B, 则 称 B 为 4 的 商 对 
象 . Pl OO AE HAE BP A oe: RS 为 环 的 满 同 态 , 则 
kerr Jj R 的 理想 且 SC R/ker z. Bl S 在 同 构 意义 
PAR 的 商 环 . 用 范畴 语言 讲 , 即 S 为 R 的 商 对 象 . 

自由 对 象 (free object) 自由 代数 系 ( 如 自由 
群 . 自 由 模 等 ) 概 念 在 范畴 论 中 的 推广 . 设 儿 为 一 个 
具体 范畴 ( 即 对 象 都 是 集合 的 范畴 )， A 
9 为 一 个 集合 . 构 作 一 个 新 范畴 (5， " 
€) ,其 对 象 为 集合 映射 f:S>A,A P | 
€ €, Hd 81 xg Xu REB rp B 
态 射 4 一 B; 其 态 射 合成 用 自然 的 方 
AGE X. 这 个 范畴 (S, 安 ) 的 始 对 象 称 为 范畴 € 关于 
集合 S 的 自由 对 象 . HNR HEA E RTF SA 
由 对 象 在 等 价 意义 下 者 存在 则 必 惟 一 . 

投射 对 象 (projective object) ” 环 模 范畴 中 投射 
模 概念 的 推广 . 它 与 内 射 对 象 是 对 偶 的 概念 . 设 4 
为 范畴 v 的 一 个 对 象 A S 中 的 任意 满 态 射 S: 
X—Y 诱导 的 集合 映射 Hom(4,X) 一 Hom(4,Y) 都 
是 满 射 , 则 称 AAS 的 投射 对 象 . 

内 射 对 象 (injective object) SABES gi Bg rp p FH 
模 概念 的 推广 . 它 是 投射 对 象 的 对 偶 概 念 . 设 4 为 
WRC PSR A E 中 任意 的 单 态 射 f:X 
一 了 ,诱导 的 集合 映射 Hom(Y, A) Hom X, 4) 都 
是 单 射 , 则 称 4 S 的 内 射 对 和 象 . 

单 态 射 (monic morphism) 集合 范畴 Set 中 单 
射 概念 的 推广 . 它 与 满 态 射 是 互 为 对 偶 的 概念 . 范畴 
后 中 的 态 射 f;4 一 B, 阁 有 左 可 消 性 质 , 即 对 使 态 射 
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合成 有 意义 的 态 射 u,v, 由 fu fo 可 断定 4 二 v, 则 
称 了 为 儿 中 的 单 态 射 .大 gf DU HOS I f£ S SR 
态 射 ; 单 态 射 的 合成 仍 为 单 态 射 ; 单 位 态 射 必 为 单 态 
B]. RAB pud uie. 

满 态 射 (epic morphism) 集合 范畴 中 满 射 概 
念 的 推广 . 它 是 单 态 射 的 对 偶 概 念 . 范畴 Se 中 的 态 
B] 了 :4 一 已 ,车 有 右 可 消 性 质 , 即 由 态 射 合成 xj 一 zx 
可 断定 x 一 ” 则 称 了 为 煞 中 的 满 态 射 . 若 fg 为 满 
态 射 , 则 了 为 满 态 射 ; 满 态 射 的 合成 仍 为 满 态 射 ; 单 
位 态 射 必 是 满 态 射 , 甚 至 右 可 逆 态 射 也 是 满 玉 射 . 在 
群 范 畴 中 满 态 射 即 满 同 态 ;* 在 环 范畴 中 满 同 态 为 满 
态 射 ,但 反之 不 真 . 

双 态 射 (bimorphism) 集合 范畴 中 双 射 概念 
的 推广 .在 范畴 中 同时 为 单 态 射 与 满 态 射 的 态 射 称 
KASS. 换言之 , 双 态 射 即 满足 左 可 消 与 右 可 消 的 
态 射 . 在 群 范畴 与 阿 贝 尔 群 范畴 等 范畴 中 , 双 态 射 就 
是 满 单 同 态 ( 同 构 ). 单位 态 射 一 定 是 双 态 射 , 但 反之 
一 般 不 真 .在 阿 贝 尔 范 畴 中 双 态 射 即 单位 态 射 . 

单位 态 射 Cunit morphism) 亦 称 可 逆 态 射 . E 
合 范畴 中 单位 映射 (可 逆 映 射 ) 概 念 的 推广 . 设 2 A 
— B 为 范畴 PIAS. aA SA u (uf tA 
上 的 恒 等 态 射 ), 则 称 SAAT AST PR WS 
Ard SI. AA AN v 使 fv= e, MES AAA HA 
射 , 称 v 为 f Bx. f BB AZ uS 
与 右 可 道 态 射 , 就 称 了 为 单位 态 射 . 当 了 是 单位 态 
AY, FoR uv. 因此 单位 态 射 又 称 为 等 价 态 射 . 


可 逆 态 射 (invertible morphism) 即 “ 单 位 态 
B]. 
态 射 的 核 (kernel of a morphism) 和 群 论 中 间 


态 核 概 念 的 推广 (不 过 在 群 论 中 同 态 核 是 一 个 正规 
子 群 ,而 在 群 范 畴 中 则 是 指 此 正规 子 群 及 其 在 群 中 
A EC TR] AS). 态 射 的 核 是 态 射 的 上 核 之 对 偶 概 念 . 
BE YO B € 有 零 对 象 ( 因 而 有 零 态 射 0) ,JE HomCA, 
B). 所 谓 f 的 核 ker 太 ,是 指 守 的 一 个 对 象 K 与 一 
个 态 射 7€ Hom( 天 ,4) 组 成 的 对 (天 ,7), 它 满足 : 

1. 7 为 单 态 射 ， 

2. 17 一 0. 

3. 对 任何 gE€Hom(D,4), 只 要 fg —0 就 必 有 
rE Hom(D, K)f =g (条 件 1 可 去 掉 , 但 在 3 中 
须 强调 “ 必 有 惟一 的 T”). 

E f 的 核 存在 , 则 在 等 价 意义 下 是 惟一 的 . 有 
时 为 强调 态 射 也 可 不 提 KK 而 称 7 为 f 的 核 . 因此 ， 
单 态 射 的 核 是 零 态 射 0, 零 态 射 的 核 是 单位 态 射 . 

AS SATAY EAR Ccokernel of a morphism) 和 群 论 中 
同 态 的 上 核 概念 的 推广 (不 过 ,在 群 论 中 同 态 的 上 核 
是 指 一 个 商 群 ,而 在 群 范 畴 中 是 指 此 商 群 及 群 到 此 
H AE EY Ta AS). 态 射 的 上 核 是 态 射 的 核 的 对 偶 概 
D. RERS ASMA AMASARH O), SE 
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Hom (A,B). frig S 的 上 核 coker f. Æt © Re 
对 象 克 与 一 个 态 射 z€ Hom(S WARN OW , 
T), CWE: 

1. 是 满 态 射 . 

2f. 

3. XE f£ fi] fg € Hom(Bb,C), AE gf — 0 Sli Ù 
A € HomOW C) fii ex—g (条 件 1 可 去 掉 , 但 在 条 
件 3 中 须 强调 “ 必 有 惟一 的 v. 

在 等 价 意义 下 ,了 的 上 核 如 存在 必 惟 一 .有 时 为 
强调 态 射 也 可 不 提 W mera PER, AIGA 
coker f — z. 因此 , 满 态 射 的 上 核 是 零 态 射 0, 零 态 射 
的 上 核 是 单位 态 射 . 

态 射 的 像 (image of a morphism) 和 群 论 中 同 态 
像 概 念 在 阿 贝尔 范畴 中 的 推广 . 由 阿 贝 尔 范畴 的 定 
X BI Al :加 性 范畴 E 为 阿 贝 尔 范 畴 的 充分 必要 条 件 
是 对 任 一 态 射 vcEHom(4,B5) ,都 有 如 下 的 可 换 图 ， 
Apo RASH oR ASH. 


g=ker, € 
o=kerz, 2 
d — coker o=coker 7, x 7 
7—ker g, 

p g 
z — coker g. D>—> A— B—»E 


Xf Bry DL AR yee E Vix HA EK) 
(C,7) 称 为 o WRN Ime (CC 70 AN BE 7 
HÀ o WR, UJ Ime 7. 6 € ARH. lel T4 
X P.C 就 是 群 同 态 o 的 像 , 也 就 是 说 ,(C,7) 为 o 的 
像 . 可 对 偶 地 定义 态 射 的 上 像 .对 一 般 的 范畴 安 可 
WRENS 中 态 射 f:X>Y REA Y 的 子 对 象 
Y SSW g:Y' 一 Yi HASH +:X 一 Y 满足 f= 
sr, 且 对 了 任意 的 子 对 象 让, SASH g: YY, E 
ASH XY, 满足 /二 gz WE Gd h: Y 一 
Y 使 gh=g. 此 时 称 (Y ,gs) 为 态 射 S: XY 的 像 . 
值得 注意 的 是 ,这 样 定 义 的 像 未 必 存 在 . 若 在 一 个 范 
畴 中 ,每 一 个 态 射 都 有 ( 按 此 定义 的 ) 像 , 则 称 此 范畴 
为 带 像 范 畴 . 阿 贝 尔 范 畴 是 带 像 范畴 ,此 时 本 条 目 中 
两 种 定义 是 一 致 的 . 

带 像 范畴 (category with images) 
像 ”. 

态 射 的 上 像 (coimage of a morphism) 态 射 的 
像 的 对 偶 概 念 ,可 由 态 射 的 像 之 定义 对 偶 地 给 出 其 
定义 (参见 “ 态 射 的 像 ”). 

TA BE (zero morphism) 有 有 零 对 象 的 范畴 中 
的 一 类 特殊 态 射 . 许多 常见 范畴 ,如 群 范 畴 、 环 范畴 、 
环 模 畴 等 ,将 它们 的 零 同 态 概念 抽象 出 来 即 得 零 态 
射 的 概念 , 它 在 范畴 论 中 起 着 相当 重要 的 作用 . Rw 
E 乌有 零 对 象 (在 等 价 意义 下 必 惟 一 )Z ,Hom(4， 
2Z) 与 Hom(Z ,如 ) 的 惟一 元 素 分 别 为 Oaz 0z. HE 
成 0zs0az 不 随 Z 的 选择 而 改变 , 记 此 合成 为 048, 称 


为 Hom (A,B) PR) EASY. x] BOE RJ 4,B8 ,这 是 惟 
一 的 .有 时 也 简 记 为 0. 

等 价 态 射 (equivalent morphism) 亦 称 同 构 态 
Kt. CRC Mie Rit PARSE. 因此 也 
简称 同 构 . 在 范畴 中 可 用 它们 将 其 对 象 类 分 成 等 价 
类 进行 研究 ,因此 起 着 重要 的 作用 . 设 宝 为 范畴 ， 
IEHom(4,5), 若 有 rEHom(B,4) 使 ro 一 es H. oc 
一 ss(e 表 恒 等 态 射 ), 则 o,r 都 称 为 等 价 态 射 且 互 称 
AESH. 此 时 称 对 象 4,B 为 等 价 的 . 等 价 态 射 一 
定 是 单位 态 射 , 反 之 亦 然 . 等 价 态 射 之 逆 是 惟一 的 . 

同 构 态 射 (isomorphism) 即 “ 等 价 态 射 ”. 

逆 态 射 (inverse morphism) 见 “ 等 价 态 射 ” 

等 价 对 和 象 (equivalent objects) JL “Hora 
射 ”. 

XT 48 I Du] (SE RO (duality principle (category) ) 
射影 几何 中 对 偶 原 则 在 范畴 论 中 的 推广 与 移植 . 是 
一 种 严格 的 (有 效 的 ) 对 偶 翻 译 . 在 范畴 论 中 常 可 用 
对 偶 的 方法 将 一 些 命题 中 的 概念 翻译 成 其 对 偶 概 念 
(如 单 态 射 与 满 态 射 、 核 与 上 核 ` 始 对 象 与 终 对 象 .内 
射 对 象 与 投射 对 象 等 都 是 对 偶 概 念 ) 得 出 新 的 论述 . 
有 时 也 可 由 已 知 命 题 的 证 明 得 出 其 对 偶 命 题 的 证 
明 . 将 这 种 翻译 的 方法 上 升 到 理论 即 得 对 偶 原 则 . 对 
偶 原 则 在 范畴 论 中 (以 及 在 同调 代数 等 学 科 中 ) 是 十 
分 重要 的 ,由 它 常 可 将 一 个 概念 变 成 两 个 概念 ,一 条 
命题 变 成 两 条 命题 .用 对 偶 原 则 作对 偶 翻 译 所 得 的 
命题 总 是 成 立 的 ,不 必 再 证 明 . 设 S 是 一 句 对 任何 
范畴 (或 至 少 对 一 类 范畴 ?都 有 意义 的 陈述 (说 明 一 
个 概念 .提出 一 个 命题 等 ). 将 S 引用 于 范畴 5 
€^ CE BSXxHB IEEE E BUTRPSA ACT V 5 €^ BJ ER 
XRS 0€) 5j S CE). 最 后 将 SC(Z*) 对 侦 翻 译 成 一 个 
关于 名 的 陈述 , 即 SER C HERRER E K 
相应 态 射 (箭头 改 号 :如 A" 一 B" 换 成 B 一 4), 有 关 概 
念 都 换 成 其 对 偶 概 念 , 则 得 到 陈述 SOC), E E 
S (多 ) 的 对 偶 陈 述 . 若 SC(Z) 说 明 一 个 概念 , 则 S°(C) 
说 明 其 对 偶 概念 ; 若 S( 儿 ) 为 一 个 命题 , 则 S*( 儿 ) 是 
其 对 偶 命 题 ; 若 S 是 一 条 对 EC 与 安 " 都 已 证 明 的 定 
理 , 则 S°*( 当 ) 也 是 一 条 定理 ,不 必 再 证 明 . 这 就 是 对 
偶 原 则 . 

阿 贝 尔 范 畴 中 的 正 合 列 (exact sequence in an 
Abelian category) 和 群 论 . 模 论 中 正 合 列 概念 的 推 
广 . 若 阿 贝尔 范畴 多 中 有 态 射 列 


TTE RUF PR Cae a 
£i Imo — ker c, MR EFE B 处 正 合 . ALAS 
— ^r 3E à Ab ABE WERT AC 中 的 一 个 正 合 
Jl. TESI Hh. 0 A— B—C-—0 € B.C LIER. Wl 
称 为 右 正 合 列 ; 若 在 4,B 处 正 合 , 则 称 为 左 正 合 列 ; 
若 在 A,B,C 处 都 正 合 , 则 称 为 短 正 合 列 . 短 正 合 列 


范 B i 


t mre XE A» BOC. 这 是 范畴 论 、 同 调 代 数 、 
模 论 中 常用 的 正 合 列 . 

短 正 合 列 (short exact sequence) 
范畴 中 的 正 合 列 ”. 

范畴 论 中 的 3 引 理 (3-Lemma in Category the- 
ory) IR PRA 5 引 理 . 是 模 论 中 3 引 理 对 阿 贝 尔 范 
畴 的 推广 ,有 着 重要 作用 . 若 阿 贝尔 范畴 V HUN FN 
列 的 态 射 可 换 图 ,其 中 两 -o p no 
行 都 是 短 正 合 列 , 则 9 与 r| T 
y 部 是 单 ( 满 ) 态 射 时 ,了 | a! yr | 
也 是 单 ( 满 ) 态 射 ; 而 且 P ATP ec 
5 y 都 是 单位 态 射 时 ,f 也 是 单位 态 射 . 这 就 是 范畴 
论 中 的 3 引 理 . 

5g 5 引 理 (short 5-lemme) 
引 理 ” 

范畴 中 的 可 换 图 (commutative diagram in a 
category) 近世 代数 中 可 换 图 的 推广 . 它 是 范畴 论 
中 一 种 方便 的 语言 与 论证 工具 . 设 安 为 范畴 , 若 一 
aS 中 态 射 组 成 的 图 中 (对 象 作 结 点 .端点 ), 从 
任 一 对 象 出 发 沿 任何 不 同 路 线 ( 顺 着 态 射 的 箭头 方 
向 ) 达 到 任何 对 象 的 合成 态 射 部 相等 , 则 称 此 图 为 
E PHA RA. 最 常见 的 可 换 图 有 


见 “ 阿 贝尔 


即 “ 范 畴 论 中 的 3 


| F Í 
, B 4 B 
h g 
h g 
C D i C 
(h= gf) (gf= kh) 


或 由 它们 组 合 而 成 的 更 复杂 的 可 换 图 . 

格 罗 腾 迪克 范畴 (Grothendieck category) 一 
类 特殊 的 阿 贝尔 范畴 . 它 是 一 类 在 代数 中 常用 的 范 
Be. 车 E 为 阿 贝 尔 范 畴 , 称 SO 为 一 个 格 罗 腾 迪 克 范 
Be. 如 果 它 满足 如 下 条 件 : 

1. 儿 有 一 个 生成 子 . 

2. 在 所 中 育 和 (上 积 ) 总 是 存在 的 . 

3. 对 安 中 的 任意 对 象 4,4 的 子 对 象 BUR 
A BS IE [8] X] RAE (A ic DA 


(4) B= >, (Ai N B), 


Sh VERT MRLRAL 
例如 环 R 上 的 ( 左 ) 模 范畴 就 是 一 个 格 罗丹 迪 
3:5 n5. 


Fal 35 RE ON F Se Be AY) quotient category for a 
subcategory) 代数 系 的 商 代 数 系 (如 环 的 商 环 ) 及 
局 部 化 (如 环 的 局 部 化 ?的 高 度 推广 .在 A 为 一 个 局 
部 小 的 阿 贝 尔 范 畴 ,B 为 A 的 一 个 塞 尔 子 范畴 , 则 可 
定义 一 个 范畴 A/B ,其 对 象 类 即 A 的 对 象 类 ,其 态 
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射 集 按 下 法 定义 :对 A 中 的 任意 对 象 4,B, 记 
I= (Hom4CA', B/B')| A'CA, 
B'CCB,A/A',B'€B } 

为 A 中 态 射 集 的 一 个 子 类 . 若 ADA" B'CCB", y 
ff Hom4CA', B/ B') éHom4 CA", B/B. 这 就 给 出 了 
上 的 一 个 拟 序 . Mt f£ XX BJ Hom, CA' , B/B) 与 
HomA4CA", B/B"), 有 Hom4CA' , B/ B'), Hom, CA", 
B/B')xiHom4CA'f] A, B/(B'+ B"). put I EB 
拟 序 是 有 向 的 .定义 A/B 中 对 象 A.B 的 态 射 集 为 

Homae(4,B) = lim Hom,CA' ,B/B'). (x*) 


A/A'CB 
B'cB 


再 按 下 法 定义 A/B 中 态 射 的 合成 : 任 取 
f€Homa4sCA,B),g € Homs (B,C), 从 (x ) 知 ,了 
由 使 A'CA.B'CB, A/A, B'EB 的 一 些 fe 
Homa(A',B/B') 确 定 ,g 由 使 B'CCB,C'CCC,B/B", 
CEB 的 一 些 g € Homa(B”,C/C') 确 定 . 若 A"— 
f (CGB'-EB')/B'),W| A/A"EB BH f 诱导 一 个 了 
€ Hom4CA", CB"-- B')/ B'). $ C"/C' = g (B"(] B') 
jj C"CB.H g 诱导 一 个 

g' € Hom4C(B"/CB" N B'),C/C'). 
注意 阿 贝尔 范畴 必 是 正 合 范畴 ,于 是 有 

(B" + B')/B => B"/(B" N B^». 


wWh=g' ete f' GA 中 态 射 的 合成 ). 再 由 A/A", 
CEB 知 这 些 疡 按 (*) 确 定 一 个 惟一 的 疡 E 
Homae(4,C). 定义 ge fHh, MH A/B PAH 
的 合成 法 则 ,于 是 A/B 为 一 个 范畴 , 称 为 范畴 A 对 
B 的 商 范 畴 , 它 也 是 一 个 阿 贝 尔 范 畴 .在 A 与 A/B 
[E] YE HE — ^^ RF T: A—A/B 使 对 任意 的 对 象 AC 
A,T4=4; 对 任意 的 fC Hom CA B) id A 中 对 应 
于 A'CA4 与 BCB 的 态 射 各 为 i: A! >A, pay: B 
—B/B'. E fo: A >B K fF ARSERSS 8] M pap f. 
€ Hom4CA' ,B/B') ,由 此 按 (* ) 得 到 一 个 惟一 的 了 
€ Hom CA, B). HME T£ — P. WT 为 一 个 正 合 
PST SERA A 到 A/B BY tn HE RI. 4 T 4f: BB P 
F S:A/B>A, WY FES OPE SF es EE SD 
S 为 截面 孙子 ,而 称 B 为 A 的 局 部 化 子 范畴 ,ST:A 
一 A 则 称 为 局 部 化 函 子 . 

Ek 7E ER F (canonical functor) 
子 范畴 的 )”. 

截面 函 子 (section functor) 
范畴 的 )” 

局 部 化 子 范畴 (localizing subcategory ) 
范畴 (对 子 范畴 的 )” 

A WE A F (localizing functor) 
O6] F YG BERI D. 

F Xt KAY 35 (intersection of subobjects) ”代数 
RIRAL. RA iei AN YS E 中 对 象 4 
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A," dg ve, Wg Oe] 


见 “ 商 范畴 (对 子 


Vr: 


VAM EE: 


BB — SFO RR COEUR AAS BY 4 一 4, 则 规定 A; 
Aj. 当 正 向 极限 lim A 存在 时 , 称 lim 为 {Ailie 之 
记 为 QA. 在 正 合 范畴 (如 阿 贝尔 范畴 ) 中 , DA 总 
是 存在 的 . 

子 对 象 的 和 (sum of subobjects) 代数 系 和 与 
集合 并 的 推广 . B(A NARE 中 对 象 4 的 一 
TRR u Ai> A 为 相应 的 单 态 射 . 若 4 有 一 
个 子 对 象 4 a A> A 为 相应 的 单 态 射 ,使 得 :对 任 
BRA w: 4 一 4 DF uu ws AIRY Xt € 中 任 
意 态 射 f:A>B FE © 中 对 象 B SMBH ALB > 
已 ,以 及 态 射 f; : 4 一 已 使 fo usà. fi, ARNEE 
态 射 A B IE feou=Ac FWE AAA Sie: 
ZAI DA RUA (此 时 也 称 之 为 {4 jier 之 
并 ). 在 同 构 ( 等 价 ) 意 义 下 它 是 由 (4,})er 惟 一 确定 
的 . 在 正 合 范畴 中 (因此 在 阿 贝尔 范畴 中 ) 忆 4, 总 是 


存在 的 . 此 外 ,对 阿 贝 尔 范畴 ,各 A, A, 都 是 4 的 子 
对 象 , 则 有 同 构 ( 等 价 ) 
(4 十 4:)7/4 信 47 CA NA). 

子 对 象 的 并 人 (union of subobjects) 
的 和 ”. 

范畴 生成 子 (generator of a category) 范畴 的 
一 个 特殊 对 象 . 范畴 V IRE Home (A, —) A E SE ER 
子 的 对 象 4 称 为 它 的 一 个 生成 子 . 换 句 话说 ,对 任 
EB V PIR X.Y. A fic Hom. (X,Y), i=1,2, 
H. fixe fas RR g € Home (A,X) fifi f, Š go Í: z 
g, 这 时 就 称 4 为 © 的 一 个 生成 子 , 对 侦 地 可 定义 
上 生成 子 的 概念 , 即 V 中 使 Homce( 一 ,4) 为 忠实 函 
子 ( 即 对 上 述 的 AS.» MA gE Hom. (Y, A) ff 
8。 几 了 关 g。f;2) 的 对 象 4 称 为 它 的 一 个 上 生成 子 . 4 
为 儿 的 上 生成 子 等 价 于 4 为 RHAW BG ony 
生成 子 . 

范畴 上 生成 子 (cogenerator of a category) Jl 
“范畴 生成 子 ”. 

函 子 (functor) 范畴 间 的 一 类 特殊 映射 . 有 些 
问题 中 需 研 究 两 个 范畴 间 的 联系 或 通过 这 种 联系 由 
一 个 范畴 的 性 质 来 推断 另 一 范畴 的 性 质 ,这 就 引出 
图 子 的 概念 . 图 子 可 看 成 范畴 间 的 变换 或 同 态 ,在 范 
Ris hike EREA ECC AAS. Fe 
v d : 

l. € 的 对 象 都 变 成 CWA, MV AC. 
F(A)€ SC"; 

2.V o€ Homc(A,. B),o 都 被 变 成 

F(o) € Home (F(A), FCB)); 

3. Flor) — F(Co)F GO XJ € PAOMRARH o.c 
成 立 ; 

4. F Ce) — € AP e TH AES EI s 


MFRS 


Wk FAC S8 SB) — PARE BR T CUR Pp UP AE BR 
T). EXRAIR UE 1.4 不 变 而 条 件 2,3 分 别 改 为 : 

2'.Y cc Home CA, B), 

F(o) € Home’ CFCB) , FCA)); 

3'. Elor) —FGDOF (0); 
则 称 为 E A ETRE PRS EE ER TO. 
FEAR pK Fg Sc RE PR ROA BR T. (HU BY du EC 
AF PRI f8] PR PRI. 

+ $ F (covariant functor) 

H€ ER F (covariant functor) 


E35 &F (contravariant functor) 


RT. 
RT. 
DL" p T. 

Ww 2 B (contravariant functor) yl“ pg ”. 

fg Æ pF (identity functor) 亦 称 单位 图 子 . 
一 个 范畴 到 自身 的 恒 等 变 换 . 奉 ON PR PR 
子玉 : 咯 一 各 使 委 的 每 个 对 象 都 变 成 自己 ,也 使 vc 
"B BS FE XE EEA, EF AS ERIT SEP 
f RICA I. 


% 47 HF (identity functor) BI ^f8 SE RT”. 
ig b+ (forgetful functor) IPRA PR TE 


ak dk ml PRI. 一 类 重要 的 函 子 .在 拓扑 空间 范畴 的 研 
究 中 有 时 只 需 考虑 其 中 的 集合 性 质 , 即 ,将 其 每 个 对 
象 看 做 一 个 集合 (基础 集 ) ,连续 映射 看 做 一 个 集 映 
射 . 这 就 给 出 拓扑 空间 范畴 到 集合 范畴 的 一 个 范 子 ， 
称 为 遗忘 图 子 . 一 般 地 ,对 一 个 具体 范畴 CROSE ARS 
都 是 集合 ) 也 可 同样 处 理 , 即 遗忘 掉 名 的 其 他 结核 
只 考虑 集合 性 质 ,这 样 也 得 到 v 到 集合 范畴 的 遗忘 
KF. 例如 环 范 畴 中 的 每 一 对 象 ( 环 ) 只 看 做 一 个 集 
合 , 环 同 态 只 看 做 集 映 射 , 即 遗忘 掉 环 结构 , 则 得 环 
范畴 到 集合 范畴 的 遗忘 图 于 . 

忘却 函 子 (forgetful functor) EI ARAT”. 

A m gg F (underlying functor) — B[ “GA AR PA 
d. 

4 & F (full functor) 一 类 重要 的 图 子 . 设 天 
为 范畴 所 到 范畴 MNT. 

F(Hom,(A,B)) = Home CFCA),FCB)), 

VA BEC MFRTSEHAWA MPR FAS sU 
v" BY A PR. 对 偶 地 ALERT OS 满足 

F(Hom4CA,B)) = Home: (FCB) ,FCA)), 

V x BEG MRF ASE Me AS AEPET. A 
TRCN ERO BEST IAS RT. 
则 DAS WEF mR. 

E ® £H F Ccontravariant full functor) — 
"BART. 

& & Hm F (ünclusion functor) 包含 映射 的 推 
ERR A RR. E CV UNSER OC 的 子 范 畴 ,可 
FH 5 0,75 3X sg XC— T BERT. I: V (S ICA) — A, 
IC) — f£ WU PRIX PAF I ALES PR. 

zB 3E F (faithful functor) ZRAERÁS SF ER TF. 


E E KT RRR. FOOD NIST iE pc 
€ Home (CA, B) ,czÉo J^ FGOSEF CoD WRK PARE 
到 c2 的 忠实 水 子 .类似 地 可 定义 反 变 忠实 函 子 . 包 
ARTAAL XRT AART EBX RKT. 
fF ef faithful functor) 即 “ 忠 实 图 子 ” 

RS BS BF (contravariant faithful functor) 
M BRET” 

fe A KF (embedding functor) 一 类 特殊 的 忠 
实 函 子 . 关于 态 射 及 对 象 都 是 单 射 的 函 子 , 即 变 不 同 
XT BOA As Faut Se B5 48 SZ PR FP. PK SA RA 
PR. 

Ej FS CH (universal element of a functor) 
范畴 论 的 基本 概念 之 一 . 是 定义 可 表示 图 子 的 一 个 
中 间 概 念 . 设 下 为 范畴 安 到 集合 范畴 Set 的 一 个 天 
TEXCERrcCFGODIWI B PU TEE MER 
YEE 及 任意 y€ FOOTER TE—BSAS RE f:X 一 Y 
PFA GO — y. WRX nD TF Bi i276 
A. 当 省 略 对 象 X MASTER. we x WF 
的 泛 元 素 . 阁下 的 泛 元 素 存 在 , 则 在 等 价 意义 下 是 
惟一 的 . 类 似 地 ,可 定义 反 变 沙子 0:6 et 的 泛 
TR. HRE 为 可 换 环 R EIRE, M,N 为 
Ri ARF ARE RET ZEE MXN SJ T fj 
DEG T BRT 859 SEA PKI M MON BIA F 的 泛 元 
E 

A] X& cR E F (representable functor) 两 范畴 
间 的 一 类 特殊 函 子 . 有 证 元 素 的 图 子 . 设 下 为 范畴 
号 到 集合 范畴 Ket 的 一 个 函 子 , 若 尺 有 谤 元 素 , 则 
称 玉 为 可 表示 图 子 .对 偶 地 ,可 以 定义 可 表示 反 恋 
PR. 

Xj (A EST (dual functor) 对 偶 范 畴 间 的 一 个 
TLRF. BZ E yi E E 与 窜 " 间 关系 的 一 个 标准 
PR. EC A n SET EOS RE. PE X 
D(X)—X'—X,V X€ €. Fo E PBA fA 
>B EM DCÉO:DCGB^)—DCA?) CE?) , Ml] Ds E> 
EHRE KT 5 BR A ORT {BB PRI. OBI BT TS PKI 
ihe id D. 

eR BF (representative functor) 一 种 特殊 
H3 PR T^. C ET POY IR BUR TT PE E BY ER T. EF 
为 范畴 CE AW Z WRF, AER BEZ, ER 
A AECE, EFA FNT BAW FARKAT. 
(i ON. x F A Pth [ul yE B6 E SE A yE E P A os PRI 
子 , 则 为 一 个 表示 函 子 . 对 一 般 的 具体 范畴 ,遗忘 
疯子 也 是 表示 哨子 . 

"E d (constant functor) JRERXJI f8 PR T. 一 
AY FR AY PRI. E Fi — € RF BEE" SEN 1E 
BW ACY.FOD-—BOIHIB © 中 人 态 射 S: X> 
Y,F(f) 二 es(B EMSA) BUR FA Se SIE 
(关于 BIN PA. 
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Xt fA BF (diagonal functor) 即 “ 常 图 子 ” 

二 元 函 子 (bifunctor) 范畴 论 以 及 同调 代数 、 
代数 几何 等 学 科 中 常用 的 果子 . 蔡 VE 为 三 
个 范畴 , 则 从 eS, 的 积 范 畴 Se TS, BS B PR 
子 称 为 二 元 图 子 . 同调 代数 中 最 重要 的 Hom ER T. 
多 函 子 等 都 是 二 元 函 子 . 

只 范畴 (product category) 范畴 论 的 基本 概 
念 之 一 . 指 由 一 些 范畴 组 成 的 新 范畴 . TS} AE A 
为 一 个 范畴 集合 ,由 它们 可 作出 一 个 新 范畴 US. 
即 , 记 C… ,A;,…) 为 Le 的 对 象 , 其 中 A;€ €, X 


Hom 


ue, Cons Aet C Bis) 
A€ A 
= [I Hom, (A,,B,) 

AEA A 


( 右 端 的 品 表 集合 的 直 积 , 即 “ 笠 卡 儿 积 ”) ,规定 其 态 
射 合成 为 各 分 量 中 态 射 的 合成 , 即 

Cores armen qma = Ces feist). 
这 样 得 到 的 范畴 [IE FR UY Woe. 其 恒 等 
ASIN €or = Ct sla em. 

全 忠实 函 子 (full faithful functor) 一 种 特殊 
HRAT. 它 是 关于 态 射 变 元 为 满 单 射 的 函 子 . 若 函 子 
F 是 全 哨子 也 是 忠实 函 子 , 则 称 为 全 忠实 函 子 . 

Jn E F (additive functor) 范畴 论 与 同调 代 
数 中 常用 的 一 类 函 子 , 即 保持 态 射 加 法 的 函 子 , 它 只 
对 加 性 范畴 才 有 意义 , EF 为 加 性 范畴 名 到 加 性 范 
BSC WRF ANEA BEE 及 任意 的 ff,g 
€ Home (A,B), fif FC f+ Q=F(fP+F Cg). 
称 下 为 加 性 孙子 . 事实 上 , 它 是 加 法 阿 贝 尔 群 
Hom? fil PE A E (4,B) 到 加 法 阿 贝 尔 群 
Hom" (F(A),F(B)) 的 群 同 态 ( 注 意 加 性 范畴 中 
的 任 两 对 象 间 的 态 射 集 都 是 加 法 阿 贝 尔 群 ). 加 性 本 
子 可 用 它 的 特征 性 质 一 一 “保持 有 限 个 对 象 的 积 
(和 )” 来 刻画 . 对 偶 地 可 定义 加 性 反 变 函 子 . 

函 子 的 自然 变换 (Cnatural transformation of 
functors) 处 理 函 子 之 间 关 系 的 一 个 重要 概念 . 由 
它 可 得 出 有 用 的 可 换 图 . dE FG: EE ARTE 
变 函 子 . F SIG 的 一 个 自然 变换 :Ff 一 G 是 指 : 
V ACS AACA) € Homa (F(A),G(A)), 使 对 名 
中 任意 的 态 射 f:4 一 B, 有 GCDA(A)==h(B)F( 有 用). 
即 有 可 换 图 如 右 下 . 

若 自 然 变换 h:F 一 G hCA) 
MEM ACS ACA MBE MOA 


Dy GSH MAL orc laco 
PART F Al GHAR hCB) 
F(B) ———— GCB) 


SF ft FIG 称 为 是 目 然 等 

WEA ESG R FSG. EK E a A e 

PR T ot AE ffr 2S. 在 许多 问题 中 , 属 同一 个 上 自然 等 价 
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类 的 函 子 可 不 加 区 别 , 从 而 简化 了 晒 子 的 研究 . XT B 
然 变换 也 可 定义 其 合成 . RA: F>G 5 kiG—H 都 
fe € BD RSIS AREER, ME (RA) CAD — 
RCA)A CAO BIS A. SRN GMA EF AHE 
然 变换 . we AR HL AY XE X CAE BS T [8] B] EL A ERA B 
RAE D. 

函 子 的 自然 等 价 (natural equivalence of func- 
tors) 一 种 特殊 的 上 自然 变换 (参见 “隆子 的 上 自然 变 
换 ”). 

等 价 范畴 (equivalent categories) ”范畴 论 的 基 
本 概念 之 一 . 据 此 可 将 众多 的 范畴 分 成 等 价 类 ,使 同 
一 个 等 价 类 的 范畴 具有 丰富 的 共性 . 设 所 ,5 为 两 
EL AA AT F: €> 2 5G: 2>g 使 GF = 
1s ,FG 之 1g( 疙 表示 自然 等 价 ), 则 称 宪 , 才 为 等 价 
WE, A ESD. 例如 ,一 个 对 象 组 成 的 范畴 等 价 
于 半 群 范畴 ,因此 , 半 群 范畴 的 研究 滑 可 归 为 一 个 对 
象 之 范畴 的 研究 . EERI F.G 满足 更 强 的 条 件 : 
GF—I«,FG-lIs,WI$k E, Z2 为 同 构 范畴 . 

同 构 范畴 (isomorphic categories) 一 种 特殊 
的 等 价 范畴 (参见 “等 价 范畴 ”). 

伴随 函 子 (对 ) Cadjoint functor (pair)) ” 亦 称 
相伴 函 子 ( 对 ). 范畴 论 的 基本 概念 之 一 . 它 在 同调 代 
数 等 学 科 中 有 着 重要 应 用 . 该 概念 由 坎 (Kan,D. 
M. ) 于 1958 年 提出 . HE Fi 9 ZG D>C pit 
Rif. 夺 有 自然 等 价 h( 一 ,一 ):Homs(G( 一 ), 一 ) 一 
Homz (一 ,F( 一 )), 其 路 (一, 一) 为 集 值 二 元 映射 
( 即 , 对 VY AC S,BECL,A(B,A):Hom,(G(B),A) 
一 Homz(,RF(C4)) 为 双 射 ), 则 称 G 为 的 左 伴随 
KTE H G A APE RE RT Im CF. GRA FFE PR 
(对 ). 48] G0, ADA CR PY PR G=—-WBAF 
=Hom(B, —) AFERAT OOM). PE ES PR TOS EEG 
要 的 性 质 ,例如 , 当 (F,G) 为 伴随 函 子 对 时 ,F 必 是 

相伴 函 子 (对 )(adjoint functor (pair)) 
Be eR FORT)”. 

Zr 4E B Efi F Cleft adjoint functor) 
FOH”. 

4h fE BB ER F (right adjoint functor) 
KT OS. 

3c RE TE AY Hom e F (functor Hom in Category 
theory) JR PRE RAH KF 9X 98 — RR. YO BS 
ie PH HERZ. RIK A aR Ir HI. 
KE 为 一 个 范畴 ,Zet 为 集合 范畴 ,对 Y ACS E 
LAT Home CA, —2: € — Set WF: 

Homs CA, —) CX) — Home CA, X) (V XEF), 

Homs(A,—)(f): HoméCA, X) Hom; (A,Y), 
fi Home CA, —0 (0 (go — fg, V fi:X—Y fk €, 
g€ Home(A.X). iX Home (A, 一 ) 称 为 范畴 E 


即 “ 伴 


JL," FE BB PR 


见 “ 伴 随 


到 “et 的 Hom PR T". 34 € A Jon fe ye, Bey uox T 
T X dé € ST DI ON SER E UG Uu in 
数 中 更 显 出 其 重要 性 . 

共 变 态 射 函 子 (covariant morphism functor) 
即 “ 范 畴 论 的 Hom KF”. 

第 一 表示 函 子 人 first representation functor) 
即 “ 范 畴 论 的 Hom eR T". 

范畴 论 的 反 变 Hom M F (contravariant func- 
tor Hom in category theory) 亦 称 反 变态 射 图 子 
Bk 5S — Fey PRI. 是 范畴 论 中 的 重要 图 子 之 一 ,也 是 
同调 代数 中 最 基本 的 孙子 之 一 . 设 室 为 一 个 范畴 ， 
Set HRA WH. Mie BPS Homz( 一 ,4): 安 
>et 如 下 : 

HomeC—,A)0X0—Home(X,A), V XC €, 

Home (—,A)(f): Home (Y, A) - Home CX, 
A) f£ Home C— A) CO GO 9 gf, N fX Y CE © 
H), g€ Home (Y, A). 这 个 Home (一 , AS KR E 
到 Set 的 反 变 Hom eS T. 24 € 为 加 性 范畴 时 ,这 
AS PR Xe EC 到 阿 贝 尔 群 范畴 eG BJ CAE PR T, 
在 同调 代数 中 占 重 要 地 位 . 

RB A BEER F (contravariant morphism func- 
tor) 即 “ 范 畴 论 中 的 反 变 Hom NT". 

$L ER A F (second representation functor) 
即 “ 范 畴 论 中 的 反 变 Hom iR TF". 

IE EF (exact functor) 阿 贝 尔 范 畴 间 的 一 
Ph Be SE EA) eR a rit ix Fic 
££ JM np DL AR Yi B [8] B — T SEE eR. eT € 中 任 
意 的 正 合 列 


E PET aan 
Fa FB 
有 Q—FA —>FB—>FC 
EPHVHEI WRF 为 左 正 合 函 子 . 若 对 委 中 
任意 的 正 合 列 
dti C0; 
有 FA FB a ee 
是 夕 中 的 正 合 列 , 则 称 ARIA RL. 同时 为 左 
EA SAE HI RFRAIED AT. 对 偶 地 ,可 定义 
BL AE PR HJ Ze IE S TE B IE S TE. pF AACA) 
ERAT N E^ 变 单 ( 满 ) 态 射 为 单 ( 满 ) 态 射 且 对 任 
意 的 态 射 8， 
F(ker B)Zker FCP), 
CF CcokerB) ZzcokerF C9)). 
7r AES ATE ITEM T. 

在 同调 代数 的 基本 果子 中 (M 表 民 模 )， 
HomCM ,一 ) 为 左 正 合 果 子 ( 它 正 合 的 充分 必要 条 件 
是 M ARH R ED;HomC— ,MOZEIE & IAE PR F- 
( 它 正 合 的 充分 必要 条 件 是 M DN ER EO, 


MO 一 与 一 ON(M 为 右 尺 模 ,N 为 左 R 模 ) 都 是 右 
正 合 孙子 (它们 正 合 的 充分 必要 条 件 是 MON) NF 
坦 R 模 ); 阿 贝尔 范畴 中 正 向 极限 函 子 lim ( 反 向 极 
ES PR Flim) AG (AL IE & eR. XP oe FF 
关于 它 的 两 个 变 元 都 是 正 合 的 (或 左 正 合 的 、 右 正 合 
的 ), 则 称 为 正 合 的 (或 左 正 合 的 . 右 正 合 的 ) 二 元 
KT. 

IE & I& 88 hF (exact contravariant functor) 
SL“ IER PR”. 

E L Jr HS F (exact bifunctor) 
a 

只 (范畴 论 ) (product (category theory)) 范 
畴 论 的 基本 概念 之 一 在 范畴 论 中 积 是 上 积 的 对 偶 
概念 ,是 模 论 中 直 积 概念 的 推广 ,因此 也 称 为 直 积 . 
WA} ,4€ 4 为 范畴 © 的 一 个 对 象 集 . AMR 4 与 
— AHR ml mE Hom(A,A)}AA a FIZ E FR Xf 
f£ f] CES EET o; € Hom(C, Ai) AC A, HAE 
一 的 FE Hom (C, A) fii y — UJ ACA 都 有 Mf =G, 
MEKCA, Ur DS CAO BIER ARTERE 4 A CAL BJ 
只 , 记 为 LA- 在 等 价 意义 下 EA) A A RULES EE 


= .在 如 有 零 对 象 时 ， 上 述 的 tw 一 定 都 是 满 态 射 . 
在 加 性 范畴 中 ,任何 有 限 个 对 象 一 定 有 积 . 积 不 但 在 
代数 学 的 一 些 范 畴 中 有 重要 应 用 ,对 其 他 范畴 也 有 
很 好 的 应 用 . AU E E 的 对 象 类 为 全 体 实数 ,a 三 6。 
HFE X Hom (a,b) =¢@,,,,a>6 B] sg Y. Hom(a,6) = B 
(SE) Mai ZAR RASS 为 以 自然 数 
作为 对 象 的 范畴 , 当 a 整除 2 时 定义 Hom (a,b) = 
Js 否则 定义 Homla, b) =Ø , W (a) HERRN tar) B 
最 大 公约 数 . 

直 积 (范畴 论 ) (direct product (category theo- 
ry)) WM RGW)”. 

上 积 ( 范 畴 论 )(coproduct(category theory)) 
范畴 论 的 基本 概念 之 一 .在 范畴 论 中 上 积 是 积 的 对 
偶 概 念 ,是 模 论 中 直 和 概念 的 推广 ,因此 也 称 直 和 或 

Al. E CAL ACA 为 范畴 S 的 一 个 对 象 集 . BWR 
BES 5—ABHK in| me Hom(A,, B) RAW F 
泛 性 质 : 对 任何 对 象 CE 安 与 任何 mmEHom(4i， 
C), ME4, 必 有 惟一 的 g€ Hom(B,C) 使 对 一 切 AS 
AMA 87 一 mm, 则 称 ( 瑟 ,17)) 为 14 的 上 积 . 有 时 
PR B Nt Aj} 的 上 积 , 记 为 LA. 在 等 价 意义 下 ， 


XP TECLAS BS ERU, M bE E € BEAN. E 
述 的 妃 一 定 都 是 单 态 射 . 

上 积 的 应 用 不 限于 代数 学 中 的 一 些 范畴 . 例如 ， 
E € WM RAN PRSE asco 时 规定 Hom(a 0) 
— qu. BU AER, WW faa} B5 E RBI (G2 BJ E88 775; 
E €? M ARATE WRB Ho 整除 5 时 定义 
Hom (a,b) = Qas & WA zx WW (a1) BS ERR BD {ax} 
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的 最 小 公 倍 数 . 

B $0 (30 Bie) (direct sum (category theory ) ) 
SL“ EAR GERE)”. 

和 (3G Be iE ) (sum (category theory) ) 
积 ( 范 畴 论 ) 

拉 回 (pullback) 范畴 论 的 基本 概念 之 一 . 推 
出 的 对 偶 概 念 , 是 一 种 特殊 但 重要 的 反 辐 极限 ,在 范 
BE. .同调 代数 .代数 天 理论 .拓扑 学 与 几何 等 学 科 
中 有 重要 的 应 用 . e y X PA SATE CE P E 
实 线 部 分 ) , 若 在 等 价 意义 下 有 


网 上 


& 
HEA PES BAN S og BA PH +X 
AA np d A. B PR CP. Pg A pi |^ 
(X,Y,Z,f,g) 的 拉 回 .也 称 P Y M 
Yeo COE 


为 X,Z 在 Y 上 的 纤维 积 , 记 为 g 
Xil. BMS 中 任意 的 (X， 
Y,Z ,六 sg), 拉 回 总 存在 , 则 称 安 为 带 纤维 积 范 畴 . 
例如 环 模范 畴 即 是 . 

对 象 的 纤维 积 (fibre product of objects) J 
"Bg". 

Ts £T 2E RS E (category with fibre products) 
见 “ 拉 回 | 

推出 (pushout) 拉 回 的 对 偶 概 念 . 它 是 一 种 特 
殊 但 重要 的 正 向 极限 ,在 范畴 论 . 同 调 代 数 、 代 数 天 
理论 等 学 科 中 有 重要 应 用 . Weg Ha € "BOR ds 8] FR 


( 右 下 图 的 实 线 部 分 ), 若 在 等 价 

意义 下 有 惟一 的 QE 安 与 太 射 z—L.v 
fa BHIBDSSRIL MEQ y) ip 
la HOY uie. Fy 


MPR QA X,Z 在 Y 上 的 纤维 g 
f.i X Urz. €E HEES 
的 (X,Y,Z,f,g) 都 存在 推出 , 则 称 A ir EF HE A 
范畴 . 例如 环 模范 畴 即 是 . 

对 象 的 纤维 和 (fibre sum of objects) 
Hh”. 

"is £T 2E #0 3G Re (category with fibre sums) 见 
“推出 ”. 

TE [8] f& PR (direct limit) 
出 的 推广 . 它 是 反 回 极限 的 
对 偶 概 念 . 在 范畴 论 .同调 代 
数 . 代 数 天 理论 .代数 几何 
等 学 科 中 起 着 重要 的 作用 . 
44 为 一 个 范畴 ,2 为 拟 序 
ST MAY LE. FP Yee 为 
— 7S FEAR pR T- WW F RIA 
中 带 指 标 集 S IEMA. BIV IC.Z.FGOO—F;CTY, 
ISj MASH GFF; E p 为 FF; 的 恒 等 态 射 ;i 
«j«kB.go =p. W FHF GE). ASE PAM 
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见 “ 推 


亦 称 极限 . 上 积 与 推 


R DSt*5S5 8 a: F >DE a; = a jp 对 一 切 tj 
成 立 且 满足 如 下 泛 性 质 : 对 任意 的 XE 室 与 任意 的 
(fi: Pi >X fife ast , 必 有 人 惟一 的 态 射 8:D 一 
X EARTH, MCD, (aR DRAF (Fep) 
正 向 极限 , 记 为 limF,. 车 limF, 存在 , 则 在 等 价 意义 
下 是 惟一 的 . 阿 贝 尔 群 范畴 或 更 一 般 的 环 模范 畴 中 
任何 正 向 系 的 正 向 极限 一 定 存在 . 

WR dimit) 即 “ 正 向 极限 ” 

正 向 系 (direct system) 范畴 论 的 基本 概念 之 
一 . 1S 中 的 正 回 系 是 一 个 拟 序 集 所 成 范畴 到 E 
Hj — T SEE p 7 CR UL" TE p] AR PR”. 

反 向 极限 (inverse limit) Jp PR T8] f BR RE 
极限 . 它 是 积 与 拉 回 概念 的 推广 ,也 是 正 向 极限 的 对 
偶 概 念 , 在 范畴 论 . 同 调 人 代数. 代数 天 理论 .代数 几 
何等 学 科 中 有 重要 应 用 . 设 €. 为 一 个 范畴 ,有 为 一 
个 拟 友 集 所 成 的 范畴 . 的 一 个 带 指标 集 的 反问 
系 是 指 一 个 反 变 孙子 F:I >E, BV IE ZF = 
FES is; MASH GPO Ho AF MS 
ASH uim 时 VOY I FHF). Ae HP 
AMA E SARK (a: ESF ME a — dio; 对 一 切 i 
<j Hur BEA PIETEMPOUIEEUM XE 与 任 
意 的 

(FXF S= fo i<j}. 

必 有 惟一 的 态 射 8: phe 
右 下 图 可 换 ， 网 (E, (0;)) BY 
ERA F=(F, gs B8 c pep 
限 , 记 lim FE lim F, 在 
在 , 则 在 等 价 意 义 下 是 惟一 
的 . 阿 贝尔 群 范畴 ,一 般 地 ， 
环 模范 畴 中 任 一 反问 系 的 反 
回 极限 必 存 在 

反 向 系 (inverse system) 范畴 论 的 基本 概念 
之 一 . 范畴 名 中 的 反 向 系 是 一 个 拟 序 集 所 成 范畴 到 
E 的 一 个 反 变 函 子 (参见 “ 反 向 极限 ”). 

逆向 极限 Ginverse limit) ” 即 “ 反 向 极限 ”. 

上 极限 (colimit) — BD" iz p] C BR”. 

Rf 公文 廷 
审 阅 刘 木 兰 程 福 长 


代数 天 理论 


代数 天 理论 (algebraic K-theory) 20 世纪 60 
年 代 发 展 起 来 的 一 个 代数 学 分 文 . 它 的 起 源 可 追 漳 
到 1958 FRF t m (Grothendieck, A.) X Fr X 
黎 曼 - 罗 赫 定理 的 研究 . 这 个 学 科 的 第 一 本 专著 是 
1968 年 由 巴 斯 (Bass,H. ) 完 成 的 . 


代数 天 理论 主要 研究 环 范畴 到 阿 贝 尔 群 范畴 
的 一 系列 浮子 K。,Ki,K,,… 的 性 质 与 作用 ,其 中 最 
基本 的 是 K, 与 Ki. (ORC K 理论 与 几何 拓扑 、 拓 扑 
K 理论 .代数 几何 、 典 型 群 . 代 数 数论 等 学 科 都 有 着 
密切 的 联系 . 在 一 定 的 意义 上 来 说 , 它 又 是 线性 代数 
中 空间 的 维 数 .行列 式 以 及 同调 代数 的 更 高 层次 的 
发 展 . 

代数 天 理论 主要 介绍 天 ,天 ,天 ， 图 子 及 相关 
的 内 容 . 对 K,;,i 宇 3, 现 在 已 有 多 种 定义 ,其 中 最 著 
Z WEEE Quillen, D. G. ) 于 1970 年 定义 的 K.. 
更 进一步 地 ,对 i AER BRM. RS Ki. 这 些 内 
容 可 查阅 有 关 文 献 . 下面 , 凡 提 到 模 ( 即 环 模 ) 均 指 左 
环 模 . 塞 尔 (Serre,J. P.) F 1955 年 证 明 : 一 个 仿 射 
簇 上 的 回 量 丛 范畴 与 这 个 仿 射 秘 之 坐标 环 上 的 有 限 
生成 投射 模范 畴 等 价 . 斯 万 (Swan,R.G. ) 于 1962 
年 又 将 此 结果 推广 到 紧 致 的 豪 斯 多 夫 (Hausdorff ， 
F.) 空 间 , 从 而 给 出 了 拓扑 天 理论 与 代数 天 理论 的 
一 个 紧密 的 联系 ,大 大 推动 了 代数 天 理论 的 发 展 . 

w S e A E (Grothendieck group) 亦 称 天 。 
群 . 代数 K 理论 中 最 基本 的 阿 贝 尔 群 . 设 尺 为 (有 单 
位 元 的 ) 环 ,以 (X) 表 示 有 限 生成 投射 RR 模 X 的 同 
构 类 ,以 所 有 同 构 类 {(X)) 作 基 的 自由 阿 贝 尔 群 记 
NY HEF 中 由 一 切 形 如 (P) 十 (Q) 一 (POQ) 的 
元 素 生 成 的 子 群 记 为 A. MEF S/A 就 称 为 环 R 的 
格 罗 腾 迪克 群 , 记 为 Kb(R) 或 KoR. (PDP) 在 KK,(R) 中 
对 应 的 元 素 ( 陪 集 )(P) 十 议 记 为 [Pj].K。o(R) 的 元 素 
都 可 表 成 [Xj 一 LYj 之 形 ,K。o(R) 的 运算 法 则 为 

[P ]|--[Q] - LPCOQ J. 
xp; FA EPOR R 上 的 有 限 生 成 投射 R ES EE 
P(R) 就 是 一 个 带 积 范畴 ) 也 可 类 似 地 按 其 元 素 的 同 
构 类 作 基 先 得 出 自由 阿 贝 尔 群 > ,再 模 去 相应 的 正 
规 子 群 SE 而 得 到 它 的 格 罗 腾 迪克 群 . 且 KO 
K,(P(R)). 

群 天 ,(R) 在 一 定 程度 上 反映 出 环 R 的 一 些 性 
质 . f| 8n. R A IBN (不 变 基数 ) 环 等 价 于 [Rj 在 
K,(R) 中 的 阶 是 无 穷 的 . 而 对 交换 环 R, KRZ 
(整数 加 群 ) 等 价 于 R 上 的 有 限 生 成 投射 模 即 准 自 
由 模 . R 为 局 部 环 .PID 或 PID 上 的 多 项 式 环 、 域 
上 的 究 级 数 环 、 贝 祖 环 时 可 算出 KK,(R) 都 同 构 于 ZZ. 
当 R 为 半 局 部 环 时 , 必 有 自然数 EK R) SZ". pW 
JE RAW Ky CRIA OZ” JE BS po] DL ZR RE. 

Cu #(Go-group) 代数 天 理论 中 研究 的 一 类 
重要 天 。 群 . 设 尺 是 右 诺 特 环 ,AM(R) 是 有 限 生 成 右 
R 模范 畴 . 则 GRO — K,CM CR). 

IBN 环 (Cinvariant basis number ring) 亦 称 不 
变 基 数 环 . 交换 环 的 一 种 推广 . 它 在 同调 代数 与 代数 
K 理论 中 有 重要 作用 . 设 R 为 环 , 苍 RXR", m,n 


为 自然 数 时 , 必 有 mx 二, 即 每 一 个 有 限 生 成 自由 RR 
模 的 任 两 组 基 的 元 素 个 数 必 相同 , 则 称 R 为 IBN 
环 . 只 有 在 IBN 环 上 ,自由 模 之 秩 才 有 意义 .R 为 
IBN 环 也 等 价 于 : 若 A€ R"",Be gf 
AB=I,,BA=I,, 

则 m —n. 事实 上 ,每 个 非 零 交换 环 、 诺 特 环 、 局 部 环 
等 都 是 IBN 36. R 为 IBN HSH TLR IGE KOR 中 的 
无 穷 阶 元 素 . 

不 变 基数 环 (invariant basis number ring) Bf 
"IBN x5". 

稳定 同 构 (stable isomorphism) 环 模 间 的 一 
种 等 价 关 系 . 它 是 同 构 概 念 的 推广 . 设 P,Q 都 是 民 
HAA AK n fli PCOR"ZQCOR" , ME PQ 是 准 
同 构 的 .一 般 地 , 同 构 必 准 同 构 , 但 反之 不 真 . 对 PID 
( 主 理想 整 环 ) 上 的 模 , 两 者 是 一 回 事 . E KRF, 
LPj 二 LQj 等 价 于 P,Q 是 准 同 构 的 . 

TE 2» Bid SE ER (Grothendieck ring) 亦 称 Ko 
环 .代数 天 理论 中 研究 的 最 基本 的 环 . 4 R 为 交换 
IHT, AWE LP ILR] = LPR]. WK RH E H 
且 [RI] 为 其 单位 元 .因此 ,对 交换 环 尺 , 称 K,(R) 为 
R 的 格 罗 腾 迪克 环 . 

准 自由 模 (stable free module) 亦 称 稳定 自由 
模 .有限 生成 自由 模 的 推广 . 设 P 为 R 模 , 奇 有 自然 
BW m,n 使 POR”" 宇 R", 则 称 P 了 为 准 自由 R 模 . 准 自 
由 模 的 性 质 与 格 罗 腾 迪 克 群 (K。 群 ) 有 密切 的 关系 . 
IL R.K ROSZ 等 价 于 有 限 生 成 投射 R 模 
eA TER HAY. E— R, a RA IBN AHA RRE 
成 投射 R 模 全 为 准 自由 的 , 则 KCROZZ. 

稳定 自由 模 (stable free module) 即 “ 准 自由 
te”. 

K, MF (functor K) 代数 天 理论 中 的 基本 
KT. a SRS 为 (保持 单位 元 的 ) 环 同 态 , 则 f 诱 
导 一 个 群 同 态 Ko(f):Ko(R) 一 Ko(S). 若 g:S 一 T 
也 是 环 同 态 , 则 环 同 态 of: RT 诱导 的 群 同 态 
KG f) — K,GOK4CO. HEFER RR, K) 
=] (K, PWE A). 因此 ,Ko 为 环 范 畴 到 阿 贝 
尔 群 范畴 的 一 个 ( 共 变 ) 子 子 , 称 为 ,哨子 . 对 交换 
环 范畴 (此 时 Ko(R) 为 交换 环 ),K。 则 为 该 范畴 到 自 
Er B HT. 

kp EE XA R” W E BGB Se BE (Grothendieck 
group of the matrix ring R”) 研究 抢 阵 环 的 一 种 
TR. £ RHI, RR RED nXn EH, UA 
BRA: Ko, CR" EK, CR). 

241, 8£ (reduced group) 计算 与 研究 Ky 群 的 
一 个 工具 . 对 任 一 环 R 总 有 惟一 的 环 同 态 SZR, 
这 里 的 Z 为 整数 环 .了 诱导 出 群 同 态 K,(f):Ko(Z) 
+> K, (R), # Ky (R) = Ky CR)/ImK, (f) = 
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coker KAN JS R 的 约 化 群 .Im K,C/O—Z* [RIF 
[LR] 在 K。(R) 中 生成 的 循环 群 . d R 为 交换 环 且 一 
TA FR AE HESSE OR 模 都 是 自由 的 , 则 RS CR) —0 Cf] 
如 , 当 RA PID 时 ). 对 一 般 的 交换 环 R, 则 有 
K,CROZEZODR, (R). 

怀特 海 群 (Whitehead group) 亦 称 K, FF. 代 
数 开 理论 中 的 一 个 重要 的 群 , 与 典型 群 有 密切 的 联 
系 . 设 GL, CR) R'"" rp pe up ast 4p E Pr py, B5 3f€ 1S 
群 ( 称 为 一 般 线 性 群 ),E,(R) 为 R'*" 中 初等 矩阵 生 
成 的 乘法 和 群 . 各 

GL(R)= UGL,(R), E(R)=UE,(R), 


则 ECR)=LE(R), ECR) J=LGL(R),GL(R) ICL, ] 
表 换 位 子 群 ). 定义 K,(R)=GL(R)/ECR), BD, 
K,CR) = GL(R)/LGL(R),GL(R) | = GL(R)”, 
FR Ki CROAK R 的 怀特 海 群 . ELA np UL ZR BE. 事实 
上 ,Ki1(R) 是 GL(R) 的 第 一 个 同调 群 H, (GL(R)， 
Z). 一 般 地 ,计算 天 ,(R) 比 较 困 难 , 但 是 , 当 尺 为 域 
时 ,KK,(R) 衬 R'(R 的 可 道 元 之 乘法 群 ); 当 R 为 域 
下 上 的 多 项 式 环 F[x]BE. K CF [x DZEF^ 对 除 环 
R,K;(R) 实 R'“”(R' 群 关于 其 换 位 子 群 的 商 群 R*/ 
[R ,RD 而 对 整数 环 Z.K,(2={(4+1,-1= 
Z,.K,CR) [BI T 38 R 上 有 限 生 成 投射 模范 畴 PCR) 
的 回路 范畴 的 Ko BE. 

和 矩阵 环 尺 党 "的 怀特 海 群 (Whitehead group of 
the matrix ring R"")  Bf2z4BEXRBI— Tfi LE. 
R 为 任 一 环 , 则 对 矩阵 环 R” A RE TE] 

Ki) KG). 
FE pb, Ki (ZSZ, K (FY =F’ PZ 为 整 
MHF 为 任意 域 . 

特殊 怀特 海 群 (special Whitehead group) Jf 
称 特 殊 K, 群 .代数 天 理论 中 重要 的 群 , 是 由 交换 环 
上 特殊 线性 群 出 发 定义 的 一 个 阿 贝 尔 群 . 它 是 研究 
与 计算 K 群 的 重要 工具 . RR 为 交换 环 . SL, (R) 为 
R”*“ 中 行列 式 为 1 的 矩阵 所 成 的 乘法 群 , 称 为 特殊 
线性 群 . Ar 


SL(R) = USL,(R)(= lim SL,(R)), 
n=l 


则 ECR) SE SL(R) 的 正规 子 群 (参见 “怀特 海 群 ”). 
厂 定 义 环 R 的 特殊 怀特 海 群 为 SL(R)/E(R), 且 记 
A SK; (R), WAK COR OSK (R), RPR J 
R rp up 3 2538 ERE. 因此 ,对 交换 环 R, 由 SK1(R) 可 

特殊 KK) 群 (special K,-group) 
海 群 ”. 

特殊 线性 群 (special linear group) 
特 海 群 ” 

GE 环 (GE-ring) 
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即 “ 特 殊 怀 特 


见 “ 特 殊 怀 


代数 天 理论 中 的 一 种 重要 


的 环 . 它 是 使 K (RSR: R 的 可 逆 元 乘法 群 ) 的 一 
类 环 , 也 可 看 成 半 局 部 环 类 的 推广 . 由 特殊 怀特 海 群 
性 质 , 对 交换 环 R,Ki(R) 宇 R' OSK, (R), KERR 
K,GOZR' Bl SL(R)= 二 EC(R) 的 条 件 是 有 意义 的 . 
一 般 地 ,对 任意 环 R( 未 必 为 交换 环 ), 记 GE,(R) 为 
E, GO 5j n 阶 可 道 对 角 和 矩阵 乘法 生成 的 GL CRD B 
子 群 (因此 ,E,(R) 二 GE,(R)<GL,(R)). “4GE, (R) 
二 GL.(R) 时 ,就 称 RA GE, 环 ; 当 R 对 无 穷 多 个 n 
都 为 GE, 环 时 , 称 R 为 准 GE 环 (SGE 0. 4 R XJ 
— HJ n 都 为 GE, 环 时 , 称 RA GE WH. RRA j 
部 环 、 半 局 部 环 、 欧 几 里 得 环 等 都 是 GE 环 . 对 交换 
环 R, R 为 GE 环 等 价 于 对 一 切 nn,E,(R)==SL,(R); 
也 等 价 于 对 任意 的 n 及 任意 的 AEGL,(R),A 都 可 
RAÄ 4 二 SD, 其 中 SEE,(R),D K n 阶 对 角 和 矩阵 ， 
其 第 一 个 主 对 角 元 为 &=det4 而 其 余 对 角 元 全 为 
(这 是 一 个 重要 的 分 解 ), 于 是 对 交换 的 GE 环 R, 
SK1(R)==1, 因 此 Ki(R) 之 R. 

GE, X&(GE,-ring) JL“GE Xf". 

/É GE XA (stable GE-ring)  W,"GE RR”. 

iB JE. 2 A fT 5j (Dieudonné determinant) % 
换 环 上 和 矩阵 的 行列 式 概 念 的 推广 . 它 是 计算 OK, HE 
的 有 用 工具 . 设 RR 为 任意 环 ,x 为 R 的 可 道 元 乘法 
FE R B| R/R R’ JER BARRAS, HE as 
mla) Y aER'. ARAMA det; GL, (R)>R'” RR 
det 为 一 个 迪 尼 多 内 行列 式 . A EME: 

1. E, CR) C- ker (det). 

2. det (diag (a, a5, *** 
ER’). 

3. 任意 的 AEGL,(R) 经 det 所 得 的 像 与 AD 
(1) (xn 十 1 NERE ALAA A, 右 下 角 为 1, 其 余 全 
为 0) 经 det 所 得 的 像 相同 . 

对 RR, 若 这 种 行列 式 存在 , 则 必 惟 一 . 规定 4 不 
AY AY det4=0, 此 定义 还 可 开拓 到 对 R"*" 适 用 .于 
ERA EAHA ATA AE AE. 因此 , 除 
I R WK, BE KRZR”. 

D, #(D,-ring) ” 亦 称 迪 厄 多 内 环 . RR K 38 
论 中 的 一 种 重要 的 环 .在 天 , 群 的 研究 中 有 重要 地 
位 . 设 尺 为 环 (未 必 可 换 ). 若 

GL, CR)? = GL,CR)/[GL, CR) ,GL,CR) ] 
SR 关于 换 位 子 群 的 商 群 R'“ 同 构 (R' 为 R 的 可 
RAFE, MERR 为 D, 环 . ARU n R 都 是 
D, 环 , 则 称 RA DH. 任何 环 都 是 Di 环 . 元 素 个 数 
BF2ZNRADA DK. GA m fx —uU nzm.R 
都 是 D, 环 , 则 K, (RNR. XE BIZESER XR SES 
无 同 构 于 A“?( 其 中 14A|==2) 的 直 和 加 项 , 则 S AD, 
AY nz zo. 因此 ,对 这 一 限制 极 少 的 阿 廷 半 单 环 
S, K (OZSA. h Top ax 26 n xESE HR ER R 必 有 


9An)) —d15d25*** d, (V aj 


R= AM Oe APT, 
其 中 A; 都 是 除 环 ,所 以 也 可 算出 
K R) = CALDO (OO AD. 

if JE S AW (Dieudonné ring) 即 “D, XP". 

D 4 (D-ring) W“D, HR”. 

K, AF (functor K,) 代数 天 理论 中 对 应 Ki 
BA ET. f:R 一 S 为 (保持 单位 元 的 ) 环 同 
态 , 则 了 诱导 出 一 个 群 同 态 KS): Ki CR 
Ki1(S). 于 是 天, 是 环 范畴 到 阿 贝尔 群 范畴 的 一 个 
(FEA) PF , 称 为 K 函 子 , 它 也 是 代数 天 理论 中 的 

—^ HE E RS PAA R,S 的 关系 去 推断 天 :; RA 
K CS) B] — 6 X R5. 
jE iB N # BE ST CR) (Steinberg group ST CR)) 
代数 天 理论 中 的 一 个 重要 的 群 .由 初等 矩阵 的 部 
分 运算 规律 定义 的 一 种 群 , 由 施 坦 贝 格 群 可 定义 天， 
群 . 设 R 为 环 ,ST(R) 为 由 (X,(a)|i 关 j,a€ER,i,] 


二 1],2,…}) 按 下 述 关 系 定义 的 乘法 群 : 
X, (a) X; (60) = Xj(a +b); 
1 = X,(0 GÆL, jJ £k), 
Xi „X 4 = ; . 
[ jla) (6) X 4 Cab) (i £ bs] =k). 


PR ST(R) 为 环 R 的 施 坦 贝 格 群 . 此 群 与 K, 群 有 密 
切 关 系 , 同 时 本 身 也 有 一 定 的 重要 性 . 

施 坦 贝 格 关 系 (Steinberg relations) peH pl 
格 群 中 {XC(a)} 满 足 的 三 个 关系 式 称 为 施 坦 贝 格 关 
系 ( 参 见 “ 施 坦 贝 格 群 ”). 

施 坦 贝 格 符号 (Steinberg symbol) ”刻画 K, # 
的 一 种 符号 . 设 R 为 一 个 域 ,R' 为 其 乘法 群 ,C 为 阿 
贝尔 群 . BRT c:R' XR >G 满足 下 述 三 个 条 件 : 
c(a,a,,8) = c(a B), B); 

c(a, pp) = c(a, piela, P); 

eal = 0 14a 1 at) 
WER co 为 RR 上 对 应 于 GG 的 施 坦 贝 格 符号 . Aaa ET 
1t 3H ES COM RG), WA — T1 1E — BS IE SS 
f:K,Q0-G fii fia, 8) —cCa, B), V a.BCR' ,其 中 
GR XR 一 Ks(R) 为 R 上 对 应 于 天 ;(R) 的 施 坦 
贝 格 符号 . 由 施 坦 贝 格 符 号 的 上 述 定义 得 到 :cla,p) 
=c(B,a) 'H c(a,—a)-—1,cCK(G, 9) 69,1) — 1. 

K, #(K,-group) 代数 天 理论 中 的 一 类 重要 

的 群 . 它 是 施 坦 贝 格 群 的 中 心 . 设 民 为 环 , 由 YX; 


(a)) 二 es 定义 群 的 满 同 态 p;ST(R) 一 ECR) Kb eh 


KG WE a SE CG OL ie D ARE”, 
Ae IS HE”). PRIA ASK ker o A RB K: 群 , 记 为 
KR). 它 是 刻画 形式 上 由 初等 矩阵 的 部 分 运算 规 
律 定义 的 ST(R) 与 初等 矩阵 群 的 差距 的 一 个 群 . 这 
个 群 是 由 米尔 诺 (Milnor,W.J. ) 定 义 的 . STO f] 
中 心 CCSTCR)) 正 是 天 ,(R), 因 此, 天;(R) 是 一 个 阿 
贝尔 群 .从 群 论 的 观点 看 ,上 述 的 同 态 PA EGO RBJ 


代数 K 理 论 


泛 中 心 扩张 ,从 而 天 (RD) 为 匹 (R) 的 泛 中 心 扩张 的 
核 ,并 且 KARE EGO T Z 的 第 二 个 同调 群 . 

泛 中 心 扩 张 Cuniversal central extension) 和 群 
的 一 类 特殊 的 中 心 扩 张 . 设 8:G 习 五 为 群 的 满 同 态 ， 
aw kero ÆG 的 中 心中 ,2 就 称 为 互 的 中 心 扩张 ， 
ER G A H BPLP IK. APLI IK o XW EUTF 
的 泛 性 质 ; 任 给 五 GIE O:G. +H, RAE 
的 群 同 态 9:G—G, 使 09— o. WI ER GA H WIZ Pb 
TK ERHALT. H 只 能 有 一 个 泛 中 心 扩 张 . i 
edlen 中 是 一 个 重要 概念 ,在 代数 天 

论 中 特别 是 在 天， 群 的 理论 中 具有 重要 意义 . 

moat dé He (central extension) W“ PÒ E 
Jk. 

K, @F (function K,) 代数 天 理论 中 对 应 
AERE SE MT. # fiR—S | 
态 , 则 了 诱导 一 个 群 同 态 KA): KRK: (S). 
5 Ko RPA K, ARK, di di Xp ya mé E pn] Ul 
AR BE BB] —]- CHE 2EO PS TP FR 天 ,图 子 .在 代数 
KK 理论 中 有 着 重要 的 作用 . 

K; 函 子 与 直 和 的 交换 性 (commutativity be- 
tween functor K; and direct product) — XI e& - 5Ej Ei 
和 关系 的 一 种 刻画 . Ko. K ,天 ,。 函 子 都 有 与 直 和 可 
交换 的 性 质 . BN. RID OR, AR Ri1,…,R, 的 直 
和 (也 称 直 积 ), 则 

K(R, 8 OR) KR) DOD KR,) 
G= 05152) 
PRA K: 哨子 与 直 和 和 的 交换 性 . 施 坦 贝 格 群 也 有 类 似 
性 质 (ST 也 是 一 个 函 子 ) 

STOR, 中 … COR) =STCR,) OD GOSTCR,). 
这 些 性 质 常 可 使 较 复 杂 的 天 , 群 与 ST 和 群 的 计算 化 
简 、 化 易 . 例如 对 阿 廷 半 单 环 RE APT Dee © 
Ain" A K (RISK AN") Be OK, Gp = 
K: (ADD e DK: An) G=051,2) 3X HLIM] A; 都 是 除 
环 ,计算 天 , 群 是 较为 容易 的 . 

连通 环 (connected ring) 一 种 重要 的 环 . E E 
无 非 平 几 帘 等 元 的 交换 环 . 设 R 为 交换 环 ,SpecR 
OR BU X SR SE. Xp YE SpecR 上 定义 扎 里 斯 基 


(Zariski,O. ) 拓 扑 , 则 SpecR 为 一 个 拓扑 空间 . 当 这 
个 拓扑 空间 连通 时 , 称 环 R 为 连通 环 . 这 等 价 于 R 


ESIC 0,1. 整 环 为 连通 环 . 交换 局 部 环 也 是 连 

局 部 秩 (local rank) 对 一 个 有 限 生成 投射 R 

模 的 一 种 刻画 . 指 该 模 做 局 部 化 后 所 得 自由 模 的 秩 ， 

是 线性 空间 的 维 数 和 目 由 模 之 秩 等 概念 的 推广 ,在 

代数 天 理论 .代数 几何 与 交换 代数 中 都 有 重要 作 

用 . 设 尺 为 交换 环 ,M 为 有 限 生 成 投射 尺 模 , 尸 为 民 
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的 一 个 素 理 想 . 对 R 做 局 部 化 得 Re, 对 M 做 局 部 化 
得 Mr (以 RNP 做 乘法 子 集 ). 由 于 Rp 为 局 部 环 , Mp 
必 为 自由 Rp 模 , 注 意 Re 仍 为 交换 环 , 从 而 为 IBN 
XS .M»p VA IRAE RJ. AEDA nE Mp R’, ,这 
^ n 称 为 M 在 PP 中 的 局 部 秩 , 记 为 ranke M. d; R 
的 两 个 素 理想 P;,P; 有 包含 关系 P-P, Ill rank, 
M — rank, M, 因此 对 整 环 R.rankp M =n EAM 
ME — S XE m) E TT P TOK. 在 这 种 局 部 秩 与 P JG 
关 的 情况 下 ,也 称 M ABR nig rank M=n. R 
为 交换 局 部 环 时 ,M 必 有 负数 秩 . 局 部 秩 与 Ko ER TF 
有 密切 联系 . 奋 了 为 交换 环 R ARK. F= 
R/T 为 域 ,于 是 有 自然 同 态 g:R—F.H 
rankrM= K,Cg) CL M D. 

= žr žk (constant rank) UJ," JE] BK". 

交换 环 的 皮卡 群 (Picard group of a commuta- 
tive ring) 代数 天 理论 中 的 一 种 重要 的 群 . 它 是 
Ko(R) 环 中 可 道 元 乘法 群 K。(R)' 的 一 个 子 群 , 因 
此 是 阿 贝 尔 群 . 皮卡 群 在 代数 天 理论 中 有 重要 的 作 
用 . 其 他 学 科 ( 如 代数 几何 ) 中 定义 的 皮卡 群 与 这 里 
的 皮卡 群 有 类 似 的 构 作 法 及 作用 . 对 交换 环 R., A 
秩 为 1 的 有 限 生成 投射 模 有 特别 重要 的 意义 . 因为 
rank M—1 等 价 于 ,有 同 构 意 义 下 惟一 的 尺 模 NN 使 

N= M* = Hom(M,R) H N WM =R, 


所 以 称 这 种 R 模 M A up: RR. a DOA M 的 同 
构 类 , 记 Pie R={(M)|M 为 可 逆 R 模 ), 规 定 Pic R 
的 运算 为 
(Mı) (M;) = OMM, 

则 Pic R 成 为 一 个 阿 贝 尔 群 且 单 位 元 为 (R),，《M》 
=(M* ). Bx bal OL IKRE Pic R A R 的 皮卡 群 .皮卡 群 
在 代数 天 理论 中 有 着 重要 意义 , 它 与 Ko(R) 有 着 密 
DKA. 3; OMD — LM 1, Wu E B5 & [8] AS Pie R 一 
(Ko(R))* , BB Pic R Al E CK CR) MH BS] n] 3 76 He 1; 
TRE AIE, AK (RSZ RA), M Pic RS 
{ 土 1} 或 {1). 于 是 ,对 PID 主 理想 整 环 上 的 多 项 式 
环 . 域 上 的 震级 数 环 .交换 局 部 环 . 比 左 环 等 ,由 于 它 
们 的 开 。 群 均 同 构 于 Z, 所 以 它们 的 皮卡 群 必 同 构 于 
{ 土 1} 或 代 ). BK Pic 为 交换 环 范畴 到 阿 贝 尔 群 范畴 
AY (HES) pa. 

RJ jS ES (invertible module) 

Pic F (functor Pic)” 见 “交换 环 的 皮卡 群 ”. 

H, HF (functor Ho) 一 种 特殊 的 函 子 . 指 交 
MEE A RAS ED) BT. 对 交换 环 R, 
Ho(R) 是 K,(R) 的 直 和 加 项 ,因此 在 求 R B Ky RE 
时 起 着 重要 的 作用 . 对 交换 环 Reda 

H,(R)=({f|f:Spec R>Z, f XE), 
其 中 Spec R X R 的 素 理想 集 , 带 有 扎 里 斯 基 拓 扑 ,Z 
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为 整数 集 , 带 有 离散 拓扑 ( 即 Z 的 一 切 子 集 都 是 开 
集 ). Ae Xia 

fig: Gt gYP)- fI» gG). 

Jeu (fp) Possy PeP) 

V ,g€ H,CR), PESpecR, 
则 五,(R) 为 一 个 交换 环 , A Ho 为 可 换 环 范畴 到 自 
身 的 困 子 .此 外 ,由 fy (P)=rankpM(V PE€SpecR, 
M 为 有 限 生成 投射 R 模 ) 给 出 的 fue Ho(R), FH 
LM] fu 给 出 环 同 态 rank: K, (R)> H, (R). 这 个 
rank Jj Y. K,.H, 间 的 自然 变换 , Aker (rank) = 
rK, CR), lll @ K (R) =H, CR) rK, CRO. 因此 
Ho(R) 可 看 成 K RO BST 38 B. 2g K,CRO BS BAD 
M,A RATE XR C LG UD SEXT HS) Mi) HCR) 
之 Z , 尺 ,(R) 实 rKo(R), 此 时 ,上 述 分 解 与 “ 约 化 群 ” 
中 的 分 解 是 一 致 的 . 

行列 式 映 射 (Cdeterminant map) 交换 环 的 天 。 

到 皮卡 群 的 一 种 映射 . 设 R 为 交换 环 , 行 列 式 映射 
为 K,(R) 到 Pic R 的 一 个 群 的 满 同 态 . OK, CR) Mt 
H,CO AAD f SN K,CROSE H,CROGOr Ko(R) 知 ,有 单 
同 A 06; H,CRO— K, CR), f «E (E fg] FE HCR): 
Spec R 一 Z, 都 有 相应 于 f WY TE 36 RE EU A fF -—e 
Fes ce. f(D(Re;)) n, HPD Re) AA 
包含 Re WRZE. M 


Sy = Sin Re. 
记 m= max (n) — n. 对 任意 的 有 限 生成 投射 尺 模 


lr 


M, 4# 


N = M Q (QGe)") 


HIM] i— CA"NDO, BPA" X n X PRSE I 2 = 
max,» 则 有 行列 式 映 射 det: Ko CRO — Pic R, H 


Pic R X R 的 皮卡 群 .行列 式 映 射 det t J& eR Ko 
和 Pic 间 的 自然 变换 , 即 e: RS 为 环 同 态 时 ， 
det ° K, Cg) =Pic(g) » det. 

整 环 的 皮卡 群 (Picard group of an integral do- 
main) ”刻画 整 环 性 质 的 一 类 阿 贝 尔 群 . 它 在 代数 
K 理论 中 有 重要 应 用 . 它 同 构 于 由 该 环 可 逆 分 式 理 
想 的 同 构 类 按 运算 (1) CT) = CLT) BON IS) RE SEE s 
同 构 于 该 环 的 理想 类 群 . 整 环 的 皮卡 群 也 同 构 于 其 
可 逆 分 式 理 想 群 关于 其 主 分 式 理想 子 群 的 商 群 . 特 
别 地 ,对 戴 德 金 环 ,其 皮卡 群 又 同 构 于 其 分 式 理想 群 
关于 主 分 式 理想 子 群 的 商 群 . 

AE FRR AY SE HE (class group of a commutative 
ring) Px SHAR 2 BE. 刻画 环 性 质 的 一 种 阿 贝尔 
群 .在 代数 天 理论 与 代数 数论 中 有 重要 应 用 . wR 
为 交换 环 CIR) — (0D |I AR AES BA AA 
HR ^E dup RE, (7) 为 了 的 作为 R 模 的 同 构 类 }. 
f (D (J) = (17) 运算 所 成 的 阿 贝 尔 群 称 为 环 R 的 


K Wf. Ru T XX ICICR) | HK AH R 的 类 数 . 
[CICR) | — 1 的 充分 必要 条 件 是 R B n] 3s S PER 3S] 
为 主 理想 . A. d? ROW PID, UJ |CICR) | 9 1. WR 
iS R,|CI(R) | 是 度量 R 与 UFD 惟一 因子 分 解 
整 区 之 差距 的 一 个 量 . 对 代数 整数 环 , (CIR) |< 
co ,这 是 代数 数论 中 的 一 个 重要 不 变量 . 

理想 类 和 群 (ideal class group) 即 “ 交 换 环 的 类 

类 数 (class number) M ZEA HER”. 

戴 德 金 环 的 K。 群 (K,-group of a Dedekind do- 
main) 刻画 戴 德 金 环 性 质 的 一 类 阿 册 尔 群 . 对 戴 
德 金 环 R 有 一 个 重要 的 群 同 构 i:PicR 一 rKo(R)， 
i(《(M))= 二 [Mj 一 [Rj, 且 KK,(R) 有 如 下 的 直 和 分 解 : 
K,(R) 守 ZOPic RZOCICR)ZOKR, RZOD 
Ko,(R), 其 中 PicR R R 的 皮卡 群 ,CI(R) 表 RR 的 类 
E, KRE R 的 约 化 群 .对 RR 二 Z[ v 一 dj 型 的 整 
环 可 算出 :d 一 1,2 时 ,R 是 主 理想 整 环 , 从 而 RAR 
德 金 环 且 K,CROZZ144—3.4,7 H.R ERAS 
环 ,但 仍 有 天 ,(R) 人 Zid=5,6,15 Br. E RARE 
金 环 ,但 K,CROZZQZ/2Z , ix dé B E E S8 — Ih il 
Ko CR) ZZ 的 例子 .另外 , 当 d=11,19, 23 BY, 
K,.(R)=2Z02/3Z. 一 般 地 ,d 无 平方 因子 且 dF 
3(mod4) 时 ,Z[ Vv 一 4 ] 必 为 戴 德 金 环 (反之 未 必 )， 
但 对 较 大 的 4 计算 Ko 群 相当 困难 . 

带 积 范畴 (category with product) 环 上 模范 
畴 .有 限 生 成 投射 模范 畴 等 重要 范畴 关于 直 和 及 ( 交 
换 环 的 情况 下 ) 张 量 积 性 质 的 抽象 与 概 插 . 设 安 为 
一 个 范畴 , 它 有 零 对 象 0( 即 Hom(0,4) 与 Hom(4， 
0) 都 具有 一 个 元 素 ,V ACS). EL: EXEC H 
— BK-FHigig.Al!ocOo|AZA;A|BZzBLA; 
A (B10) 守 (4 1B)]C( 这 些 同 构 都 是 自然 的 )， 
V A, B,C€ €, WH LAR RT. CE.) ) 称 为 带 积 
范畴 . 例如 , 环 R EE eT A RR 上 的 
有 限 生 成 投射 模范 畴 对 中 也 是 市 积 范畴 . 当 民 可 换 
时 ,它们 关于 多 ( 张 量 积 ) 也 是 带 积 范畴 . 尺 上 的 可 逆 
模 的 同 构 类 范畴 Pic 尺 关于 的 也 是 带 积 范畴 . 对 带 
积 范畴 E 可 与 环 上 关于 有 限 生 成 投射 模范 畴 同样 
地 定义 其 K, RE. 即 以 (4) 表 ACS IK, 
(ADV ACS} ARE EAM URE A , 记 由 一 切 
(A | B)—(A)—( BDA MAN FARA A. 定义 Ko CE, 
LH /A. 这 种 定义 更 具 一 般 性 且 可 用 于 其 他 学 
科 如 代数 几何 、 纤维 从 理论 等 . 

$H F product functor) JL“ FPA BR”. 

带 积 合成 范 因 (category with product and 
composition) 一 种 特殊 的 带 积 范畴 . 它 在 研究 带 
积 范畴 的 天, 群 中 具有 相当 的 重要 性 . Ce, |] ) 为 
"H CRRA MAAK S EXEC, AT o ?不 要 
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求 对 一 切 4,BE 都 有 定义 ,但 需 满足 如 下 条 件 : 
FA.’ B,C: DE X,.WICOA [CO (BI DS SE 
X, HGAI) CB DO CAS B9] (C8 DV As 
B,C,DE€ XMM, L, o) ATERA BUT. 
BE. 以 (4) 表 AC € BORSE EL (Co | V VES} 
TE d& ^E LBS EB ARICA FS. AA 
一 切 (A4 LB)—OD—(GD KOC D) —0) —OD) 
( 当 C。D 有 意义 时 ) 生 成 的 A STR. EM 
K(@,1,°)=F/A, ERK CX LOBI— "IP 
HE. 

回路 范畴 (loop category) 一 种 重要 的 范畴 . 
它 由 已 知 的 带 积 范畴 考虑 每 个 对 象 与 其 自 态 射 所 成 
的 一 种 新 的 带 积 合 成 范畴 , 它 可 以 沟通 Ko HESS OK, 
H.R, DSE 为 一 个 带 积 范畴 ,由 此 构 作 一 个 
新 范畴 OS AOR WMA.) HAC a HE 
中 4 的 一 个 自 态 射 ( 即 aE Home (A,A)), AWS 
(B,B) 的 态 射 集 定义 为 

Homos (CA,a),(B,B)) 
= {f| fE Homs CA, BM fa— gf). 

同时 规定 (4,a) | CB, DD — CAL Ba | B), 
CA,a) ° CA, [D — CA, ag) , EHR HO, IL). 称 这 个 
带 积 合 成 范畴 OS 为 带 积 范畴 S 的 回路 范畴 . 定义 
K,C€) — K,GQ ) Erg € 的 怀特 海 群 (K, B.E 
= (PCR). OAK REA RRA ABH E, 
则 K,CGO —K,(Q GO — K,COP CR. ER lC EERE 
K HWH K, AE K 群 具有 更 重要 的 地 位 . 


笛 卡 儿 正 方 图 (CCartesian square) 一 个 满足 
一 定 条 件 的 环 和 环 同 态 所 T 
成 的 正方 形 可 换 图 . 它 概括 R R; 
了 一 些 重要 情况 ,由 此 可 得 a| j 
出 代数 K 理论 中 有 意义 的 
结果 ,有 助 于 讨论 一 些 K， R 一 一 一 3 
BÉG —0,1,2»0 IF TEE 5 il a 


A. 设 环 同 态 可 换 图 满足 :V (r1,72) ER XR. 
Juri pore WA HE FOR 使 2 一 7 一 1，2, 则 称 
它 为 一 个 第 卡 儿 正方 图 .常用 的 笛 卡 儿 正 方 图 是 j 


BK j, 为 满 同 态 的 情况 ， 

麦 耶 - 卫 托 里 列 (Mayer-Vietoris sequence) — 
种 重要 的 正 合 列 . EE K, b 
BK 群 在 一 定 条 件 下 得 到 ^ b 
的 正 合 列 ,在 代数 K 理论 中 ^| | 
有 重要 应 用 . 若 有 环 同 态 的 * : 
WEILER KP AMI 7 5 


为 满 同 态 , 则 有 群 正 合 列 
K,QO0--K,CROGOK, CR K,GDO-K4G) 
>Ko(RI)ODKoR,)—>Ko(S). 
此 正 合 列 称 为 麦 耶 - 卫 托 里 序列 . 它 最 重要 的 应 用 是 
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有 如 下 的 行 正 合 可 换 图 (其 中 det 为 行列 式 上 映射 )， 
Ki 00 —KiGUDOK,G)- Ki CS) + Ko(R) > Ko (Ri @PKo(R2)—> Ko(S) 
det | det@det | det | det | det@uet | det | 


R' 下 — Pic R — Pic Ri@Pic Re > Pic S 


纤维 范畴 (fibre category) 一 个 带 积 合成 范 
BS. 它 是 由 两 个 带 积 范畴 及 它们 之 间 的 保 积 函 子 定 
X BS. 利用 它 可 得 到 Ko ALK, 群 的 有 意义 的 正 合 
Jj. WE CE, 10. C. LAT R d B FEE 
ARR PRI. 定义 一 个 新 范畴 OF 如 下 :其 对 象 类 为 
(M, N,a2| M,NC @,a:;F(M)ZF(N))}; 
(M,N oa) 5S OM' , N' ,a ) 间 的 态 射 集 定义 为 

(68,02 | B M2 M' ,Y:i NZN' (E FODa—o' FC); 
态 射 合成 法 则 为 (8,Y)(8 ,7 0 = CGg ,77'); 对 象 积 
法 则 为 (M,N,a) | (M, N'5a2)— (MLM, 
N | NO CallwD)0) ,其 中 少 为 同 构 

F(X | YO z F(X) | F(Y); 
对 象 合 成 法 则 为 

(M,N,a) * CN,P,8) = (M,P,fa), 
称 BF ACS HAA. 当下 USER ERSTE UH 
HESI) K E>K DK ©F > K 6 —K,D. M R 

为 交换 环 时 ,Pic R= K,y(R)/K o@det. 

H ÆA F (final functor) 代数 天 理论 中 定义 
纤维 范畴 时 用 到 的 一 类 重要 函 子 . 它 是 一 类 特殊 的 
PRAT. 1S, LD, LOWRIE. Co 
DPOB. GROW £2 WBF di B CBI XY 


RI OR? — S" 


任意 ACL DRA CDS BES fifi A | A' 


F(B)) W F PASE SR T. 

双环 (double ring) 环 中 关于 一 个 理想 同 余 的 
元 素 对 所 成 的 环 . 对 一 个 环 RG 4 为 R 的 理想 , 则 
有 商 环 S=R/A 与 自然 满 同 态 <:R 一 3. 知 

D = {rir lrir: E RE AG) = x(r,))}, 

Rl D RAK. RA R 的 双环 . 此 时 有 群 正 合 列 
K,CD)—K,CROCDK,CRO—K,CSD— K,CD) 
—>K,(RIDK,(R)—K,(S). 
£r pj):D—R Ù p;lrir:)=r;,j=1,2 Bid KiQOR, 

A)=ker(K;(p,))./=0,1, W RARE SS 
K,(R. A) —K,CRO—K,CSD — K, (R.A) 
—>K,(R)>K,(S), 
这 是 代数 K 理论 中 的 重要 正 合 列 之 一 . 

同 余 子 群 问题 (congruence subgroup problem) 
算术 群 理论 中 的 一 个 重要 问题 . 同 余子 群 问题 在 代 
BK 理论 的 发 展 中 是 一 个 强大 的 动力 ,与 KCR, 
A) (参见 “ 双 环 ”) 的 计算 有 十 分 密切 的 联系 . 设 R 为 
环 ,A 为 R 的 理想 , 环 同 态 x:R 一 R/A 三 S 诱导 出 两 
个 群 同 态 : 

GL, GO: GL,(R)>GL,(S) 
b(n) CRIES) s 
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它们 的 核 GL, (R. A) &kerGL, GO §E,(R, A) = 
ker E, GO BB ER 2g GL, (ROWE AFR. 所 谓 同 余子 
群 问题 , 即 :在 一 个 算术 群 ( 李 群 中 带 有 算术 性 质 的 
一 类 离散 子 群 ,如 有 限 群 、 有 限 生 成 阿 贝 尔 群 .无 找 
的 有 限 生成 寡 零 群 .有限 生 成 的 非 交 换 自 由 群 等 都 
是 算术 群 , 当 R 为 一 个 数 域 中 的 整 元 素 环 时 SL.,(R) 
也 是 算术 群 ) 中 是 否 每 一 个 有 有 限 指数 的 子 群 都 含 
一 个 同 余 子 群 ? 于 是 ,对 充分 大 的 n, 
GL,(R,A)/E,(R,A)=K(R,A). 

对 R 的 一 切 理 想 A, 计算 KR, AD TR 24 THE 
GL(R) 的 一 切 正 规 子 群 . 

同 余 子 群 (congruence subgroup) 
群 问题 ”. 

切除 引 理 (excision lemma) WA K; CR, A) Ci 
二 1,2) 的 重要 工具 . 且 由 此 可 得 出 天 ,天 ,天 。 和 群 的 
正 合 列 ,对 研究 这 些 群 的 结构 有 着 重要 意义 . 切除 引 
理 断 言 : GAMA SRT AWAAA RT 分 别 有 
理想 4A,B 使 在 /之 下 它们 的 元 素 是 一 一 对 应 的 , 则 
K: (F): Ks(R,A) 一 K;(T,B) 为 满 同 态 , KO): 
Ki(R,4) 一 K1(T,B) 为 同 构 . 

天 ,天 ,天 群 的 正 合 列 (exact sequence of K,-， 
K,-,Ko-groups) 一 类 特殊 的 群 正 合 列 . AWA 
了 :R 一 T 为 满 同 态 且 RT 分 别 有 理 想 A, BEETS 
之 下 ASB 的 元 素 是 一 一 对 应 的 ( 即 切除 引 理 条 件 成 
立 ), 则 有 群 正 合 列 : 

K:(R)>K:(T)ÐK:(R/A)>K;(T/B)>K, (R) 
>K (T)®K,(R/A)>K,(T/B)>K,(R) 
—>K,(T)®K,(R/A)>K,(T/B). 

E 4 为 环 R 的 理想 ， 
D={(ri,r2) ERX R|r,=r.(modA) } 
ARAMA ,S=R/A, MARIER SI: 
K,(R, A) K, CR) K; CS) Kj, (R.A) 
— K,CRO—K,CSO—K,CGR, A) 
—K,IGQD-K, ). 

群 SK1(R,A) (group SK\(R,A)) 特殊 怀特 海 
群 SK,(R) 概 念 的 推广 .用 于 研究 K 群 的 有 关 理 
论 . 设 4 为 环 R 的 理想 ,x:R 一 R/A 为 自然 同 态 ， 
D (iGin2|iGorn€RxR EE xr Y= 
((ruirn32lQn)€ RXR Aor, =r. (modA)}, 
Prior.) =r;sj=1,2. W K;(R, A) — ker CK; p) i= 
0, I,GLOR, AD —kerGL GO —- (X|XC GLOO fli X 
=I(modA)},E(R,A) = ({é, |a€ AD. 4 RIHM 
时 , 记 SL(R,A)={X | XE GL(R, A), detX=1},.H 
定义 SK, (RA) =SL(R,A)/ECR,A). GUA) = 
(R,A)’ = ir|r € R^ fli r=1(modA)}, AF 
K, CR, A) =U (A)®SK, CR, AD, 3x dé K (RR: 
DSK (R) KHH, E SK CR) —SLCRO/ECRO HW 


见 “ 同 余子 


R 的 特殊 怀特 海 群 . 于 是 , [EORR nl 
SK,(Z.nZ)-—1. 

K, 群 中 的 记号 {u,v}) (symbol {u,v} in Kz- 
groups) ”刻画 K: 群 的 一 种 记号 . 设 R ACRH, 
€: ST(R) 一 E(R) 为 使 G(X, (a) =e 的 自然 满 同 
aS. A 4,BEE(R) 日 4B 一 BA, 则 有 a,bE STCR) 
使 Ha)=A,9(6)=B. it A * B=aba 'b ! —[a,b]. 
A* B 5j a.b 的 选取 是 无 关 的 有 日 A * BE K,GOO. FF 
A.N uve R` HA-D,-—diag(uu !,1.,1,:2, 
B=D; —diag(v,l,v !,1,:-2,iB {u,v} =D, * D/. 
这 种 记号 {u,v} 有 如 下 的 重要 性 质 ; 
T; {uus vj = (uis v} Gus, v] s {us Vv) = 
,其 中 uec HE M OR 
Hk F AF, KCF) =({F>, F), BN {av} |u,veF’ } 
H OK, POA ARE. AP R 上 的 党 天 多 项 式 环 
Rl zys ay. | (rsy) 生 成 Ry(RLrsy Yr 
y 的 一 个 无 限 循环 的 直 和 项 . 

8E [5 AK, CROCOK,CRO K,C(R) (group homo- 
morphism K,;(R)®Ki(R)=K2(R)) 代数 天 理论 
中 的 一 种 重要 的 群 同 态 . 设 为 交换 环 . 取 
A = diag(AC9 L,A Q I Ia QI DE ECR), 
B = diag Un © By, 9 L,,1, OBI) € ECR), 
HrACGL,GO.BCGL,CRD. Æ AB—BA Bj .id 
(A. B) =A * B. 14 m=n=1 时 此 记号 与 xm (u,v 
ER') 是 一 致 的 . XE TE XS BJ mnl. (A. B) € 
K,(R) Hl i (A.B) — (B, AT 5 (A, age (A, 
Bi) JA B:}; ALAS B) = (AB) UA; B) RF A, 
A1,A; € GL,CRO, B, Bi, B EGL, CR). AAT {A,B} 
给 出 一 个 有 用 的 群 同 态 K CROCO K, CO — K, CR). 
于 是 ,有 和 群 同 态 : 

K CRICK CRICK GOK yxCRYs 
RPO iFa 5S2. 

# fa] AK R)OK, (R)=K, (R) (group homo- 
morphism K,CROCOK,CRO—K,CRO)) 代数 天 理论 
中 的 一 种 重要 的 群 同 态 . 设 R 为 交换 环 ,P 为 有 限 
ERRA RAHE PCOQZR'. 由 

Aut(P) CC Aut POQQOZEGL,(OR)CGL CR) 

可 得 完全 确定 的 群 同 态 Aut CP K, GRO ,以 及 群 同 
a K,G0C9K GO —K,GQ). 

n 阶 施 坦 贝 格 群 中 的 记号 Wi (uv) (symbol 
W,,(z) in Steinberg group of dimension n) 研究 
K: 群 结构 的 一 种 记号 . 设 R 为 环 , 当 nn 之 3 时 ,由 
阶 初 等 矩阵 的 部 分 运算 规律 可 定义 群 ST, (CR). Bf 
ST, (R) 为 由 {Xi(a)|i 关 j,i,j 二 1,2,…,n} 按 下 述 
关系 定义 的 乘法 和 群 : 

X. (DXX GEB 


u,v} = 
fusu} 


人 U 2728 


代数 KK 理论 


1—Xj;(0) GAl,j#R), 
Xe) TORE | y. GÆL, j=k), 
Va bER, ISi, jk in. RST, RAK R BS n Bp 
施 坦 贝 格 群 . 由 于 limST,(R) 二 ST(R), 所 以 也 可 以 
由 此 等 价 地 定义 KK;(R). 任 取 uER', 若 
W;(u)-—X;GO0OXj;C—u |) Xi, Cu) 
(1&uz5jmn). 
则 得 ST, CRO AF RE W,— WCR: 20. FHW GO XR RT 
定义 一 个 有 用 的 记号 
ji 一 人 CD 一 1)， 
以 及 W 的 一 个 正规 子 群 = GG4CGR" 00. BUB FA Ta] 
态 €: STCRO —ECRO E W, 上 的 限制 pjw Æ C= 
ker gļw Il) C, =W, 1 K; CR) B. C, E ST, CR) 的 中 心 
A. aid WCG) —limW,, H OR) =limH,,.C(R) = 
limC,, 则 有 
COR) —WCGROf| K;CROCCH CR). 
事实 上 ,CCR) 的 结构 是 容易 给 出 的 : 若 尺 "是 乘法 交 
BB, WW CORI — (Clasv} zzER >》 因此 ,对 交换 环 
R,K,Q0 — (Cuv) luv € R')) 的 充分 必要 条 件 为 
K,OR)CWGOO.WGO.HGO,.COO&BbJe Big 3H D A 
8E ST(R) 的 子 群 . 

n 阶 施 坦 贝 格 群 (Steinberg group of dimension 
n) Ji"n 阶 施 坦 贝 格 群 中 的 记号 W(x)”. 

n 阶 施 坦 贝 格 群 中 的 记号 hi;(x) symbol AlCu) 
in Steinberg group of dimension n) JL“n Kipi H 
贝 格 群 中 的 记号 Wij Ce)”. 

n Bf Ne 3B Ul f& Bf B) FW, (subgroup W, of 
Steinberg group of dimension n) JL» [rji 3H pl 
格 群 中 的 记号 Wyl)”. 

W, 的 正规 子 群 H, (normal subgroup H, of 
W,) UL“ 阶 施 坦 贝 格 群 中 的 记号 W(x)”. 

W 的 子 群 C, (subgroup C, of W,) JL“n 阶 施 
坦 贝 格 群 中 的 记号 Wi Cu)”. 

施 坦 贝 格 群 的 子 群 W CR) (subgroup W CR) of 
Steinberg group) Jl“n 阶 施 坦 贝 格 群 中 的 记号 
Wu)”. 

施 坦 贝 格 群 的 子 群 HC(R)(subgroup H CR) of 
Steinberg group) — W^» 阶 施 坦 贝 格 群 中 的 记号 
W; Cu)". 

施 坦 贝 格 群 的 子 群 CC(R) (subgroup CCR) of 
Steinberg group)” 见 “n 阶 施 坦 贝 格 群 中 的 记号 
Wi)”. 

j& 18 n SHA FRET CR) (subgroup T(R) of 
Steinberg group) ” 施 坦 风格 群 ST(R) 的 一 种 重要 
子 群 . 它 是 ST(R) 中 与 K;(R) 只 有 一 个 公共 元 ( 单 
位 元 ) 的 子 群 ,对 刻画 ST(R) 与 一 些 环 类 的 K, HA 
BAER. AT(OR=T= CX, |i 7j) JU T A 
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ST (ROW FHA TO K,CRO — 1. BRJjER, STCRO = 
(TW RUZ =(T Wi, CR’) O2 TWT.. 34 
R ARAB. STCR)=TWT. 
除 环 的 天 ,和 群 (K,-group of a division ring) 刻 
画 除 环 性 质 的 一 类 阿 贝 尔 群 . 设 R 为 除 环 , 则 
K,(R)=({({usv} |u,vE€R’° Buv=vu})}). 
特别 地 ,者 RR 为 域 , 则 K.CRI=CH= CURR SSF 
R HERR, K: (R) =C=1CF ILE). HFR R, 
ZB $k R T6 (Matsumoto, H. ) uE HB : fE X Bay D OR F, 
K,(R) 由 生成 集 {R' R 与 三 个 关系 
(Uy sus v] = Qv) uo v) s 
(UU V2} = {U,V} (UsVo}s 


{u,]l—u}=1,uÆ0,1 


所 确定 . 
iv AY AK, 群 (K,-group of a field) — BL, Ek X B 
KH. 


— JE 3E A A XA By K, BÉ CK,-groups of some 
semilocal rings) 刻画 一 类 半 局 部 环 性 质 的 阿 贝尔 
E. AE R AFERA, H R 对 乘法 是 交换 的 或 R 由 
R' 加 法 生成 , 则 居 ;(R) 二 ((R' R). 因此 交换 的 
半 局 部 环 R 之 K; 群 K,(R) 二 ({R',R')). 

施 坦 贝 格 群 中 的 单项 元 (monomial elements in 
Steinberg group) ” 施 坦 贝 格 群 中 用 于 计算 的 一 种 
元 素 . 设 R 为 环 ,p:ST(R) 一 E(R) 为 自然 同 态 . & 
WEST(R) 使 OW) A IF CBP 90V) — PD, K 
中 忆 为 一 个 置换 矩阵 而 D 为 对 角 和 矩阵 ), 则 W RHA 
单项 元 素 . 

施 坦 贝 格 群 中 的 对 角 元 (diagonal elements in 
Steinberg groups) ” 施 坦 贝 格 群 中 用 于 计算 的 一 种 
元 素 . 设 R 为 环 ,g:ST(R) 一 E(R) 为 自然 同 态 . x 
W EST(R) 使 pCW) 为 对 角 和 矩阵 , 则 W 称 为 对 角 元 
A. 

jt X8 N f& S£ rh Bg id SH, (a,b) (symbol Hla, 
b) in Steinberg group) ”表示 施 坦 贝 格 群 中 的 一 种 
特殊 的 对 角 元 . 对 确定 K: 群 有 重要 作用 . 设 R 为 
环 ,a,bER 使 a 二 1 十 ab5ER', 则 8==1 十 ba ER'. 记 
Hi(ab)=X;(—ba ')X(a) Xb) Xi Cap) E 
ST CR). WHE AR AS e: ST (R) 一 EF(R) 下 ， 
9C(GH (a ,b)) =diag (usu ), 其 中 = 二 a==1 十 ab， 
u;—pB 一 (十 bc) ,u,—1,V ki, 7. Mj ab — ba 
I .eCH;Ca,50) — 9(;Ca)) ELI, Hj Cab) hi la) 
AK, CR) Paso RR. 在 一 般 的 情况 下 4H a DAFA 
下 述 的 性 质 : 

Hj(a,b)-— Hj(—b,—a)', 
H (a,b +c + bac) = Hi la, b)H (ag !, Be), 
其 中 4,6,cER 使 1 十 ab,1 十 acER' ,8=1+ba. 
Habe) Hybe) ee 和 ^ — T1, 
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BD HT, (cab) H 4 (5, ca) HijCa, bc) —1, En a,b,c E 
R fli 1d-abc€ R^. 

K, BOW id S (a, b) (symbol (a,6) in Kz- 
group) ”确定 K, 群 的 一 种 记号 . 对 域 而 言 起 着 与 
{u,v) 同 样 重要 的 作用 . 设 R 为 环 ,a,b65ER 使 1 十 a6b 
—aCR'H ab-—ba,.di (a,b) — HijCa,b)AhC(a) ! , W) 
(a,b C K,CORH BCR’ fii a8 二 Ba 时， 

{a B} — (a,b) (ap ' , Bb), 
1 (5 二 0,1, 或 4 二 0, 一 1)， 
tlie (bER'), 
(—a,a) (aER’ ). 
WA, <a.b>=(—b,—a)'34a.b) (a.c? =asbtet 
bac) ,其 中 4,656,cER 满足 ltab,ltacE€ R^ ,ab— 
ba ,ac—ca; (asbc) (b,ca) (csab)=1, 其 中 a,b,cER 
使 1 十 abc € R^ H abe — bca —cab. 34 R 为 域 时 ,以 
{(a,b)|a,6ER B. 1 二 abER') 作 生成 集 ,以 上 述 最 
后 三 个 关于 (，) 的 关系 式 及 


人 
| 
作 关 系 可 完全 确定 KR). 


施 坦 贝 格 群 的 子 群 HCR,I)(subgroup H(R,/) 
of Steinberg group) 施 坦 贝 格 群 中 用 于 人 研究 K: 
群 的 一 种 子 群 . 它 对 局 部 环 之 K. 群 的 研究 特别 有 
FARRAR AR 的 一 个 理想 ,定义 H(R,7)= 
({H,;(a,6)|a,6€R ff 1+abe€R’ Hac€l})>,41 
= R fi HCR SH (R,R). KIER PRS Ai 
森 根 JCRO PAY, 

HG I) — (HG), 
且 对 自然 同 态 zx:R 一 R/T,ker (Kom) CH(R,1). & 
此 时 有 K.CR/I) CH (R/T), K,CRICH (CR). A 
此 ,对 局 部 环 R,K,(R)CH(R). 于 是 可 以 确定 ,对 
交换 的 局 部 环 R.A 

K,C(QR) — CLG playoER 使 1-2-ab€ R^)». 

jt 18 Ul d& S£ BJ BES (OR, DD subgroup SCRI) 
of Steinberg group) WA K: 群 的 工具 之 一 ,与 
HCR,T) 有 和 密切 的 关系 . 夺 7 为 环 R 的 一 个 理想 , 定 
X, S(R,I)=<{X; (a) Ie 1D RIRCR DD C Nssus GS 
(R, ID ES(A|ASCR, I)h’ -SCR,DD,N AEST 
(R)},H SCR. DHCOR. I) « STCR DD -ker(CSTCR) 
一 ST(R/7)), 其 中 STOO —STCR/ID dé pi B AA [n] 
A R—R/I 诱导 的 . 24 IER BTE & d SR JR) H 
时 , ST(R,7T) =SCR,DHCR,). B i£, SCR. D < 
STCR,D E ACR, DZESTOR, D /SCR 1D. 

We 18 N f& BE BS IE XL F BEST (R , D) (normal sub- 
group ST(R,J) of Steinberg group) 见 “ 施 坦 册 格 
群 的 子 群 SCR ,7)” 

jt 18 Ul f& BERUF SET (CR, D) (subgroup T (R,I) 


of Steinberg group) MH Ul RR RTTE TORO FJ 
推广 . 设 了 为 环 R 的 理想 ,定义 : 

T(R,D=TC(RINSCR TD) 

SHAX (a) |i<ij,a€l}), 

TCR)=T(CR,R). 

类 似 地 定义 
T'(R,1)=({(X;(a)|i>7,a E17)), 
T'(R)=T'(R,R). 
注意 T(R,R) 正 是 ST(R) 的 子 群 7(R). 当 I 在 R 
的 雅 各 布 森 根 J CR) PR, 
STCR,D=T' (RDT(R,DHGR,T). 
jt 18 Nes BEAU SF 8EH (OR . D) (subgroup H CRI) 
of Steinberg group)  J& 3H Ul RRR HCR) 
推广 . 设 了 为 环 尺 的 理想 ,定义 
H(R,I)=({h;(u) IuER' H «1 modI;izÉj)?, 
COR.D— HOR,D() KR), 

m HCR)=HACR,.R).CCR)=C(R,R) H 
C(R,D=H(R,I){\ker(K;r), 

其 中 x:R 一 R/T 为 自然 同 态 . X. 
H(R,T CH(R) ()STC8,D, 
CCReTIC CRITTST CR D). 

当 R 为 交换 环 时 ， 

CCR,T)=({{uv} lu,vER' 5u,v=1mod /}). 

施 坦 贝 格 群 的 子 群 CCR,1) (subgroup C(R,I) 
of Steinberg group) 见 “ 施 坦 贝 格 群 的 子 群 OCR, 
19 

K,(R) WF SECCR, Do (subgroup C(R,I) of 
K,(R)) 对 确定 K. 群 有 用 的 子 群 . 设 了 为 环 R 的 
理想 ,定义 : 

C(R,I)=H(R,1){) K2(R), 
C(CR)=C(R,R). 
“IR WES RR JCR) Ht, CCR.) = 
kerCK,z), HP r: R>R/IA BRA. WN. A 
KiR/D=C RAD Nl KCRO —CCRO 因此, 若 民 
为 局 部 环 UK, CR) —CCGRO. 对 交换 环 
R,CCR,D=({ (a,b) |a,b€ R ff 1+ab€ R’' Ha€l}); 
对 交换 局 部 环 R， 

K,(ORg) — ((CGka D) la,b€ R {E 1-Fab€ R^ j). 

ER Z/nZ Bj K, BE(K.-group of ring Z/nZ) 整 
数 环 商 环 的 天, 群 .Z/nZ 是 一 类 重要 的 环 o D. 
它 的 天 ,和 群 一 定 为 平凡 的 或 同 构 于 二 阶 循环 群 Zo. 
即 


1 (44), 
K,(Z/nZ) = 
有 理 数 域 上 的 二 进 施 坦 贝 格 符号 (2-adic Stein- 


研究 K: BE 


berg symbol on rational number field) 


代数 天 理论 


的 一 种 记号 .任意 的 uEQ' (有 理 数 域 ) 必 可 表 为 
u— (—12/5* =, 


HH om n-1Gnod 8),7,7,2 H u Æ mod2 XE X. P HE 
一 确定 . 又 
bo 一 (一 1D72055EQ'， 

M,N 三 1(mod 8),id c(u v2 (—1) "x 
RE Z,— (4-12). m clus,v) 为 一 个 施 坦 贝 格 符号 , 称 
为 Q 上 的 二 进 施 坦 贝 格 符号 . 用 它 可 得 到 一 些 有 意 
义 的 结果 ;{ 一 1, 一 1) 关 1( 在 KK,(Q) 中 ;车 有 非 零 环 
AJA R 一 S 二 Q, 则 在 KK;(R) 中 (一 1, 一 1) 关 1, 因 此 
对 


R= (Z [mne Z. zm ; 
m 


在 K: (R)Ħ {—1,— 1} 41; Æ K,CZ/82) 中 
(—1,—1) #1. 这 一 类 结果 在 确定 一 些 环 的 K E 
时 是 有 用 的 . 

实数 域 上 的 施 坦 贝 格 符号 (Steinberg symbol 


on real number field ) 


实数 域 R 上 定义 C:R KR S (41D 


yes 1 (u>0 HW v>0), 
—] (u<0 H v<0), 
Wj cuv) H R E BS tg 1H NAS. 用 它 可 证 :在 
Ks(R) 中 (一 1, 一 1} 关 1; 若 有 非 零 环 同 态 R—SR, 
则 在 天 :(R) 中 (1 一 1 ,一 1 天 1. 

# WIR AY Ka 群 (K,-group of integral number 
ring) ”最 简单 的 一 种 K: 群 .整数 环 Z 的 K: Hf 
K;,02—(0(—1,—1)» ZZ, Bl K;(Z) 为 二 阶 循 环 
BE. 因此 ,对 任意 自然 数 n,K,(2””) 守 2Z;,, 也 是 二 阶 
循环 群 . 

H 理想 (H-ideal) 
HH R 的 理想 且 使 

STORE T "CRT RDIR AI; 
则 称 了 为 R 的 五 理想 . SHR ER TER TR 
(Jacobson, N. ) 根 中 时 ,7 为 R 的 五 理想 等 价 于 
H(R,T)=H(R,7). 

H 环 (五 -ring) 概括 半 局 部 环 与 阿 廷 半 单 环 
的 一 种 环 类 . GEAR R 满足 K,(R)CH(R), 则 称 R 为 
HW. 这 类 环 对 环 的 直 和 是 封闭 的 , 且 石 环 上 的 全 
阵 环 也 是 HH. IR H R, KRSR, 
R’) Wop Al AM R 的 理想 且 了 在 R 的 雅 各 布 
森 根 中 ,同时 R/T 为 五 环 , 则 KK;(R)CHCR). 特别 
地 , 当 了 又 为 R BS HAY. RDA HH. 

eB LS BE Aig SC, (u,v) (symbol C;(u.v) 
in Steinberg group) 计算 天 ,和 群 的 一 种 记号 . 若 民 
为 环 ,z,vER , 则 对 任意 的 joe LAUGO hav) J 
与 j,k AR. EX 


环 的 一 种 特殊 的 理想 .看 了 
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范畴 论 与 代数 K 理论 


C; Cu v) — [hg GO halv) | G k Æi). 
C; (Cu v) 8 Ci Cu 0 B XR RN 

Ci (uv) —-W,iC— DC, G,v00)Wj,C—1) |. 
ida; Cu) —diag (1. ** 1.2.1, 2€ GLCORO , B! Æ 
石 边 的 对 角 和 矩阵 中 ua € R' 为 第 i 个 对 角 元 , 则 对 自 
然 同 态 pg:ST(R) 一 E(R) oC; (usv)) —a; (uv). 
一 般 地 , 当 cER ==[R',R' J 时 ,a,(a) € EGO. B. 
WAZ b, (a) CST CRE eG, (02) =a, Ca). 

K: 群 中 的 记号 d (a,B) (symbol dlae, 8) in Kz- 
group) 计算 非 交 换 环 的 天, 群 的 一 种 记号 . 设 尺 
AMR 一 [R' ,R']j, 由 条 目 “ 施 坦 贝 格 群 ST CR) 
中 的 记号 Ci,v)” 知 561(1)==1,61(a) EH(R), 其 中 
a 为 R' 的 任意 元 .定义 

b; (a) 2»WAUC—DA4COW,C—125 !, 
其 中 il aC R. EE EXE X. d Ca, 8) — bi (a) 
bB) Cog), d Ca. BD € K,CRO Kf a, BER”. 
M a-1.mk 8 二 1, 或 R' 对 乘法 可 换 时 4d(a,8) 二 1. 

K: id Se(u,v) (symbol e(usv) in K;- 
group) ”记号 {u,v) 的 推广 . 当 uv —vu.u,v € Ri 
时 ,el(u,v) 就 是 (u,v). 设 R 为 环 ,u,vE€ € R^ ,定义 
eG v) =C, Qu v) bi uv D XC; 的 定义 见 “ 施 坦 由 
格 群 STCR) 中 的 记号 Ci(w,v)”). 这 是 K: CROW 
种 元 素 . 对 任意 的 环 R, 

CCR)= ({e(usv).d(a,P) |u,vER’ ,a, BC R^)», 
当 尺 为 H 环 时 ， 
K,(CR)=({e(usv).d(a,8)|us,svE€R’ ,a,BC R^ }), 
因此 ,对 半 局 部 环 也 有 同样 结果 . 

施 坦 贝 格 群 的 子 群 Ur (subgroup Uk of Stein- 
berg group) 研究 K: 群 的 有 用 工具 . 对 任意 环 R, 
定义 Ug 二 《C1(R' ,R')), 这 是 ST(R) 的 一 个 重要 子 
群 . ROM HAN OR EIER 

l>K,(R)>Ur>R' —>1, 
HPR =[R R] 这 在 很 大 程度 上 决定 了 五 环 
RW K: 和 群 结构 . 24 R 为 交换 H 环 ( 例 如 ,R 为 交换 
局 部 环 ) 时 ,KK;(R) 实 Ur. Æ R 为 除 环 时 ,Uk 可 由 下 
述 生成 集 与 关系 完全 决定 :生成 集 COR R); K 
%:C,(u,l—uw) =1, Hf ucR' uz0,1, 

Ci(uviww) = C.(uou uwu !)C lu, w); 

C, Cu vw)C, Cv ,wu)C,(Gw,uv) = 1, 
RUBusseCR:.. 

H KK, BH IE & FI (short exact sequence 
for K,-group of an H-ring) Ji “Firth Ul f& SE BJ 
BF U,". 

交换 HH 环 的 K, BECK ,-groups of commutative 
H-rings) ” 见 “ 施 坦 贝 格 群 的 子 群 U。”. 

有 理 数 域 上 的 施 坦 贝 格 符号 ( ，)p (Steinberg 


symbol ( , )p over rational number field) 确定 


420 


K:(Q) 的 一 种 符号 . 设 p 为 一 个 素数 , 则 对 任意 的 0 
了 关 4a€Q, 必 有 wla)€2Z 使 4==p”“m/n, 其 中 Gm,p) 
— (n, p)=1. 规定 v(0) 志 00, 其 中 v;:Q 一 ZU {co} 有 
如 下 人 性质 : 

v(ab) —v(a) tv), Va bEQ; 
vlatb)=miniv(a),v(6)}, V a,b€ Q.a-c- 5&0. 
因此 ,这 是 Q 上 的 一 种 指数 赋值 , 称 为 Q EB p 3t 
赋值 . 记 4,==(Z/pZ)'((p 一 1) 阶 循环 群 ) A 


uly) 
vir)jviy T ` 
d(C m (modp); 


3$ p At RAM EM ry), =d (x+y) W 

C, J)a Q X Q'— A, 
AQ 上 的 一 种 施 坦 贝 格 符号 ; 当 pH 2 CE d. 
的 定义 是 平凡 的 ) 对 任意 的 x,yEQ' 必 有 下 列 的 表 
ANTE SK 


oU T (= 1)‘2/5* a m! ,n! = 1(mod8), 


y = (— 1)!2’5r 二 


"E m" ,n" = ] (mod 8). 
取 4As=={ 土 1) ,定义 (x,y)s= 二 (一 1)” Aa E 
的 一 种 施 坦 贝 格 符号 . 对 任意 的 素数 p ,对 于 离散 拓 
扑 ,( ，)。 是 连续 的 施 坦 贝 格 符号 . 车 4 CN TAI 
多 夫 拓 扑 群 ,c: Q XQ 一 4 为 关于 QQ 的 pp HEF 
连续 的 施 坦 贝 格 符 号 , 则 必 有 惟一 的 群 同 态 hs A, 
A fi hCG 30,0 9c 30, V € Q^ ,因此 ,又 称 
CO, 为 Q 上 的 一 个 泛 连续 施 坦 贝 格 符号 .上述 害 
义 与 结果 可 通过 离散 赋值 推广 到 一 般 的 域 . 对 Q, 记 
A;, 二 { 士 1), 可 证 
K,(Q) = A; 由 A, CO As = 中 A,. 
pw RE 

有 理 数 域 的 K Æ (K.-group of rational num- 
ber field Q) UL, FH Bx ah E B3 d 38 DL d& ES 
Coe 

域 的 K: 群 元素 不 可 数 条 件 (uncountable con- 
dition for K,-group of a field) 研究 域 的 K: SER 
有 用 结果 . 估计 K 群 元 素 的 个 数 是 K 群 研 究 中 的 
重要 课题 之 一 . 设 下 为 域 ,可 证 :K,(F) 的 元 素 个 数 
为 不 可 数 的 等 价 于 的 元 素 个 数 为 不 可 数 的 , 即 
IK, CF) | > So AY FAT AREA | FL So. 

有 理 数 域 上 施 坦 贝 格 符号 的 表示 (represeta- 
tions for Steinberg symbols of rational number 
field) 对 有 理 数 域 Q 上 施 坦 贝 格 符号 的 一 种 刻 
I. E C ，) 给 出 的 同 态 像 乘积 表示 . A c: 
Q XQ 一 4 为 Q 上 的 一 个 施 坦 贝 格 符号 ,其 中 A 
为 一 个 阿 贝 尔 群 , 则 对 每 一 个 素数 p, 必 有 惟一 的 群 
同 态 Q,:4,— A 使 


eun Tutius 
PARE 


Vx,y€Q. 


a R dB BAS GC. 00, (Hilbert symbol 
CC.) ”由 施 坦 贝 格 符 号 定义 的 一 种 符号 ,在 数 
iE PUR BE. p 为 一 个 素数 ,用 Q 上 的 施 坦 
WT SC 9 dp 定义 

(r4 (p = 2), 

((X,y)), = i (b # 2). 

V x,y€Q' , 则 (Cx,y))s 只 能 取 值 士 1, 称 (( ，))， 
为 希 尔 伯 特 符 号 . 再 定义 Q 上 的 一 个 施 坦 贝 格 符号 


] (uc as ae Oe 
(ry) = | 
—] (r<0Hy<0). 
等 价 地 ， 
X 十 yz 一 1 在 R 中 有 解 )， 
TaN] = 
: — 1 X? + y¥? = 1 ER PIR). 


fu| £5 25 2 85] — x we 
Cbr e Tl Cas 
记 为 素数 


Bp (zy) [| €G325,21. 


为 素数 

由 此 可 直接 推出 数论 中 的 高 斯 二 次 互 逆 律 . 

— ® Bi @ (quadratic reciprocity law) Wl 
“ 希 尔 伯 特 符 号 (( p”. 

戴 德 金 环 上 的 9 互 逆 律 (gq-reciprocity law over 
a Dedekind domain) ”研究 戴 德 金 环 的 有 用 工具 ， 
设 qz50 为 戴 德 金 环 R 的 一 个 理想 ,p 为 R 的 一 个 
极 大 理想 . 记 
U,(g) = (x|x € (R/pq) H x = 1(modgq/pq}, 
U, (q) = ia € R|a & p, H a =1(modg)}. 
ACHTEN RE RAI PAR 的 极 大 理想 ， 
Xp 为 群 同 态 :U,(g) 一 C} 满 足 如 下 条 件 : 

1. 对 任意 的 aEUp (DX, (a) 2 ? —1, HM v, 
为 由 p 确定 的 赋值 ; 

2. Æ azz1(modg) H 0 关 bER 使 aR 十 bR=R， 
X 


|] xc» =Z [| X60; 


bEP u€Ep 


则 称 上 面 的 群 同 态 集合 为 取 值 在 C 中 的 g 互 逆 律 . 
戴 德 金 环 上 的 美 尼克 记号 |(Mennicke sym- 


bol A over a Dedekind domain) 计算 戴 德 金 环 


R 上 SL(R)/E(R) 的 有 用 记号 . &RAKRBSH, 
aR+bR=R,a DER H. Cease P ER 使 ad — bc = 
lad! — bc! =1, I 


| ESL:(R), 


a 


b 
c d 


a b 
=| | (mod E(R)). 
ed 


RAKE 


(mod E(R)) € SLCR)/ ECRO CK, (R), 


ab 
cd 


a 
E 
称 | ”| 为 R 上 的 美 尼克 记号 . 于 是 ,R 上 的 9 RMA 
与 RR 上 美 尼克 记号 是 一 一 对 应 的 . 

i | & iP oh ik ay K, 群 正 合 列 (exact se- 
quence for K,-group of rational function field over 
afield) WR K: ROWAN LA. A FNR F E 
HAARR, MATAT K: 群 的 可 裂 正 合 列 

1K;GO0-—K;QG'G)-— (QD QGIr|/P)-1. 

rere 


S EK B (higher K-group) 格 允 滕 迪克 群 
(Ko FE) 怀特 海 群 (人 天; HO EH RU CK, 
群 ) 的 推广 及 一 般 化 .代数 天 理论 的 重要 研究 对 象 . 
n 宇 3 时 ,天 , 群 称 为 高 阶 KK SE. 20 世纪 ?70 年代 初 
期 ,米尔 诺 (Milnor,W.J.)、 介 尔 斯 特 (Gersten，,S. 
M. )、 HA (Swan, R.G. O,"F Xr E (Karoubi , M. ) 和 
Æe (Quillen, D. G. ) 等 人 分 别 独立 地 采用 不 同 途 
径 构造 了 高 阶 函 子 K,(n 宇 3). 奎 伦 给 出 第 一 个 有 效 
的 计算 高 阶 K 群 的 工具 ,并 计算 出 有 限 域 F, 上 的 
高 阶 K 群 K,(F,). 设 R 为 ( 含 单位 元 的 ) 结 合 环 ， 
GL(R) 为 R 上 无 限 阶 的 一 般 线 性 群 ,BGL(R) 为 对 
离散 群 GL(R) 的 分 类 空间 . E(R) 为 GL(R) = 
n CBGLOOO B dfe pr T RE. 在 同 伦 意义 下 , 必 有 惟一 
的 一 个 非 循环 映射 f£: BGL(R) 一 BGL(R)!, 使 
ERAT AHR. WRB K; 群 定义 为 空间 
BGL(R)* HER: K CR) =a; (BGL(R)*) i22. 

例 1018) 

Knp F) = Z m= 0); 
0 (m > 0); 
Ky iF) Z/(g* = DZ: 
fj 2 GRE 2R (Borel, A. DIE R HRR F 的 整 元 环 ， 
[F :Qj—nc2n,H'Bprn WF 到 R B9 A [a] fk AB 
个 数 ,r; 为 到 C BS fe] x ALES Jc BET TR, D 
R (i = 0), 
purs (i = 155 
(i = 2(mod4)), 


K;COR) COR = , 
$ R? (1 = 3(mod4)), 
0 (i = 4(mod4) Hi 20), 
R^*?  (z1(Gnod4) Hi D. 


天 和 群 和 GLCR) 及 有 关 群 的 同调 群 密切 相关 ,事实 
EB FIRB: K, (ROSH, (GLR), Z), K: (RI 
H,(E(R),Z),K3(R)H3(ST(R),Z). 这 些 同 构 表 
明 :高 阶 KK 群 的 定义 与 巴 斯 的 KK; 群 与 米尔 诺 的 K.: 
群 的 定义 是 一 致 的 . 
# 稿 刘 木 兰 
审 阅 刘 木 兰 
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mit Sis ELEC 


i 5 il EL XE field and Galois theory) 4 
象 代数 中 较 早 出 现 的 代数 理论 . 它 来 源 于 代数 方程 
的 求 根 问题 . 早 在 伽 罗 瓦 (Galois,E. ) 研 究 五 次 以 上 
方程 无 根 式 解 中 就 出 现 了 域 ,但 “ 域 "(K6rper) 这 个 
名 称 是 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R. ) 首 先 使 用 的 . 系 
统 人 研究 域 的 理论 始 于 志 们 (Weber,H. ), 他 证 明了 
克 罗 内 克 定 理 : 有理数 域 的 有 限 阿 贝尔 扩 域 必 为 分 
圆 域 的 子 域 ”, 而 域 的 公理 系统 是 迪克 森 (Dickson， 
L. E.) 5 x ££ dfi (Huntington, E. V. ) 分 别 于 1903 
及 1905 年 独立 创立 的 .在 韦伯 以 及 享 泽 尔 (Hensel， 
K. ) 的 影响 下 , 施 泰 尼 芯 (Steinitz,E. ) 对 抽象 域 进 
行 系统 的 研究 ,他 的 工作 于 1910 年 以 论文 “ 域 的 代 
数理 论 ” 公 布 于 世 . 这 篇 重要 论文 对 域 论 及 有 关 学 科 
的 发 展 产 生 了 极 大 的 影响 . 

域 的 扩张 理论 源 于 数 域 的 扩张 ,复数 域 上 任意 
n 次 方程 在 复数 内 有 个 根 , 即 代 数 基本 定理 ,而 对 
-RR FE F EER 次 方程 都 有 nn 个 根 , 则 称 F 
为 代数 闭 域 . 对 于 特征 为 pO 的 域 ,不 可 约 多 项 式 
也 可 能 有 重 根 ,这 就 引出 可 分 多 项 式 , 不 可 分 多 项 式 
与 可 分 不 可 分 扩 域 的 概念 . 男 一 方面 由 于 超越 数 的 
存在 ,在 一 般 数 域 上 也 出 现 了 代数 元 与 超越 元 ,从 而 
产生 超越 扩张 的 概念 和 理论 . 施 泰 尼 区 的 一 个 基本 
结果 是 ,每 一 个 域 都 可 以 从 它 的 素 域 出 发 ,经 添加 超 
越 元 得 到 一 个 超越 扩张 ,然后 再 添加 代数 元 而 得 到 
(参见 “ 纯 超 越 扩 张 ”). 

域 的 扩张 理论 与 伽 罗 瓦 理论 紧密 相关 . 它 的 基 
本 思想 是 ;用 域 的 自 同 构 群 来 研究 域 的 构造 ,建立 了 
可 分 正规 扩 域 的 子 域 和 它 的 自 同 构 群 的 子 群 间 的 一 
一 对 应 关系 ,由 方程 的 伽 罗 瓦 群 的 可 解 性 去 判别 该 
方程 是 否 有 根 式 解 , 从 而 得 出 大 于 四 次 的 一 般 代数 
方程 不 能 用 根 式 解 . 


域 的 扩张 


域 (field) 代数 学 的 基本 概念 之 一 . 即 具 有 两 
个 运算 的 代数 系 . 设 已 是 至 少 含 两 个 元 的 集合 ,在 
中 定义 了 两 个 二 元 运算 :一 个 称 加 法 ,使 成 为 
加 群 , 它 的 单位 元 称 为 下 的 零 元 ;一 个 称 乘 法 ,使 下 
的 非 零 元 构成 一 个 交换 群 ,加 法 与 乘法 满足 分 配 律 ， 
此 时 称 下 为 域 .例如 ,全 体 有 理 数 .全 体 实 数 和 全 体 
复数 在 通常 的 加 法 与 乘法 下 都 构成 域 ,分 别称 为 有 
理 数 域 . 实 数 域 和 复数 域 . 域 是 许多 数学 分 支 研究 的 
基础 ,尤其 对 代数 .代数 数论 .代数 几何 等 更 为 重要 ， 
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子 域 (subfield) 域 的 特殊 子 集 . rA FP B5 — 
个 子 集合 为 $, 对 于 的 加 法 与 乘法 也 构成 域 , 则 称 
SA F 的 子 域 ,而 称 下 为 S 的 扩 域 .下 中 至 少 含 一 
个 非 零 元 的 子 集 S 是 子 域 的 充分 必要 条 件 为 :对 储 
Ei a.b€ S [Hd a—b Sl ab  OAORF S. 例如 ,有 
理 数 域 是 实数 域 及 复数 域 的 子 域 , 集 合 

(a -- b V 2 |a,b 是 有 理 数 } 
是 实数 域 的 子 域 . 

素 域 (prime field) 一 种 重要 的 域 . 指 不 含 任 
何 真 子 域 的 域 . 任何 一 个 域 都 有 单位 元 e, 考 虑 加 
群 {0, 土 e, 土 2e,…, 土 me,…), 它 有 两 种 可 能 : 

1. 对 任意 非 零 整数 m,me 关 0, 阁 SS= {ne/me| 
m,n KEM, mA~0}) WS 是 天 的 子 域 且 同 构 于 有 理 
数 域 , 此 时 称 的 特征 ( 数 ) 为 零 . 

2. FF YE TE SE TO m «me — 0.5 p 是 使 pe=0 的 最 
小 正 整 数 , 则 p DARPA FORTE CBD. ES 
一 (0,e,……(p 一 1)e), 则 9 Æ F 的 子 域 且 与 整数 环 
Bi p WEZ, 同 构 . 4 F=S 时 , 称 尺 是 素 域 , 因 此 任 
意 域 都 含有 一 个 素 子 域 , 它 或 者 与 有 理 数 域 Q 同 
构 ,或 者 与 Z, E. 

域 的 特征 ( 数 ) (characteristic of a field) Jl 
“KH”. 

3b ES NESH (Frobenius mapping) 在 
伽 罗 瓦 理论 中 起 着 重要 作用 的 映射 .对 特征 为 By 
R ,映射 FF ar? 称 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 映射 . 
实际 上 ,7 FEW TR PH le’ ce FS N-F 
REAS. 对 于 特征 p> 的 域 , 它 是 一 个 单一 同 态 . 
若 这 个 同 态 又 是 满 同 态 , 也 就 是 下 = 大, 则 下 是 完 
备 域 . 若 是 单一 同 态 , 且 是 满 同 态 , 则 是 下 的 一 
个 自 同 构 , 称 为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 构 . MPP BR F 
而 言 ,Ff 在 它 的 素 子 域 ,上 的 扩张 的 自 同 构 群 
Aut(F|F,) 是 由 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 构 所 生成 . 

FS WN fe 5 Nr B [S (Frobenius automor- 
phism) DRF Ul JE GS Eri 5j". 

Jd WOH 3K (extension of a field) 域 论 的 基本 
概念 之 一 . BRM K ARF 作为 它 的 子 域 , 则 称 K 
是 的 一 个 扩张 (或 扩 域 ),F 称 为 基 域 , 常 记 为 
K/F. 此 时 ,K 可 以 看 成 上 的 向 量 空 间 . 研究 扩 域 
K (相对 于 基 域 ) 的 代数 性 质 , 是 域 论 人 研究 的 一 个 
基本 内 容 . 

AER F 的 扩 域 ,K 是 的 扩 域 , 则 称 上 是 
JD sk K/F 的 中 间 域 . gp K/F 是 域 扩张 ,S 是 天 
的 子 集 ,有 旦 (5S) 是 B FAS 的 最 小 子 域 , 称 


FS) F Wn S 的 扩 域 . 当 S= {a,Qs，,…,o,} 是 有 
限 集合 时 ,Cal ,Qs,… ,0,) 称 为 添加 a ,Qs,… ,0 于 
F 的 有 限 生成 扩 域 (或 者 请 上 的 有 限 生成 扩张 ). 它 
由 一 切 形 如 
f (a, ,a, 5°88 ,0,) / g (a, 0, ,0,) 
的 元 组 成 ,其 中 ,Qj,…,a,€E5,f,g 是 上 的 nn 元 
多 项 式 且 
£(0,5055***40,)950. 

H FANEN, HFa 2,20 XT F 的 超越 次 
数 之 1 时 ,F(a ,Qs,… ,0,) 也 称 为 上 的 代数 函数 
Ey. 4 S= (ai BE PR FOODS F 的 单 扩 张 域 ,也 称 本 
EI R. F 的 有 限 代 数 扩 域 K 是 单 扩 域 的 充分 必要 
RIFE TRK 与 基 域 间 存 在 有 限 个 中 间 域 . 这 是 
We a JE yx (Steinitz, E. ) uE BH B. 

基 域 (base field) — D," 3 B9 3 K”. 

+ tak (extension field) 见 “ 域 的 扩张 ”. 

中 间 域 Cintermediate field) “ima wk”. 

有 限 生 成 扩张 (finitely generated extension ) 
见 “ 域 的 扩张 ”. 

RB eh BK (algebraic function field) 
的 扩张 ”. 

单 扩张 域 (simple extension field) 
张 ”. 

AS RY i (primitive extension field) 
扩张 ”. 

域 扩 张 的 合成 (composite of field extensions) 
在 域 扩张 性 质 研 究 中 有 着 重要 作用 的 概念 . 设 天 与 
大 是 域 玉 的 两 个 扩张 域 ,二 是 下 的 另 一 个 扩张 . A 
o.r 分别 是 从 天 ,天 到 元 内 的 正明 入 , 且 由 天 ”天王 
在 元 内 生成 的 子 域 恰 好 为 工 , 则 称 艺 是 天 与 天 在 
上 的 一 个 合成 . 当天 ,天 ' 同 是 某 个 域 工 的 于 域 时 ， 
K 与 KK' 的 合成 是 工 中 包含 它们 的 最 小 子 域 . 例如 ， 
对 有 限 扩张 K/F,F 与 K* 二 {x*|x€ KR} 的 合成 为 
K.MHBDUS K/F 是 可 分 扩张 . 

代数 元 (algebraic element) 域 论 的 基本 概念 
之 一 . 设 天 ÆR FTR, K 中 元 ac RAF 上 代数 
元 ,是 指 a 为 KR 上 某 非 常量 多 项 式 f(z) 的 根 , 即 存 
在 F 中 元 ao,a1,… san 使 

ay T aía *** Ha, —0, 

其 中 n>0,4,40. 若 这 样 的 多 项 式 不 存在 , 则 a RA 
已 上 的 超越 元 .若是 已 上 的 代数 元 ,FLzj 中 以 w 
为 根 的 次 数 最 低 的 首 1 多 项 式 称 为 a 的 最 小 多 项 
式 , 则 其 次 数 n 称 为 a 在 上 的 次 数 ,a 称 为 n 次 代 
数 元 . 最 小 多 项 式 在 上 是 不 可 约 的 . 

超越 元 (transcendental element ) 
Jb ^ 

E j£ I xk (minimal polynomial) 


见 “ 域 


见 “ 域 的 扩 


见 “ 域 的 


见 “ 代 数 


见 “ 代 


域 的 d 张 


数 元 ” 

n 次 代数 元 (algebraic element of degree n) 
JW" REC. 

代数 扩张 (algebraic extension) 一 类 重要 的 
WK. REAR FAT RAE PRA Pr EWR 
数 元 , 则 称 此 域 扩张 为 代数 扩张 ,五 称 为 下 的 代数 
扩 域 ,否则 称 为 超越 扩张 ,而 五 称 为 下 的 超越 扩 域 . 
代数 扩张 具有 传递 性 . 当 a 是 下 上 代数 元 时 ,其 单 
代数 扩 域 (a) 同 构 于 FL[zx]/(p(x)),p(x) 是 a 的 最 
小 多 项 式 , (p(x)) 表 FLxj 中 由 p(x) 生成 的 主 理 
id. 

ee dE d SK (transcendental extension) 
数 扩张 ”. 

超越 扩 域 (transcendental extension field) J 
“代数 扩张" 

扩张 次 数 (degree of extension) 决定 扩 域 结 
构 的 一 个 数 . 设 是 下 的 扩 域 ,EK SEA F ERs 
间 的 维 数 称 为 此 域 扩张 的 次 数 , 记 为 LE :fj. 当 
LE :F< 之 o 时 , 称 此 域 扩张 为 有 限 扩 张 , 当 [LE :下 ] 
一 ceo 时, 称 此 域 扩张 为 无 限 扩张 ,而 扩 域 五 分 别称 


见 “ 代 


为 有 限 扩 域 与 无 限 扩 域 .下 的 任何 有 限 扩 域 必 为 代 


数 扩 域 . TRAP BRA AK BPE 
扩 域 五 的 中 间 域 , 则 

Leer l= Lb eK IK ee, 
HLE : F])<o,4AM4LE: K J'SIK : FIB< 

A ER d" SK (Gu (finite extension (field)? W 
“扩张 次 数 ” 

无 限 扩 张 ( 域 )(infinite extension (field)) Ul, 
“扩张 次 数 ” 

二 次 扩张 (quadratic extension) 一 类 重要 的 
有 限 扩张 . 二 次 扩张 是 指 扩张 次 数 为 2 的 域 扩 张 . 域 
上 的 二 次 不 可 约 多 项 式 的 分 裂 域 是 FF 的 二 次 扩 
张 . 设 K/F 是 域 扩张 ,K' 是 KK 的 子 域 ,* 上 的 每 个 
二 次 多 项 式 在 天 中 可 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 ,只 要 
该 多 项 式 在 天 中 有 根 , 这 样 的 天 ' 中 的 最 小 者 , 称 为 
玉 在 天 中 的 二 次 闭 包 . 当下 与 它 在 代数 财 包 中 的 二 
次 团 包 一 致 时 , 称 下 为 二 次 团 域 . 

二 次 闭 包 (quadratic closure) “MRP”. 

二 次 闭 域 (quadratic closed field)” 见 “二 次 扩 
ok”. 

A^ XB] & (algebraic closure) 一 个 域 的 最 大 
代数 扩 域 . 若 域 的 代数 扩 域 2 为 代数 闭 域 , 则 称 
2 为 域 f 的 一 个 代数 闭 包 .一 个 域 下 的 代数 闭 包 总 
是 存在 的 ,并 且 在 下 同 构 意 义 下 惟一 . 这 个 基本 定 
HK E E XE JE PX (Steinitz, E. ). Wk K ÆR F 的 扩 
域 , 在 天 中 下 上 代数 元 的 全 体 组 成 的 子 域 4 PRA F 
在 天 内 的 代数 财 包 , 它 是 下 在 天 内 的 最 大 代数 扩 

423 


hie du Egit 


域 . REX. X; FAW EF EK ARRAY. 

域 的 代数 闭 包 (algebraic closure of a field) 
JU RB] ELT. 

代数 闭 域 (algebraically closed field) 一 类 重 
要 的 域 . 指 次 数 大 于 1 的 多 项 式 均 可 分 解 的 域 . ES 
K 上 多 项 式 环 KLxj] 中 的 每 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 
AE K 中 都 有 一 个 根 , 则 称 天 为 代数 闭 域 . 从 而 在 
Kizj] 中 每 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 能 分 解 为 一 次 因 
A ZFR. 1910 年 , 施 泰 尼 区 (Steinitz,E. ) 在 他 发 表 
的 基本 论文 中 首先 证 明 : 每 个 域 都 可 以 经 代数 扩张 
得 到 一 个 代数 闭 域 . 

线性 相关 的 同 态 映射 (linearly dependent ho- 
momorphic mappings) WF m H H E RM S. 
wK,K' fe F KPIS D 3 emisor, 是 当 KK,K' 作 
为 下 代数 时 ,从 天 到 天 ' 的 代数 同 态 ( 这 样 的 同 态 称 
为 扩 域 间 的 F le) AO eT K' PIR 2H (a, a2, 
san) Æ, 50), 4 


ye: zt 
对 每 个 eek 成 立 , 则 称 Tj 505,*t* oly 在 K' 上 是 线性 
相关 的 ;否则 , 称 为 线性 无 关 的 . 关于 同 态 映射 的 相 
KH, REE Dedekind, J. W. R. ) 给 出 一 个 基本 定 
理 是 :从 KK 到 KK' 的 nn 个 不 同 的 同 态 ,它们 在 K' 上 是 
线性 无 关 的 . 该 定理 称 为 戴 德 金 无 关 性 定理 . 

扩 域 间 的 同 态 Chomomorphism between exten- 
sion fields) 见 “ 线 性 相关 的 同 态 映 射 ”. 

线性 无 关 的 同 态 映射 (linearly independent ho- 
momorphic mappings) Jl “28 HE #9 * AY [n] Z BA 
B. 

RSE 7c X PESE HE (Dedekind's independence 
theorem) 见 “ 线 性 相关 的 同 态 映 射 ” 

扩 域 的 自 同 构 (automorphism of an extension 
field) 全 罗 瓦 理论 的 重要 概念 , 它 是 建立 扩 域 塔 与 
子 群 塔 之 间 对 应 关系 的 主要 工具 . 设 天 ,二 是 下 的 
两 个 扩 域 ,K I L ERF E 中 元 不 变 的 同 构 映射 ， 
PAD Suen F At. 4 K=L, Wik F 同 构 称 为 KK 
AF AlW. 4 G=G(K/F)O# K B5—9) F BAY 
的 集合 , 则 G 对 映射 的 乘法 构成 一 个 群 , 称 为 K 的 
F 目 同 构 群 . 

扩 域 间 的 同 构 (isomorphism between exten- 
sion fields) 见 “ 扩 域 的 自 同 构 ”. 

扩 域 的 自 同 构 群 (automorphism group of an 
见 “ 扩 域 的 自 同 构 ”. 

FE Sp AREY (conjugate mapping) Zi se d RK, 
FEGLTLN TAR. ARPT RM KARA N, 
WW K 到 0 AR REE FP Poo A ze YAS BT A K 
A QAR FERRI. AW K E N AH F H 
Sg B ST A A LOK / F) , W np PAE BB E 5; RA 
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extension field) 


包 Q IS BUG. K Æ FERAI MLE 为 其 中 
间 域 , 则 CK /F)=1CK/E) * ICE/F). 

H Op tah (conjugate fields) 一 种 同 构 扩 域 . i L 
EMF MD MELE AAT Bl, a ET 
F RARI o 使 oC ED=E' WR E 5 EEF LE 
LASER RM. Ie ECT EAS EF 同 构 的 . 
E a,b 是 下 上 同一 既 约 多 项 式 的 根 , 则 (a) 与 
FOF ERQJEgu ER. ZR BUE dE F cg ST o f 
o(a) — B,3x B] Ek BA o ERM. 

+H 7 (conjugate elements ) 5^3: Sg da". 

£ I st ot Zi (splitting field of a polynomial) 
与 多 项 式 相 关 的 一 种 域 . 指 域 上 一 个 多 项 式 分 解 为 
一 次 因 式 之 积 的 最 小 扩 域 . 设 K Æ F 的 扩 域 ,f(zx) 
为 上 次 数 非 零 的 多 项 式 , 若 适合 : 

1. 在 K E, f(z) =al] — a),a € Fa € K 
(i = 1,2,°0°,n)3. 

2. K — F(a,,a5,***,0,); 

则 称 天 为 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 . 由 此 可 知 , 分 裂 域 
K 含 f 了 (zx) 的 全 部 根 ,所 以 也 称 为 (x) 的 根 域 . 域 上 
多 项 式 的 分 裂 域 是 存在 的 ,并 且 在 同 构 意 义 下 惟一 . 

根 域 (root field) | JW" PARU. 

正规 扩张 (normal extension) 一 种 重要 的 代 
数 扩张 . 它 与 多 项 式 的 分 裂 域 密切 相关 . 代数 扩张 
K/F 称 为 正规 扩张 ,是 指 FLXj] 中 每 个 在 大 中 有 根 
的 既 约 多 项 式 , 在 LXj 中 可 以 分 解 为 一 次 因子 的 
乘积 . 它 等 价 于 的 任意 元 a 在 上 的 最 小 多 项 式 
在 天 Lzj 中 可 以 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 . 一 个 代数 扩 
ik K/F 的 正规 闭 包 是 指 F 的 一 个 正规 扩张 , 它 包 
含 天 且 它 包含 的 天 的 任意 真子 域 在 上 都 不 是 正 
规 的 . 值得 注意 的 是 ,即使 A/F,K/E 是 正规 扩张 ， 
也 不 能 推出 天 /已 是 正规 的 .例如 ,对 域 链 

QCcQUOZ/2)6 0C 25; 
OC 25/0, QC7/225/QC/ 2) 


都 是 正规 的 ,但 Q(CY 2 )/Q 不 是 正规 的 . 

正规 闭 包 (Cnormal closure) 见 “ 正 规 扩 张 ” 

可 分 多 项 式 (separable polynomial) ”一 类 重要 
的 多 项 式 . 指 既 约 因 式 在 任意 扩 域 内 无 重 根 的 多 项 
式 . 设 f(x) 是 域 六 上 次 数 大 于 和 零 的 多 项 式 , 耕 GO 
的 每 个 既 约 因 式 在 的 代数 闭 包 内 没有 重 根 , 则 称 
f(T) 为 可 分 多 项 式 ; 否 则 , 称 为 不 可 分 多 项 式 . BEY 
多 项 式 f(x) 是 不 可 分 多 项 式 的 充分 必要 条 件 为 
f (x) =0. 特征 为 零 的 域 上 任何 既 约 多 项 式 均 为 可 
分 多 项 式 . 特征 为 pL—0 Wi ERA BU fe 
不 可 分 多 项 式 的 充分 必要 条 件 为 存在 某 个 h(x) 使 
得 f(x)—Rh(). 

不 可 分 多 项 式 (inseparable polynomial) 见 


“可 分 多 项 式 ”. 

多 项 式 的 不 可 分 次 数 (degree of inseparability 
of a polynomial) 刻画 不 可 分 多 项 式 与 相应 可 分 
多 项 式 次 数 差 异 的 一 个 数 . A f(x) 是 特征 为 p> 0 
的 域 EE 1 不 可 分 的 既 约 多 项 式 , 则 必 存 在 一 个 
可 分 的 不 可 约 多 项 式 g) CF La JAE ER e, fF 

fix) = g^), 
此 时 称 产 为 f(x) 的 不 可 分 次 数 ,e 称 为 SOWA 
可 分 指数 ,g(Gz) 的 次 数 称 为 jz) 的 约 化 次 数 . BA 
化 次 数 为 mW SP OETA A ta A me 
不 同 的 根 , 且 每 个 根 的 重 数 为 p', 有 等 式 :deg f(x) 
= AAR UR RX B. 当 (zr) 的 次 数 与 其 不 可 分 次 数 相 
等 , 即 约 化 次 数 为 1 时 , 称 f(x) 为 纯 不 可 分 多 项 式 ， 
这 时 jxz) 具 有 形式 

z^ —a (a€ F), 
它 在 代数 闭 包 内 的 根 完全 相同 . 

多 项 式 的 不 可 分 指数 (exponent of inseparabil- 
ity of a polynomial)” 见 “多 项 式 的 不 可 分 次 数 ”. 

多 项 式 的 约 化 次 数 (reduced degree of a poly- 
nomial)” 见 “多 项 式 的 不 可 分 次 数 ”. 

纯 不 可 分 多 项 式 (purely inseparable polynomi- 
al) 见 “ 多 项 式 的 不 可 分 次 数 ” 

纯 不 可 分 元 (purely inseparable element) 代 
数 扩 域 中 的 一 种 特殊 元 . 设 域 的 特征 B0. K/F 
是 代数 扩张 ,a€E K 称 为 下 上 的 纯 不 可 分 元 是 指 a 
在 上 的 最 小 多 项 式 为 纯 不 可 分 多 项 式 ; 它 等 价 于 
存在 整数 e 宇 0, 使 得 a” EF. 具 有 这 种 性 质 的 最 小 
整数 e, 称 为 a 的 纯 不 可 分 指数 . 对 于 代数 扩张 
K/F.K 中 所 有 在 上 为 纯 不 可 分 元 的 元 素 全 体 是 
K 的 一 个 包含 下 的 子 域 , 这 个 子 域 称 为 下 在 天 中 
的 纯 不 可 分 团 包 . 

纯 不 可 分 指数 (exponent of a purely insepara- 
ble element) 见 " 纯 不 可 分 元 ” 

纯 不 可 分 闭 包 (purely inseparable closure) 

见 “ 纯 不 可 分 元 ”. 

域 上 的 代数 相关 和 集 (algebraically dependent set 
over a field) 与 超越 基 密 切 相 关 的 一 个 概念 . 设 天 
E F 的 域 扩 张 ,S 是 天 FR. AVEC K BPE 
的 代数 元 , 则 称 y 在 ff ES S 是 代数 相关 的 ;否则 ， 
称 为 代数 无 关 的 . 任何 子 集 SOK BARE ES, 
它 与 SMx} 在 上 代数 相关 , 则 称 S HP ERA 
关于 天) 的 一 个 代数 相关 集 ; 和 否则 ,为 已 上 的 一 个 代 
数 无 关 集 (通常 又 称 为 超越 集 ). 5 S — (GE S (zx) 成 
为 上 的 代数 相关 集 等 价 于 x 是 上 的 代数 元 ; 
{z+} 是 上 的 超越 集 等 价 于 x 是 上 的 超越 元 . 

域 上 的 代数 无 关 集 (algebraically independent 
见 " 域 上 的 代数 相关 集 ” 


set over a field) 


iB Ek FE (transcendence set) 见 “ 域 上 的 代数 相 
KR”. 

域 的 代数 无 关 性 (algebraic independence of 
fields over a given field) 元素 的 代数 无 关 性 概念 
到 域 的 开拓 . 设 MAM PARK LARA 
ARR. GK 的 任意 一 个 在 上 代数 无 关 的 子 集 也 在 
了 上 代数 无 关 ( 或 等 价 地 说 ,二 的 任意 一 个 在 下 上 代 
数 无 关 的 子 集 也 在 天 上 代数 无 关 ), 则 称 天 与 艺 在 
F ERAIK. 

超越 基 (transcendence basis) ” 亦 称 极 大 超越 
集 . 域 论 的 基本 概念 之 一 . 它 是 线性 代数 中 基 概 念 的 
推广 ,是 扩 域 的 极 大 代数 无 关 集 . KK AMP 
域 ,K 的 一 个 子 集 9 称 为 在 上 的 超越 基 , 是 
指 :9 EF ERER, K 是 (5) 的 代数 扩 域 . 域 下 
的 任 一 扩 域 天 都 存在 超越 基 . 超越 基 不 是 惟一 的 ， 
但 它 的 基数 相等 , 称 此 基数 为 天 在 已 上 的 超越 次 
数 , 记 为 tr. degrK X, tr. deg(K/F). GLEF WPT 
域 ,K 为 中 间 域 , 则 

tr. degCL/F) = tr. degeK + tr. degxL. 
代数 扩 域 的 超越 基 为 空 集 , 它 的 超越 次 数 规定 为 零 . 

极 大 超越 集 (maximally transcendence set) 
即 “ 超 越 基 ”. 

超越 次 数 (transcendence degree) 
A. 

ah £8 Ek 39K (purely transcendental extension) 
一 类 重要 的 超越 扩张 . Vy dX OK 在 上 的 超越 基 为 
S, Æ K=FCS) WAS UCR SKI UB ER SKK 为 
FW ABR d. 此 时 ,K 与 已 上 一 组 未 定 元 X 的 
WAR FLX HJ RR A BOR CxO a. PX 
5 S WSLS. ih KE FBIE—U S. 
Ae EA S M FESE F 的 纯 超 越 扩 域 ,K 为 
F(S) 的 代数 扩 域 . 这 样 , 一 个 域 扩 张 可 分 成 两 种 特 
殊 的 域 扩张 来 研究 , 即 FCF CS) CK. 超越 次 数 为 1 
的 纯 超 越 扩张 称 为 单 超越 扩张 . 

纯 超 越 扩 域 (purely transcendental extension 
of a field) 见 “ 纯 超越 扩张 ” 

单 超越 扩张 (simple transcendental extension ) 
见 “ 纯 超越 扩张 ”. 

A H H i (rational function field) 一 种 重 
要 的 纯 超 越 扩 张 . a K OM UL ARE AR EITC min 
ttt, Xn 的 多 项 式 环 天 [ziyzo，…y zj 是 整 环 , 且 它 的 
商 域 K Gr a2, s £n) Fe HE ll 

FAB tas) gaps td) 

(V f.g e E xri. eum Ip F 0) 
的 元 素 组 成 . 因此 ,K Carrs rest stn) BK AY R K KT 
不 定 元 21522», 的 有 理 图 数 域 , 其 中 每 个 f/g 
Br A da K LBUATRROER. 域 扩 张 


见 “ 超 越 
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lit Sin 2 ELIGE 


Krist /kK 
是 纯 超越 扩张 . 

lk E AY 4 S GRE (rational function over a 
field) JU" #y EE PR. 

虽 洛 特定 理 (Liiroth theorem) 关于 单纯 超越 
扩张 中 间 域 的 一 条 重要 定理 . 奋 天 三 FGCz) 是 域 尺 的 
一 个 单 超越 扩 域 ,天 是 其 中 间 域 且 EAP, EE 
五 上 超越 元 1, 使 =f(z), 此 为 吕 洛 特 (Ltiroth,P.) 
所 证 明 的 一 个 定理 ,其 元 素 1 称 为 中 间 域 的 吕 洛 特 
元 紊 . 但 是 ,对 多 元 纯 超 越 扩 张 E/F ,此 定理 是 无 效 
By. 

EXBJLXoth's element) 
BR. 

tek BY £k ME SP BS TE linear disjointness of fields) 
比 域 的 代数 无 关 更 强 的 概念 . 设 KL Ji FA 
个 扩 域 ,它们 都 含 于 同一 个 扩 域 2 之 内 . 若 KK 中 任 
何 一 个 在 上 是 线性 无 关 的 元 素 组 ,在 LL 上 仍然 保 
FFA ETCH MWK KG LAF EGXXT PBA 
分 离 的 . 若 天 与 二 在 下 上 是 线性 分 离 的 , 则 它们 在 
上 是 代数 无 关 的 . 对 于 含 在 同一 个 扩 域 内 的 两 个 
MK LAENAKOAL 上 是 线性 分 离 的 , 则 可 称 
KK 与 工 是 线性 分 离 的 .线性 分 离 性 的 判断 ,可 以 如 
下 分 阶段 进行 . XP OK. dà KAUT, FEK MW KS 
了 在 已 上 成 为 线性 分 离 的 充分 必要 条 件 是 : 

1. 天 ;与 了 在 尺 上 是 线性 分 离 的 ， 

2.K 5 KL fe Ki BRED. 

可 分 扩张 人 separable extension) 一 种 重要 的 
域 扩 张 . 其 特征 为 p By FOMPESUSKK/F.OJE 
K 的 代数 财 包 ,在 天 与 

FP ={aE Na’ EF) 

EF ERR A. WK K/F 是 可 分 扩张 . 4 F 
是 完备 域 时 ,Ff 上 任何 扩张 都 是 可 分 扩张 . 4 K/F 
是 代数 扩张 时 ,者 aEK 在 上 的 最 小 多 项 式 是 可 
分 多 项 式 , 则 称 a 是 (FR 上 的 ) 可 分 代数 元 (简称 上 
可 分 元 ). E K 中 每 个 元 均 为 玉 上 可 分 元 , 则 称 天 
是 上 可 分 扩张 . E K/F 有 一 个 超越 基 S, I S 
KK/F(S) 是 可 分 的 , 则 称 S 是 可 分 超越 基 . BK / PAR 
这 样 一 个 可 分 超越 基 , 则 称 此 扩张 K/F 是 可 分 生成 
Hj. 完备 域 上 的 有 限 生 成 扩张 均 为 可 分 生成 扩张 . 可 
分 扩张 具有 传递 性 . 当 K/F 是 有 限 生成 ,而 且 是 可 分 
扩张 时 ,K/F 是 可 分 生成 的 .反之 ,可 分 生成 的 扩张 
必然 是 可 分 扩张 . 

代数 扩 域 的 可 分 元 (separable element of an al- 
见 “ 可 分 扩张 ” 

RJ 4} i8 Mt $E (separating transcendence basis) 
见 “可 分 扩张 ” 

可 分 生成 扩张 (separably generated extension) 
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gebraic extension field) 


见 “ 可 分 扩张 ”. 

R[4r B] & (separable closure) 一 种 特殊 的 代 
数 扩 域 . 即 域 上 最 大 的 可 分 代数 扩 域 . 设 K 是 下 的 
代数 扩 域 ,K 内 所 有 上 的 可 分 元 组 成 的 子 域 S 称 
为 下 在 天 内 的 可 分 闭 包 , 它 是 下 在 天 内 可 分 扩 域 
的 最 大 者 . 符 天 是 下 的 代数 财 包 , 则 称 下 在 天 内 的 
可 分 闭 包 为 MAA ICA Fas ERR F RIT 
是 惟一 的 . 利用 可 分 闭 包 ,可 将 一 个 代数 扩张 分 为 一 
个 可 分 扩张 和 一 个 纯 不 可 分 扩张 来 研究 . 

正则 扩张 (regular extension) 一 类 特殊 的 可 
AYP tk. RF BRP MRAM AK Æ F 的 扩 域 . 若 
K5FAF KLERED BS BU DUI K/F 为 正则 扩 
Kk. K/F MATES KK SAMA FEK 中 是 代数 
封闭 的 ,同时 K/F 是 可 分 扩张 .上 的 纯 超 越 扩 张 
都 是 正则 扩张 . 特别 地 ,当天 与 的 可 分 闭 包 Ff, 在 
上 为 线性 分 离 时 , 称 K/F 为 准 素 扩 张 .K/F 成 为 
正则 扩张 ,等 价 于 KK/F 是 准 素 扩张 ,同时 又 是 可 分 
扩张 . 

/& 3& 45K primary extension?) 
ak”. 

WE Fe Fe x BE (Steinitz field tower) — 2S8 EH 
要 的 域 塔 . 设 K EME 的 完备 子 域 ,B 是 的 p 
AE.F 是 K(B) 在 中 的 代数 闭 包 ,了 T Æ E/F 的 超 
越 基 . 对 任何 整数 nn 宇 0, 若 

S,— (A € E|A 在 F(T) 上 是 可 分 的 }， 
则 Sa 是 一 个 域 , 且 S. pA 


JL “E 则 扩 


EIS. 
X PRE SCS, Ce CS, Ce RW it RE RISE. 
它 广泛 地 应 用 于 人 研究 可 分 扩张 . 


完备 域 (perfect field) Jp £g SE A dax. 用 可 分 性 
来 刻画 的 一 类 域 . 一 个 域 下 , 若 它 的 每 个 代数 扩张 都 
是 可 分 的 , 则 称 尺 是 完备 域 ; 否 则 , 称 为 不 完备 域 . 
代数 闭 域 .特征 为 0 的 域 都 是 完备 域 . 特征 为 p > 0 
的 域 是 完备 的 , 当 且 仅 当 天 = 下. 完备 域 上 任何 代数 
扩张 仍然 是 完备 域 . MERIEN p REF, 


ee 
EF 的 完备 子 域 , 旦 是 的 极 大 完备 子 域 . poo 
NF 的 代数 闭 包 五 中 包含 的 最 小 完备 子 域 , 称 
AF 的 完备 闭 包 . MPF 的 完备 闭 包 为 
p^ ÜE. 

完全 域 (perfect field) — Bl" 5c d Jat". 

完备 子 域 (perfect subfield) — D," SE e d". 

完备 闭 包 (perfect closure) M ZKE”. 

F F (derivation) ”从 数学 分 析 中 移植 于 代数 
系统 ,用 于 讨论 一 般 可 分 扩张 的 一 种 运算 . 设 工 是 
K 的 扩 域 ,映射 D:K 一 LL, 在 满足: 


D(x + y) = Dx) + Dy», 
D(xy) = XD(y) + yD), 


We DD 是 的 一 个 工 值 导 子 .在 L==K 时 ,或 不 需 
要 特别 强调 某 个 元 时 ,可 以 径 称 导 子 . 行 天 /下 ER 
扩张 ,K 的 求 导 也 在 上 的 限制 D'==Dls 是 的 
求 导 , 则 称 DD 是 D' 在 K 上 的 拓展 .对 特征 p 关 0 的 
域 F.K/F 成 为 可 分 扩张 , 当 且 仅 当 的 每 个 导 子 
都 能 拓展 为 天 WS. 

导 子 的 拓展 (Cextension of derivation ) 

纯 不 可 分 扩张 (purely inseparable extension) 
一 种 重要 的 代数 扩张 . 设 天 /已 是 代数 扩张 ,者 天 中 
每 个 元 均 为 上 的 不 可 分 元 , 则 称 这 个 扩张 为 纯 不 
可 分 扩张 . 域 的 代数 扩张 KK/F 是 纯 不 可 分 的 充分 必 
RRIA F 在 居中 的 可 分 闭 包 就 是 下 .特别 地 , 当 
F 的 特征 为 0 时 ,K/F 是 纯 不 可 分 的 , 当 且 仅 当 KK 
=F; 4 F WIEZA 时 ,K/F 为 纯 不 可 分 的 , 当 且 
M24 F gu 54 B T3 LOK FO — 1. 对 于 代数 扩张 
天 /下 ,奉天 在 天 中 的 可 分 闭 包 为 $, 则 天 /s 为 纯 不 
可 分 扩张 ,而 S/F 为 可 分 扩张 .扩张 次 数 LK : S ,LS 
: 分 别称 为 K 在 上 的 不 可 分 次 数 与 可 分 次 
数 , 记 为 LK : Fj;,[LK :Fj1. 纯 不 可 分 扩张 具有 传递 
TE. 34 K/F BARD KA ， 

[K: FI - [K 3 FJ, [K : F ]. 

域 扩 张 的 可 分 次 数 (degree of separability of 
field extension) 见 “ 纯 不 可 分 扩张 内 

域 扩 张 的 不 可 分 次 数 (degree of inseparability 
of field extension) 参见“ 纯 不 可 分 扩张 ". 这 个 概 
念 还 可 推广 到 有 限 生 成 的 域 扩 张 . 设 K/F EARE 
MAN, AS 是 K/F 的 一 个 超越 基 . 此 时 有 不 可 分 次 
LK: FC]. 34 S 遍历 K/FK 所 有 的 超越 基 时 , 称 

min([K + F ];) 
H K/F 的 怀 尔 不 可 分 次 数 , 记 为 LK : Fj. 一 个 基 
本 的 事实 是 :在 K/F 的 任何 一 个 有 限 生成 元 素 组 
"eH K/F 的 一 个 超越 基 S ,使 得 
LK : F(S)];,=LK: F] 

扩 域 的 怀 尔 不 可 分 次 数 (Weil's order of insep- 

见 “ 域 扩张 的 不 可 分 次 


Ji" se 


arability of an extension) 
Br. 

纯 不 可 分 扩张 的 指数 (exponent of a purely in- 
separable extension) 亦 称 纯 不 可 分 扩张 的 高 度 ， 
刻画 域 扩张 纯 不 可 分 程度 的 一 个 数 . 设 天 /下 是 纯 不 
可 分 扩张 ,天 的 特征 p40. K 中 元 的 纯 不 可 分 次 
BUR RAMA MPK 在 上 的 纯 不 可 分 扩张 的 指 
数 为 有 ,也 记 为 h(K/F); 否 则 , 称 K/F 的 指数 是 无 限 
HJ. AOK/ FOSC 的 充分 必要 条 件 为 FCF. 夺 下 的 
特征 为 p,K Æ F 的 任 一 扩张 , 则 KK 在 (CK*) 上 是 


域 的 扩 张 


指数 三 1 的 纯 不 可 分 扩张 . A r€ K 的 纯 不 可 分 指 
数 eG —AhOK/F),W|Igk x TE K/F 中 是 正规 的 .天 
中 的 元 素 列 x ,xs,… ,zx; 称 为 K/F 中 的 正规 序列 ， 
车 对 所 有 的 i 二 1,2,…,r,zxi Æ K/F; 1 中 是 正规 的 ， 
H r:& Fao AP FoS F, FiS Frrr). Æ 
K/F 中 存在 某 个 正规 序列 zi,zz，…,zr 使 得 
KSF roro n 

则 称 zi ,zs，… ,x 是 扩张 天 /的 正规 生成 列 . 每 个 
有 限 纯 不 可 分 扩张 都 存在 正规 生成 列 . 

纯 不 可 分 扩张 的 高 度 (height of a purely insep- 
arable extension) 即 “ 纯 不 可 分 扩张 的 指数 ” 

( 纯 不 可 分 扩张 的 ) 正 规 元 (normal element (in 
a purely inseparable extension))” 见 “ 纯 不 可 分 扩 
张 的 指数 ” 

〈 纯 不 可 分 扩张 的 ) 正 规 序 列 Cnormal sequence 
(in a purely inseparable extension)) 见 “ 纯 不 可 分 
扩张 的 指数 ”. 

( 纯 不 可 分 扩张 的 ) 正 规 生 成 列 (normal gener- 
ating sequence (in a purely inseparable extension) ) 
见 “ 纯 不 可 分 扩张 的 指数 ”. 

相对 p 基 (relative p-basis) 用 于 研究 特征 为 
pO 的 域 扩张 . 设 天 /下 是 特征 为 p 关 0 的 扩 域 ,E 
ir. 当 以 K "FUB BRE {aaan SA E 
后 ,得 到 的 子 域 E Casat ,a,) 必 然 满足 

[LE (a, aaa) + E] <p". 
A 

PACE 59 9,0. 3 E lp" 
IK sr. WR (21.05, o, TE K/F 中 是 相对 p 无 关 
的 ;否则 , 称 为 相对 p 相关 的 . 对 于 天 的 子 集 $ , 若 
它 的 每 个 有 限 子 集 都 是 相对 p 无 关 的 , 则 称 S 在 
K/F 中 是 相对 p 无 关 的 ;否则 , 称 为 相对 p 相关 的 . 
称 元 素 a 相对 p 相关 于 S, 是 指 
a€ K' CF, SD — E(CS). 

4 B Æ K/F 的 一 个 相对 p AXATE, BH K= 
E(B) WR BE K/F 的 一 个 相对 p d. K/F WAE 
何 一 个 相对 p 无 关子 集 都 可 以 补充 成 一 个 相对 p 
AE. 任何 两 个 相对 之 基 都 有 相同 的 基数 ,这 个 相同 
的 基数 称 为 扩张 大/F 的 不 完备 次 数 . 当 不 完备 次 数 
H 0 Hf, BD K=K?° CE) AY. BR K/F 为 相对 完备 的 . 可 
分 代数 扩张 就 是 相对 完备 扩张 的 一 个 特例 . 特别 地 ， 
在 下 一天 “时 ,以 上 诸 概念 在 称谓 上 分 别 简化 成 在 天 
中 是 p 无 关 的 ,p 相关 的 ,p 基 , 以 及 KK 的 不 完备 次 
数 , 又 , 若 LK + K^ ]— oo, Wl 8r K 是 w 不 完备 的 . 


相对 p 相关 (relatively p-dependent) ” 见 “ 相 
对 p dk". 
相对 p ÆŽ (relatively p-independnet) — JL," 38 


对 p H”, 
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域 扩张 的 不 完备 次 数 (Cimperfection degree of a 
field extension) 见 “ 相 对 p 3". 

相对 完备 (relatively perfect) — DL" JB» p HE”. 

PP 无 关 (p-independent) MIXT p Æ”. 

p3&Cp-basis) 见 “ 相 对 p 基 ”. 

域 的 不 完备 次 数 (imperfection degree of a 
field) “HXI p dE". 

w 不 完备 的 (w-imperfect) ” 见 “ 相 对 p XE". 

分 离 相对 p Æ (separating relative p-basis) 
一 种 特殊 的 相对 p dk. it BOE K/F 的 一 个 相对 p 
Æ. 当天 /F(CB) 是 一 个 可 分 代数 扩张 时 , 称 召 是 天 / 
的 一 个 分 离 相对 p 基 ; 又 , 若 KK/F 的 每 个 相对 p 
基 都 是 分 离 相 对 p 基 , 则 称 K/F 是 相对 分 离 的 , 例 
如 ,具有 有 限 分 离 超越 基 的 域 扩张 就 是 相对 分 离 的 . 
一 种 更 为 特殊 的 情形 是 : 硅 对 于 K/F 的 每 个 相对 p 
Ak B, AA K=FB), WEK K/F 是 一 个 可 靠 扩 张 . 
开 /EF 成 为 可 靠 扩张 , 当 且 仅 当 对 任何 一 个 相对 p 基 
B, 8A K*C FG). 

相对 分 离 扩 张 (relatively separated extension? 
见 “ 分 离 相 对 p EU. 

RJ $E d SK (reliable extension) 
dk". 

模 扩 张 (modular extension) 比 可 分 扩张 更 广 
泛 的 一 类 域 扩张 . 特征 为 pO 的 域 扩 张 K/F a Xt 


于 每 个 整数 nl, K 与 下 都 是 线性 分 离 的 , 则 称 为 


见 “分 离 相对 p 


模 扩张 . 可 分 扩张 就 是 模 扩 张 的 一 个 例子 . 当下 上 


每 个 域 扩 张 都 是 模 扩 张 时 ,Ff 就 称 为 模 完备 域 .F 成 
为 模 完备 域 ,当日 仅 当 Lk : F^ Jap. ioc f BUR — 
个 类 似 于 完备 域 的 性 质 : 模 完备 域 的 代数 扩 域 仍然 
是 模 完备 域 . 就 纯 不 可 分 扩张 K/F MAK 上 存在 
一 个 惟一 的 极 小 扩 域 工 , 使 得 L/F 成 为 模 扩 张 . 这 
个 工 称 为 K/F 的 模 闭 包 . 满足 
开门 Fe =F 

的 不 可 分 扩张 K/F 称 为 例外 扩张 .到 成 为 模 完 备 域 
的 男 一 个 充分 必要 条 件 ,是 上 不 存在 例外 扩张 . 

模 完 备 域 (modularly perfect field) WRP 

模 闭 包 (Cmodular closure) “PE GK”. 

例外 扩张 (exceptional extension) JL" ED 
张 ” 

本 原 元 素 定理 (the theorem of the primitive el- 
ement) 判定 单 扩张 的 重要 命题 . 是 对 代数 扩张 在 
什么 条 件 下 为 单 扩 张 问题 的 一 个 广泛 回答 . 4 

K-—F(a,,a;,*.0,, D) 
是 域 F AAR BC R asas s 0, HF 上 可 分 元 , 则 
存在 一 个 元 素 0€ K EF K —FOD ,其 中 0 称 为 本 
原 元 素 . 特别 地 ,有 限 次 可 分 扩 域 必 为 单 扩 域 ,此 为 
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本 原 元 素 定 理 . Jil Fe JE YR (Steinitz, E. ) 给 出 更 一 般 
的 定理 :有 限 次 扩张 是 单 扩张 的 充分 必要 条 件 为 其 
中 间 域 的 个 数 有 限 . 

本 原 元 素 (primitive element) 
RH". 

域 多 项 式 (field polynomial) 一 种 特殊 多 项 
3X. 指 在 域 扩张 下 ,由 一 个 元 素 所 决定 的 多 项 式 .一 
个 有 限 域 扩张 KK/F,K 可 以 看 成 上 的 有 限 维 向 量 
空间 . 设 {wi sW, t sw) E Ee OUT SEK 


IL EMIRE 


n 
UU; —= >) aij; (t IL 1.2,*:*,2n), 


确定 天 /F 的 一 个 线性 变换 . 系数 和 矩阵 A= (4) 的 特 
MEREN 
f(a) =det(Ex—A) 

BA c 的 域 多 项 式 .x 的 域 多 项 式 与 x 所 在 的 域 有 
关 , 而 与 基 的 选取 无 关 . AOE rECK 的 域 多 项 
式 ,m(z) 是 x 在 上 的 极 小 多 项 式 , 则 有 f(x)= 
(m(x))", 其 中 4 一 [LK : FG]. 4€ K 的 域 多 项 式 
在 上 是 不 可 约 的 , 当 且 仅 当 wE€ kK 成 为 K/F 的 本 
原 元 . 

域 判别 式 (field discriminant) 判别 域 扩张 可 
分 性 的 一 种 工具 . 设 twi,w;,… ,rw,} 是 有 限 域 扩 张 
天 /下 的 一 个 基 ,Tr a) RAR TCR ACK EF END 
(参见 “ 范 ( 域 论 )”) ,行列 式 det CLP Cwiw,) ) PRA SE 
UU pW »*** yw) AF HK. 因 为 K/F 的 任意 两 个 基 
的 判别 式 之 间 , 只 差 中 一 个 非 零 元 的 平方 ,所 以 
称 域 K/F 的 判别 式 , 它 为 0 或 不 为 0. 对 于 有 限 扩 
W K/F.K/F 是 可 分 的 充分 必要 条 件 是 K/F 的 判别 
式 不 为 0. 

拓扑 域 (topological field) 具有 拓扑 结构 的 
域 .春玉 是 一 个 域 , 同 时 为 一 个 拓扑 空间 ,而且 五 中 
的 代数 运算 在 拓扑 空间 F 中 是 连续 的 , 即 : 对 任意 
Ka bEF, R a 一 b,ab 的 任意 邻 域 W,W' ,存在 a,6 
的 邻 域 U,V 使 得 

U—VCW, UVCW'; 

当 a 和 天 0 时 ,对 ac- 的 任 一 邻 域 W ,存在 a HKU, 
使 得 U- C WW Es 是 拓扑 域 . E HER (Hensel, 
K.O F 1904 年 发 表 的 有 关 p 进 数 域 的 论文 被 认为 
是 有 关 拓 扑 域 的 最 早 的 研究 . 

He x E ZR BH Cfield of formal power series) 
一 类 重要 的 域 . 给 定 域 忆 ,所 有 形 如 


a(X) = SaiX’ (a, € Fpa, #0) 


的 元 素 ( 称 为 上 的 形式 震级 数 ) 的 全 体 FCCX)), 
对 其 中 元 素 


al y= S aX bX) = yx, 
规定 它们 的 和 与 积分 别 为 : 


a(X) + 6(X) = Sia, T 50X', 


exa 


a(X)0(X) = 5, (31 (aby) Xi, 


f=G4+r') jtj-—i 


其 中 1 是 所 有 使 a; 十 5b 关 0 的 i 中 的 最 小 者 , 则 
A((X)) 成 为 一 个 域 , 称 为 EREA SOBRE 
上 的 形式 寡 级 数 域 是 尺 (X) 关 于 X 进 赋值 的 完全 
域 . 这 个 事实 最 初 是 哥 克 哈 尔 (Gokhale,V. D. ) F 
1922 年 发 现 的 . 

HLERA AH formal power series over a 
field) W ERRERA”. 

有 限 域 (finite field) — ZR ERAN? RM. ENEA 
FR AU A. EEN BG (Galois, E. ) 于 18 世纪 
30 年 代 研 究 代 数 方程 根 式 求解 问题 时 引出 的 .有 限 
域 的 特征 数 必 为 某 一 素数 p, 因 此 它 含 的 素 域 同 构 
于 Z,. 若 了 是 特征 为 p 的 有 限 域 , 则 中 元 素 的 个 
数 为 pon AR EPR. 元素 个 数 相 同 的 有 限 域 是 
同 构 的 . 因此 ,通常 用 GF(p") 表 示 P^ 元 的 有 限 域 . 
GF(p") 的 乘法 群 是 (p" 一 1) 阶 的 循环 群 . 有 限 域 在 
近代 编码 .计算 机 理论 组合 数学 等 各 方面 有 着 广泛 
的 应 用 . 

mF Fisk (Galois field)” 即 “有 限 域 ”. 

希 尔 伯 特 不 可 约 性 定理 (Hilbert irreducibility 
theorem) 在 伽 罗 瓦 理论 中 占有 重要 地 位 的 一 个 定 
理 . 对 有 理 数 域 Q 上 两 组 不 定 元 fotos tt tes Liv Los 


ty Ts 的 多 项 式 环 QLti ste, "bn Tp Los sx, |) Ar 
OR AB RE Hilbert, D. ?证 明 : 若 

FEQLt, hoy stn Li X2 9" 52, | 
是 不 可 约 多 项 式 , 则 存在 无 限 多 组 (ci,cs,…,c,) € 


Q" ,使 得 f Gies, "edd de ym iter) Q[zi 22 
tc JY AS T 24 AE XS. 这 个 定理 称 为 希 尔 伯 特 
不 可 约 性 定理 . 除 有 理 数 域外 ,这 个 定理 对 另外 一 些 
域 也 成 立 . 

对 任意 域 * 及 上 两 组 不 定 元 ty tose tng tis 
X2. 3,0. X Jusdosttt ni 是 F (ty stos*** sty) x 32575 
…,X,] 中 的 不 可 约 多 项 式 ,gE Lt ,ts，…,t, E E 
多 项 式 ,所 有 使 得 ladjar a se anaa 
Ant Li Tott zr) 07 1,2, mH ji X. HAE Flo; 
Lost st PPAR ZB Gas ,a,) 的 集合 ,是 E" 
的 子 集 , 称 为 F" 的 希 尔 伯 特 子 集 , 有 时 也 称 为 的 
希 尔 伯 特集 , 记 为 He fis fot Sng) AFRA 
尔 伯 特 集 非 空 , 则 称 刁 是 希 尔 伯 特 域 . 希 尔 伯 特 域 
必 是 无 限 域 ,而 且 它 的 任意 有 限 可 分 扩张 仍然 是 希 
尔 但 特 域 . 特别 地 ,整体 域 和 一 个 无 限 域 上 几 个 变 元 
的 函数 域 是 希 尔 伯 特 域 ,它们 称 为 经 典 希 尔 伯 特 域 . 
4 AN n] 23 2 3j xx 

Fishost*stm E | Ee as seo m 32.1 


理 论 


ih F A 


关于 变 元 xi 是 可 分 的 且 首 1 的 ,集合 

Fi eS 15J i555. pu 
称 为 F 的 可 分 希 尔 伯 特集 . BP 的 形式 为 HOO 
的 可 分 希 伯 特集 非 空 , 则 称 为 可 分 的 希 尔 伯 特 
H. 


希 尔 伯 特集 (Hilbert set) 见 “ 和 希 尔 伯 特 不 可 


约 性 定理 ”. 
希 尔 伯 特 域 (Hilbertian field) 见 “ 和 希 尔 伯 特 不 
可 约 性 定理 ”, 


2& Hh 35 7R (El JE (classical Hilbertian field) 
见 “ 希 尔 伯 特 不 可 约 性 定理 ”. 

可 分 希 尔 伯 特 集 (separable Hilbert set) W 
“ 希 尔 伯 特 不 可 约 性 定理 ” 

可 分 希 尔 伯 特 域 (separably Hilbertian field) 
见 “ 希 尔 伯 特 不 可 约 性 定理 ”. 

C; 域 (C;-field) 一 个 概括 代数 闭 域 的 重要 概 
念 . 设 F 是 一 个 域 ,车 上 任意 一 个 nn 元 4 次 齐 次 
方程 ,只 要 nn 之 d', 在 中 就 有 非 零 解 , 则 称 下 是 个 
C; 域 ,i 为 0 或 正 整 数 .代数 闭 域 是 Cy 域 .代数 闭 域 
上 超越 次 数 为 ;的 扩张 域 是 C; 域 ( 曾 - 兰 定理 ). C 
域 这 个 概念 最 初出 自 曾 炯 之 于 1936 年 发 表 的 论文 ; 
1951 年 , 兰 (Lang,S. ) 重 新 发 现 . 当前 使 用 的 名 称 和 
记 法 是 兰 所 引进 的 . 

Ce 域 (Co-field) 见 “C; 域 ”. 

曾 - 兰 定理 (Tsen-Lang?s theorem) 
i”. 

30. (538: B]. Cquasi-algebraically closed field) 
一 类 特殊 的 域 . Ci 域 的 旧称 , 始 用 于 20 世纪 30 年 
代 . 这 个 名 称 的 涵义 可 由 下 述 事 实 认 知 : 拟 代数 闭 域 
的 任何 代数 扩张 仍 为 拟 代数 闭 域 .有限 域 是 拟 代数 
闭 域 ( 谢 瓦 莱 定 理 ). 代数 闭 域 上 的 单元 代数 函数 域 
是 拟 代数 闭 域 ( 曾 炯 之 定理 ,简称 曾 定 理 ). 

曾 定理 (Tsen’'s theorem) 见 “ 拟 代数 闭 域 ” 

谢 瓦 莱 定 理 (Chevalley's theorem) 刻画 域 扩 
张 的 一 个 重要 定理 . 这 是 阿 廷 (Artin,E. ) 提 出 的 猜 
W, Z5 il B,3€ (Chevalley, C. ) 于 1935 年 证 明 . 该 定 
理 断 言 :有 限 域 是 拟 代数 闭 域 . 

BR 稿 RAR KAE MKH 
E P FKE BHR 戴 执 中 


Wi, éé C; 


iF EIB it 


mS T Iit (Galois theory) LA Ml 9 Bu CGa- 

lois, E. ) 的 名 字 命 名 的 ,用 群 论 观点 研究 代数 方程 

求解 的 理论 . 它 源 于 代数 方程 的 根 式 解 问题 . 早 在 公 

元 前 几 世 纪 , 巴 比 伦 人 用 配方 法 解 二 次 方程 之 后 ,经 

历 两 千 多 年 的 漫长 岁月 ,直到 16 世纪 意大利 数学 家 
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才 给 出 三 次 方程 的 求 根 公式 , 即 卡尔 达 诺 (Cardano， 
GOAR. 其 后 ,卡尔 达 诺 的 学 生 费 拉 里 (Ferrari， 
L. ) 又 得 出 四 次 方程 的 求解 方法 .于 是 ,人 们 推断 五 
次 方程 也 存在 根 式 解 .许多 数学 家 都 曾 尽 力 寻 求 , 如 
kk Fv (Euler, L. )、 拉 格 表 日 (Lagrange,J. -L. ), & dE 
JE (Ruffini, P. ) 等 ,但 都 告 失败 . re H Bi 7e Pe SE 
五 次 方程 存在 根 式 解 . 直到 1826 年 ,当时 年 仅 24 岁 
的 挪威 数学 家 阿 贝 尔 (Abel,N. H. ) 才 首先 证 明 高 
于 4 次 的 一 般 代 数 方程 不 能 用 根 式 解 , 同 时 给 出 一 
类 能 用 根 式 解 的 方程 . 这 类 方程 现 称 拉 格 朗 日 方程 . 
但 是 , 阿 贝 尔 没 有 给 出 一 个 法 则 来 判别 一 个 高 于 四 
次 的 具体 代数 方程 能 否 有 根 式 解 . UR ASA SLE FL 
天 才 地 建立 了 代数 方程 的 人 徊 罗 瓦 域 的 子 域 与 它 的 佑 
罗 瓦 群 的 子 群 间 的 一 一 对 应 关系 ,证 明了 代数 方程 
能 用 根 式 解 的 充分 必要 条 件 是 其 伽 罗 瓦 群 为 可 解 
群 . 从 而 彻底 解决 这 一 问题 . 

1828 年 ,年 仅 17 岁 的 伽 罗 瓦 写 了 “关于 五 次 代 
数 方程 的 解法 问题 "等 两 篇 论文 , 送 法 国 科 学 院 但 不 
A XB DEL. RI PY CCauchy, A.-L. ) 遗 失 了 .1831 4, 
伽 罗 瓦 又 完成 了 “关于 用 根 式 解 方程 的 可 解 性 条 
TE". 院士 泊 松 (Poisson,S.-D. ) 的 审查 意见 是 “完全 
不 能 理解 ,予以 退回 ”不 满 21 岁 的 伽 罗 瓦 在 决斗 前 
夕 将 草稿 寄 给 他 的 朋友 ,14 年 后 ,1846 年 , 刘 维 尔 
(Liouville, J. ) 在 他 创办 的 《纯粹 数学 和 应 用 数学 》 
ZR EB Ue TMS BB S CE. 第 一 个 全 面 
TAWE FL EB IC BJ A ZR 24 (Jordan, M. E. C.) , fth 
是 在 1870 年 出 版 的 《 论 置 换 群 与 代数 方程 > 一 书 给 
出 的 . 伽 罗 瓦 应 用 置换 群 这 一 工具 ,不 仅 证 明 一 般 高 
于 四 次 的 代数 方程 不 能 用 根 式 求解 ,而 且 还 建立 了 
具体 数字 代数 方程 可 用 根 式 解 的 判别 准则 . oz FI n 
罗 瓦 理论 很 容易 地 否定 回答 所 谓 几 何 三 大 难题 . 

WME EL Fl iE XE 1928 年 已 由 克 鲁 尔 (Krull,W.) 
推广 到 无 限 可 分 正规 扩 域 上 . 伽 罗 瓦 理 论 不 仅 对 近 
代 代 数学 产生 了 深远 影响 ,也 渗透 到 数学 的 其 他 许 
£j x. 

iS Ee (Galois extension) {mF MHC 
的 一 个 基本 的 代数 扩张 . 伽 罗 瓦 扩 张 是 指 域 的 可 分 
正规 扩张 .奉天 为 域 下 的 代数 扩张 , 则 此 域 扩张 为 
伽 罗 瓦 扩张 的 充分 必要 条 件 为 KK 的 自 同 构 群 
G(K/F) 的 固定 域 K*“” 恰 为 有 限 次 伽 罗 瓦 扩 
域 等 间 于 一 个 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 . 

群 的 固定 域 (fixed field of a group) AF BL EHE 
论 的 重要 概念 . 设 C AM K 的 自 同 构 群 Aut(K) 的 
一 个 子 群 ,天 中 所 有 在 G 的 元 素 作 用 下 不 动 的 元 组 
成 天 的 子 域 

K*— {a€ K |o(a)=a,VoEG}, 
PAR GEK 中 的 固定 域 . 它 与 扩 域 的 下 自 间 构 
群 一 起 构成 伽 罗 瓦 理 论 中 域 论 问题 转化 为 群 论 问题 
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的 桥梁 .下 面 的 事实 显示 两 者 间 的 紧密 联系 :K 是 
天 ”上 的 有 限 扩 张 , 当 且 仅 当 C 是 有 限 群 ,此 时 [天 : 
K°]=|G|,# H G Æ K/K* HUMP RH. xx C 
被 称 为 戴 德 金 - 阿 廷 定理 . 该 定理 最 初 是 戴 德 金 
(Dedekind, J. W. R.) F 1871 年 就 代数 数 域 给 出 
的 ,后 经 阿 廷 (Artin,E. ) 对 一 般 域 给 以 证 明 . 

戴 德 金 - 阿 廷 定理 (Dedekind-Artin theorem) 
见 “ 群 的 固定 域 ”. 

(SEB (Galois group) WF FL ER iE Bg — i 
重要 概念 . 设 天 d OF BUDE BD R.K YF A Tal 
PERG K/FO RA K/F RWE BR. 4 KOA” F HT 
SAAN. GK/F RRA FB Aix tid BR. AK 
E F H—-TARKMF LP R, IGCK /F) dé — 
LK : FB. B T8 BR MY FUP RSET 
分 多 项 式 的 分 裂 域 ,因此 , 铬 域 K BP EP ay 
分 多 项 式 f(z) 的 分 裂 域 , 则 其 伽 罗 瓦 群 G(K/F) 就 
称 为 SORME ELE MAA PR AF EC aS 400 
罗 瓦 群 必 为 某 一 多 项 式 的 伽 罗 瓦 群 . 在 历史 上 Ze 
罗 瓦 (Galois,E. ) 首 先 对 多 项 式 引 入 伽 罗 瓦 群 的 概 


P. 
IÈ’ 


24 Ot il S EL BE (absolute Golois group) Ji“ 4M 
B TER”. 

2 Ist AY D E g CGalois group of a polyno- 
mial) WWP R”. 

d 2 aM (Galois resolvent) 决定 方程 的 
WME BL AY — PRO. UE F EB) n X EIL 
f(z) 没 有 重 根 ,日 zyzz，…z 为 其 根 . 可 选择 m, 
TL » *** 490, (E 13: ER EC 

Vi 
在 zi,zz，… ,Xx, Wn! 个 置换 作用 于 Vi 能 够 得 到 n1 
个 不 同 的 函数 Vi Vis Vu. BE IS. 

PY) = (aye Va Cy = Very — o as 
ELEN y 的 多 项 式 , 其 系数 为 Vis YY 的 初级 
对 称 多 项 式 , 当 然 也 为 根 isst £n PY BR PR RX 
di POGOTEF EAA WRC SPO; APO) 
在 上 可 约 , 规 定 G(y) 是 Pl(y) 的 以 Vl 为 根 的 不 
可 约 因 式 . 这 个 不 可 约 多 项 式 G(y) 就 称 为 f(x) 二 0 
的 伽 罗 瓦 预 解 式 . 由 于 G(y) 的 根 是 Vis Vost Va 
的 一 部 分 ,所 以 "f Vi Vse’ V, 为 S 次 多 项 式 G(y) 
的 根 , NI] 由 Vi 变 为 YY 所 对 应 的 个 置换 
,0; 构成 n 次 对 称 群 S, 的 一 个 子 群 ,这 个 子 
AE [al AF (2) =0 PLZ FL HE. 

mS El (Galois closure) —fRUBESRES E 
瓦 扩 域 . 即 包 含有 限 次 可 分 扩 域 的 最 小 伽 罗 瓦 扩 域 . 
E K ERF 的 有 限 次 可 分 扩 域 ,0 是 下 的 一 个 含 
K 的 代数 闭 包 , 则 必 存 在 惟一 的 OQ 的 子 域 L 适合 条 
件 :1. 二 包含 天 , 且 为 下 的 有 限 次 伽 罗 瓦 扩 域 . 2. 对 


0i s02, *** 


QAT-ASK HF AMP RT RN GALET 
N. 此 时 , 称 志 为 下 的 有 限 次 可 分 扩 域 天 OY TO BL 
HE. 

IE 34 d& E HE (normal basis theorem) 2 Tl 
理论 的 一 个 重要 定理 . EE OK X» FG 
n IRM BP Bh. 

G=G(K/F)= (0, 5025°**30,} 

Ay mE, M os fefe KPT € BE (oi CE), 
o; so, RA F En] EE AS Ja] K 的 一 个 基 . E 
称 为 正规 基 元 . UE PE lE Ed (Deuring, M. ) F 
1932 年 用 表示 理论 证 明 的 , 盖 赛 斯 (Gasseis,W. ) F 
1950 年 又 给 出 了 不 用 表示 论 的 初等 证 明 . 
正规 基 元 normal basis element) 
定理 ”. 

循环 扩张 (cyclic extension) 一 类 特殊 的 , 结 
构 较 清楚 的 域 扩张 . 设 天 是 域 下 的 有 限 次 伽 罗 瓦 扩 
域 , 若 其 伽 罗 瓦 群 GCK/F) 为 循环 群 , 则 称 此 域 扩张 
为 循环 扩张 ,KK/F 为 循环 扩 域 . 设 域 的 特征 数 为 
Pp 这 0,K Æ F En READ R A n= mp, NF E 
一 个 子 域 链 : 

KDK: DKD DK, =F, 

使 得 天 J& K, 的 m KMD HK; Kail, 
2,…,7) 的 pp 次 循环 扩 域 .FF 的 一 个 p 次 循环 扩 域 等 
同 于 上 一 个 形 如 x* 一 x 一 a 的 不 可 约 多 项 式 的 分 
RR FE n 次 本 原单 位 根 ,F 的 特征 数 为 零 或 
pom ptn BFF 上 次 循环 扩 域 等 同 于 上 形 如 x” 
—a 的 不 可 约 多 项 式 的 分 裂 域 . 

循环 扩 域 (cyclic extension field) 
张 ”. 

可 解 扩 域 (solvable extension field) 一 类 特殊 
扩 域 . 指 由 可 解 群 定义 的 扩 域 . K 是 域 F 的 一 个 
WME Ba SK EE RAE. BORE GK / FO Fe WT ERE M DU 
K 称 为 下 的 可 解 扩 域 . 

Wm E TXI (Galois correspondence) 一 种 特 
殊 对 应 . 指 域 的 子 域 与 的 自 同 构 群 的 子 群 间 的 
XT. B Aut (EDER E 的 自 同 构 群 ,对 的 任 一 子 
域 可 确定 Aut CO TE 

GCE/F) = (o € Aut(E)|o(a) =a,Va € F}, 
EE E/F 的 伽 罗 瓦 群 .反之 ,对 Aut(E) 的 任 一 子 群 
C. 


见 “ 正 规 基 


见 “ 循 环 扩 


E°={a€ E|o(a)=a,VoEG}, 
WW E" 是 E 的 子 域 , 且 是 G 不 变 的 .于 是 在 五 的 子 域 
fe Aut (五 ) 的 子 群 簇 间 提供 了 两 个 对 应 : 
G>G(E/F), GoE*, 
这 两 个 对 应 就 称 为 伽 罗 瓦 对 应 , 且 有 下 列 基本 性 质 : 
1. # GDG, Wi] ENCE”, 
2.4 FDF, W GCE/F))CGCE/F,). 


w T R 理论 

3. EFP DF ,G(E/E®)DG. 

5 BR i F EL I8 it BA E (fundamental theo- 
rem of finite Galois theory) RRE MEE BJ f 
OEH RK EMF MAR I R. G= 
G(K/F) AMY LEX G BENTE H, EEK 
中 的 固定 域 K” 满足 

F=K°CK"=({aE K |o(a) —-a.NoCG)CK. 
反之 ,K/F 的 任 一 中 间 域 E, 恒 及 /E KWE I3. 
张 且 GCK/E) 为 G 的 子 群 .于 是 ,可 建立 G 的 子 群 
WE UH) E K/F Bri qu sk EL BUT? ROGEDS : 

Óó.H-—K", I,.E--G(K/E). 
基本 定理 断言 B:H 一 K” ECOUTER K/F 的 
rH E) Ek fA a RILAT. 并 且 在 此 对 应 下 : 

l.Go F.Ó8« f T8IDK. 

2. FE H 的 阶 等 于 LK : KY JAB HAG 中 指 
BALK’ : F]. | 

3. G 的 两 个 子 群 HH SE BEY FE 0 EZ UE 
是 它们 对 应 的 中 间 域 K^.K"uEF Edge. 

4. H fe G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 对 应 的 中 间 域 
K” d FWE IL. SA. JE i RLHEGCK"/Fo— 
G/H. 

根 式 扩 域 (radical extension) 一 种 有 限 扩 域 . 
是 与 代数 方程 的 根 式 解 相关 的 扩 域 . 域 下 的 一 个 扩 
域 天 ,在 存在 一 个 子 域 链 : 

F-—F.CF C:-:CFi;-—K, 

使 得 其 中 F, =F, GO B a € F, on REM F 
特征 数 整 除 , 则 称 玉 是 下 的 根 式 扩 域 . 其 子 域 链 称 
为 K/F 的 根 塔 :自然数 系 (2 mo t on PR ARIE 
根 次 数 . 特别 地 , 若 a; E F-_1, 此 子 域 链 称 为 K/F 的 
平方 根 塔 ,或 简称 天 为 下 的 平方 根 塔 . 此 时 ， 
F/F; 对 应 的 伽 罗 瓦 群 CCR/RE 1) 为 二 阶 群 ,所 以 
平方 根 塔 也 称 为 二 元 群 扩张 塔 . 根 式 扩 域 必 为 有 限 
PM. EM SEP A TRA BK. 

若 f(x)EF[zxj],f(x) 一 0 有 根 式 解 , 则 存在 下 
的 一 个 根 式 扩 域 K 包含 f(x) 的 所 有 根 .反之 , 阁 存 
在 Ff 的 根 式 扩 域 K 包含 了 (x) 的 一 切 根 , 则 f(x)==0 
有 根 式 解 . 

ARTE (root tower) WRP E”. 

AR XE BY ARO BL Croot degree of the root tower) 
见 “ 根 式 扩 域 ”. 

3E H TR ES (square root tower) 
ih”. 

二 元 群 扩张 塔 (extension tower with group of 
two elements) 见 “ 根 式 扩 域 ” 

FA RR BY IR st solvability of equation by radi- 
cals) 一 个 著名 的 古典 数学 问题 . 域 尺 上 次 数 之 1 
的 多 项 式 f(x), 若 方程 f(r) =0 的 每 个 根 都 可 由 
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见 “ 根 式 扩 
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f(r) 的 系数 经 过 加 、 减 、 乘 、 除 及 开 方 运算 得 出 , 则 
称 f(x) 二 0 有 根 式 解 . 换言之 ,f(x) 的 分 裂 域 含 于 
上 一 个 根 式 扩 域 . 次 数 大 于 或 等 于 5 的 代数 方程 
是 否 有 根 式 解 ,这 是 一 个 古典 的 数学 问题 ,直到 19 
世纪 30 年 代 才 得 到 解决 ， 

WF TU CGalois Criterion) 方程 是 否 有 根 
式 解 的 判别 准则 . 设 f(x) 是 域 上 一 个 可 分 多 项 式 ， 
ANIE Sa) =0 有 根 式 解 , 则 大 z) 的 伽 罗 瓦 群 是 可 
解 群 .反之 , 若 方程 f 0 B9 017 ELSE GC 是 可 解 
EFH F 的 特征 数 不 能 整除 群 C 的 阶 , 则 fr) =0 有 
根 式 解 . 特别 地 ,在 特征 数 为 零 的 域 上 , 任 一 多 项 式 
方程 f(r) =0 有 根 式 解 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 的 
WE FL E dE u] SERE. 这 就 是 伽 罗 瓦 准则 . 

单 群 扩张 塔 (extension tower with simple 
groups) 一 种 与 根 式 扩 域 相关 的 域 扩张 , 它 与 方程 
有 无 根 式 解 有 密切 关系 . 设 KK 是 域 的 扩 域 , 若 存 
在 一 个 子 域 链 : 

F—K,CK,C'*CK, 1) K,—K,; 

使 得 GCK,/K, dE REG 1.2. m0, WI K 称 为 
F 的 单 群 扩张 塔 . 特别 地 , 若 GC(K,/K;_1) 是 素数 阶 
循环 群 , 则 称 天 是 下 的 素 阶 群 扩张 塔 .由 于 天 , 是 
天 的 产 次 循环 扩 域 ,所 以 天 ;一 天 -1 QD. EP B 
不 可 约 多 项 式 2" — 6 的 根 . 因 此 , 素 阶 群 扩张 塔 必 为 
根 式 域 ;反之 , 根 式 扩 域 的 中 间 域 可 加 密 成 为 素 阶 群 
y sm. 

Fe Jr BET SK 3E (extension tower with groups of 
prime order) 见 “ 单 群 扩 张 塔 ” 

f dE JE - Do] Ul 7R E (theorem of Ruffini- Abel) 
最 早出 现 的 代数 方程 能 否 用 根 式 解 的 判别 定理 . 设 
F 是 特征 为 零 的 域 ,t,t;,…,t, 是 下 上 不 相关 未 定 
元 ， 

f(r7)= rr 
Cae | T ML P TES 
= 0 

称 为 上 的 nn 次 一 般 方程 . A f(x) 是 上 可 分 不 
可 约 多 项 式 , 则 SOE EAS BLESS n 次 对 称 
8E S, 同 构 . & dEJE (Ruffini, P. ) 和 阿 贝尔 (Abel,N. 
H. ) 证 明 : 当 ”>>4 时 ,jz) 不 能 用 根 式 解 . 这 个 结论 
通 芝 称 为 鲁 菲 尼 - 阿 贝尔 定理 .事实 上 , 当 ”一 2,3,4 
EF, S, 是 可 解 群 ; 当 ”>4 时 ,S$, 不 是 可 解 群 . 

E R RH Kummer extension) 阿 贝 尔 扩 
张 的 一 种 类 型 . 设 是 域 FF 的 一 个 阿 贝 尔 扩 域 ,车 
E/F HME BH G—GCE/FO'P zu NRK CS 
m Gn RA G 的 指数 ) FFA F & m PAT m RE 
位 根 , 则 E RRA F 的 库 默 尔 m IIK E 称 为 库 默 尔 
W. PIS DEF A n KER. AE ON EX 

fix)—(x'—aj))G"—aj--G"—a) (a, EF) 
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在 上 的 分 裂 域 , 则 E Æ F ERR n 扩张 .此 时 ， 
E 是 F 的 阿 贝 尔 扩 域 且 F 的 特征 数 不 能 整除 ,于 
是 ,x”" 一 a; 在 内 无 重 根 , 所 以 ,E/F 是 可 分 的 ,从 
而 是 正规 的 . 

伽 罗 瓦 群 的 指数 (exponent of Galois group) 
见 “ 库 默 尔 扩张 ”. 

库 默 尔 域 (Kummer field)” 见 “ 库 默 尔 扩 张 ”. 

阿 贝 尔 扩张 (Abelian extension) 一 类 重要 的 
域 扩张 . 设 天 是 域 BUE IR ERMS SE 
G(K/F) 为 一 阿 贝 尔 群 , 则 称 此 扩张 为 阿 贝 尔 扩张 ， 
此 时 ,天 称 为 Ff 上 阿 贝 尔 扩 域 . 这 是 一 类 较 广 泛 的 
域 扩 张 . 循环 扩张 、 分 圆 扩张 及 库 默 尔 扩张 等 均 为 阿 
贝尔 扩张 的 特例 . 

阿 贝尔 扩 域 (Abelian extension field) 
贝尔 扩张 ”. 

多 重 阿 贝尔 扩张 (multiple Abelian extension) 
由 一 串 阿 贝尔 扩 域 构成 的 域 扩 张 . 设 天 是 域 F 的 扩 
ba FETE K 的 一 串 子 域 链 

PS heh Cee Ke ie Roa, 
使 得 K: 是 天 Gom 1,2. 72) 的 阿 贝尔 扩 域 , 则 称 
K 为 下 的 多 重 阿 贝尔 扩张 ,或 多 重 阿 贝尔 扩 域 . 根 
式 扩 域 . 素 阶 群 扩张 塔 缘 为 多 重 阿 贝 尔 扩 域 . 

范 ( 域 论 )(norm (in field theory)) 域 论 的 基 
本 概念 之 一 . 它 是 复数 域 中 元 素 的 范 和 迹 的 推广 . 设 
K 是 域 F 的 有 限 次 扩 域 ,0 是 F 的 含 K 的 代数 闭 
包 , 而 014,02,… ov 为 天 到 到 内 的 一 切 互 异 的 下 H 
Ag B aT. SER EK, EX 


NE (a) E | Ioco) [K: F] 
为 a 的 范 ， 
TiO = [K F] > DAC? 

为 a 的 迹 , 其 中 LK : F] jit K HEF bur f8 &. 
范 和 迹 都 是 中 元 素 且 与 代数 财 包 的 选择 无 关 , 厂 
T a—T (a), Ne: a> NF (a), 

WT? 是 上 的 向 量 空 间 K 到 下 的 线性 映射 , 且 
N&(aB) = Ne Ca) * NE CB). 

xt A BR i BB eR K/P ia GOK/F)— (60,5025, 

0,] + WU) XT EE S ae kK, 


见 “ 阿 


Np Ca) = [[o(0. Tela) = $o). 
例如 ,复数 域 K FESR LAF 自 同 构 仅 两 个 ， 
此 时 N Ca 2-5) =a? +b, T (a 十 6i) 二 24. 特别 地 , 若 
K Æ F WAT th, BUR FBLREGCK/F) — Co) , Wi 
Ne(@=1,¢€K, 4A SE 6E 天 ,使 得 a= 
BCo(B)) .这 就 是 著名 的 希 尔 伯 特定 理 90. 它 是 项 
尔 伯 特 (Hilbert,D. ) F 1897 年 著 《Theorie der Al- 


begraischen Zahlkcrper》 中 第 90 个 定理 . 
yk (RIE) (trace (in field theory) ) 
ie)”. 

希 尔 伯 特定 理 90 CHilbert's ninetieth theorem 
90) 见 “ 范 ( 域 论 )”. 

克 鲁 尔 拓扑 (Krull topology) 一 种 拓扑 .用 以 
推广 有 限 伽 罗 瓦 理论 的 基本 和 定理. 它 是 克 鲁 和 尔 
(Krull, W.) F 1928 4E Xt ZG PR 27 ELSE SI ACE. 设 
K/F EARME Tk. G— GCK/ F) AEM Fe 
H. BUR £E—I(GOE/FO|E A K/F WP lal eh, B. 
E/F AA RM I Sk TEA G 的 单位 元 的 邻 域 
基 , 则 在 C 上 定义 了 一 个 拓扑 , 称 为 G 的 克 鲁 尔 拓 
Th. 就 这 个 拓扑 而 言 ,C 成 为 一 个 全 不 连通 的 、 紧 致 
的 T: 拓扑 群 . 又 在 这 个 拓扑 下 ,对 于 大 /F 的 每 个 中 
间 域 ,GC(K/E) 都 是 G 中 的 闭 子 群 (参见 “代数 
群 ”). | 

无 限 伽 罗 瓦 理论 基本 定理 (fundamental theo- 
rem of infinite Galois theory) 有 限 佑 罗 瓦 理论 基 
本 定理 的 推广 . 设 天 是 域 下 的 一 个 无 限 次 伽 罗 瓦 扩 
mR, EME RRA G=G(K/F). 对 于 KK/F 的 任意 
中 间 域 E, 自 同 群 群 GC(K/E) 是 G 的 一 个 闭 子 群 ; 反 
之 ,G 的 每 个 闭 子 群 如 在 KK 中 的 固定 域 K” 是 K/F 
的 中 间 域 . SEAS Es HK" 是 G 的 闭 子 群 簇 
到 K/F 的 中 间 域 徐 之 间 的 一 一 对 应 . 由 于 G(K/F) 
存在 非 闭 的 子 群 , 所 以 对 比 有 限 伽 罗 瓦 扩张 情形 ,此 
对 应 不 是 子 群 徐 到 中 间 域 簇 的 一 一 对 应 . 

分 圆 多 项 式 (cyclotomic polynomial) 一 种 特 
殊 多 项 式 . 即 由 本 原单 位 根 构造 的 多 项 式 . 若 代数 闭 
域 2 的 特征 不 能 整除 自然 数 , 则 0Q 有 Pd n TX 
本 原单 位 根 Fibs ony ode PR p(n) Jj WR dur PR BL. 
多 项 式 


见 “ 范 ( 域 


gn) 


P,a) = [|i — 4) 
i=] 


称 为 一 个 分 圆 多 项 式 . 当 O 的 特征 数 为 零 时 ,再 (x) 
是 首 1 的 2) 次 整 系数 多 项 式 , 且 在 有 理 数 域 上 不 
uf 29; O 特征 数 为 p> 0 WY. D, (2) ER MGF (p) 
上 首 1 的 g(x) 次 多 项 式 .另外 ,关于 分 圆 多 项 式 有 
一 重要 等 式 

goes {| P(x). 


š p" 


| S dnm 


分 圆 域 扩张 (cyclotomic field extension) 一 类 
重要 的 阿 贝 尔 扩张 . 设 O 是 域 F 的 代数 闭 包 ,其 中 
间 域 K 称 为 F 的 一 个 分 圆 扩 域 ,大 K 是 通过 对 下 
添加 某 些 单位 根 而 生成 的 . 此 域 扩张 称 为 分 圆 域 扩 
sk. K ER F 的 有 限 次 分 圆 扩 域 的 充分 必要 条 件 
为 ,存在 一 个 本 原单 位 根 EOC KE K=FCE). 对 有 
理 数 域 Q 添加 一 个 本 原 次 单位 根 所 得 的 分 加 
扩张 QC(E) 称 为 圆 的 分 域 , 它 是 有 理 数 域 Q 的 G(r) 


fh 7 E E dt 


次 阿 贝 尔 扩 域 ,其 中 oo) Br PRL. n 分 域 来 源 于 
6 = cos fT +i sin Et 

其 中 2 cos (21/n) =E+E', 从 而 可 将 单位 圆 n 等 

^. 


分 圆 扩 域 (cyclotomic extension field) J“ 4; 
pig sk. 
AY n 3p 3k (n-th cyclotomic field) — UJ," 45 [B] 


E. 

三 次 方程 的 不 可 约 情 况 Cirreducible circum- 
stance of equation of the 3-rd degree) 实 系 数 一 
元 三 次 方程 的 实 根 不 能 用 实数 范围 中 的 根 式 求解 的 
一 种 特殊 情况 . 实 系数 三 次 一 般 方程 

y tay’ tbhytc=0 
的 根 , 经 变量 代 换 y= 二 x 一 a/3 可 转化 为 求实 系数 不 
完全 三 次 方程 

x+t+pra+q=0 (1) 
的 根 . 而 (1) 的 任 一 个 根 zo 可 由 卡尔 达 诺 公式 给 出 : 


cud - se. ul up 
+ ; a s (2) 


aal — $a t b (3) 
3 
mue ese (4) 
2 4 27 
的 一 个 值 ,满足 
ap 一 一 p/3, (5) 
则 (1) 的 三 个 根 可 表 为 : 
Tı @ + Po» 
= aso + Bw", (6) 
r,— ay + f, 


其 中 w=(—14+ V 3i)/2, ih 
D = (241-22)? (a, — 23)" Gi—2» 
=—4p'—279'=—108| ££] 
称 为 方程 (1) 的 判别 式 . 于 是 卡尔 达 诺 公式 变 为 


db eru 
Xo 2 18 3D 
3 
MI DUE NP cs 
+ 2 i8 3D. (T) 


FDA ESRR, M D 宇 0; 奢 D=0,W DAME 

根 相 等 ; 若 D> WM CL — AI SCR B v 3D 

为 纯 虚 数 . H 7. BLA TAS DUI E SCORTA 
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土方 程 人 (17 的 判别 式 万 >>0, 而 jz) 在 严 上 不 可 约 ， 
则 方程 (1)? 的 根 域 不 能 被 包含 在 玉 的 一 个 实 根 式 扩 
域 中 ,从 而 方程 (1) 不 能 用 实 根 式 求解 . 此 种 情况 称 
为 不 可 约 情 况 . 

BR IK  (Cardano,G. ) 求 解 三 次 方程 不 可 约 
情况 ,出 现 负 数 开 平方 的 情况 ,这 是 复数 的 萌芽 , 直 
到 1747 4E. ik BH Ul Kk Cd' Alembert,J.le R. ) 才 将 复 
数 进 一 步 推广 ,他 指出 如 果 按 多 项 式 的 四 则 运算 ,对 
虚数 进行 运算 ,总 是 a 十 bp v 一 1 形式 (其 中 a,6 为 实 
XO. 这 实质 上 给 出 复数 概念 .但 复数 这 个 名 词 是 高 
斯 (Gauss ,C.F. ) 给 出 的 . 

希腊 几何 三 大 问题 (three problems in Greek 
geometry) ”历史 上 能 否 用 尺 规 作 图 的 三 个 问题 .在 
古 锅 腊 时 代 强 调 只 能 用 直 尺 \ 圆 规 , 能 否 完 成 下 面 三 
个 问题 的 几何 作 图 : 

1. 化 圆 为 方 , 即 求 作 一 正方 形 ,使 其 面积 等 于 一 
已 知 圆 的 面积 , 

2. 三 等 分 角 , 即 将 任意 角 三 等 分 . 

3. 立方 倍 积 , 求 作 一 立方 体 ,使 其 体积 等 于 已 知 
立方 体 的 两 售 . 

以 毕 达 哥 拉 斯 学 派 为 代表 的 希腊 人 认为 圆 是 最 
美的 几何 图 形 , 有 了 尺 规 , 贺 和 直线 就 能 作出 ,因此 
规定 只 能 使 用 尺 规 为 工具 作 图 . 然而 , 仅 用 尺 规 能 否 
解决 上 述 三 个 问题 呢 ? 它 成 为 当时 许多 学 派 的 研究 
中 心 , 经 过 两 千 多 年 的 探索 ,直到 17 世纪 解析 几何 
建立 后 , 才 给 出 尺 规 作 图 的 可 能 性 的 准则 . 1837 年 ， 
HE RR CWantzel, P.-L. ) 给 出 三 等 分 任意 角 和 立方 
倍 积 不 能 用 尺 规 作 图 的 证 明 ;1882 年 , 林 德 曼 (Lin- 
demann , (C. L. )F. von) 证 明了 的 超越 性 ,化 圆 为 
方 的 不 可 能 性 得 以 确立 . 从 代数 的 观点 ,利用 伽 罗 瓦 
理论 很 容易 证 明 , 上 述 三 大 问题 不 可 能 用 尺 规 作 出 . 

林 德 曼 -外 尔 斯 特 拉 斯 定理 (lindemann-Weier- 
strass theorem) F EL EB iE Hy — Ae ER E 4E ZH. 由 
AK fi & (Lindemann, (C. L. )FE.von) 提 出 ,经 外 尔 斯 
特 拉 斯 (Weierstrass,(K.T. )W. ) F 1885 年 证 明 的 
一 条 重要 定理 . EP se st ue AHROR OQ 上 线性 
无 关 的 代数 数 ( 即 复数 且 是 Q 上 代数 元 ), 则 复 指 数 
ee: e“ 在 代数 数 域 ( 由 代数 数 构 成 的 复数 域 
的 子 域 ) 上 是 代数 无 关 的 .由 这 个 定理 可 以 导出 :re 
是 超越 数 ,而 且 可 证 明 : 

1. 指数 曲线 y — e^ 不 通过 平面 上 除 (0,1) 以 外 
的 代数 点 (代数 点 即 坐 标 xz 与 y 都 是 代数 数 的 点 ). 

2. 正弦 曲线 y= sinr 不 通过 平面 上 除 (0,0) 之 
外 的 代数 点 . 

尺 规 作 圆 的 判别 准则 (criterion of construction 
with ruler and compass) 几何 作 图 问题 是 否 可 解 
的 判定 方法 .用 尺 规 作 图 就 是 给 定 平面 w 上 一 些 点 
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Pi Pose P, 去 做 符合 某 种 条 件 的 点 ;或 者 说 ,已 知 
线段 的 长 Bi Born B, 去 做 符合 某 种 条 件 线段 长 B5 
也 就 是 由 E gor B, 经 加 \ 减 、 乘 、 除 .开平 方 来 表 
示 出 8. 一 方面 由 于 在 运算 中 可 能 出 现 虚 数 , 另 一 方 
面 (x,y) 点 对 应 线段 的 长 恰好 可 看 做 复数 x+ 十 yi 与 
共和 思 数 之 积 的 平方 根 , 因 此 ,用 复数 代替 点 得 如 下 浏 
别 准 则 : 

判别 准则 工 :给 定 复数 域 C 中 元 zi,zs,，*… ,xz,， 
和 Z) Q 8A BRM n 
zz 2 , MI 之 可 由 之 19 之 2 9 ”9 之 利用 尺 规 表示 的 充分 必 
要 条 件 是 ,z 属于 OAT KSF usu, 
4,) 中 ,其 中 是 FF 的 平方 根 塔 .由 判别 准则 1 工 , 所 
谓 上 古 希腊 几何 三 大 问题 不 能 用 尺 规 作 出 . 

判别 准则 工 :复数 xz 可 由 复数 zi,z,,…,z, AAR 
规 作 出 的 充分 必要 条 件 是 ,z H FESQ szaz, 
Zoon ZD ERM. H FGO/F HiEMM AE F 
上 的 维 数 是 2 NATURA. 改进 后 的 准则 工 还 可 以 
解决 正 n 边 形 能 否 由 尺 规 作出 的 充分 必要 条 件 ( 参 
见 “ 用 尺 规 作 正 多 边 形 问 题 ”). 

用 尺 规 作 正 多 边 形 问题 (the construction of 
regular polygon with ruler and compass) ”著名 的 
几何 作 图 问题 . 等 价 于 将 整个 圆周 ”等 分 . E dU 
腊 的 欧 几 里 得 时 代 , 人 们 就 知道 边 数 为 3,5,15， 
2"3,2"5,2"15 01 为 自然 数 ) 的 正 多 边 形 可 用 尺 规 作 
出 . 其 后 两 千 多 年 毫 无 进展 ,直到 1796 年 ,年 仅 19 
岁 的 高 斯 (Gauss,C.F.) 才 用 尺 规 作 出 了 正 17 边 
JE. 高 斯 还 进一步 断言 :一 个 正 n 边 形 可 用 尺 规 作出 
SAMS n=2 pppoe pore 是 目 然 数 或 零 ,pi, po» 
p. 是 不 同 的 费 马 素数 ( 即 形 如 2 十 1 的 素数 ). 
然而 高 斯 仅 证 明 这 一 论断 的 充分 性 ,其 必要 性 是 由 
旺 策 尔 (Wantzel,P. -L. ) F 1837 年 证 明 的 . 例如 ， 
当 : 上 = 一 0,1,2,3,4 时 ,对 应 的 费 马 素 数 2 一 3,5,17， 
257,65537 UR 2 与 它们 之 积 可 用 尺 规 作 出 ;但 
是 ,正七 边 形 、 正 九 边 形 不 能 用 尺 规 作 出 ,并 且 , 目 前 
尚 不 知 是 否 还 有 其 他 的 费 马 素数 . 

E fe ERE AR KER 周 永 新 
审 A FRKE Msi 戴 执 中 
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FF 域 


Fri (ordered field) 一 种 特殊 的 域 . 它 是 有 序 
结构 的 域 . 一 个 域 眉 , 若 在 它 的 元 素 之 间 人 存在 一 个 二 
元 关系 过 ,满足 下 述 条 件 : 

1. 对 于 任意 Ge. DA a=0 KR a>0 K-—a>0 
三 者 之 一 成 立 (0 $8 FED); 

2. 从 a>0,6>0 可 导出 a 5250 及 ab>0; 

WU fkIdEFRI—TOEGBHHIBEEFRERAFBMG. 


id LA CF >). 凡是 能 在 其 中 规定 序 的 域 ,就 称 为 可 
序 的 ,或 称 可 序 域 . 在 实数 域 R 和 有 理 数 域 Q 中 , 通 
常 的 大 小 关系 就 给 出 它们 的 一 个 友 . 因此 R 和 Q 都 
是 可 厅 域 ,而 且 , 它 们 只 能 有 这 样 给 出 的 序 . 不 过 ,并 
非 所 有 的 可 序 域 都 只 有 惟一 的 序 . 

F (ordering) 见 “ 序 域 ” 

可 序 域 (orderable field) Ji“ Fra”. 

正 锥 (positive cone) ” 域 论 的 重要 概念 . 它 是 与 
序 可 转换 的 域 中 的 特殊 子 集 . MF ON SE OP A 
足下 列 条 件 : 

1. PU—P-F; 

2. P[| —P-—10; 

Jud wu era 

Ade AU LUE c 
则 称 POA F 的 正 锥 . 域 的 正 锥 和 序 是 两 个 可 以 互相 
转换 的 概念 . 给 定 了 的 一 个 序 二 , 子 集 P= 二 ta€ Fla 
0 或 a 二 0} 就 是 F 的 一 个 正 锥 ;反之 ,从 一 个 正 锥 
也 , 设 a 二 5b 当 且 仪 当 6 一 a EP, 有 是 656 一 a 关 0, 就 定 出 下 
的 一 个 序 一 

全 正 元 (totally positive element) ” 序 域 中 的 特 
殊 元 素 . 属于 域 中 所 有 正 锥 之 交 的 元 . 3X F SE 
元 , 它 关 于 下 的 每 个 序 都 是 正 的 ,或 者 说 属于 不 的 
每 个 正 锥 . 全 正 元 有 如 下 的 刻画 :0 天 uaE 玉 是 个 全 正 
元 , 当 且 仅 当 a 可 表 成 中 一 些 元 素 的 平方 和 . 

实 域 (real field) 亦 称 形式 实 域 .是 与 序 域 密 
切 相关 的 一 种 域 . 一 个 域 下 ,大 在 其 中 不 存在 形式 如 


=e p. 

的 等 式 , 此 处 a; € F. DER F 是 实 域 (或 者 形式 实 
域 ). 序 域 都 是 实 域 . 反 之 , 实 域 一 定 是 可 序 域 .因此 ， 
序 域 理论 就 是 实 域 理论 . 实 域 理论 是 阿 廷 (Artin， 
E. ) ftl ji 8f FRR (Schreier, O.) F 1926 年 首先 建立 
的 . 阿 廷 在 这 一 理论 的 基础 上 ,成 功 地 正面 解答 了 希 
尔 伯 特 第 17 问题 . 实 域 理 论 又 是 近 20 ERISA 
起 的 实 代数 几何 的 基础 . 


形式 实 域 (formally real field) BPS i”. 
亚 正 锥 (pre-positive cone) 含 于 正 锥 内 的 特 


KTE. 域 PRT A RAE 

]-4- Te 

Zed 7 Cy 

3. 对 每 个 ae FABRA a’ CT; 

4.—-14T; 
则 称 为 的 亚 正 锥 .每 个 亚 正 锥 都 可 以 扩大 成 包 
含 它 的 正 锥 ;二 者 间 的 关系 是 

T -P. 

即 亚 正 锥 了 等 于 所 有 包含 它 的 正 锥 P 之 交 . 在 实 域 
F 中 ,由 全 部 有 限 平方 和 组 成 的 子 集 S: 是 下 的 一 


个 最 小 的 亚 正 锥 , 称 为 Ff 的 弱 亚 正 锥 . 从 上 面 列举 
的 事实 得 知 ,F 的 弱 亚 正 锥 是 中 所 有 正 锥 的 交 . 

弱 亚 正 锥 (weak pre-positive cone)” 见 “ 亚 正 
HE”, | 

亚 序 (preordering) 由 亚 正 锥 所 确定 的 一 种 二 
元 关系 . 设 7 是 域 FF 的 一 个 亚 正 锥 .规定 的 一 个 
二 元 关系 DON ia 当 且 仅 当 5 一 a€7 ,并且 称 > 
是 的 一 个 亚 序 . 亚 序 与 序 的 差别 , 仪 在 于 序 是 定义 
E F 的 全 体 元 素 之 间 , 亚 序 则 否 . 因此 , 序 也 是 一 种 
XE FE. p 58 ME 1E E PIT XE h AY FE BR 29 88 MERE. 

88 WV Fe (weak preordering) Ji“ WR”. 

T Fr EX (preordered field) #7 A WAR Wi. 4 
> ERF pk EP NR PAID. FF iO 
为 (F, >) #9 > 是 由 亚 正 锥 了 所 确定 的 , 则 这 个 亚 
序 域 又 可 与 成 (下 ,7). 实 域 可 以 作为 带 有 弱 亚 序 的 
亚 序 域 : 序 域 自然 也 是 亚 序 域 . 

HF fa] #9 Corder-isomorphism) 一 种 特殊 的 域 
同 构 . 即 保 序 的 域 同 构 . 设 CF, >) E >) 是 两 
个 序 域 ;x 是 FP 到 了 ;上 的 一 个 域 同 构 . A n 满足 条 
件 : 由 a ~ 可 导致 la) Zn) , 则 称 rE >) 
SHOES x. 间 的 一 个 序 同 构 ;或 称 (F,， >) BO, 
>) 是 序 同 构 的 . 上述 的 条 件 也 可 以 表 为 较 简 化 的 
形式 :由 a 二 0， 可 导致 7 (a) 20, Pa = F,,0,,0. 
分 别 表 示 E MF 中 的 零 元 . 

序 扩张 (ordered extension) ”一 种 特殊 的 域 扩 
Jk. 指 一 种 保持 序 关系 不 变 的 域 扩张 . 设 CF >) Al 
(Ky ) 是 两 个 序 域 ,其 中 天 是 下 的 扩 域 . 若 > E 
上 的 限制 就 是 > , 则 称 严 的 序 > 可 以 扩张 于 天; 同 
时 又 称 (K ,二 ) 是 (7 ,之 ) 的 一 个 序 扩张 ， 特别 地 , 当 
K Liè F EMR KAY. EROR LODS GP > B 
代数 序 扩张 .例如 ,有 理 数 域 Q REUS PE I AR. A 
论 把 v 2 作为 正 或 负 ,Q(v 2 ) 都 是 Q 的 一 个 代数 
序 扩张 . 设 天 是 下 的 一 个 扩 域 . 问 F M pg > 在 什么 
情形 下 能 扩张 于 K? 一 个 简单 判别 法 则 是 : > 能 扩 
张 于 天 的 充分 必要 条 件 是 ,在 天 中 不 存在 形式 如 


一 El D d 
的 等 式 , 其 中 a, € F.a;770,a; € K. 
代数 序 扩张 (algebraic ordered extension) Ji, 
“ 序 扩张 ” 
实 闭 域 (real closed field) 一 类 重要 的 实 域 . 
设 下 是 一 个 实 域 , 若 下 的 任何 真 代 数 扩张 都 不 再 是 
实 域 , 则 称 环 是 实 闭 的 ,或 者 下 是 一 个 实 财 域 . 实 闭 
域 的 例子 很 多 ,最 常见 的 是 :实数 域 R; 由 所 有 实 代 
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数 数 所 成 的 域 Ray. KAR AE MFRS. EH a 
=> 0 M BAM a=b 所 确定 ,换言之 , 它 的 惟一 的 正 
锥 是 由 所 有 平方 元 所 组 成 . 在 实 闭 域 上 ,任何 一 元 多 
项 式 都 能 表 为 一 次 与 二 次 不 可 约 因 式 之 积 . 实 闭 域 
与 代数 闭 域 间 的 紧密 关系 ,可 以 从 下 面 的 事实 认 知 . 
设 2 是 一 个 代数 闭 域 ,Ff 是 它 的 真子 域 . S 2/F 是 
有 限 扩 张 , 则 五 是 实 闭 域 ,并 且 有 02==F(V 一 1). 实 
闭 域 还 有 一 个 重要 性 质 :任何 一 条 初等 的 代数 命题 ， 
告 在 某 一 个 实 闭 域 上 成 立 , 则 必然 在 所 有 的 实 闭 域 
上 成 立 . 这 个 结论 被 称 为 塔 尔 斯 其 (Tarski,A. Ji 
则 (或 定理 ). 根据 这 个 原则 , 凡 在 实数 域 R 上 成 立 
的 初等 代数 命题 ,在 任何 实 闭 域 上 也 成 立 ， 

塔 尔 斯 基 原 则 (Tarski principle) 
域 ”. 

序 域 的 实 ( 代 数 ) 闭 包 (real (algebraic) closure 
of an ordered field) 一 个 类 似 于 代数 闭 包 的 重要 
概念 . 设 ( 亚 ,>) 是 一 个 序 域 .所 谓 (G 民 ,>>) 的 实 闭 包 ， 
是 指 一 个 满足 下 列 条 件 的 扩张 :1.R 是 实 闭 的 .2. 
关于 RR 的 惟一 的 序 SR, >) EE, 二) 的 代数 序 


扩张 . MET PRP. >), CR RAAB 
E W. RFE FARRAR. EP RLF. ome 
体 序 扩张 成 一 归纳 集 , 因 此 有 极 大 元 存在 . 这 种 极 大 
元 就 是 (已 , >) 的 实 闭 包 . 在 序 域 的 实 闭 包 之 间 , 存 
在 某 种 意义 下 的 惟一 性 , 它 可 由 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 定理 
给 出 . 

阿 廷 - 施 赖 埃 尔 定理 (Artin-Schreier theorem? 
序 域 实 闭 包 的 序 同 构 性 定理 . 对 于 任何 一 个 序 域 
CF. >) ERAN SA BRE H A FRUTA 89 1886 
之 , 除 序 同 构 不 计 外 , 序 域 的 实 闭 包 是 惟一 确定 的 . 

极 大 序 域 (maximally ordered field) 一 种 特 
殊 的 序 域 . 指 在 一 定 意 义 下 与 实 闭 域 等 价 的 域 . BR A 
映 外 ,无 其 他 代数 序 扩张 的 序 域 , 称 为 极 大 序 域 . SE 
闭 域 关于 它 惟一 的 序 是 个 极 大 序 域 ;反之 , 极 大 序 域 
又 是 实 财 域 . 

阿 廷 定理 (Artin theorem) 实 闭 域 上 的 多 元 
多 项 式 的 重要 定理 . 希 尔 伯 特 第 17 问题 的 正面 解答 
和 推广 . 设 下 是 一 个 实 闭 域 ,n 为 任 一 自然 数 ,f(xi， 
X:s,m)€Fbixocxxg. 若 对 于 下 中 任何 一 组 
FE (a15a5, **,a,) BA f Caisa," ,a;) 宇 0, 则 称 
JT Cx 122.22 FE F 上 是 半 正 定 的 ,或 称 F 上 的 半 
正定 多 项 式 . 阿 廷 定理 断言 : 实 闭 域 六 上 的 元 半 
正定 多 项 式 必 可 表 为 上 7 元 有 理 函 数 的 平方 和 . 
希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 于 1893 年 曾 就 下 一 R,z 一 2 
的 情形 证 明了 上 述 定理 ;其 后 在 1900 年 巴黎 国际 数 
学 家 会 议 上 ,提出 为 任何 自然 数 时 是 否 成 立 的 问 
题 . 这 就 是 所 谓 希 尔 伯 特 第 17 问题 . 阿 廷 定理 是 以 
实 域 理论 为 基础 于 1926 年 证 明 的 . 自 此 以 后 ,这 个 
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定理 又 有 许多 不 同 的 证 法 和 推广 . 

半 正 定 多 项 式 (semi-positive definite polyno- 
mial)” 见 “ 阿 廷 定理 ”. 

希 尔 伯 特 第 17 问题 (Hilbert 17th problem) 
见 “ 阿 廷 定理 ”. 

( 弱 ) 希 尔 伯 特性 质 ((weak) Hilbert property) 
一 类 序 域 具有 的 重要 性 质 . E CF >) JE — IT HC. 
di EP ECF, >) EAB IESE n 76 E NN BB n] 3 
F En so® PRER CS Tr A, DU ER FECE ORR 
Ai AR 1G R PER EXE XL UP BL A TE JA 98 2I EE, 
>) EAB IEE RY n 76 AE ish n] RON 


s 
2 
Q;g; Cx, sT? y A 4X.) 9 
I=] 


这 里 gin sT’ (5) 和 zz Qi 和 F H 
à; 0 Ci=1,2,°,5), Bl ER CF 20 AOR 8838 OKRA RE 


性 质 . 希 尔 伯 特 性 质 与 其 弱 形式 是 接近 相通 的 ,因为 
两 者 的 差异 仅 在 于 ,所 讨论 的 域 的 弱 亚 序 是 否 成 为 
一 个 序 . 从 而 ,有 关 问 题 归 结 到 序 域 的 弱 希 尔 伯 特性 
EEX. 这 个 称谓 是 麦克 纳 (McKenna,K. ) 于 1975 
年 提出 的 ,他 用 以 区 分 一 类 使 得 希 尔 伯 特 第 17 问题 
有 肯定 解答 的 序 域 .对 于 具有 弱 希 尔 伯 特性 质 的 序 
域 的 刻画 ,麦克 纳 给 出 了 如 下 的 重要 结果 :一 个 序 域 
(F ,之 ) 具 有 异 希 尔 伯 特性 质 , 当 和 且 仪 当 在 它 关 于 
序 二 的 实 闭 包 中 稠密 . 20 世纪 80 年 代 以 后 ,有 关 的 
概念 推广 到 亚 序 域 上 ,并 获得 许多 相应 的 新 结果 . 

斐 斯 特定 理 (Pfister theorem) 希 尔 伯 特 第 17 
问题 的 定量 解答 . 这 个 定理 断言 : 实 闭 域 尺 上 的 > 
元 半 正 定 多 项 式 ,都 能 表 为 已 上 至 多 2" ARK 
的 平方 和 . 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) F 1893 年 证 明 : 
任何 二 元 实 系数 半 正 定 多 项 式 , 都 可 表 成 四 个 实 系 
BA FE pk Bc AYO Dy A. 斐 斯 特 (Pfister,A. ) 于 1967 
年 证 得 上 面 的 定理 . 

实 赋值 (real valuation) 一 种 特殊 的 赋值 . 即 
剩余 域 为 实 域 的 赋值 . 设 眉 是 一 个 域 ,2 是 它 的 赋 
E. A 2 的 剩余 域 ( 参 见 “" 赋 值 9 的 剩余 域 ”) 是 实 域 ， 
则 称 pg 是 的 一 个 实 赋值 . 凡 具 有 实 赋值 (可 以 是 
浅显 的 ) 的 域 必 为 实 域 . 男 一 方面 ,从 实 域 的 任何 两 
个 序 ,总 可 作出 实 赋值 (也 可 能 是 浅显 的 ). 实 赋值 在 
实 域 理 论 中 起 着 重要 的 作用 . 

实 位 (real place) 一 种 特殊 的 位 . 指 取 值 于 实 
域 的 位 . 设 x:F>RU {oo} 是 域 让 的 一 个 R 值 位 . 当 
R 是 实 域 时 ,就 称 nde F 的 一 个 实 位 . 域 的 实 位 与 
实 赋值 是 两 个 可 以 互相 转化 的 概念 . 

与 序 相 容 的 赋值 (valuation compatible with an 
ordering) 序 ( 亚 序 ) 域 中 一 类 重要 的 赋值 . ve IE 
域 下 的 一 个 序 ( 亚 序 );p 是 玉 的 一 个 赋值 .车 由 

0 <a <b 


可 以 导致 g(a) x GC) ,就 称 8 是 个 与 序 ( 亚 序 ) TAA 
的 赋值 . 不 等 式 gla) < eO 中 出 现 的 三 ,是 指 9 的 
值 群 (参见 “ 值 群 ”) 中 的 序 关 系 . 与 序 ( 亚 序 ) 相 容 的 
赋值 必然 是 实 赋值 ;反之 , 实 赋值 必定 与 域 的 某 个 
(可 能 不 只 一 个 ) 序 ( 亚 序 ) FAR. 

与 亚 序 相 容 的 赋值 (valuation compatible with 
见 “ 与 序 相 容 的 赋值 ”. 
与 序 相 容 的 位 (place compatible with order- 
与 序 关系 有 密切 联系 的 一 类 位 , EE RI 


LORNE GEO SG ni FLU (oo tae F 的 
一 个 工 值 位 .着 由 a<6 可 以 导致 

mla) rC), 
则 称 x 是 个 D MS 相 容 的 位 . rH F.L EOE 


Q 来 讲 ， 则 可 以 表述 术 成 : 当 有 rCP)ISQU 

co} 成 立时 ,就 称 x 是 与 P,Q 相 容 的 位 . 

与 亚 序 相 容 的 位 (place compatible with pre- 
orderings)” 见 “与 序 相 容 的 位 ”. 

序 域 的 哈恩 赋值 (Hahn valuation of an ordered 
field) 一 种 由 序 所 定 的 赋值 . 设 a,6 EFF RCPS) 


中 的 两 个 元 素 . 若 存在 有 理 数 m,n (AF 


la pm bp. Ia 


成 立 ,此 处 al, ea RES, 的 绝对 值 , 则 称 a,b 
CT FI— T HE < 的 阿 基 米 德 类 . 记 a 所 在 的 阿 基 


KABA La lp. 以 所 有 的 阿 基 米 德 类 为 元 素 ,规定 一 
个 适当 的 乘法 运算 和 序 关 系 , 可 使 这 个 元 素 集成 为 
一 个 有 序 乘法 交换 群 ;而 且 , 映 射 ac 一 [aejr MA F 
的 一 个 赋值 , 称 为 序 域 (F,) 的 哈恩 赋值 . 该 赋值 
的 赋值 环 是 

B(Q,P)={(rEFIdmEQ ,mrSm), 


称 为 Q 关于 « 的 凸 闭 包 . 序 域 (PF, SA 
是 实 赋值 ,并 且 与 序 < 是 相 容 的 


阿 基 米 德 类 EE class) 
哈恩 赋值 ”. 

阿 基 米 德 序 (Archimedean ordering) 一 种 重 
要 的 序 . R> ERFT a> 是 下 中 任 一 
元 . EXIT OF PR O>0, BAH ARB n a,b 
AK) BA na >b BY.» Wl PK > HE F 的 一 个 阿 基 
米 德 序 ;同时 又 称 (F,> ) 为 阿 基 米 德 序 域 . 若 不 能 
lE EERIE. WRS EMEKA; F>) 
为 非 阿 基 米 德 序 域 .R 和 Q 关于 它们 惟一 的 序 都 是 
阿 基 米 德 序 域 :反之 ,任何 一 个 阿 基 米 德 序 域 都 序 同 
HFR 的 某 一 子 域 . 

阿 基 米 德 序 域 (Archimedean ordered field) 
见 “ 阿 基 米 德 序 ” 

非 阿 基 米 德 序 (non-Archimedean ordering) 


a preordering) 


ings) 


见 “ 序 域 的 


FF 域 


一 种 特殊 的 序 . 它 不 满足 阿 基 米 德 序 条 件 ( 参 见 “ 阿 
基 米 德 序 ”). 举例 如 下 : 设 上 是 Q 上 超越 元 . 规定 
QQ) 的 一 个 序 二 如 下 :对 于 Q 中 的 元 , 它 就 是 通常 
有 理 数 的 序 ; 又 ,a 之 :之 0 对 于 所 有 的 正 有 理 数 a 都 
成 立 , 然 后 再 根据 加 与 乘 的 运算 把 它 扩大 到 Q(z) 中 
所 有 的 元 素 之 间 . 这 样 规定 的 二 是 域 QGO RS — SAE 
阿 基 米 德 序 . 

非 阿 基 米 德 序 域 (non-Archimedean ordered 
field) JL“ Ba] SE OK TB FR”. 

T | BY Bay SEK pi (Archimedean ordered 
field over a subfield) 一 类 相对 于 子 域 具有 特殊 性 
ie BY Fr. CP, > FE PRE 是 下 的 一 个 子 
域 . 对 于 元 素 ak, AMF 中 每 个 正 元 素 b BA 
ra<b, WK a TEE 上 是 无 限 小 的 .中 零 元 素 在 任 
一 子 域 上 都 是 无 限 小 的 . 这 个 概念 的 重要 性 在 于 : 序 
域 上 任何 一 个 与 序 相 容 的 赋值 理想 恰好 由 在 某 个 子 
域 上 是 无 限 小 的 全 部 元 素 组 成 . 序 域 ( 忆 ,>), 若 下 
没有 在 上 是 无 限 小 的 非 零 元 素 , 则 称 FAETH 
五 上 是 阿 基 米 德 的 . 这 一 称谓 可 看 做 阿 基 米 德 序 域 
在 概念 上 的 一 个 推广 .事实 上 , 序 域 ( 严 ,>) 是 阿 基 
米 德 序 域 , 当 且 仅 当 ( 斑 ,>) 在 素 子 域 Q 上 是 阿 基 米 
德 的 . 

实 位 拓展 定理 (theorem on extensions of real 
places) 关于 实 位 拓展 的 命题 . 即 给 出 了 一 个 域 上 
的 实 位 在 某 个 实 闭 包 上 可 以 拓展 的 充分 必要 条 件 ， 
同时 肯定 了 拓展 的 惟一 性 . 定理 的 存在 部 分 首先 由 
25 (Lang, S. ) 获 得 ,其 后 , 克 鲁 布什 (Knebusch,M.) 
等 人 简化 了 兰 的 原来 证 明 , 同 时 增添 了 定理 的 惟一 
性 部 分 . 该 定理 叙述 如 下 : 若 4 是 域 下 的 一 个 实 位 ， 
R 是 下 的 一 个 实 闭 包 , 则 4 可 以 拓展 为 R 上 的 一 
实 位 , 当 且 仅 当 4 与 R 的 惟一 序 在 上 的 限制 是 相 
容 的 ;并 且 在 条 件 满足 的 情况 下 ,4 在 R 上 的 拓展 是 
惟一 的 . 

有 理 位 存在 的 兰 定理 (Lang theorem on exis- 
tence of rational places) Sc KA b, EE XM 
EW MEG. AF ERA RMR ER — AK ARK 
eae ee oe Ede 中 有 限 个 元 素 ， 则 存在 一 个 有 
JE R A: F>RU {00} TEA AC Foo 11,2, 
n. 该 定理 是 兰 (Lang， ) 于 1953 年 获得 的 . 

阿 迁 - 兰 同 态 定 理 (Artin-Lang homomorphism 
theorem) 有 理 位 存在 的 兰 定理 的 推广 . 它 在 实 域 
理论 与 实 代 数 几 何 中 有 广泛 的 应 用 . 设 4 是 一 个 在 
实 闭 域 RR 上 有 限 生成 的 整 环 . A 4 的 分 式 域 是 实 
域 , 则 存在 一 个 从 A 到 R 的 代数 同 态 . 此 定理 可 
由 关于 有 理 位 存在 的 兰 定理 直接 推出 ,并 且 其 内 容 
具有 多 种 适用 的 形式 ， 

= AE HB (Lang imbedding theorem) 关于 
H P RAMA. E E H Cang, S. ) 所 获得 的 一 个 

AST 


域 论 与 伽 罗 瓦 理论 


有 关 实 曙 数 域 的 重要 结果 .各 天 是 域 尺 上 一 个 超越 
次 数 为 n RE 是 任意 一 个 包含 下 B SH 
域 , 并 且 五 关于 下 的 超越 次 数 不 小 于 ” 则 存在 一 个 
MKBIER FRA. 4AM EWES FOE 
的 限制 可 在 天 上 拓展 . 当 域 下 为 实 财 域 时 ,由 上 面 
XE H n] 48 39] P E — 1 2 AS HR ACKE PEU RUE s 
ig: a K EXAM R 上 一 个 超越 次 数 为 的 函数 
域 ,E 是 任意 一 个 包含 R 的 实 闭 域 , 且 ER Eg 
超越 次 数 不 小 于 ” 则 存在 一 个 从 天 到 五 的 尺 裔 
入 , 当 且 仅 当 天 是 实 域 . 

FR © [a] (space of orderings) ”由 实 域 的 正 锥 构 
成 的 特殊 拓扑 空间 . 设 下 是 一 个 实 域 ,并 且 符 号 Xr 
表示 由 下 的 全 部 正 锥 所 组 成 的 非 空 集合 . Ta€ 
,可 得 到 Xr 的 一 个 子 集 

H(a)=(PE€X;|a€P}, 

FE MAB OH aac OW FRM Xr 的 一 个 
拓扑 子 基 . 由 此 产生 的 拓扑 称 为 哈里 逊 拓扑 ,具有 哈 
里 逊 拓扑 的 拓扑 空间 Xe 称 为 实 域 下 的 序 空 间 . 序 
空间 X, 是 一 个 紧 的 、 全 不 连通 的 豪 斯 托 夫 空 间 ; 换 
BX 是 一 个 布尔 空间 . 一 个 类 似 但 更 一 般 的 概 
念 是 亚 序 域 的 序 空间 . 若是 域 F 的 一 个 亚 正 锥 ， 
i F 上 所 有 包含 了 的 正 锥 所 组 成 的 

合 , 则 Xe CT) 是 拓扑 空间 Xe 的 一 个 非 空 的 财 子 
集 . 此 时 ， 称 具有 诱导 拓扑 的 集合 Xr(7) 为 亚 序 域 
(F,7) 的 序 空间 . 序 空 间 Xi(7) 的 一 个 拓扑 子 基 由 
形 如 

Hy(a)=H Ca) QXT) = (PEC X(T) lac P) 
Cac P) 
的 子 集 组 成 . 4 T ÆR F OY SS TE ERY, 
Xr(T)=Xr. 

W E x HA d^ (Harrison topology) 
[R] ". 

JE FF day B FR SS iB] (space of ordering of a pre- 
ordered field) JU“ Fe zs fay”. 

稳定 指数 (stability index) 反映 序 空间 的 特 
性 的 一 个 基本 量 . 设 (及 ,7) 是 一 个 亚 序 域 ,Xr(C7) 是 
它 的 序 空间 .对 于 下 的 一 个 有 限 ( 可 以 为 空 ) 子 集 
4, 按 如 下 方式 可 以 得 到 亚 序 域 CF . PO B8 PF Z TR] 
Xer(C7ZD) 的 一 个 子 集 

H4CA)— TE H,(a)—(P€ X,OP»)|ACP;j. 


由 X (79 的 拓扑 结 直 构 知 ,如 上 所 列 的 非 空 子 集 组 成 
拓扑 空间 X(T OW — PZB. ETE d BOE fa 
整数 ,使 得 上 面 所 给 的 每 个 非 空子 集 A CA) OT 
至 多 含有 ;个 元 素 的 集 4 给 出 , 则 称 * 为 亚 序 域 (F， 
7 ) 的 稳定 指数 , 记 为 s(T)==;. 若 这 样 的 非 负 整数 s 
不 存在 , 则 说 (F ,7T) 的 稳定 指数 为 0, 且 记 为 (7) 
=, s(T)=0, 4¥HRATEFW—-TIER. AT 
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是 下 的 弱 亚 正 锥 时 ,把 s(T) 称 为 域 玉 的 稳定 指数 ， 
HAWNX s(F). 
T F it fà GE dE B (stability index of a pre- 
ordered field) W“ RETR. 
T FF AY tK (chain length of a preordering) 
Et BE FE OIE TE EO BS RE HE RI — TERE. AT 是 域 
F 的 一 个 亚 正 锥 , 则 有 下 列 数 集 : 世 ={&EN| 存 在 一 
个 由 Xe (T) 的 基本 开 集 组 成 的 降 链 } CBS LR 
BJ”): 
Hzr(ao) P Hy (a1) P e P Hs (aj), 
其 中 a EF, i=0,1, 02}. 由 于 
Xe TI -—HOOSDHjC—1 |S es 
所 以 1€ L. Hel (1) Beas dE SHE. L 的 上 确 界 , 且 称 
之 为 亚 正 锥 了 HERK. 由 定义 ,cl(7) 为 一 个 自然 数 
AT o. 
Bis (fan) 一 类 重要 的 亚 正 锥 . 设 了 是 域 忆 
的 一 个 亚 正 锥 . 车 对 于 乘法 群 (= 六 (0)) 的 每 个 
指标 为 2 KTU, RE UDTOC-TNOD.H—1& 
U, UU{0 DER F 的 一 个 正 锥 , 则 称 T XE— 58 
锥 . 对 于 域 PIE ET. PT fe FAS 
指标 LF : T 1x54 T 必 是 一 个 局 锥 ,这 样 的 月 锥 
称 为 浅显 局 锥 . 有 许多 性 质 可 刻画 出 锥 .例如 ,7Z 是 
— ^r RE. SAMY cL OCIO Z2; T HLCEÁ SEP IS 
于 一 了 的 元 素 是 了 刚性 元 素 ( 参 见 “ 刚 性 元 素 ”). 
浅显 扇 锥 (trivial fan) JL“ hs EU. 
刚性 元 素 (rigid element) 域 中 具有 特殊 性 质 
的 元 素 . 设 是 域 玉 的 一 个 乘法 封闭 的 子 集 .对 于 。 
€ FE VUVa=V+Va, WR a 是 一 个 V 刚性 元 
素 . V 是 域 的 一 个 亚 正 锥 了 时 ,7 刚性 元 素 在 
关于 扇 锥 的 讨论 中 有 重要 的 应 用 . V XR F 的 子 
R 本 二 {x*|x€EFR} 时 ,刚性 元 素 通 常 称 为 刚性 元 
素 . GF 中 每 个 不 属于 EU F 的 元 素 都 是 刚 
性 元 素 , 则 称 域 是 刚性 域 . 
刚性 域 (rigid field) WREIK”. 
Æ AE (order closure) 序 域 中 实 闭 包 概 念 在 
Sk ia EES. a F 是 一 个 实 域 ,K 是 下 的 一 个 实 
扩张 , 则 有 一 个 从 序 空间 Xk 到 Xr 的 限制 映射 
rg/r， 使 得 
rcp CQ) 


— Q() F (VQ € Xx). 
个 实 代数 扩张 工 , 使 
得 映射 rjj: 是 双 射 ,并 且 工 关于 这 个 性 质 是 极 大 的 ; 
换言之 ,对 于 工 的 任何 一 个 实 代 数 真 扩张 ,映射 
rip AS FR RE OU. 实 域 的 序 闭 包 总 是 存在 的 . 此 外 ， 
一 个 实 域 的 任何 一 个 序 闭 包 都 是 毕 达 哥 拉 斯 域 . 

全 实 扩张 (totally real extension) ”一 -类 特殊 的 
实 扩张 域 . 设 K EMP PP KA F EY) 
个 序 都 可 拓展 为 天 上 的 一 个 序 , 则 称 天 是 下 的 一 


个 全 实 扩 张 . RAS OK 是 一 个 实 域 ,并 且 从 Xk 
到 | Xr 的 限制 映射 rxig 是 一 个 满 射 , 则 K p F 的 全 
SED 5K. 

实 全 纯 环 (real holomorphy ring) ” 实 域 的 一 
重要 子 环 ,其 构造 与 此 实 域 上 的 实 赋值 有 密切 的 关 
系 .一 个 实 域 下 的 所 有 实 赋值 环 的 交 是 下 的 一 个 子 
环 , 称 此 子 环 为 域 的 实 全 纯 环 , 且 记 为 HE). K 
全 纯 环 ACF) Pwo A oP Al i F Sa 
TEE A Sr MA: 

1. HCF) — (x € F| SHER ieee, 

2. H CF) ERB IL CLE! eS )MTRER 
的 子 环 . 

3. H(F)— {nx 
E Sr}. | 

实 全 纯 环 在 亚 序 域 上 有 类 似 的 推广 ,并 且 有 相 
应 的 结果 . 

高 层 序 (ordering of higher level) — 3X AY FF CIE 
锥 ) 概 念 的 推广 . 它 引 起 人 们 对 域 中 元 素 的 偶 次 寡 方 
和 的 讨论 ,从 而 导致 出 广义 的 阿 廷 - 施 赖 埃 尔 理论 . 
高 层 序 由 贝克 尔 (Becker,E. ) 首 先 引 进 并 加 以 研 
究 , 从 而 获得 一 系列 结果 . WT ARR BP 
个 n 层 序 是 一 个 满足 下 列 条 件 的 子 集 P:P 十 PCS 
P,P—PN(O)JESETA RE F 的 一 个 子 群 ,使 得 一 1&P 
HERE F/P 是 循环 群 ,其 阶 能 整除 2n. 1 层 序 即 为 
普通 的 序 , 凡 层 序 n 之 1 者 ,统称 高 层 序 .在 上 面 的 情 
AP ARR EP 的 阶 为 2m AP lamin, WI sy 
P 是 域 让 的 一 个 恰好 m 层 序 . 当 域 有 一 个 (恰好 ) 
n 层 序 PP 时 , 常 称 (F,P) 是 一 个 (恰好 )n 层 序 域 . 对 

一 个 域 是 否 有 高 层 序 这 一 问题 ,贝克 尔 证 明了 下 
面 的 结果 : 

1.8 F RS 层 序 , 当 且 仅 当下 是 形式 n 实 的 
(formally n-reaD , 即 不 存在 形 如 一 1 = ai (a; € 
F) 的 等 式 , 当 且 仪 当 下 在 通常 意义 下 是 形式 实 的 . 

2 F RAR Rm (ODER. 4MAMY FE 
实 的 ,并 且 之 天 入 之 到 ,此 处 和 是 某 个 大 于 1 的 自 

平行 于 高 层 序 这 一 概念 ,可 相应 地 引入 高 层 亚 
序 等 概念 ,并 有 相应 的 结果 . 

恰好 层 序 (ordering of exact level) 见 “ 高 层 
F”. 

高 层 亚 序 (preordering of higher level) 
Em. 

高 层 序 的 忠实 扩张 (faithful extension of an or- 
dering of higher level) 高 层 序 域 保持 恰好 层 的 扩 
sk. 设 (F,P) 是 一 个 高 层 序 域 ,K 是 下 的 一 个 域 扩 
张 . 若 玉 有 一 个 高 层 序 P* E P'nEF-P,.W 
P" 是 PP 在 KK 上 的 一 个 扩张 ,或 称 (K,P*) 是 (F,P) 
的 一 个 (高 层 ) 序 扩张 . 此 时 ,由 于 F/P( 实 FP*/P*) 


e (140- x45) '|InEN,XEF,s 


见 “ 高 


F 域 


B EX AGE K/P' PU P 的 恰好 层 不 超过 P* 的 
恰好 层 . 一 般 地 ,两 个 恰好 层 未 必 相 等 . A ie F= 
Q,K 一 Q(x), 其 中 xz 是 有 理 数 域 Q 上 的 未 定 元 ,由 
T cs& XEKNBSBIAELMXKRUMNKUS. h 3 Beck- 
er,E. ) 的 结论 ,对 于 大 于 LAER B AA mK 总 有 
恰好 m 层 序 P* SRM P=P* OF 只 能 是 通常 的 序 . 
对 于 上 面 的 情况 , 春 己 的 恰好 层 等 于 P' 的 恰好 层 ， 
则 称 已 "是 已 在 天 上 的 一 个 忠实 扩张 ,或 称 (天 ， 
P* ) 是 (FF,P) 的 一 个 忠实 扩张 . 

高 层 序 扩张 (extension of an ordering of higher 
level)” 见 “高 层 序 的 忠实 扩张 ”. 

高 层 序 域 的 实 闭 包 (real closure of an ordered 
field of higher level) ” 序 域 的 实 闭 包 在 高 层 序 域 上 
的 推广 . 这 类 实 闭 包 保留 普通 实 闭 包 的 一 些 特性 ,但 
在 某 些 方面 有 别 于 普通 实 闭 包 . 设 (F,P) 是 一 个 高 
层 序 域 ,(F,P) 的 一 个 实 闭 包 是 指 域 的 一 个 极 大 
代数 扩张 R, 使 得 P 在 R 上 有 忠实 扩张 .高层 序 域 
的 实 闭 包 总 是 存在 的 . Wb ARE. POW 
实 闭 包 , 则 P 了 在 R 上 只 有 惟一 的 忠实 扩张 . 然而 不 
同 于 普通 实 闭 包 , 恰 好 层 大 于 1 的 序 域 (Ff,P) 的 任 
意 两 个 实 闭 包 未 必 EH. 至 于 如 何 判别 两 个 实 闭 
HEB FAW. ARMM AC: Ber, PY 
两 个 实 闭 包 Ri 与 Rjé F 同 构 , 当 且 仅 当 对 于 任何 
HAC m, 

R” NF=R" NF. 
EW Ae Se by E a A DB E AE Ky E — T. 


¥ FR (semiordering) 一 种 条 件 较 通常 序 弱 的 
RRA. 域 的 一 个 半 序 是 Ff 的 一 个 子 集 S, 旦 满 
足下 列 条 件 : 

LETSE 

2.S(]—S— (0) ,H SU—S=F. 


因此 , 域 的 一 个 半 序 实际 上 是 加 群 的 一 个 序 所 
决定 的 正 元 素 集合 . 对 于 域 , 有 实际 意义 的 一 种 半 序 
是 所 谓 的 了 半 序 ,这 里 了 是 域 下 的 一 个 亚 正 锥 . 域 
F TEF SET. STS, WE S 为 人 半 序 ;一 
ST RF SALES, WER S 为 规范 的 . 亚 序 域 (F， 
了 ) 的 每 个 序 都 是 规范 的 了 半 序 ,但 反之 未 必 . ED 
F 的 每 个 规范 的 荆 半 序 都 是 F 的 序 , 则 称 了 是 一 
帕 施 正 锥 或 帕 施 序 . 4 TD ARX F 的 弱 亚 正 锥 Sr 时 ， 
规范 的 Sr 半 序 称 为 二 次 半 序 或 g RAPS AM Se 是 
骨 施 正 锥 时 , 称 下 是 一 个 帆 施 域 . 二 次 半 序 (9g 半 序 ) 
源 于 所 谓 的 无 帕 施 公理 几何 ,并 在 二 次 型 理论 中 有 
应 用 意义 . 

规范 半 序 (normal semiordering) — W,"^3E FR”. 

帕 施 正 锥 (Pasch pre-positive cone) W “Æ 
FR”. 

A HEE FR (Pasch preordering) — JL" 2E FE". 
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= ® + FF (quadratic semiordering) J) “Æ 
NA BEI (Pasch field) WMF”. 
SAP IX SAP field) 具有 某 种 特殊 性 质 的 ( 亚 


序 ) 域 .全称 为 “具有 强 通 近 性 质 的 ( 亚 序 ) 域 ” 设 
(FT ) 是 一 个 亚 序 域 , 知 序 空 间 X:(T) 的 任意 两 个 
不 相交 的 财 子 集 4 AB JEn] VATERS B MA ae, 
使 得 ACH,(a), m BCH, (—a) WRF.) 
个 SAP 亚 序 域 ,或 称 了 是 一 个 SAP WF. SAP F 
序 域 有 许多 重要 的 刻画 ,上 略 举 如 下 :对 于 亚 序 域 (F， 
TO. FEL SUR E Se f : 

1.7 是 SAP 亚 序 . 

2.7 是 帕 施 序 . 

3. T 满足 所 谓 的 “ 弱 通 近 性 质 ?:Xr(7) 中 任意 
序 了 与 任 一 不 包含 PP 的 闭 子 集 可 分 离 . 

4. 对 于 相 异 Pi,P;,P;, PE XOT), P, 与 {Py， 
P,,P,) 可 分 离 . 

由 此 可 见 , 帕 施 序 与 SAP 亚 序 是 名 异 义 同 的 两 


个 概念 . 特别 地 , 当 域 的 弱 亚 序 是 SAP 亚 序 时 ， 


Bp F 是 一 个 SAP 域 . 

有 强逼 近 性 质 的 ( 亚 序 ) 域 ((preordered) field 
with the strong approximation property) Ji“SAP 
&". 

SAP W FF i (SAP preordered field) 
域 ”. 

SAP (SAP preordering)” 见 “SAP i”. 

ED 域 (ED field) 一 类 在 二 次 型 理论 中 有 应 
用 价值 的 域 ,全 称 为 “ 有效 对 角 化 域 ”. ELE. EB 
每 个 二 次 型 可 有 效 对 角 化 , 即 上 每 个 二 次 型 有 这 
样 的 一 个 对 角 化 ;《ai,a;,，… san) ,其 中 

H Ca): CH (a,), 
则 称 F 是 ED B». 4 F ARSC. Ae A Xr 
为 空 集 , 所 以 认定 下 是 一 个 ED 33. S; ED 3i SAP 
域 之 间 有 密切 关系 ;一 个 实 ED 域 必 是 SAP 域 ;一 
TERE ED R, BM XR DB E CE 
见 “ 毕 达 哥 拉 斯 闭 包 ”) 是 SAP R. 

有 效 对 角 化 域 (effectively diagonalizable field) 
“ED m". 

欧 几 里 得 域 (Euclidean field) 简称 欧 氏 域 . 一 
类 特殊 的 实 域 . 设 眉 是 一 个 实 域 . 知 对 于 每 个 0 关 a 
EJ,a 或 一 a 二 者 必 有 且 仅 有 一 个 是 尺 中 的 完全 平 
HMP F EKRIR. KRR F RAFS, B 
a>0 HHAH a=b, bEF 且 2 尖 0. 但 仅 有 一 个 序 
的 域 并 不 一 定 是 欧 氏 域 , 如 有 理 数 域 Q. 

遗传 欧 氏 域 (hereditarily Euclidean field) kk 
氏 域 的 子 类 . 一 个 欧 氏 域 下 , 知 它 的 每 个 为 实 域 的 代 
数 扩张 都 是 欧 氏 域 , 则 称 F 是 遗传 欧 氏 域 .F 成 为 
遗传 欧 氏 域 , 当 且 仅 当 和 它 的 每 个 成 为 实 域 的 代 
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数 扩张 都 只 有 一 个 序 . 实 闭 域 自然 是 遗传 欧 氏 域 . 

欧 几 里 得 闭 包 (Euclidean closure (hull) 简 
称 欧 氏 闭 包 . 实 域 的 实 二 次 闭 包 . 它 与 二 次 闭 包 的 关 
系 类 似 于 实 闭 包 与 代数 闭 包 的 关系 . LMP HT 
代数 扩张 RAF 的 一 个 欧 氏 闭 包 ,是 指 E 是 极 小 
BJ EX E38, BB E 的 任何 一 个 包含 F 的 真子 域 不 再 是 
欧 氏 域 .一 个 实 域 的 欧 氏 闭 包 总 是 存在 的 . 事实 上 ， 
z; BOE SOS F 的 一 个 实 闭 包 R, 则 R 中 包括 R AS 
在 内 的 所 有 F 的 欧 氏 扩 域 的 交集 即 为 的 一 个 欧 
KRAE. 对 于 欧 氏 财 包 , 尚 有 如 下 刻画 ;者 (2) 表 示 
实 域 下 的 二 次 闭 包 ,五 是 下 的 一 个 代数 扩张 , 且 
F(2) 与 五 在 同一 个 代数 闭 域 内 , 则 下 列 叙 述 是 等 价 
的 : 

LE fé F 的 一 个 欧 氏 闭 包 . 

2. E 是 欧 氏 域 , 且 ECFC2). 

3E CSFOD AFO E]=3; 

4.ECF(2),H 1<LFC2) : E ]« oo. 
正如 实 域 的 实 闭 包 在 同 构 意义 下 不 是 惟一 的 ,一 个 
实 域 的 欧 氏 闭 包 也 未 必 惟 一 . 鉴于 序 域 的 实 闭 包 的 
惟一 性 ,从 而 引进 了 “ 序 域 的 欧 氏 闭 包 ”这 一 概念 .一 
个 序 域 (fF,P) 的 欧 氏 闭 包 是 的 这 样 一 个 欧 氏 闭 
包 , 其 惟一 序 是 序 P 的 一 个 扩张 . 序 域 (F,P) 的 欧 
氏 闭 包 是 存在 的 ,同时 在 F 同 构 的 意义 下 是 惟一 
Hg. 

毕 达 哥 拉 斯 域 (Pythagorean field) 一 类 重要 
的 实 域 . 一 个 实 域 F 称 为 是 毕 达 哥 拉 斯 域 , 是 指 :大 
+F°CF’ RE F’={2’|czeF}. PRM F BR 
毕 达 哥 拉 斯 域 , 当 且 仅 当 FP 是 它 的 弱 亚 正 锥 . 欧 氏 
域 `. 实 闭 域 都 是 毕 达 哥 拉 斯 域 . 毕 达 哥 拉 斯 域 的 一 个 
重要 刻画 是 :; 域 为 毕 达 哥 拉 斯 域 ,当日 仅 当 一 1& 
F’, H FRA 4 RPMS ok. 毕 达 哥 拉 斯 域 具 有 所 
请 的 “下 降 ” 性 质 : 毕 达 哥 拉 斯 域 的 任何 一 个 满足 
LF : E ]«Coolf] Ft E th 5E 3 BENT IR. 

EE 3A SFr Hr B] & (Pythagorean closure (hull?) 
SEA) Be) BY Se GA BELT SK. a F 是 一 个 实 域 ,0 
是 它 的 代数 闭 包 , 则 五 在 2 中 的 任何 一 个 实 闭 包 都 
E F REKRAI ik. E Pye OPA F OE 
达 哥 拉 斯 扩张 的 交集 , 则 称 FE F 的 一 个 毕 达 哥 
拉 斯 闭 包 . 此 外 , 实 域 f 的 毕 达 哥 拉 斯 闭 包 在 同 
构 的 意义 下 是 惟一 的 . 实际 上 ,fw 是 0 中 所 有 FF 的 
欧 氏 闭 包 的 交集 . 这 一 事实 说 明了 毕 达 哥 拉 斯 闭 包 
与 欧 氏 闭 包 之 间 的 密切 关系 . 

n HE ik n HT (n-Pythagorean field) 高层 
毕 达 哥 拉 斯 域 . 它 是 出 自 于 对 域 元 素 的 2n KRE 
成 的 集合 的 加 法 封闭 性 的 考虑 . 设 ”为 一 自然 数 . 一 
TER FRA n 毕 达 哥 拉 斯 域 ,是 指 

FF"--F"cF?, 
其 中 


F"—íx"|r€F). 

按 此 定义 , 毕 达 哥 拉 斯 域 即 为 通常 的 毕 达 哥 拉 斯 域 . 
对 于 自然 数 n, 实 闭 域 以 及 nn EFE RIS SC PH ABE n 
毕 达 哥 拉 斯 域 . 一 个 与 nn 毕 达 哥 拉 斯 域 有 关 的 颇 为 
惊奇 的 结果 是 ;对 于 自然 数 n 三 m, 一 个 n IK BL 

遗传 毕 达 哥 拉 斯 域 (hereditarily Pythagorean 
field) 具有 所 谓 “ 上 升 ? 性 质 的 毕 达 哥 拉 斯 域 . 若 一 
个 实 域 的 每 个 实 代 数 扩 张 都 是 毕 达 哥 拉 斯 域 , 则 这 
个 实 域 称 为 遗传 毕 达 哥 拉 斯 域 . 由 毕 达 哥 拉 斯 域 的 
“下 降 ” 性 质 知 , 一 个 遗传 毕 达 哥 拉 斯 域 自 然 为 毕 达 
哥 拉 斯 域 . 借助 于 绝对 伽 罗 瓦 群 ,遗传 毕 达 哥 拉 斯 域 
有 如 下 刻画 :一 个 实 域 玉 是 遗传 毕 达 哥 拉 斯 域 , 当 
且 仅 当 域 RC VI) 的 绝对 徊 罗 瓦 群 是 阿 贝尔 群 . 

EB HE A BF Hr super Pythagorean field) 
一 类 特殊 的 毕 达 哥 拉 斯 域 . 奋 一 个 毕 达 哥 拉 斯 域 的 
弱 亚 正 锥 是 一 个 而 锥 , 则 称 此 域 为 超 毕 达 哥 拉 斯 域 . 
毕 达 哥 拉 斯 域 与 超 毕 达 哥 拉 斯 域 定 义 不 同 而 后 来 发 
现 彼此 等 价 的 一 个 概念 是 所 谓 的 “ 超 ( 严 格 ) 毕 达 哥 
拉 斯 域 ”一 个 实 域 称 为 超 ( 严 格 ) 毕 达 哥 拉 斯 域 ,是 
指 它 的 每 个 实 二 次 扩张 是 毕 达 哥 拉 斯 域 . 超 ( 严 格 ) 
毕 达 哥 拉 斯 域 具 有 如 下 刻画 性 质 : 一 个 实 域 下 是 超 
Cr te ERA Sth. MARY PF 在 它 的 二 次 闭 包 
中 的 每 个 实 扩张 都 是 毕 达 哥 拉 斯 域 . 

超 (P 4&O HE XA BE du Hp (super (strictly ) 
Pythagorean field) 即 “ 超 毕 达 哥 拉 斯 域 ” 

相对 遗传 毕 达 哥 拉 斯 域 (relative hereditarily 
Pythagorean field) 具有 相对 遗传 性 的 毕 达 哥 拉 斯 
域 . 这 类 域 在 概念 上 统一 了 几 类 特殊 的 毕 达 哥 拉 斯 
域 . 设 A 人 是 实 域 下 的 一 个 二 次 闭 的 伽 罗 瓦 扩张 . A 
F 在 人 中 的 每 个 实 扩张 都 是 毕 达 哥 拉 斯 域 , 则 称 F 
是 相对 入 的 遗传 毕 达 哥 拉 斯 域 . 在 上 面 的 定义 中 ,者 
^ dé F BY FRA GL. DU 23$ Bl 8t fe E A SEDENT LU 
和 人 是 五 的 二 次 闭 包 时 , 则 得 到 超 ( 严 格 ) 毕 达 哥 拉 斯 
域 . 相对 遗传 毕 达 哥 拉 斯 域 可 刻画 如 下 :一 个 实 域 FF 
Je TEE A BRL Pe BAR DLE, SANS MS LH 
AutCA /F CY — DOJ&Bs] N ZR E. 

B om 曾 广 兴 戴 执 中 
T A 杨 劲 根 


mf 论 


Bie (valuation theory) 域 论 的 一 个 重要 分 
支 . 它 是 研究 交换 代数 的 一 个 工具 . 特别 是 在 代数 数 
论 、 分 歧 理论 、 类 域 论 和 代数 几何 中 有 极为 重要 的 应 
用 .通常 的 赋值 可 分 为 加 法 与 乘法 赋值 两 类 ,有 时 简 


T fü it 


称 赋 值 .从 赋值 出 发 ,可 以 给 原来 的 域 一 个 拓扑 结 
构 , 使 之 成 为 拓扑 域 . 赋值 理论 向 始 于 届 尔 沙 克 
(Kürschák,J. ) 于 1913 年 发 表 的 论文 . 赋值、 赋值 域 
这 些 名 称 都 是 他 首先 引入 的 . 其 后 ,经 过 奥 斯 特 洛 夫 
斯 基 (Ostrowski,A.M. ) 等 人 的 工作 ,解决 了 届 尔 
沙 克 在 论文 中 提出 的 问题 ,并 发 展 了 这 一 理论 . 1932 
Fe, 7E S AR (Krull, W. ) 发 表 了 题 为 《一 般 赋值 理论 》 
的 基本 论文 ,从 而 葛 定 了 赋值 论 这 一 分 支 的 基础 . 时 
至 今日 ,赋值 理论 已 逐渐 越 出 了 “ 域 ” 的 界限 ,在 许多 
代数 结构 上 ,例如 群 、 环 .向量 空间 等 ,也 用 多 种 方式 
引进 赋值 ,并 由 此 对 这 些 结构 作 算 术 理 论 的 研究 . 此 
外 ,赋值 论 还 渗入 泛 函 分 析 的 领域 ,发 展 了 所 谓 非 阿 

44 xj {Á (absolute value) 一 个 域 到 实数 域内 
的 一 种 映射 . 它 是 通常 绝对 值 的 推广 . E 9 是 由 域 下 
到 实数 域 R 的 映射 , 称 8 为 尺 上 的 一 个 绝对 值 , 在 9 
满足 条 件 : 

1. V(a) 之 0,2(a) 一 0, 当 且 仅 当 a=0GR HE 
Ju). 

2. ab) — pa) plo). 

3. p(a+b)<Cmax igla) ,9(52) , Pa ber, 
C 为 一 常数 ,满足 OCC. 

注意 由 条 件 1,2,3 可 推出 三 角 不 等 式 , 即 

4. a+b) SKa) d- Gb). 
并 且 条 件 1.2.3 与 条 件 1.2.4 是 等 价 的 . 最 常见 的 
绝对 值 有 :通常 实数 域 的 绝对 值 |，| ,复数 域 上 的 
E. 

3E Boy d& K (8 £& x: (& (non- Archimedean absolute 
value) 亦 称 一 阶 赋值 .一 类 特殊 的 绝对 值 . 它 是 一 
种 非常 重要 的 类 型 . 知 gq 为 上 的 绝对 值 , 且 C=1， 
即 在 绝对 值 定 义 之 中 (参见 “绝对 值 ”) 条 件 3 变 为 

ga + b) xt max(9(a) ,9(5)) 

则 称 2 为 非 阿 基 米 德 绝 对 值 . 非 浅 显 的 绝对 值 为 非 
阿 基 米 德 绝对 值 的 充分 必要 条 件 是 :Ye) 委 1 对 每 
个 mEZ( 整 数 加 群 ),e 为 下 的 单位 元 . 特征 为 p 的 
域 上 只 能 有 非 阿 基 米 德 绝对 值 . 

— [Bir {É (valuation of rank 1) 
德 绝对 值 ” 

阿 基 米 德 绝 对 值 (Archimedean absolute value) 
与 非 阿 基 米 德 绝 对 值 相 排斥 的 另 一 种 绝对 值 . 设 9 
为 下 上 的 绝对 值 ,者 2 满足 三 角 不 等 式 

gla +b) < Gla) + po), 


即 “ 韭 阿 基 米 


但 不 满足 
gla + b) xc max(¢(a), 92)), 
则 称 8 为 阿 基 米 德 绝对 值 . o 为 阿 基 米 德 绝对 值 的 
Ft W^ BR: FE m € Z GE RIM. 使 
qne) >1, RP e AF 的 单位 元 . 把 绝对 值 区 分 为 
阿 基 米 德 绝 对 值 和 非 阿 基 米 德 绝 对 值 ,来 自 奥 斯 特 
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洛 夫 斯 基 (Ostrowski,A.M. ) F 1915 年 的 工作 . 

等 价 绝对 值 (equivalent absolute values) Jf 
称 绝 对 值 的 等 价 . 绝对 值 间 的 某 种 特定 关系 . EE IRI — 
BED SEX GO MWE 9 一 p; ， 其 中 > 为 正 
实数 , 则 称 Ae 为 等 价 的 绝对 值 . 通常 记 为 9 0. 
浅显 绝对 值 与 任何 非 浅 显 绝对 值 是 不 等 价 的 . 

浅显 绝对 值 (trivial absolute value) 一 种 特殊 
的 绝对 值 . ERA OM 1 A PAM F ER A x 
值 ,P(0) 王 0, 而 对 于 任意 的 a€ F— (01,92) —1 , BU 
称 2 为 下 上 的 浅显 绝对 值 . 

2 收敛 序列 (CP-convergent sequence) 关于 绝 
对 值 2 的 收敛 序列 . 设 8 是 域 尺 的 绝对 值 , (ca;)} 王 
idisdiy***sg4s v) A 的 无 限 序列 . A E 中 的 某 

个 元 素 < ,使 对 任意 的 实数 60. UH — A nmn n 
>n, Hf, glar — a) «e, MWR (a SKF PAF a. K 
Pia} dE PUM a. 152g 9 lima, — = a: 


gp 基本 序列 (gfundamental sequence )) JKR. 


2 柯 西 序列 . 它 是 关于 绝对 值 9 的 基本 序列 . 它 是 数 
Sipe eg ALPE E 
AF 的 绝对 值 ，{ (415455 t3 de F B — 7 ZG DR 
penta eel e>0, 总 可 找到 一 个 自然 数 
N ,使 得 当 标 号 SStZEN BI fo A €9Ca, —a,) «€, 则 称 
{a} 是 关于 9 的 基本 序列 . 蔡 域 在 某 个 一 阶 赋 值 
下 ,每 个 基本 列 都 有 极限 , 则 称 为 关于 赋值 的 完 
全 域 . 

o fa] F8 Fe 7 (Cauchy sequence) 
JJ". 

Wt (& AY Se & XX (complete field of valuation) 
见 “p 基 本 序列 ” 

6 F 8f (ordered multiplicative group) A 
全 序 的 一 个 交换 乘 ( 加 ) 群 .关于 有 序 乘 ( 加 ) 群 ,下 面 
两 个 定义 是 等 价 的 : 

1. 卫 是 一 个 阶 大 于 1 HCHO RE. BI D 
(1 C00) EE DP FUB HESS TE AME: 

1? 1€ ACOC A). 

2) 对 械 中 的 每 一 个 元 素 AA1LCA4O) WA AC 
人 或 者 4 'EA( 一 AEA). 

3) 4 对 乘法 (加 法 ) 封 闭 ， 
则 称 工 为 一 个 有 序 乘 ( 加 ) 群 ,或 者 称 为 由 A 所 定义 
的 有 序 乘 (加 ) 群 . 

2. 卫 是 一 个 交换 群 , 奋 卫 上 定义 了 一 个 二 元 关 
RSME FER: 

1) HFEA ACE FA ASA RA. 

2) 对 于 任意 两 个 4,uET, 有 4<u RA uÀ R 
M 

3) Æ Au 以 及 uA. WM A= 

4) Axzu.uxiv HA Av. 
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DE Au Ho HER ver mE 
Av&uv(A-d-vziud-v). 

有 序 交 换 群 在 赋值 论 中 有 很 重要 的 作用 . 

带 有 零 元 素 (co) 的 有 序 乘 (加 ) 群 (ordered mul- 
tiplicative (additive) group with 0(09)) FEA FR 
乘 ( 加 ) 群 上 添加 一 个 零 元 (co) 的 集合 ,并 在 此 集合 
上 加 上 适当 的 运算 与 序 . Ep D 2g — 178 HF R OD 
群 ,对 械 添 加 一 个 零 元 (oo), 它 与 荆 中 的 元 素 满足 
运算 规律 :0。 0—0,0A— 40— 0 (0 + co — 6o, A4- eo 
二 00 十 4 二 00); 又 对 每 一 个 AEF ,0« ACA o0) , Mi 
Fk DU {0} (PU co) A S70 (oo) A Fe He CI) FE. 

JE wz F BH Cisolated subgroup) IRR OTR. 
序 群 中 的 一 类 重要 子 群 . ROR HA BL 
的 子 集 , 若 对 每 个 4€ A,T 厂 中 所 有 处 于 4 与 4 !' 之 间 
的 元 素 uo A A Spm RASA uh 
F AMP AET HSn. 4 AFAT,H A 同时 
又 是 一 个 子 群 , 则 称 A 是 本 的 一 个 孤立 子 群 . 对 序 
群 卫 的 孤立 子 群 的 全 体 , 定 义 序 关系 "< "为 :AI < 
A HHN ACA. REFRA <”, Tr AMTF 
群 全 体 构 成 一 个 链 , 它 的 序 型 就 称 为 序 群 荆 的 阶 . 

fof (convex subgroup)” 即 “孤立 子 群 ”. 

序 群 的 分 段 (segment of an ordered group) 
见 “ 孤 立 子 群 ”. 

序 群 的 阶 (rank of an ordered group) 
立 子 群 ”. 

阿 基 米 德 序 群 (Archimedean ordered group) 
一 类 重要 的 序 群 . RECS) EX D BS EI 
TOR 4, 以 及 Ap>1, 恒 有 某 个 自然 数 ”使 得 TAG 
立 , 则 称 卫 为 阿 基 米 德 序 群 . 序 群 卫 是 阿 基 米 德 的 ， 
当 且 仅 当 它 的 阶 为 1. 每 个 阿 基 米 德 序 群 都 与 实数 
加 群 的 一 个 子 群 成 序 同 构 对 应 . 

域 的 赋值 (valuation of a field) ”从 域 到 序 群 的 
一 种 具有 特定 性 质 的 映射 . e F 为 一 个 域 ,TT 是 一 
个 序 群 . GAR 9: F—DULGODMW E: 

1.9 是 满 射 ; 

2. gla) 二 0 当 且 仅 当 4 二 0(F 的 零 元 素 ); 

3. pab)= 9(a)9Cb) ; 

4. a+b) max (Gla) ,9()2j ; 

WE pg 是 的 一 个 赋值 , 忆 是 2 的 值 群 .各 v-— 
1, V0z5a € F,9(00 —0, Wigs p H F 的 浅显 赋值 . 当 
DON —^MEHSEBI SE vSIF—DUGoJ HE I 
条 件 : 


J “DR 


l. v 为 满 射 ; 

2.v(a) 一 co 当 且 仅 当 a=0; 

3. v Cab) —vCa) 3 v CÓ) ; 

4.v(atb)=min{v(a),vb)}; 
WER v Æ F RI—^ DR. ORR be BR A LA T 
为 其 值 群 . 


值 群 (value group) 见 “ 域 的 赋值 ” 

浅显 赋值 (trivial valuation) 见 “ 域 的 赋值 ” 

加 法 赋值 (additive valuation) 见 “ 域 的 赋 
值 ”. 

tS RRA (Krull valuation) ” 见 “ 域 的 赋值 ”. 
WA (valuation ring) 满足 一 定 条 件 的 域 的 
FI 若 下 为 一个 域 ,有 为 严 的 一 个 子 环 , 对 于 正中 
的 每 一 个 非 零 元 4, 必 有 a 或 者 a eB, Mil BAF 
的 一 个 赋值 环 .下 的 每 个 赋值 都 能 确定 一 个 赋值 环 
(参见 “赋值 o 的 赋值 环 ”); 反 之 ,从 的 任 一 赋值 
环 , 也 可 以 定 出 ( 除 等 价 不 计 外 ) 惟 一 的 赋值 . 而 域 F 
本 身 称 为 浅显 赋值 环 . 带 有 赋值 或 赋值 环 B 的 域 
F, RARER. 用 (Ff EX CF BOXER. 
浅显 赋值 环 (trivial valuation ring) 
HR”. 

W {Ai (valued field) Il "WB ”. 

等 价 赋值 (equivalent valuations) 两 个 赋值 间 
群 分 别 是 Dore AT, 5 OD. 间 有 序 同 构 映 射 0, 使 
得 对 每 个 025a € F JH 

g(a) = 0o (a)), 
WE o o, 是 等 价 的 赋值 . 域 下 的 等 价 的 赋值 所 成 
的 类 与 域 的 赋值 环 之 间 存 在 一 一 对 应 . 

互 为 独立 的 赋值 环 (independent valuation 
rings) 赋值 环 间 的 一 种 关系 . 设 BiB: PEM F 
的 赋值 环 , 若 同 时 包含 B. B. 的 赋值 环 只 有 浅显 赋 
值 环 , 则 称 Bi. B; 为 互 为 独立 的 赋值 环 . 

赋值 的 独立 性 (independency of valuations) 
赋值 论 的 一 个 重要 概念 . 它 是 由 赋值 环 的 独立 性 而 
导出 的 概念 . 域 玉 的 两 个 赋值 pg Ae BETA 
值 环 B,, B, 是 互 为 独立 的 , 则 称 Gir 9» 为 互 为 独立 
的 . 


见 “ 赋 值 


不 可 比较 的 赋值 环 (incomparable valuation 
rings) 比 赋值 的 独立 性 较 弱 的 一 个 概念 . 设 域 F 
的 赋值 9. ,9, 其 赋值 环 分 别 为 BB. BAKA B, 
£B, VA BEB, 同时 成 立 , 则 称 由 ,凡是 不 可 比较 
的 赋值 , 且 BI. B; 是 不 可 比较 的 赋值 环 . 反 之 , 若 有 
B&B; uy B,C b, 成 立 , 则 称 QP» 是 可 比较 的 ， 
H Bi, B; 是 可 比较 的 赋值 环 . 

不 可 比较 的 赋值 (incomparable valuations) 
见 “不 可 比较 的 赋值 环 ” 

可 比较 的 赋值 (comparable valuations) 
可 比较 的 赋值 环 ”. 

可 比较 的 赋值 环 (comparable valuation rings) 
见 “ 不 可 比较 的 赋值 环 ”. 

赋值 9 的 赋值 环 (valuation ring of a valuation 
9 ”由 赋值 8g 所 确定 的 赋值 环 . 符 下 为 域 ,pg 为 F 上 
的 赋值 ,F 的 子 集 B= (algeXa 1) F 的 子 环 , 且 


见 “ 不 


BH fa i 


它 是 一 个 赋值 环 , 则 称 B, 为 赋值 2 的 赋值 环 . B, 的 
极 大 理想 称 为 赋值 2 的 理想 . 事实 上 ,这 个 理想 为 
M,— lalgXa) «1). H B, 5 M, BL GR Brw M, ER 
为 赋值 2 的 剩余 域 ， 

赋值 2 的 理想 (ideal of a valuation p) 
2 的 赋值 环 ”…. 
赋值 2 的 剩余 域 (residue class field of a valua- 

JL" RAE. 2 的 赋值 环 ” 
赋值 环 的 剩余 域 (residue class field of a valua- 
tion ring) 剩余 类 环 的 特殊 情况 . 即 赋值 环 与 其 极 
大 理想 所 构成 的 剩余 类 环 . 由 于 所 用 的 是 极 大 理想 ， 
所 以 是 个 域 , 称 此 域 为 剩余 域 . 

赋值 环 在 子 环 上 的 中 心 (center of a valuation 
rng ona subring) 子 环 的 特殊 素 理想 .已 是 域 
的 一 个 赋值 环 ,Ms 是 B 的 极 大 理想 ,R 是 下 的 一 个 
子 环 ,并 且 ROB. MIRA PON REBI—T XS 
想 , 称 它 为 B 在 R 上 的 中 心 . R 的 任 一 个 真 素 理 想 
都 是 某 个 赋值 环 在 R 上 的 中 心 . 

Wt (& AY ^y fit (decomposition of a valuation) 
赋值 论 的 重要 概念 . CA IB BT 1 的 赋值 分 解 成 较 
小 阶 赋值 的 合成 . 给 定 域 下 的 一 个 阶 二 1 的 赋值 v. 
HEEN T. BEAN B. 对 本 的 每 个 孤立 子 群 AX 
UD EP dB PS A 对 应 的 素 理 想 , 则 yg 可 以 确定 
F 的 另 一 赋值 4 , 它 以 T/A 为 其 值 群 , 商 环 Br 为 其 
REI. 在 v 的 剩余 域 上 有 一 个 值 群 为 A, 赋值 环 为 
B/P 的 赋值 .这 一 事实 称 为 赋值 9g 到 gy 及 c 的 剩 
余 域 上 一 个 赋值 g 的 分 解 , 并 记 为 gq 一 gd。9. 反 之， 
对 域 下 的 一 个 赋值 gf 及 c6 的 剩余 域 的 一 个 赋值 p 
AR F 的 一 个 赋值 9, 使 得 pg op oH 9 与 
9 所 定 的 合成 赋值 . 

合成 赋值 (composite valuation) 
解 ”. 

赋值 环 的 阶 (rank of a valuation ring) 刻画 
素 理 想 链 长 的 一 个 量 . 在 赋值 环 B 中 ,所 有 的 非 零 
素 理 想 能 按 集合 包含 关系 组 成 一 个 链 , 这 个 链 的 序 
型 就 称 为 B 的 阶 . 

有 限 阶 赋值 环 (valuation ring of finite rank) 
赋值 环 的 特殊 类 . 具有 有 限 个 非 零 真 素 理 想 的 赋值 
环 , 称 为 有 限 阶 赋值 环 . 只 有 一 个 非 零 真 素 理想 的 赋 
值 环 称 为 一 阶 赋值 环 . A o Ak F 的 赋值 , 则 2 的 阶 
就 是 它 的 赋值 环 的 阶 . 

— Br OR (A EA (valuation ring of rank one) 见 
“有 限 阶 赋值 环 ”. 

It {A AY By Crank of a valuation) 
值 环 ” 

— Br BS Bir fi (discrete valuation of rank one) 
一 种 值 群 为 整数 加 群 的 赋值 . 设 下 为 一 个 域 ,p 为 下 
上 的 赋值 . 若 2 的 值 群 为 整数 加 群 , 则 称 yg 为 的 一 
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见 “ 赋 值 


tion) 


见 “ 赋 值 的 分 


见 “ 有 限 阶 赋 


域 论 与 伽 罗 瓦 理论 


阶 离散 赋值 . 

SF 7K UR (A CHenselian valuation) 一 种 特殊 
的 赋值 . RF ERRE, EE FERRET SE 
上 都 只 有 惟一 的 拓展 . 此 时 ,对 应 的 赋值 环 满足 享 泽 
尔 条 件 . 享 泽 尔 赋值 在 研究 多 项 式 分 解 中 有 重要 作 
用 . 、 
享 泽 尔 赋 值 环 (Henselian valuation ring) R 
A F EOE A. F EAE BL BM 
定 的 正规 赋值 gs A PER WR B 为 享 泽 尔 赋 
值 环 . 

享 泽 尔 条 件 (Henselian condition) — # 5j zx 
泽 尔 赋值 环 等 价 的 条 件 . 设 B 是 局 部 环 ,MMs 是 它 的 
极 大 理想 ,f= 二 B/Ms 是 它 的 剩余 域 ,x 是 从 B 到 FF 
的 正规 同 态 映 射 ( 即 对 于 每 个 65€ B,x(5b) 二 5 十 
Ms). B 满足 以 下 条 件 : 设 

f(x)=x ar” +H. +a EBU] 
H. 
f'G) = r + nla e! + e + anla) € Flr]. 
4 fG—gGhG)OodÉfGOMtEFlix]EB-—A4T^ 
f RPE) AC) ARMS 1 UE BLxj 的 
首 1 多 项 式 gle) ,h(x) 满 足 :f(x)= 二 g(x)*。 有 h(x) 且 
g'ux-—giG, h'(i)-—h(G). 

此 时 , 称 召 满足 享 泽 尔 条 件 . 

享 泽 尔 域 (Henselian field) 亦 称 享 泽 尔 赋值 
域 . 一 种 重要 的 赋值 域 .各 8 是 域 环 的 一 个 享 泽 尔 


赋值 , 则 称 赋值 域 (F ,py) 为 亨 泽 尔 域 ,或 称 亨 洋 尔 赋 


ER. 对 于 襄 泽 尔 域 (F ,9) 的 任何 代数 扩张 ,yp 在 
K 上 只 有 惟一 的 拓展 Y ,此 时 (天 ,%) 也 是 享 泽 尔 域 . 
TEPER.) FORAY oS try Ma, He 
赋值 都 是 反 享 泽 尔 赋值 . EE CF ,9) 的 赋值 域 扩张 (K， 
HETE ERR, MK. p) ERER CE, OWE 
渗 尔 扩张 .在 早期 的 文献 中 , 享 泽 尔 域 被 称 为 相对 完 
全 域 , 这 个 概念 最 初 来 目 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 (Ostrows- 
ki, A. M. ) 于 1932 年 对 一 阶 赋值 域 的 研究 . 

= 3X URBE CHenselian valued field) 
泽 尔 域 ” 

享 泽 尔 扩 张 (Henselian extension) 
尔 域 ”. 

赋值 域 扩 张 (extension of a valued field) JA 
“FRR”. 

相对 完全 域 (relatively complete field) 
泽 尔 域 ”. 

享 泽 尔 化 (Henselization) 赋值 域 的 最 小 享 泽 
尔 扩张 . 设 (K,y) 是 赋值 域 (F ,9) 的 一 个 赋值 扩张 ， 
化 : 

1. CK yh) te ERM. 
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Rx 


WU mE 


E 


2. 天 是 下 的 一 个 代数 扩张 . 

3. 阁 (K',Y ) 是 (F ,9) 的 一 个 享 泽 尔 扩张 , 则 存 
在 一 个 惟一 的 单一 同 态 4:K 一 K' ,使 得 有 

P AX)) = 9G G € K). 

TE fa] WR (a CF, O BB FF TE T VE ZR 16 s Tf EL ER AT 
足 上 述 条 件 3 的 下 同 构 外 是 惟一 的 . 亨 泽 尔 化 可 以 
通过 分 解 域 而 获得 , 它 是 域 尺 上 的 可 分 代数 扩张 . 
享 泽 尔 化 是 原 赋值 域 的 紧 接 扩张 . 

n *iEmRUÍ(ÉG-Henselian valuation) 一 种 
特殊 的 赋值 . 赋值 环 满足 ” 享 泽 尔 条 件 的 赋值 . 这 种 
赋值 又 可 作 如 下 的 刻画 ;pg 成 为 域 下 的 一 个 nn 训 泽 
尔 赋值 , 当 且 仅 当 对 于 下 上 任何 ”次 扩 域 玉 ,p 在 天 
上 只 有 惟一 的 拓展 . SCHR TBE: ANF FPF 
的 任何 次 可 分 扩 域 KK,p 在 K LIA n SASH 


的 拓展 , 则 称 8g 为 n 反 亨 洋 尔 赋 值 . 各 对 于 每 个 正 整 


数 ,都 有 上 述 情 形 出 现 , 则 称 8g 为 F 的 一 个 反 亨 泽 
尔 赋 值 .8 成 为 反 享 泽 尔 赋值 的 一 个 充分 必要 条 件 
是 :2 是 饱和 的 和 无 亏损 的 . 

反 享 泽 尔 赋值 Canti-Henselian valuaiton) J) 
"n SE PERRA C. 

n R F UR (B G-antihenselian valuation) 
见 “n FYE AMA”. 

+ W g Fe (Newton’s polygon) 一 阶 享 泽 尔 
域 上 多 项 式 可 约 性 的 一 种 判别 法 . 设 (F,v) 是 一 阶 
FERR, 取 加 法 赋值 ,对 于 上任 一 多 项 式 

f(X)=aoX’ 二 alX” 十 … 十 a。 (aoa 天 0)， 
可 以 在 实 平面 上 定 出 至 多 nn 十 1 个 有 限 点 (i,v(a,)); 
当 aj 二 0 时 ,(j,o0) 将 不 计 入 ( 见 图 1). 由 所 设 aa, 
了 关 0,《0,v《ao)) 和 (nn,v《a,)) 分 别 是 图 中 最 左 和 最 右 


图 1 图 2 

的 点 . 自 (0,z(ao)) 出 发 , 自 左 至 右 ,连结 图 中 的 点 可 
以 作出 一 个 凹 向 上 的 多 边 形 ,使 得 图 中 其 余 的 点 都 
位 于 多 边 形 的 上 方 ( 见 图 2), 称 这 样 得 出 的 多 边 形 
为 1(X) 的 牛顿 多 边 形 . 与 f(X) 的 牛顿 多 边 形 的 每 
条 边 相 对 应 的 ,有 SOE F EW PSA. 因此 ， 
当 A(X) 的 牛顿 多 边 形 有 so DAUM. SOE F 
上 必定 是 可 约 的 .但 当 边 数 为 1 时 , 却 不 能 据 此 断言 
f(X) 在 上 是 不 可 约 的 . 

非 分 歧 扩 张 (unramified extension) ”赋值 域 的 
一 类 重要 扩张 . 设 天 是 域 下 的 一 个 扩张 且 赋 值 域 
CF 99 C CK 40 E py 的 值 群 和 剩余 域 分 别 为 ,A 
和 天 ,天 , 则 称 群 指数 (4 : DAY RT F 的 分 歧 指 


数 , 通 常 记 为 eC(y1F). M.A K/F 是 代数 扩张 , 则 称 
扩张 次 数 LK : F | y RAF F 的 剩余 次 数 ,和 常 记 为 
OIF). 4e¢|FO=1 BE, ER CR WEE OR — 
非 分 歧 扩 张 ; 当 
e(|F)—f(9|F)—1 

时 , 称 (K,y) 是 (F ,9) 的 一 个 紧 接 扩张 .一 阶 赋值 域 
(F ,9) 的 完全 化 域 (F,P) 是 (F,y) 的 一 个 紧 接 扩 张 . 
这 是 紧 接 扩张 的 一 个 重要 的 例子 . 若 少 的 赋值 环 为 
C, Wel OAS YFP CA eCom FCC | 
F). 

4j I JR AW (ramification index) 
sk". 

剩余 次 数 (residue degree) 见 “ 非 分 歧 扩 张 ” 

紧 接 扩张 (immediate extension) 见 “ 非 分 歧 
pe 

BARA EX fundamental inequality) 一 种 特 
殊 不 等 式 . 指 给 出 赋值 拓展 时 ,分 歧 指数 、 剩 余 次 数 
与 域 扩张 次 数 之 间 的 重要 联系 . 知 ( 居 ,8B) 是 赋值 域 ， 
K/F 是 有 限 代 数 扩张 ,多 (K : BÆ BEKLER 
拓展 所 成 的 集 , 则 

[K : F] > 


见 “ 非 分 歧 扩 


>) €C|F»KC|F). 


C€ ZG (K,B) 


该 不 等 式 称 为 赋值 拓展 的 基本 不 等 式 . 
无 亏损 赋值 环 (defectless valuation ring) 对 
于 某 个 代数 扩张 ,使 得 在 赋值 拓展 的 基本 不 等 式 中 
等 号 成 立 的 一 类 赋值 环 . 设 B 是 域 的 一 个 赋值 
环 ,K 是 下 的 一 个 有 限 扩 张 ,大 
Sle(C|F) + f(C|F) = [K : F], 


其 中 C Ram B 在 KK 上 的 全 部 拓展 , 则 称 赋值 环 B 
(或 对 应 的 赋值 ) 对 于 天 是 无 亏损 的 . 无 亏损 性 具有 
如 下 的 传递 性 质 ; 若 为 Ff 和 KK 的 中 间 域 , 则 B 对 
于 天 BATH SAMY B 对 于 EE 是 无 亏损 的 ， 
且 B 在 Ek 上 的 每 个 拓展 对 于 是 无 亏损 的 . 一 般 
地 ,对 于 的 任意 一 个 代数 扩张 ,车 B 对 于 下 在 
工 中 的 任何 有 限 扩张 都 是 无 亏损 的 , 则 称 B 对 工 是 
无 亏损 的 . 在 此 定义 中 , 奇 工 是 的 可 分 闭 包 时 , 则 
Fk B 是 无 亏损 的 ; 奉 工 是 F 的 代数 闭 包 时 , 则 称 B 
是 全 无 亏损 的 . 赋值 环 为 无 亏损 (全 无 亏损 ) 的 赋值 
称 为 无 亏损 (全 无 亏损 ) 的 赋值 . 

全 无 亏损 赋值 环 (totally defectless valuation 
rng) 见 “ 无 亏损 赋值 环 ” 


无 亏损 赋值 (defectless valuation) 见 “ 无 亏损 
RAH”. 

全 无 亏损 赋值 (totally defectless valuation) 
见 “ 无 亏损 赋值 环 ”. 


i| 4*4 HK (tamely ramified extension) 一 类 
包括 非 分 歧 扩 张 在 内 的 代数 扩张 . 设 (K,C) 是 赋值 


Mm 值 it 


域 (F,B) 的 一 个 代数 扩张 ,Ff ALK 和 AA 分别 是 赋 
值 环 B,C 的 剩余 域 和 值 群 , 且 p ER F RIE. £ 
K 是 下 的 可 分 扩张 , 且 商 群 A/ 卫 是 一 个 无 之 群 ( 即 
AS p 阶 元 素 的 群 ), 则 称 (K,C) 是 赋值 域 (F,B) 的 
一 个 驯 分 歧 扩 张 . 驯 分 歧 扩 张 具 有 如 下 的 传递 性 质 . 
BERFAK 的 中 间 域 , 则 (K,C) 是 (Ff,B) 的 一 个 
Dip ike sk S4 BUR CK OEE, CADRA 
Pook, ACE.CO EEC, B) BIA EET 5K. 

全 分 歧 扩 张 (totally ramified extension) 一 类 
有 限 赋 值 域 扩张 . 它 是 与 非 分 歧 扩 张 相反 的 概念 . RÀ 
fA S CF, BOBI— T ABR 9 IKK, CO a at E dS 
e(C|F) -[K : F], MEKE P KA Ar 3k. 此 
NH B IIF K EASA, H CEBEK 上 的 惟一 
拓展 . 

可 许 享 泽 尔 扩张 (allowable Henselian exten- 
sion) 一 类 重要 的 亨 泽 尔 扩张 . 借助 这 类 扩张 , 欲 
求 赋值 环 在 某 个 有 限 扩 张 上 的 拓展 个 数 , 只 须 考察 
此 有 限 扩 张 到 代数 闭 扩 张 中 般 和 人 的 相应 等 价 类 的 个 
数 . 设 天 是 域 下 的 一 个 代数 扩张 ,2 是 包含 下 的 一 
个 代数 闭 域 ,用 Mon( 天 ,02 天) 表示 所 有 从 天 到 吃 
内 的 政 藤 入 组 成 的 非 空 集合 .对 于 五 在 0 中 的 一 个 
扩 域 ,可 规定 Mon(K ,21 天) 上 一 个 等 价 关系 ~ : 
XI 0,,06;,€ Mon(K ,Q| F) XB o€ AutCQ/P) , fi 
得 0, — a0, , Wi] 0, —* 6, ,. 由 等 价 关 系 ~ 所 决定 的 等 
价 类 组 成 的 集合 记 为 Mong CK, Q| F). E CF, BE 
赋值 域 ( 玉 ,号 ) 的 一 个 在 2 内 的 享 泽 尔 扩张 ,并 且 
多 (K;B) 表 示 B 在 K 上 全 部 拓展 所 成 的 集合 . 规定 
一 个 从 MonzC(K ,Q|F)3 ACK; BOWE (ER 

0€ Monz(K,Q|F), 0—0  (0CKOnIg(B)), 
其 中 In DRA B 在 Q 内 的 整 闭 包 . 这 个 映射 是 满 
射 , 但 不 一 定 是 单 射 . ET AER E Je — TS RES ER 
(下 ,五 ) 是 天 可 许 的 ; 若 对 于 每 个 代数 扩张 KK, (FF， 
B) BE K WAY WRK BREF, BMT 
享 泽 尔 扩 张 . 任 一 赋值 域 都 具有 可 许 亭 泽 尔 扩张 , 例 
如 , 它 的 享 泽 尔 化 (Henselization). 对 于 一 阶 赋值 
域 , 它 的 完全 化 也 是 一 个 可 许 享 泽 尔 扩张 . 


K 可 许 扩 张 (K-allowable extension) J “ay 
许 享 泽 尔 扩张 ” 
初始 指数 (initial index) 刻画 赋值 域 扩张 中 


值 群 的 正 元 素 的 个 数 . RKC) BAR, BD 
一 个 有 限 扩 张 , 且 卫 ,4 分 别 是 赋值 环 B,C 对 应 的 
(加 法 ) 值 群 .集合 {6€E A106<7Y, 对 于 本 中 每 个 正 
元 素 7} 的 元 素 个 数 称 为 C 关于 下 的 初始 指数 , 且 记 
为 e(C1F). 初始 指数 适合 不 等 式 
DLseC|F)s eG P). 

45} Rg (decomposition group) WE BLEERJ— 
个 子 群 . 它 使 得 这 个 正规 扩张 的 某 个 赋值 环 稳定 不 
变 . N 是 域 下 的 一 个 正规 扩张 ,C 是 N 的 一 个 赋 
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域 论 与 个 罗 瓦 理论 


值 环 . 在 伽 罗 瓦 群 Aut ON / F) rn TR 
G*^(C,F) = (ec € Aut(N/F)|e(C) = C) 
组 成 一 个 子 群 . AF RRA CRT F 的 分 解 群 . 分 
REG COE N 中 的 固定 子 域 称 为 C 关于 五 的 
分 解 域 . 
分 解 域 (decomposition field) — D," 4f RE”. 
惯性 群 (inertia group) 分 解 群 的 一 个 正规 子 
BF. 它 所 决定 的 商 群 同 构 于 相应 的 剩余 域 的 伽 罗 瓦 
群 . 若 N 是 域 下 的 一 个 正规 扩张 ,C 与 工分 别 为 N 
的 一 个 赋值 环 与 对 应 的 位 ,并且 N F 分 别 是 赋值 环 
C.C[|F HR a. WN Æ F 的 正规 扩张 , 且 有 一 
个 从 分 解 群 G* CC FO S EGRE Aut(N/F) 的 满 同 
AS ,使 得 对 
c€G(C,F), 
4AM 
a(x(x))-—m(o(x), VWrEC. 
AA 9 的 核 称 为 C 关于 FF 的 惯性 群 , 记 为 G*(C， 
F). 惯性 群 可 如 下 给 出 : 
G'(C,F) —(o € Aut(N/F) |o(x) 
一 EM-VZzEC 
其 中 Me Æ C 的 赋值 理想 . 惯性 群 G (C.F) EN 中 
的 固定 子 域 称 为 CRT F 的 惯性 域 . 
惯性 域 Gnertia field) W RERE”. 
分 歧 群 (ramification group) 惯性 群 的 一 个 正 
规 子 群 . 它 所 决定 的 商 群 同 构 于 某 个 有 关 的 特征 标 


po)=o€ AutCN/F) 


群 . 设 N EMP 的 一 个 正规 扩张 ,C rN 分 别 是 


N 的 一 个 赋值 环 与 对 应 的 位 .剩余 域 ,A, 王 分 别 是 
赋值 环 C,CNF 的 (加 法 ) 值 群 . 阁 g 是 与 C 对 应 的 
赋值 , 则 2 诱导 一 个 从 N 到 A/D 的 群 同 态 映射 w, 
使 得 
(zxz) 一 PCz) 十 PEA/ 了 有 (Nx€ ND. 
BORN 的 代数 闭 包 , 且 Haa DER A/D 3 
N 内 的 特征 标 群 , 则 存在 一 个 从 G (C,F) 到 HaCA/ 
DP) ATLAS y, 使 得 对 任意 o€G'(C,F), 有 
plo) = o € Ho(A/T) 
4 ALY Go) —zG olr)), WEN. WAR 
5j] y 的 核 称 为 C 关于 FF 的 分 歧 群 , 记 为 G CC. F). 
Sy ERE G^ (CC ,FA) 的 构造 可 按 如 下 方式 给 出 : 
G'(C,F) = (o € Aut(N/F)|x tolx) 
—]1€ M,Vx€N), 
其 中 Mc 为 C 的 赋值 理想 . 分 歧 群 G (CL FOTE N 中 
的 固定 子 域 称 为 C AT OF 的 分 此 域 . 
分 歧 域 (ramification field) WM“ IEEE". 
fi F0 UR fü saturated valuation) 在 代数 扩张 
下 , 值 群 与 剩余 域 都 保持 不 变 的 一 类 赋值 . 设 是 域 
F 的 一 个 加 法 赋值 , 忆 和 天 是 对 应 的 值 群 和 剩余 
域 . 对 于 自然 数 ” 若 对 于 任意 包含 也 的 序 群 人 以 及 
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F 的 任 一 有 限 扩 张 天 , 恒 有 

(A: r). [K : F ]n. 
WE 9g 是 饱和 赋值 . 又 ,者 对 于 每 个 大 于 1 的 自然 
Ze n, IRE p AE n 饱和 赋值 , 则 称 g 是 饱和 赋值 . 一 
个 赋值 是 饱和 的 , 当 且 仅 当 它 的 值 群 是 可 除 群 ,同时 


其 剩余 域 是 代数 闭 域 . 

n t& F IRIE (n-saturated valuation)” 见 “饱和 
赋值 ” 

多 重 完 全 域 (multiply complete field) 一 种 特 


殊 的 代数 闭 域 . 若 一 个 域 尺 具有 两 个 不 等 价 的 一 阶 
TERE., URR F EZETA. 多 重 完 全 域 必 
然 是 代数 闭 域 . 

正规 赋值 (canonical valuation) 由 赋值 建立 
赋值 环 的 道 问题 所 决定 的 赋值 . 给 定 域 上 的 赋值 
环 B, 可 建立 上 的 赋值 gs ,使 得 gs 的 赋值 环 为 B. 
这 样 的 gs 称 为 B 确定 的 正规 赋值 , 正规 赋值 可 如 下 
建立 : 若 BAF 的 赋值 环 ,Vs 是 B 中 的 单位 群 ,FR* 
=F— {0}, Way C=F*/Ve RA ARH. ME oe: 
F—DU(Oo tr: 

pa(a)=aVs, q(0)—0, 

qs 称 为 由 B 所 确定 的 正规 赋值 . AMA F 的 一 个 赋值 
开始 , 先 得 出 它 的 赋值 环 B. BERE B 作出 它 的 正规 
赋值 ps, 则 9 与 os 等 价 . 

E M E (approximation theorem) 赋值 的 基 
本 定理 . 该 定理 断言 : 设 AG nO v ÆR PN ge 
两 两 独立 的 赋值 ,其 值 群 分 别 为 Diss r XI F 
F 中 任意 给 定 的 E 个 元 素 disas” sdg» 以 及 分 别 属 
于 ll, ,Ts 的 任意 元 素 Ais Azs ttt Ags DAR ae 
下 ,使 得 Ba 一 ca) 一 人 G=1,2.°°. g) KY. 

绝对 值 的 完全 化 域 (completion of field of ab- 
solute value) 含 某 个 域 的 最 小 完全 拓展 . 设 oH F 
上 的 绝对 值 ,p 为 域 的 绝对 值 , 若 满 足下 面条 件 : 

1.FCF,9|s= 9; 

2. 玉 关于 9 是 完全 的 ; 

3.F E F 内 是 稠密 的 ; 
WAR AF 关于 9 的 完全 化 域 . 完全 化 域 在 拓扑 同 
构 下 是 惟一 确定 的 . 

奥 斯 特 洛 夫 斯 基 完 全 域 定理 (Ostrowski theo- 
rem on complete fields) 刻画 阿 基 米 德 绝对 值 的 
完全 域 的 个 数 定理 . 该 定理 断言 : 阿 基 米 德 绝对 值 的 
完全 域 , 除 拓扑 同 构 不 计 外 ,只 能 是 实数 域 R 与 复 
数 域 C. 这 个 定理 也 可 以 表 为 以 下 的 形式 : 若 是 域 
F 的 一 个 阿 基 米 德 绝 对 值 , 则 存在 实数 r0 rx], 
以 及 由 下 到 复数 C 的 某 个 子 域 的 同 构 o, 使 得 有 

ex)—le(GO|l',. TEF, 

这 里 |。 | 是 复数 在 通常 意义 下 的 绝对 值 . 这 个 定理 
是 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 (Ostrowski, A. M. ) 于 1915 年 


获得 的 . 

45 Wr Sy FF 21 Cpseudo-convergent sequence) 
亦 称 伪 柯 西 序列 .9 收敛 序列 的 一 种 推广 . 设 {ag}pes 
是 赋值 域 (F,9) 中 的 一 个 序列 , 它 的 标号 集 B 是 无 
最 大 元 (最 终 元 ) 的 良 序 集 . 若 对 于 所 有 满足 A e 
v 的 标号 4,y,v 8A 

Pay— ar) 2 9(a,—a,) ， 

则 称 (a) se nd& CF ,9) 中 的 一 个 伪 收 敛 序 列 . 由 此 , 当 
A 取 定 后 ,对 所 有 的 uA. 9G, — a) aR] — ME, 
WN ao HART CEP EM MAH 8E B, 均 有 
qCc —ag) — as WIR c FE (ag? se nh — 71 TARR. 伪 收 
敛 序列 来 目 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 (Ostrowski,A. M.) 
1932 年 的 工作 ,用 以 构 作 一 阶 赋值 在 纯 超 越 扩 域 上 
的 拓展 . 20 世纪 40 年 代 , 卡 普兰 斯 基 (Kaplansky， 
1. ) 把 它 推广 于 任意 赋值 域 , 并 用 以 刻画 极 大 完全 
域 . 以 上 的 定义 是 依照 卡 普兰 斯 基 的 ,与 奥 氏 的 原始 
定义 稍 异 . 在 近年 的 文献 中 , 伪 收 敛 序 列 也 称 为 奥 斯 
特 洛 夫 斯 基 网 列 . 

伪 柯 西 序列 (pseudo Cauchy sequence) 
收敛 序列 ” 

伪 极 限 (pseudo limit) 见 “ 伪 收敛 序列 ”. 

奥 斯 特 洛 夫 斯 基 网 列 (Ostrowski net seque- 
nce) BU“ fac area)”. 

有 理 数 域 上 的 p 进 赋值 (p-adic valuations of 
the rational number field) HAM p 确定 在 Q 上 
的 一 种 非 阿 基 米 德 绝对 值 ( 赋 值 ). 若 OL <1, KT F 
每 一 个 有 理 数 a.a 一 定 可 以 被 写 为 a— mp" /n, $ 
Hom, p)=1,(7, p)=1, MEM pe) 一 .这 样 定 
义 的 28 是 Q 上 的 一 个 赋值 , 称 为 Q 上 的 » 进 赋值 . 
对 于 不 同 的 2, 用 上 法 定义 出 的 赋值 是 等 价 的 . 对 于 
有 理 数 域 Q 上 的 赋值 有 奥 斯 特 治 夫 斯 基 定 理 : 有 理 
数 域 Q 上 的 赋值 只 能 是 浅显 赋值 .2 进 赋值 .通常 
绝对 值 及 与 它们 等 价 的 赋值 .Q 关于 之 进 赋值 的 完 
全 化 域 称 为 p 进 ( 数 ) 域 ,其 中 的 元 素 称 为 p 进 数 . 

p 进 数 (p-adic number) 参见 “有 理 数 域 上 的 
b 进 赋值 ”. 每 个 p EX a 都 可 表 为 如 下 的 形式 


a= Saps 

其 中 nsa, 是 整数 ,并 且 O<a<p—1. p 进 数 最 初 是 
享 泽 尔 (Hensel ,K. ) F 1904 年 引进 的 , 它 当 时 被 用 
来 研究 代数 数论 . 

p 进 ( 数 ) 域 (p-adic (numbers) field) 
理 数 域 上 的 之 进 赋值 ” 

有 理 数 域 上 的 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 定 理 (Ostr- 
见 “ 有 


BI“ ty 


见 有 


owski's theorem on rational number field) 
理 数 域 上 的 p 进 赋值 ”. 

域 上 有 理 函 数 域 的 有 进 赋 值 (8-adic valuations 
由 不 可 约 


of a rational function field over a field) 


m B it 


多 项 式 po EN PRE. 若 下 为 一 个 域 ,F(x) 
AF EASA ER PDE Fle JARDA BH 
式 , 则 对 任意 的 SOCK OA 

fxr = (pI Y Ehle a) 
Hr reZh(x) g(xnE€ Flr], 
(pl) hACr)) = (2) gla) = (AC a) g(r) = 1. 
F P=, XE Op. WE 2 为 p(x) 进 赋 值 . 
注意 ,对 于 不 同 的 p, 所 定义 的 p 是 等 价 的 . 

位 (place) 一 种 特殊 的 映射 . 指 满 足 一 定 条 
件 , 由 一 个 域 到 男 一 个 添加 oo 的 域 的 映射 . 设 FIC 
WER, A xX: 一 GU co 满足 下 面条 件 : 

1. 集 B=={a€EFlx(la)€EG) 是 的 一 个 分 子 环 ; 

2.r Æ B ER BR x] 5:B-—G 是 一 个 同 态 ; 

3. Æ zt (a) — oo, M] zz(a7!) —0; 

则 称 x 是 一 个 位 . 确切 地 ,7 为 G 的 一 值 位 .通常 B 
中 的 非 单位 元 所 成 的 集合 M — (a € Bl r(a)=0} fg 
为 位 7 的 理想 . 34 |a 为 单一 映射 时 , 称 x 为 F 的 
浅显 位 . 将 商 环 B/M FE br x 的 剩余 域 . 由 位 可 确 
定 赋值 ,因此 ,位 与 赋值 都 可 以 用 来 定义 赋值 环 . 位 
的 概念 在 代数 几何 、 函 数论 和 代数 数论 中 有 着 广泛 
的 应 用 . 

浅显 位 (trivial place) JL“ fz”. 

位 的 理想 (ideal of place) JU“ fy”. 

位 的 剩余 域 (residue class field of place) J 
Sr. 

位 的 赋值 环 (valuation ring of place) 
殊 的 环 . 指 由 位 决定 的 下 BT XM. 

B-—ía€Finx(a)€G) 
称 为 位 的 赋值 环 , 记 为 Br 

正规 位 (canonical place) 一 种 特殊 的 位 . 与 赋 
值 环 可 互相 转化 的 男 一 个 概念 . E CF BO C LU 
值 域 ") 做 一 个 由 B 确定 的 位 mo, AE rcs 的 赋值 环 B., 
为 B. 这 样 的 zs 称 为 正规 位 . rs 的 作法 如 下 :做 正规 
同 态 xs:B 一 B/Ms 二 ,对 于 元 素 aEF 一 B 规定 
Xa(a) 二 00, 称 ms 为 由 B 确定 的 正规 位 (其 中 ,Ms 
是 B 中 一 切 非 单位 构成 的 极 大 理想 ). pA CRI — 
个 位 出 发 ,首先 得 出 它 的 赋值 环 , 然 后 由 赋值 环 定 出 
正规 位 , 则 这 两 个 位 等 价 . 

位 拓展 定理 (The extension theorem for plac- 
es) 用 映射 刻画 赋值 环 的 重要 定理 . 设 R ER F 
NFR, 是 一 个 代数 闭 域 ,o:R 一 0 是 一 个 同 态 ， 
于 是 o 能 拓展 成 的 一 个 8 值 位 . 此 定理 是 赋值 论 
中 的 重要 定理 , 它 刻 画 了 oc dE F 中 不 能 有 真 拓展 的 
充分 必要 条 件 是 R 为 的 一 个 赋值 环 . 

B m Zi AW EPX 
审 阅 戴 执 中 


一 种 特 
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数论 (number theory) 研究 数 的 性 质 和 规律 
的 一 门 学 科 . 是 数学 的 一 个 重要 分 文 . 对 于 数学 的 许 
多 分 文学 科 ( 例 如 郴 数 论 . 几何 .代数 .概率 论 .计算 
数学 、 组 合 数 学 等 ) 以 及 应 用 学 科 ( 例 如 通信 技术 、 密 
码 学 等 ) 的 发 展 有 着 深 刻 的 影响 . 其 他 学 科 的 人 研究 成 
果 和 思想 方法 ,也 对 数论 的 发 展 有 着 重要 的 作用 . 数 
论 按 其 内 容 和 方法 大 致 可 分 为 初等 的 .解析 的 、 代 数 
的 与 几何 的 四 类 . 

初等 数论 主要 是 用 算术 方法 研究 有 理 整数 性 
质 ,包括 整数 的 整除 性 、 同 余 式 .素数 . 原 根 、 不 定 方 
程 等 , 它 不 需要 较为 深入 的 分 析 和 代数 工具 ,是 数学 
中 古老 的 分 支 之 一 . 远 在 公元 前 3 世纪 ,十 希腊 数学 
家 欧 几 里 得 (Euclid) 就 证 明了 素数 的 个 数 是 无 穷 
的 . 中 国 古 代 的 《孙子 算 经 ) 中 给 出 了 解 一 次 同 余 式 
组 的 算法 , 即 著 名 的 “孙子 定理 ”或 称 “ 中 国 剩 余 定 
理 ” 从 17 世纪 到 19 世纪 ,法 国 数学 家 费 马 (Fer- 
mat , P. de) 、 瑞 士 数学 家 欧 拉 (Euler,L. )、 法 国 数学 
家 Hy) ik #2 (Legendre, A. M.)、 德 国 数 学 家 高 斯 
(Gauss.C. F. ) 等 人 的 工作 大 大 发 展 和 丰富 了 初等 
数论 的 内 容 . 男 外 ,对 初等 数论 中 某 些 问题 的 研究 ， 
进一步 发 展 了 数学 中 的 新 分 支 . 如 对 不 定 方 程 和 高 


次 互 反 律 的 研究 ,促进 了 代数 数论 和 类 域 论 的 发 展 . 


近 几 十 年 来 ,初等 数论 在 计算 机 科学 、 组 合 数学 、 密 
码 学 、 信 号 的 数字 处 理 等 领域 得 到 广泛 的 应 用 ,取得 
了 许多 深刻 的 结 

解析 数论 在 本 质 上 是 利用 数学 中 的 解析 工具 来 
研究 数论 问题 ,主要 的 方法 有 复 积 分 法 . 圆 法 以 及 三 
角 和 方法 .在 素数 分 布 问题 的 研究 中 ,俄罗斯 数学 家 
WE SA (Hesper, I. ul ) 首 先 引进 了 与 


tCr) = 5] 


pT 


Be UT) RB RAY PR R 
Hx) = Ñ log p, Yar) = Yi log p, 


并 证 明了 GG) a G0 a 都 等 价 于 素数 定理 ,从 
而 为 素数 定理 的 研究 做 出 了 重要 贡献 . 德国 数学 家 
2 & (Riemann,G. F. B. ) 首 先 对 复 变 数 s H9 ERU 


a Sick 
Bs) = Dao 


做 了 系统 和 深刻 的 研究 ,对 素数 论 与 图 数论 的 发 展 

产生 了 深远 的 影响 . 由 于 英国 数学 家 哈代 (Hardy， 

G. H. ) 和 李 特 尔 伍德 (Littlewood,J.E. ) 的 强 有 力 

的 方法 一 一 圆 法 ,以 及 维 诺 格拉 多 夫 (Burorpanos， 

Hl. M. ) 所 创造 的 “三 角 和 方法 ”, 使 得 关于 奇数 的 哥 
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德 巴赫 猜想 获得 了 基本 解决 ,并 使 华 林 问题 关于 
Glk) 的 估计 得 到 了 极为 深刻 的 结果 . 中 国 数学 家 华 
罗 庚 在 三 角 和 以 及 一 系列 著名 数论 问题 中 做 出 了 举 
世 公 认 的 贡献 . 特别 是 陈景润 关于 偶数 的 哥 德 巴赫 
猜想 的 (1 十 2 的 杰出 成 果 , 在 国际 数学 界 引 起 了 强 
烈 的 反响 . 另外 , 塞 尔 贝 格 (Selberg,A.)、 林 尼克 
(unmiuk, 10. B. 》、 邦 别 里 (Bombieri,E. ) 以 及 中 国 数 
学 家 王 元 、 潘 承 洞 等 在 筛 法 .零点 密度 .均值 定理 等 
许多 方面 也 做 出 了 重要 贡献 ， 

代数 数论 最 初 的 形成 和 发 展 ,主要 是 由 于 对 互 
反 律 和 费 马 大 定理 等 不 定 方程 的 研究 所 推动 . 目前 ， 
代数 数论 已 成 为 数论 中 一 个 内 容 异 常 丰 富 的 分 文 . 
代数 数论 研究 的 主要 对 象 是 代数 数 域 ,特别 是 研究 
一 个 给 定 的 代数 数 域 中 代数 整数 的 算术 性 质 . 代数 
数 就 是 方程 aor" aur" '+e+a,-x+a,=0 的 根 ， 
其 中 assais tsaia, 都 是 有 理 整 数 . TEN AR 
称 为 “超越 数 ”, 近 年 来 关于 超越 数 的 深入 人 研究 已 发 
展 成 为 数论 的 一 个 独立 的 分 支 一 一 超越 数论 . 德国 
TOF 2C BE SUR (Kummer, E. E. ) 为 了 解决 费 马 大 定 
理 ,首先 创立 了 理想 数理 论 ,为 代数 数论 奠定 了 基 
nb. 德国 数学 家 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R. ) 系 统 地 
发 展 了 库 默 尔 理论 ,建立 了 代数 数论 的 基本 理论 , 主 
要 是 代数 数 域 的 整数 环 的 结构 、 素 理想 分 解 . 单 位 
群 、 理 想 类 群 性 质 等 . 享 泽 尔 (Hensel,K. ) 开 创 的 
p-adic 数理 论 , 将 赋值 论 和 局 部 域 的 研究 方法 引入 
代数 数论 ,并 最 终 导致 伊 代 尔 和 阿 代 尔 概念 的 引入 . 
19 世纪 末 , 由 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 开 
8.28 1927 年 ,由 日 本 数学 家 高 木 贞 治 (Takagi， 
T. ) 和 阿 廷 (Artin,E. ) 完 成 的 类 域 论 ,是 代数 数论 
的 最 主要 理论 之 一 , 它 将 扩 域 的 伽 罗 瓦 群 与 基 域 的 
理想 类 群 ( 或 伊 代 尔 群 ) 联 系 起 来 . 目前 ,代数 数论 的 
研究 手段 和 范围 已 大 为 扩展 ,包括 代数 、 函 数论 、 算 
术 、 代 数 几 何等 各 种 方法 . ait OR FR od N 
(Kronecker,L. ) 在 二 次 域 理 论 , 图 埃 (Thue,A. )、 
Ba AR ZK (Siegel ,C. L.) P F Roth, K. F. DEE RA 
有 逼近 论 中 以 及 外 尔 (Weyl,(C. H.)H. ) 在 指数 和 与 
一 致 分 布 中 的 杰出 贡献 都 发 展 和 丰富 了 代数 数论 . 
中 国 数学 家 华罗庚 等 在 代数 数论 的 许多 问题 中 也 做 
出 了 重要 贡献 . 在 超越 数论 中 , 刘 维 尔 (Liouville， 
J.) Jl X (Baker, A. 2, BR. BK E E Cl'eundoun, 
A. O. 9. iti Z f& (Schneider, T. ) 等 人 的 卓越 工作 早 
为 国际 数学 界 所 瞩目 . 还 值得 一 提 的 是 多 特 于 1955 
年 所 著 的 《对 于 代数 数 的 有 理 和 逼近 》 确 立 了 有 名 的 图 


埃 - 西 格 尔 - 罗 特 定理 ,以 及 贝克 在 超越 数论 方面 的 
卓越 贡献 分 别 荣获 了 1958 年 及 1970 年 的 国际 菲 尔 
兹 数学 大 奖 .后 来 贝克 将 其 研究 成 果 整 理 成 薄 薄 的 
128 页 的 专著 《超越 数论 》, 被 认为 可 与 高 斯 的 (算术 
研究 》 相 媲美 . 

几何 数论 是 研究 一 个 平面 或 空间 区 域 中 坐标 都 
为 整数 的 点 即 整 点 的 个 数 . 例如 ,著名 的 圆 或 椭圆 内 
的 整 点 问题 , 球 或 椭 球 内 的 整 点 问题 ,以 及 除数 问题 
A. 高 斯 和 犹 利 克 雷 (Dirichlet,P. G. L. 27: 91] f ^ [Bi] 
内 整 点 问题 ”和 “除数 问题 ”的 研究 中 做 出 了 开创 性 
的 工作 . 以 后 华罗庚 、 维 诺 格 拉 多 夫 、 兰 道 (Landau， 
E. G. H. )、 哈 代 (Hardy,G. H. ) 等 也 分 别 得 到 了 许 
多 重要 结果 . 几何 数论 与 其 他 重要 数论 问题 ,如 二 次 
型 理论 有 密切 关系 . 

近 几 年 ,计算 数论 也 在 逐渐 发 展 之 中 . 

数论 中 的 一 系列 重要 问题 ,如 素数 分 布 . 哥 德 巴 
WAA AE . 华 林 问题 .除数 问题 、 圆 或 球 内 的 整 点 问题 
等 ,都 是 目前 正在 研究 的 问题 . 特别 需要 指出 的 是 ， 
Ei BI IE TE RE REB] D A DT. e TC | OK B 
引起 世界 上 许多 著名 数学 家 的 密切 关注 ,它们 已 成 
为 一 个 遍 新 的 数学 分 支 . 

BO 稿 张 贤 科 
审 阅 Bre SRR BED E 


代数 数论 


代数 数论 (algebraic number theory) 数论 的 
Xx XA X. 代数 数论 本 来 的 意义 是 “代数 数 的 理 
论 ”, 是 作为 “有 理 数 的 理论 ”的 古典 数论 的 自然 的 发 
展 , 后 来 研究 范围 大 为 扩展 ,成 为 现代 数学 最 主要 的 


学 科 之 一 . 如 
V2, N24 /—8 

都 是 代数 数 . 一 般 地 说 ,代数 数 就 是 满足 代数 方程 
( 即 有 理 系 数 多 项 式 方程 ) 的 复数 (不 一 定 能 用 根 式 
表示 出 来 ). Ae PR a 满足 的 多 项 式 方程 是 首 
一 的 ( 即 最 高 次 项 系数 为 1) ,系数 是 整数 , 则 称 a 为 
代数 整数 ,简称 整数 ,而 普通 整数 ( 即 正 负 自 然 数 和 
零 ) 有 时 称 为 有 理 整 数 ,以 作 区 别 . 非 代数 数 称 为 超 
越 数 . 代数 数 域 就 是 有 理 数 域 的 有 限 次 扩张 . 代数 数 
论 中 的 基本 事实 是 :一 个 代数 数 域 K 中 的 代数 整数 
全 体 ( 称 为 天 的 整数 环 )Orx 是 一 个 戴 德 金 整 环 , 即 
Ox 的 每 个 理想 可 以 惟一 表示 为 素 理想 的 乘积 (由 此 
可 知 Ox 的 理想 全 体 是 素 理想 生成 的 乘法 半 群 ,其 
分 式 理想 全 体 1(K) 是 一 个 乘法 群 , 称 为 的 理想 
REO. 正 是 这 种 “理想 的 惟一 素 分 解 ” 可 部 分 弥补 “ 复 
数 一 般 不 能 惟一 素 因 子 分 解 ” 的 不 足 [ 例 如 6—2 + 3 


二 (1 十 V5)。(1 一 VY 一 5)], 在 历史 上 使 代数 数论 
发 展 起 来 . 

一 般 认 为 代数 数论 起 始 于 德国 数学 家 高 斯 
(Gauss ,C.F.), 他 研究 了 二 次 型 (相当 于 二 次 域 ) 和 
分 圆 域 . 代数 数论 的 系统 理论 创始 于 德国 数学 家 库 
SA AK (Kummer. E. E. ), 和 费 马 大 定理 有 很 深 的 关 
系 . 法 国 数学 家 费 马 (Fermat,P.de) 约 于 1637 年 在 
古 希腊 丢 番 图 (Diophantus) 所 著 《 算 术 ) 页 边 写 下 猜 
想 , 意 思 是 :a" 十 "二 c” 是 不 可 能 的 (这 里 n=3.a,b, 
c 均 为 正 的 有 理 整数 ), 此 猜想 被 称 为 费 马 大 定理 . 
直到 1839 年 ,200 年 间 基 本 只 证 明了 nn 二 3,4,5,7 
四 种 特别 情形 ;n==4 的 情形 由 费 马 本 人 给 出 (1640 
左右 , 易 知 这 之 后 只 需 对 7 为 素数 情形 证 明 );n==3 
的 情形 由 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler,L. ) 于 1753 年 基 
本 证 出 ;n= 二 5 的 情形 由 热 尔 曼 (CGermain,S. )、 狄 利 
be fa (Dirichlet. P. G. L. ) 和 勒 让 德 (Legendre,A. - 
M. ) 于 1825 4E EB]; n — 7 的 情形 由 拉 梅 (Lame， 
G. ) 于 1839 年 证 明 . 1847 年 春 , 拉 梅 在 巴黎 科学 院 
会 议 上 宣布 完全 证 明了 费 马 大 定理 ,方法 是 将 at 


B=" Gd n= p 为 奇 素数 ) 分 解 为 


c^ = a? + b’ 

— (a 4- b)(a+ €b) (a (G6 b), 
Eh =g, =exp(2ri/ p) p 次 本 原单 位 根 , 然 后 由 
因子 分 解 惟 一 性 导出 右 方 各 因子 互 素 ,再 导出 矛盾 . 
刘 维 尔 (Liouville,J. ) 当 即 指 出 其 中 涉及 的 “复数 惟 
一 因子 分 解 ” 性 质 可 能 是 不 对 的 ,从 而 引起 了 激烈 持 
续 的 争论 ;直到 5 月 24 日 , 刘 维 尔 宣读 库 默 尔 来 信 ， 
信 中 说 :他 三 年 前 已 证 明了 复数 惟一 分 解 律 是 不 成 
立 的 ;不 过 这 可 用 他 发 明 的 “理想 数 ” 来 挽救 ,分 圆 域 
的 理想 数 满足 惟一 分 解 律 , 用 理想 数 方法 可 以 证 明 
费 马 大 定理 对 100 WAR n EG SE (BR n 37.59.67 
之 外 ). 库 默 尔 的 理想 数 后 来 称 为 理想 ,是 代数 数论 
的 最 基本 概念 . 库 默 尔 对 分 圆 域 进行 了 非常 深入 的 
研究 . 他 还 对 高 次 互 反 律 非常 有 兴趣 并 得 出 一 组 补 

后 来 德国 数学 家 戴 德 金 (Dedekind,]. W. R. ) 
将 库 默 尔 的 理想 数 和 分 圆 域 等 理论 系统 发 展 到 一 般 
数 域 ,建立 了 代数 数论 的 基本 理论 (也 开辟 了 现代 代 
数 的 发 展 道路 ). 这 包括 理想 的 分 解 理论 ,特别 是 一 
个 数 域 天 (的 整数 环 ) 的 素 理 想 总 在 天 的 扩 域 元 (的 
整数 环 Oi 中 生成 的 理想 ) 分 解 为 素 理想 之 积 的 研 
究 : 

SO, — SPERM Ly, eel P|) 
称 为 分 歧 指数 . 若 某 分 歧 指 数 大 于 1, 则 称 六 在 工分 
be. Bi K 的 理想 类 群 OH CK) All BASS A CK) th 
是 代数 数论 的 重要 研究 对 象 . (理想 ) 类 群 H(K)= 
1(K)/P(K) 定 义 为 K 的 (分 式 ) 理 想 群 1(K) 对 主 
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理想 群 P(K) 的 商 群 ,P(K) 为 KK 的 全 部 主 理想 ( 主 
理想 即 是 由 一 个 元 素 生 成 的 理想 ), (理想 ) 类 数 
ACK) HCW GRAS, EA RERS. 当 h(K) 
—] 时, 开 的 理想 都 是 主 理想 ,从 而 理想 的 分 解 导 致 
数 的 分 解 , 此 时 天 中 的 数 满足 惟一 析 因 律 . 4 ACK) 
1 时 ,天 不 满足 惟一 析 因 律 .因此 类 数 产 ( 开 ) 的 研 
究 很 重要 . XE pRARMAC, MERA 1 或 不 是 
p 的 倍数 , 则 费 马 大 定理 对 n=p 成 立 . 类 数 ACKO S 
K BS S roe IRSE UI. u de K 中 的 整数 ,1/w 也 是 
K 中 的 整数 , 则 称 w 是 的 单位 (这 相当 于 ww 满足 
一 个 有 理 整 数 系数 的 多 项 式 方程 ,其 最 高 项 和 常数 
项 系数 均 为 1). 天 的 单位 全 体 ZK) 是 一 个 乘法 
群 , 称 为 天 的 单位 群 , 是 一 个 有 限 生成 的 阿 贝尔 群 ， 
扭 部 分 是 K 中 单位 根 全 体 所 成 群 , 自 由 部 分 的 秩 为 
r=r +r: —1,Ħ# rı 和 2T» 是 K 到 复数 域 的 实 和 
Hea AP. 戴 德 金 的 理论 作为 德国 狄 利 克 雷 所 著 
《数论 讲义 》 的 九 个 附录 一 起 于 1894 年 发 表 , 从 而 使 
这 本 书 成 为 现代 数论 的 第 一 本 书 , 包 含 了 现在 数论 
标准 基础 教程 的 大 部 分 内 容 . 狄 利 克 雷 在 此 书 中 给 
出 著名 的 算术 级 数 中 素数 和 类 数 的 定理 ,基于 欧 拉 
等 人 开创 了 数论 的 解析 方法 ,后 来 在 代数 数论 中 解 
析 方 法 起 到 重要 作用 .古典 的 有 理 数 域 Q 上 的 黎 曼 


C 函数 和 狄 利克 雷 工 函数 被 用 多 种 方法 推广 到 一 般 


代数 数 域 , 古 典 的 黎 曼 猜想 也 有 多 种 推广 . 这 些 构 成 
了 代数 数论 的 一 部 分 重要 内 容 . 解析 方法 在 研究 数 
域 的 类 数 等 问题 中 也 有 重要 应 用 (例如 给 出 类 数 的 
解析 公式 ). 与 下 述 p-adic 数理 论 相 结合 ,还 发 展 出 
a AIRY p-adic 解析 理论 . 

4& Es] BN A AEE FER (Hensel, KO 24 F 1899 年 发 
HLS p-adic 数 ,并 用 于 二 次 型 理论 .由 此 导致 赋值 
论 和 局 部 域 理 论 的 发 展 . 任意 固定 一 个 素数 b 人们 
可 以 "赋予 每 个 有 理 数 a 一 个 值 ?: lal = a/p CR 
中 p 为 a 所 含 准 确 的 p 帘 部 分 ), 这 称 为 有 理 数 的 
p-adic 赋值 .可 以 按 此 赋值 将 有 理 数 域 Q 完备 化 为 
Q,LBI Q, 由 所 有 按 p-adic 赋值 的 柯 西 序列 {a,)( 即 
|a, — an 1s 玉 0) 组 成 ,正如 实数 域 R 由 所 有 按 经 典 绝 
对 值 的 柯 西 序列 (相当 于 无 限 小 数 ) 组 成 一 样 ]. Q, 
和 称 为 局 部 域 ,Q 称 为 整体 域 . Be PR OH AE AE MA 
塞 (Hasse,H. ) 发 展 了 p-adic 数理 论 , 二 人 确立 了 关 
于 二 次 型 的 著名 “局 部 -整体 ”原理 ;二 次 型 Q 在 整体 
域 Q 中 有 零点 当 且 仅 当 在 每 个 局 部 域 Q, 和 R 均 有 
零点 , 虽然 对 于 二 次 型 以 外 的 数学 对 象 , 哈 塞 原理 不 
一 定 成 立 , 但 是 在 局 部 域 上 的 研究 通常 都 会 提供 有 
用 的 信息 用 于 整体 域 上 的 研究 . 上 述 有 理 数 域 Q 的 
p-adic 赋值 和 完备 化 理论 ,可 以 推广 到 一 般 数 域 上 . 
由 此 ,赋值 论 和 局 部 域 后 来 成 为 代数 数论 的 基本 语 
言 和 方法 ,并 导致 伊 代 尔 (Idele) 和 阿 代 尔 (Adele) 
这 两 个 重要 概念 的 引入 . 
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m EAR ESI Uf (Landsberg,G. ) 所 闭 《 代 数 
PR iC) (1902 年 ?开创 了 代数 函数 理论 的 算术 方 
jn]. 单 变量 代数 函数 域 的 研究 相当 于 (光滑 ) 代 数 曲 
线 的 研究 . 以 赋值 论 和 完备 化 为 语言 ,有 限 域 上 ) 单 
变量 代数 函数 域 与 代数 数 域 有 相似 或 平行 的 理论 发 
展 ,二 者 的 理论 相互 对 照 、 推 动 . BRM EH Ree 
想 和 韦 伊 猜想 已 由 韦 伊 (Weil,A. ) 于 1948 年 和 德 
利 涅 (Deligne,P. ) 于 1973 年 解决 . 

19 世纪 末 , 德 国 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert,D.) 
于 1898 年 在 编写 《数论 报告 后 ,洞察 到 数 域 的 类 群 
与 其 阿 贝 尔 扩张 间 的 关系 ,猜想 到 著名 的 “和 希 尔 伯 特 
类 域 论 ”, 这 是 二 次 和 高 次 互 反 律 的 自然 推广 . 希 尔 
伯 特 猜想 ,对 任 一 数 域 玉 ,存在 天 的 阿 贝 尔 扩 张 艺 
RA K 的 希 尔 伯 特 类 域 ) 使 得 :1. 007 FUE GCL/ 
K)5 K 的 理想 类 和 群 CK) [8 J52. L/K 不 分 歧 ( 对 
任意 素 理 想 );3. E Y AHERN EDS AS HA 
余 类 次 数 (N AK 的 素 理想 );4. K 的 理想 到 工 后 均 
为 主 理想 . 希 尔 伯 特 对 类 数 h(K)==2 的 情形 给 出 了 
LE BA. 他 的 学 生 富 特 文 格 勒 (Furtwingler,P. H. ) 于 
1907 年 证 明了 前 三 条 ,于 1930 年 证 明了 第 四 条 . 韦 
{A Weber, H. ) F 1908 年 引入 了 广义 理想 类 群 , 作 
了 类 似 于 希 尔 伯 特 的 猜想 , 称 为 (一 般 ) 类 域 论 . 高 木 
贞 治 (Takagi,T. ) 于 1920 年 证 明了 一 般 类 域 的 存 
在 ,但 广义 理想 类 群 与 伽 罗 瓦 群 的 同 构 是 由 计算 群 
的 阶 得 到 ,此 二 群 的 同 构 对 应 还 不 清楚 . Bay XE 
CArtin, E. ) 于 1927 年 证 明了 此 二 群 的 同 构 对 应 由 
38 € yr jg & 8 (Frobenius, F. G. ) 映 射 给 出 ,从 而 完 
成 了 类 域 论 . 关于 类 域 的 具体 构 作 ,现时 仅 对 天 为 
虚 二 次 域 ( 及 其 推广 CM 域 ) 有 系统 的 办 法 ,主要 用 
到 椭圆 曲线 的 理论 . 

目前 ,代数 数论 发 展 迅速 ,研究 范围 和 手段 已 大 
为 扩展 ,与 代数 、 函 数论、 代数 几何 等 有 很 多 交融 . 例 
如 , 费 马 大 定理 于 1994 年 的 最 终 被 证 明 , 就 用 到 了 
椭圆 曲线 、 模 形式 等 理论 . 

代数 数 域 (algebraic number field) 亦 称 数 域 . 
代数 数论 的 基本 研究 对 象 . 它 是 某 种 数 的 集合 , 即 有 
理 数 域 Q 的 有 限 次 扩 域 , 数 域 中 的 元 素 都 是 代数 
数 . 每 个 代数 数 域 K 都 是 Q 的 单 扩张 , 即 由 添加 天 
中 某 元 素 a 到 Q PAR. A K—QCGo. 事实 上 , 设 
LOK 为 两 个 数 域 , 则 必 存 在 8E 工 使 LL 二 K(B). 此 
时 A S] XE C 的 每 个 能 人 ( 即 域 的 单 同 态 ) 都 可 
EATR n= LL: KIA LACRA. 特别 
H, RA n RIK 元 素 不 变 的 区 到 C 的 能 人 ( 称 
为 K BEAD. Tj .05,*** oT, 分 别 由 将 B BR OA Bis Basis 
B, 而 决定 ,这 里 Bi Bo 8, 是 8 在 天 上 的 极 小 多 
项 式 的 根 . 8,€ LO sin E. L/K AWE H 
张 . 35 K—Q BT. B; 是 实数 , 则 称 AKRA, T 
WW Ay E gx A. 数 域 K 中 的 代数 整数 全 体 Ox 称 为 天 


的 整数 环 , 这 是 有 理 整 数 环 Z 的 上 自然 拓 广 .与 Z 不 
F Ox 不 一 定 是 惟一 析 因 环 ,这 在 历史 上 导致 理想 
概念 的 引入 . Ok 是 惟一 析 因 环 ( 或 者 主 理想 环 ) 当 且 
仅 当 的 理想 类 数 h(K) 为 1. 理想 类 数 是 代数 数 
论 的 中 心 问题 之 一 . 整数 环 Ox 总 是 戴 德 金 环 , 即 其 
任 一 理想 总 可 惟一 (不 计 次 序 ) 分 解 为 素 理想 的 乘 
TA. 特别 地 , 任 一 有 理 素 数 在 Ox 中 生成 的 理想 有 人 惟 
一 素 理 想 分 解 . 

古典 数论 的 主要 研究 对 象 是 Q 及 其 整数 环 Z， 
对 QQ 以 外 的 代数 数 域 K 及 其 整数 环 Ok 的 较 系统 
的 研究 始 于 高 斯 (Gauss,C. F. ) Al BRR (Kum- 
mer ,EE. E. ). 高 斯 由 研究 二 次 互 反 律 和 二 元 二 次 型 
导致 对 二 次 数 域 QCY d ) 的 类 数 和 素 理想 分 解 得 到 
许多 结果 ,并 给 出 许多 深刻 的 猜想 . 库 默 尔 研 究 费 马 
猜想 (一 说 是 研究 高 次 互 反 律 ) 引 和 人 理想 数 的 概念 ， 
并 对 分 圆 域 QCE,O CE, 为 p 次 本 原单 位 根 ) 得 到 一 系 
列 很 深入 的 结果 . 戴 德 金 (Dedekind,J. W. R. ) 把 库 
默 尔 理想 数 等 工作 系统 地 推广 到 一 般 代数 数 域 , 葛 
定 了 代数 数论 的 基础 . 代数 数 域 理论 的 男 一 大 进展 
在 阿 贝 尔 数 域 , 即 类 域 论 的 建立 . 它 由 希 尔 伯 特 
(Hilbert ,D. ) 开 始 ,并 由 高 木 页 治 (Takagi,T. ) 和 阿 
廷 (Artin,E. ) 最 终 完成 . 在 代数 数 域 的 研究 中 ,代数 
(例如 , 群 的 同调 论 . 表 示 论 )、 解 析 ( 例 如 ,Zeta PR 
数 、 自 守 苑 数 ) 和 几何 (例如 ,算术 、 代 数 几 何 ) 诸 理论 
均 起 到 很 大 作用 . 一 个 不 定 元 的 代数 函数 域 与 代数 
数 域 常 有 某 种 平行 的 代数 结构 ,二 者 的 研究 方法 和 
结果 常 可 互相 比较 . 

Arik (number field)” 即 “代数 数 域 ”. 

KA (real embedding) 见 “ 代 数 数 域 ” 

复 和 嵌入 (complex embedding) 见 “ 代 数 数 域 ” 

代数 数 域 的 整数 环 (ring of integers of an alge- 
braic number field)” 见 “代数 数 域 ”. 

单位 Cunit) 一 种 特殊 的 代数 整数 . BILLS us 
为 代数 整数 的 代数 整数 . 因为 它 是 代数 整数 环 的 单 
位 ( 即 可 逆 元 ), 从 而 有 此 名 . 代数 数 域 K 中 单位 的 
全 体 Uk 是 一 个 乘法 群 , 它 是 一 个 有 限 循 环 群 与 一 
个 秩 为 十 rs 一 1 的 自由 阿 贝 尔 群 的 直 积 ,这 里 六 
与 2r; 是 天 到 复数 域 的 实 与 复 租 人 个 数 (参见 "代数 
数 域 ”). BK 的 单位 与 天 的 理想 类 数 有 密切 的 关 
系 . 

代数 数 (algebraic number) 一 类 复数 . 即 满足 
代数 方程 的 复数 . 是 代数 数论 的 基本 研究 对 象 之 一 . 
设 a 为 复数 , 若 存 在 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 f (x) 使 
f (2) —0, Wl fg a 为 代数 数 . 当 f (zx) 在 有 理 数 域 Q 上 
不 可 约 时 ,f(z) 的 次 数 称 为 a 的 次 数 .添加 代数 数 a 
Bi Q 中 得 到 域 Q(a), 称 为 代数 数 域 或 数 域 . 在 有 理 
数 之 外 ,历史 上 第 一 个 被 发 现 的 代数 数 是 v2 , 它 


代 数 数 论 
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7. 形 如 
V3-- 42 

等 的 根 式 均 为 代数 数 ; 但 五 次 以 上 的 代数 数 不 一 定 
再 能 用 根 式 表 出 . 不 是 代数 数 的 复数 称 为 超越 数 , 例 
如 圆周 率 x. 代数 数 的 基本 性 质 有 : 

1. 全 体 代数 数 所 成 之 集 是 一 可 数 集 . 

2. 两 个 代数 数 之 和 、 差 \ 积 、 商 (除数 不 为 0) 仍 
为 代数 数 . 

3. 一 个 代数 数 的 次 数 是 惟一 确定 的 . 

4. 系数 为 代数 数 的 代数 方程 的 根 仍然 是 代数 
IX . 

代数 数 的 次 数 (degree of an algebraic number) 
见 “ 代 数 数 ”. 

超越 数 (transcendental number) 
数 ”. 

最 小 多 项 式 (minimal polynomial) 代数 数论 
的 基本 概念 之 一 . 设 整 系数 多 项 式 f (x) 二 aor” 十 
aix" ceca, 中 ao 关 0,a 是 使 (zx) 二 0 的 代数 数 . 


见 “ 代 数 


若 f(x) 是 不 可 约 多 项 式 ( 即 不 存在 非常 数 的 整 系数 


多 项 式 g(x) 与 h(x), 使 f (x) 一 g(r)h(rx)), 而 且 a» 
aj sta, 互 素 , 则 称 f Code a 的 最 小 多 项 式 , 并 称 a 
Fe n KARR 
h(a) = max { |a; |} 
PRA a 的 高 . 例如 ,i 是 二 次 代数 数 ,z 十 1 是 它 的 最 
小 多 项 式 AG) =1. 
代数 数 的 长 度 (length of an algebraic number) 
代数 数论 与 超越 数论 的 概念 . 设 任意 的 多 项 式 P(x) 
=byx 十 b1x deco. RRL) = bolt lal te 
+1615 
ACP) = max | 6; 
分 别 为 P(x) 的 长 度 与 高 . 对 此 ,有 
L(OPQ) = LWP) LO), A(PQD x A(P) h (QD. 
HARAR a 的 最 小 多 项 式 是 
P(x) = a,x" + ap"! + e + adgs 
则 定义 L(P) 与 h(P) 分 别 为 a 的 长 度 与 高 ,并 记 为 
Lia) h(a), Bl LCa2 — LCPO ,A (a) —-ACP). 
多 项 式 的 长 度 (length of a polynomial) Jy 
“代数 数 的 长 度 ”. 
多 项 式 的 高 (height of a polynomial) 
数 数 的 长 度 ” 
代数 数 的 高 (height of an algebraic number) 
见 “ 代 数 数 的 长 度 ”. 
代数 数 的 模 (modulus of an algebraic number) 
代数 数论 的 基本 概念 之 一 .看 N 为 自然 数 集 ,a 为 代 
数 数 , 则 称 m Ca) — min Un | m € N ma 是 代数 整数 ) 
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见 “ 代 


数 论 


为 a 的 分 母 :在 Q — 04,0», *** 9 Hy 是 a 的 最 小 多 项 式 
的 全 部 零点 , 则 记 


|a | — max |a; | ? 
ENE 


并 称 |a| 为 a 的 模 . 

代数 数 的 分 母 (denominator of an algebraic 
number) ”了 见 “代数 数 的 模 ”. 

代数 整数 (algebraic integer) 亦 称 整数 . 代数 
数 的 一 种 . 它 是 有 理 整 数 ( 即 自然 数 、 零 及 其 相反 数 ) 
的 推广 . dx a 为 复数 , 奇 存在 系数 为 有 理 整数 的 首 一 
( 即 最 高 次 项 系数 为 1) 多 项 式 六 xz) 使 f(a) 二 0, 则 
PR a 为 代数 整数 .着 上 述 f (x) 的 常数 项 为 土 1, 则 a 
称 为 单位 . 所 有 整数 全 体 构 成 一 个 交换 环 1, 其 商 域 
(或 称 分 式 域 ) 即 为 代数 数 全 体 构 成 的 域 4. 单位 即 
EI I PATR. 代数 整数 的 一 个 显著 特点 是 ， 
它们 不 一 定 能 进行 惟一 不 可 约 因 子 分 解 .例如 ， 

2 


由 此 导致 理想 概念 的 引入 .整数 的 概念 也 被 推广 到 


PARAR F. E SÆ FARER. S 中 赋值 的 
赋值 环 之 交集 中 元 素 称 为 $ 整数 . 

整数 (integer) 即 “ 代 数 整数 ” 

整 元 素 (integral element) 整数 的 推广 . 设 R 
是 一 整 环 ,二 是 包含 RNP EL. ATER 
属于 R 的 首 一 多 项 式 f(x) 使 f(a) 一 0, 则 称 a 是 R 
上 的 整 元 素 . 这 等 价 于 存在 着 有 限 生成 的 非 零 RR 模 
MCL, 使 aMCM. 

代数 整数 环 (ring of algebraic integers) ” 亦 称 
整数 环 .一 种 特殊 的 交换 整 环 . 代数 数 域 K 中 的 代 
数 整数 全 体 Ok 称 为 天 的 整数 环 . K 是 Ox 的 商 域 . 
i LOK 是 两 个 数 域 , 则 O, 是 Ox EL BAA, 
Oi 也 是 有 限 生成 的 Ox PR. Ok 是 戴 德 金 环 ,其 理想 
可 惟一 (不 计 次 序 ) 分 解 为 其 素 理想 的 乘积 . Ok 是 惟 
一 析 因 环 当 且 仅 当 Ox 是 主 理想 环 , 这 也 等 价 于 天 
的 理想 类 数 为 1. 由 戴 德 金 环 上 模 结 构 定 理 ( 施 泰 尼 
X (Steinitz, E. )(1912 年 )- 卡 普兰 斯 基 (Kaplansky， 
I.) (1952 年 )) 知 ,0 全 Of CJ XP n= (Li K], 
J fe K 中 理想 ,7 的 理想 类 由 志和 天 惟一 决定 . 特 
别 地 , 当 J 为 主 理想 时 (例如 , 当 的 理想 类 数 为 1 
时 总 是 这 样 ), 有 OQ; cz OX, 即 存在 Wi Wz ,*** 0, € Oy, 
使 Oi=Orw P POxe,. 

# de (integral basis) 整数 环 作 为 其 子 环 上 的 
模 可 能 具有 的 基 ( 也 可 能 不 存在 ). 设 E/F 为 整体 域 
或 局 部 域 的 扩张 ,OF 与 OF 为 其 整数 环 . Ai FFE ws, 
Wy *** 9 CU, 使 Op =Orw, Or DOre, » M WI » C0» » *** 9 CO, 
WR E/F 的 整 基 . 04 F= MF (ONCE F, ON 
q 元 有 限 域 ), 有 限 扩 张 E/F 总 存在 整 基 . C4 F 是 一 
般 整 体 域 时 ( 即 Q 和 F(x) 的 有 限 扩 张 ),E/F 不 一 
定 有 整 基 ; 帮 有 整 基 也 称 为 相对 整 基 . 
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FA XT EE (relative integral basis) W“ J”. 

& (base) ”代数 数 域 作为 有 理 数 域 上 的 线性 空 
HAE. w K=O K n 次 代数 数 域 , 记 9 一 0m, 并 
以 ge y= 0° FEAR 0 所 适合 的 不 可 约 多 项 式 的 其 他 
n 一 1 个 根 . 于 是 ,K 中 任 一 数 a 必 可 表 为 a 二 a(9)= 
aid ai04- ta, ,0 !, 其 中 ;为 有 理 数 . 设 a = 
a, MFR a —a(07)(8—2,3. mH a Hite Y. 
PR Sa) =a? fal? + eee pa? =a FP?) +alF) +e 
+a(@™) N (a) Ha a, a? —a(p»), 
a8” dye a CO Ay a Bad 5G. A S(Ca+P)=S Ca) 
+S(8),NC@fP=NAN(B). Sla), NOAA FE 
数 . 特别 地 , 知 a NA ERU M) SC) = na, N Ca) = 
a^. d; a 为 代数 整数 , 则 SC(a),N (2) 均 为 代数 整数 ， 
从 而 为 有 理 整 数 . ATE K 中 能 找到 一 组 数 a, a, 
0, f K 中 任何 一 数 都 可 以 惟一 地 表 为 aio; + 
Ara, +e d asa, EE GA P a; CL jm AA PR 
数 , 则 称 ww ,oa 为 天 之 基 . 天 中 任何 基 所 含 元 
RAR R., HIF n. F asasan, 及 Bis Bos 
SB, 为 R(0) 之 两 组 基 , 则 有 有 理 数 au C1 kS 
n) fi 


qe s uh psg en 
k=) 


BARRA | ay | AO. 

2 Xf £d (absolute integral base) 一 种 整 基 . 
指 代 数 整数 环 作为 有 理 整 数 环 上 的 上 自由 模 的 基 . 设 
Ws wst se, Al n 次 数 域 K —QCGOD P ifj n Ar SEX. 
H 居中 任 一 整数 都 能 惟一 地 表 为 aw dass + 
Haon WER EP aiara, 是 有 理 整 数 , 则 称 
0, 为 天 之 一 组 (绝对 ) 整 基 . 设 wyas 08 a, 
是 天 中 任意 2 个 数 , 称 行列 式 ACo ,wm…aw) 王 | 
aj |! Jg ay sarees, 的 判别 式 ,其 中 a 表示 a 的 共 
He. 判别 式 有 以 下 性 质 : 

i ACa, ,05 oa) 为 有 理 数 , 特 别 地 , 知 EE TID 
0, 为 代数 整数 , 则 ACa ,as,… ,a) 为 有 理 整数 . 

2. Æ 0.05 tS, 及 Bip Bor Ba AK BOTH 
基 , 则 有 有 理 数 ay Adj k Sn E 


Qj = » aufi (1x jn 
Tr 


从 而 | 
3. T al dogs 为 K 之 一 组 基 , Mi Aa dis 


Q $05, *** 


TES 225,220, HR ZIRIA. 
有 了 判别 式 及 其 性 质 , 就 得 出 绝对 整 基 的 性 质 
如 下 : 


1. 设 os…w 为 天 中 之 基底 , 若 各 e, (ISi 
Sn)MJAPEXE.HB AC ,ws,…,w,) | 之 值 为 最 小 ， 
则 此 基 为 整 基 . 

2. 凡 整 基 的 判别 式 都 彼此 相等 ,并 称 天 的 整 基 


的 判别 式 为 此 域 的 判别 式 , 以 A 或 ACK) 表 示 . 

3. 几 判 别 式 必 满足 A=0 或 1 (mod 4). 

整 基 的 判别 式 (discriminant of integral basis) 
见 “ 绝 对 整 基 ”. 

MH (valuation) 亦 称 绝对 值 . 复数 绝对 值 的 
推广 . 域 F 的 一 个 赋值 是 到 非 负 实数 的 一 个 函数 
9. AXt a.5€ F WWE: 

1. ha)=0.4 HA 34 a —0. 

2. e(ab) =a gb). 

3. FF FEES Fh C Ega) Ait 

p1+arxc. 

LRA 3 SRF eG 06) Cmaxie(a), 
Pb). 每 个 赋值 jp 决定 上 的 一 个 拓扑 . 两 个 赋值 
称 为 等 价 的 是 指 其 决定 的 拓扑 等 价 . 每 个 赋值 等 价 
类 称 为 一 个 素 除 子 . 在 等 价 意义 下 ,上 述 C 可 取 为 C 
魏 2, 条 件 3 化 为 三 角 不 等 式 Gath) xa) +H). 
当 上 述 C 的 最 小 可 能 取 值 为 1 时 ,yp 称 为 非 阿 基 米 
德 赋值 (否则 称 为 阿 基 米 德 赋值 ). 这 等 价 于 p(n) 有 
jt GO € Zo. 代数 数 域 K 的 非 阿 基 米 德 赋值 类 ( 素 除 
子 ) 与 其 素 理 想 一 一 对 应 . 的 阿 基 米 德 赋值 类 由 
K 到 复数 域 C 的 嵌入 决定 . 

等 价 赋值 (equivalent valuation) — A," C (Er ". 

AE Bay d& ok 4E Int f& (non-Archimedean valuation) 
见 “ 赋 值 ” 

离散 赋值 (discrete valuation) 一 种 特殊 的 赋 
值 . 即 值 域 为 实数 集 的 离散 子 集 的 非 阿 基 米 德 赋值 . 
设 p ÆR F 的 非 阿 基 米 德 赋值 ,v 是 其 相应 的 指数 
赋值 . 车 v(x " ) 是 实数 加 法 群 的 离散 子 群 , 则 称 2 或 
v 是 离散 赋值 . 在 等 价 意义 下 ,可 设 V 是 规范 化 的 ， 
邑 w(F*) 王 Z. 于 是 存在 "EF 使 vr) 二 1.7 称 为 素 
元 素 或 局 部 一 致 化 参数 . 若 O 为 8 的 赋值 环 , 则 其 
赋值 理想 为 p— nO. 环 O 的 整理 想 全 体 即 p^ C PUR 
正 整数 ), 目 p = rO. 因此 ,0O 是 主 理想 环 . 特别 地 ， 
是 惟一 析 因 环 . 只 有 一 个 素 元 (或 不 可 约 元 )x( 相 差 
单位 意义 下 ), 只 有 一 个 素 理想 p( 也 是 极 大 理想 ). 
(E rEZ EAI F 的 加 法 群 中 0 的 基本 邻 域 系 , 因 而 
FF 是 完全 不 连通 的 . 男 一 方面 ,U, 二 1 十 p' 构成 下 的 
乘法 群 * “中 1 EAR SIR ASO). BF MT ott 
完备 的 时 候 ,F 中 每 个 元 素 x 可 惟一 表 为 

二 ae’. 
kha, RA F=O/p 的 一 个 固定 的 完全 代表 系 (p 
的 代表 取 为 0),a, 关 0. 例如 ,当下 =Q IPLE PAR 
数 ,v 为 p-adic 赋值 ( 即 p" Jy a 所 含 准确 的 p FE eB 
分 ), 则 w 是 离散 赋值 . Q X v 的 完备 化 Qs 中 任 一 元 
素 可 惟一 地 表示 为 


t= 298 (Oa, p—1X 


K a S i 


素 元 素 (prime element) Wl“ RAR”. 

局 部 一 致 化 参数 (local uniformizer)” 见 “离散 
赋值 ” 

p-adic (p-adic number) 亦 称 p 进 数 . 代数 
数论 的 基本 概念 . x £= X= do Hap tap +H 
+a: p 0a; <p 是 同 余 式 f(x) =0(mod p“ ') 
之 一 解 , 且 P Cx) z50€nod p) WA i z— riot p 
yE BEEF] ZR f Geo - p^! y) =0lmod p') 0S y< 
ps bl Fir d b f'ribye0nodpb).405 y= 5 
由 此 惟一 定 出 之 y* 右 记 为 a,—, MI Fa, apr 
十 ip ',0<a<p H f(r) =0(mod p) 2 — fi. 此 
种 作法 一 直 可 以 进行 下 去 ,因而 在 形式 上 可 得 PI 
—JR SUN ao taip t e tap ts, 0a <p, CRETA 
数 称 为 方程 fx) =0 的 一 个 p-adic 数 解 . 注意 ,这 
样 所 得 到 的 并 非 p-adic 数 的 全 体 ,一 般 p-adic 数 可 
以 有 有 限 多 个 p A TE. OR BD p-adic 数 的 一 般 形式 
为 a_.p “十 … 十 ao 十 Qip 十 十 qrp' 十 … 0<a<p, 
这 与 每 一 实数 可 以 表 为 10 进位 的 无 穷 小 数 a, 10" 
六 
为 相似 . 例如 ,方程 3a=2 之 5-adic 数 解 是 4 十 1。5 
十 3。5 十 1。5 十 3。54 十 …, 式 中 除去 第 一 项 外 ,其 
余 各 项 之 系数 轮流 为 1,3 两 数 ;方程 x* = 二 7 之 一 
3-adic 数 解 是 1 十 1。3 十 1。3: 十 0. 3?+2 * Biter, 

指数 赋值 Cexponential valuation) ” 非 阿 基 米 
德 赋值 的 又 一 记 法 . 设 e EM OF BE p AEOK QE A 
1H Xt aC F, £ v(a)--loge(GDO,.W]|BR Et v: F—R 
U teo } RA dat FOB — ^P 18 CIEL. 于 是 由 9 的 性 质 
知 , 对 任意 aber .A: 

]1.9(4)—50038 HAV aD: 

2. v Cab) —v(a) tv). 

3. v Cad- b) Zzmin (vCa) ,vCD) j. 

dr vF ER 的 离散 加 法 子 群 , 则 称 vo RE 
代表 的 素 除 子 P 为 离散 的 ,否则 称 非 离 散 的 . 最 常 
见 的 指数 赋值 是 p-adic 赋值 . it R 是 戴 德 金 环 , 天 
为 其 商 域 ,p 为 其 一 素 理想 . 若 对 a€E 民 ,定义 v(a) 
为 理想 aR 素 理 想 分 解 中 p 的 指数 , 则 wv ik K 的 指 
数 赋值 . 

{BA (valuation ring) 整数 环 的 推广 . 设 己 
Fe BOF AY FE Bel SE OK RR PR FC Pov 是 相应 的 指 
数 赋值 . 满足 v(a) 宇 0 或 ga) 三 1 f ac 的 全 体 0 
称 为 在 P 的 赋值 环 ,O 中 元 素 称 为 在 了 的 整数 . 满 
E v(a)250 XX, e(a) 1 Wack 的 全 体 p 称 为 在 了 
的 赋值 素 理 想 .满足 v(a) 二 0 或 g(a)= 二 1 的 aEF 的 
全 体 U RKE P 的 单位 群 .=O/zp RNE P Bd 
余 类 域 . 自然 映射 jy:O 一 = 二 O/zp RHE P 的 位 或 
剩余 类 映射 . 

素 理 想 (prime ideal) FL“ MAH”. 
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数 论 
单位 群 (unit group) 见 “ 赋 值 环 ”. 

F $= FE Ja (residue class field) W^ EE RU. 

Fel FE SEAR GT (residue class map) — T," WE I”. 

素 除 子 (prime divisor) 一 个 赋值 等 价 类 . 两 
个 赋值 等 价 当 且 仅 当 其 决定 的 拓扑 相同 ,也 当 且 仅 
当 其 中 一 个 赋值 是 另 一 赋值 的 寡 . 由 此 得 到 的 赋值 
等 价 类 称 为 素 除 子 . 

+K F (principal divisor) 域 中 一 个 元 素 决 定 
的 除 子 , 主 理想 概念 的 推广 . 若 $ 是 域 的 一 些 素 
除 子 组 成 的 集合 ,元 素 GCF , 则 由 a 决定 的 除 子 

SO [29 


PES 


称 为 S 主 除 子 , 式 中 wz 是 PP 对 应 的 指数 赋值 . ER 
子 的 次 数 均 为 0. 主 除 子 全 体 构成 群 , 与 主 理想 群 同 
pj. 

整体 域 (global field) 通常 指 代数 数 域 和 有 限 
Fa DOR E BE E RB BC Sa. 这 是 相对 于 局 部 域 而 
言 . 当 研 究 域 的 类 数 和 单位 时 , 常 需 考虑 到 域 的 全 部 
赋值 ,包括 阿 基 米 德 赋值 (与 局 部 域 中 只 考虑 一 个 赋 
值 不 同 ), 因 此 称 整 体 域 . 

希 尔 伯 特 符 号 (Hilbert symbol) ”二 次 型 或 二 
次 扩 域 的 一 种 重要 符号 . 设 & 表 示 实 数 域 R MK p- 
adic 数 域 Q, (其 中 p CO EP a,oEA LIE BOE 
X, H zi—ax!—by! 一 0 在 居中 有 非 零 解 时 , Ca 0) 
二 1 ,否则 (ea ,5) 王 一 1. 数 (Ca,6) 一 士 1 KH a 和 4 对 
于 & 的 希 尔 们 特 符 号 . a 和 2 乘 以 平方 元 素 时 ， 
(a,b) 不 变 . 希 尔 伯 特 符号 有 以 下 性 质 : 

1. 若 a,b5Ek* , bj - EC V6) lll Ca, b) — 1 的 充 
分 必要 条 件 是 a€ ks; 的 元 素 的 范 群 NAr . 

2. (a,6)= (b,a), (a,c) =l. 

3: (45 — a) =E] Gan lma 

4. Æ Ca ,b) — 1, M] Caa’, b) = Ca' 5b). 

5. (a,5)— (a, —ab)— (a, (1 一 a)0)， 

6. (aa’ ,b)=(a,b) (a' ,D). 

7. 38 k=R WY a Rb KFO atla, b) =l, Ma 
和 2 均 小 于 0 WY (a,b) =—1. 

oF WA 4S (Kronecker symbol) 判断 二 
域 中 素 分 解 的 一 种 符号 . WE d=0 BK 1 (mod 4) AGE 


平方 数 ,并 有 n0. RE WAS |) 定义 如 下 ， 


# pla i| 4 |= :着 4 二 1(mod8), 则 | SI m. 


O; 
d=5(mod 8), MI |». 一 一 1; 行 p HARM, H ptd, 


| 4 一 勒 让 德 符号 .车 m = Ilpo p. 为 素数 , 则 
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b CRT iG so 1| £) 一 0; 著 (dym) 一 1 


则 | al — tl. a mi2»0,m;72»0, M 


ex ae 
克 罗 内 克 符 号 与 雅 可 比 符号 有 密切 关系 . 若 六 
ec dye WP WAS S ES 当 4 为 奇 


CO aigh 


3 d—2'u H 2fu 时 ， 
WO pees ul ,ml 
aye" 


"RT " 
mal x (Tell 

都 是 雅 可 比 符 号 .因此 ,可 用 雅 可 比 符号 计算 克 罗 内 
克 符 号 ,并 且 克 罗 内 克 符 号 | 乞 | 是 模 14 | 的 一 个 
特征 (只 要 对 它 进行 mod ld |P HR). HH ps 
E —0,1,—1 分 别 相当 于 户 在 QCV 可 ) 中 分 歧 、 

二 次 数 域 (quadratic field of number) 有 理 数 
域 的 二 次 扩张 . 知 拓 是 一 个 二 次 代数 数 , 则 QOH 
为 二 次 数 域 .例如 ,所 有 形 如 a 十 bi(a,b 为 有 理 数 ) 
的 复数 成 为 一 个 二 次 数 域 , 记 为 QQ). 若是 一 个 
二 次 代数 数 , 则 QC 和 ) 是 一 个 代数 数 域 ;并 且 有 一 
不 含 平方 因子 的 非 零 整 数 m 使 得 QE) —QCV/ m), 
而 Q(E) 是 由 一 切 形 如 a 十 b Vm 的 数 构成 ,其 中 a,6。 
是 任何 有 理 数 . 因此 要 研究 二 次 数 域 ,只 须 研 究 二 次 
数 域 Q( vm). 另 外 ,对 此 还 有 重要 定理 :车 m 是 不 
SEAR AT HBR, WW QC m ) 中 一 切 代 数 整数 可 
X, a 十 bw 的 形式 ,其 中 4a 与 6 可 为 任何 整数 ,而 当 
m 关 1(mod 4) 时 ,w= 二 Vm; 当 m= 二 1(mod4) 时 ， 
pA 

2 

范 数 Cnorm) 代数 数 的 一 个 性 质 . 设 QC m) 
HOROR. E EEQCYVm), 则 ==a 十 b Mm ,并 将 
le 一 bm| 称 为 8 的 范 数 ,并 记 为 N (6). 由 直接 计算 
可 得 NCEQV=NCEYN (7), 并 且 , 当 是 代数 整数 
时 ,N(6) 是 非 负 整 数 , 当 目 仅 当 $==0 时 , 才 有 N(&) 
— 0. 一般 地 ,一 个 代数 数 的 范 数 定义 为 它 的 各 共 纯 
的 积 ( 绝 对 值 ), 它 是 一 个 有 理 数 . 范 数 可 推广 到 相对 
扩张 和 理想 . 

欧 几 里 得 域 (Euclidean field 一 类 性 质 良 好 
的 二 次 域 . 若 二 次 域 Q(0) 的 理想 类 数 hh, 二 1, 则 该 域 


m 
PM 


其 中 


称 为 单 域 . 凡 单 域 上 的 理想 都 是 主 理想 ,因此 单 域 中 
整数 之 惟一 分 解 定理 是 成 立 的 . AT IQQ COD F IE 
意 两 个 整数 ,7(7 关 0), 恒 有 二 整数 衣 ,l 存在 ,使 得 
&—Ekp-FL, [NOD | EN OD | 成 立 , 则 称 该 单 域 为 狭 
义 欧 几 里 得 域 . 实 的 狭义 欧 几 里 得 域 有 16 个 , 虚 的 
有 5 个 ,它们 是 Q(vVD):D=2,3,5,6,7,11,13， 
17, 19, 21,29,33,37,47,57,73 和 D= 一 1, 一 2， 
—3,—7,—11. 若 存在 域 Q(0) 到 自然 数 集 的 映射 p, 
使 对 域 中 任 二 整数 ,7( 隆 0) 恒 有 二 整数 有,!/ 使 得 EF 
=k] +L PDP » M ERA BA C— EO EX JL E 18. 
域 . 虚 的 狭义 和 一 般 的 欧 几 里 得 域 已 证 明 是 一 样 的 . 
实 域 时 ,二 者 是 否 一 致 的 问题 尚未 解决 . 

二 元 二 次 型 (binary quadratic form) 二 元 二 
次 齐 次 多 项 式 的 一 种 习惯 名 称 . 对 固定 之 整数 a.b. 
c. LAXGTIX Im F—Fr.y0—azxi-bxyd- cy 称 
为 二 元 二 次 型 或 简称 为 型 ,并 以 {a,o,c} 表 示 . 整数 
d=b — 4ac 称 为 此 型 之 判别 式 . 因 此 , 必 有 d=0 或 
1 (mod 4). 一 个 二 次 型 可 分 解 为 两 整 系数 一 次 式 之 
积 的 充分 必要 条 件 是 其 判别 式 为 一 平方 数 .和 共有 整 
系数 变换 r=rX+sY ,y=tX+uY ,ru 一 st 二 1 将 二 
WI FG.) GOX YO, Blk F 5; G 相似 (以 FF 
~G 表示 ) ,或 称 下 经 变换 


r M 


E u 
而 变 为 G. 与 正定 型 相似 的 二 次 型 亦 必 为 正定 型 . A 
外 ,二 次 型 之 相似 性 具有 : 

1. 反 身 性 , 即 F —F. 

2. 对 称 性 , 即 若 FG. WI G—F. 

3. Exe PE, a F—G.G-— H,W| F—H. 

于 是 依 相似 性 ,可 以 将 判别 式 为 & 之 二 次 型 分 
为 若干 类 ,同一 类 之 二 次 型 都 相似 ,不 同类 之 二 次 型 
决 不 相似 . 

二 元 二 次 型 与 二 次 数 域 理想 的 对 应 (corre- 
sponding between the binary quadratic forms and 
二 次 数 域 的 
一 个 重要 性 质 . ROKR OQ VD) HERA A, 理 
ABOU 有 基 al ,as ,可 做 二 元 二 次 型 


Na, E 
F(rx,y)-— MM. 


这 就 是 判别 式 为 A 的 二 元 二 次 型 下 与 U 的 对 应 ,也 
称 玉 属于 理想 U. 于 是 ,在 二 次 域 Q(vVD) 上 理想 
类 与 以 A 为 判别 式 的 原型 类 之 间 具 有 一 一 对 应 关 

W (genus) IRM. 二 次 域 的 理想 的 一 种 分 
类 .在 二 次 数 域 Q(YD ) 中 ,对 理想 U 5V, A 
QCO/ZD) ERI eRe 与 B. fi [a]U —[8]V B. 
N (ag) 220, W| gy 2818 U 5E; V BRU. LU ee 


the ideals of quadratic number fields) 


R X 数 论 


V 表示 . 并 且 , 相 似 型 属于 狭义 相似 之 理想 , 且 反 之 


亦 然 . 设 固 定 一 个 二 次 域 为 QC(vVD ), 其 基数 为 A, 
且 理 想 类 都 是 指 在 狭义 相似 意义 之 下 的 . AOR 
F(z,y) 属 于 理想 UU, 则 称 (zx,y) 的 特征 系 为 理想 
U 的 特征 系 . FA pi,pP;，,…,p; 为 4A 的 奇 素 因 子 ， 
取 U 中 整数 a 为 使 (N(a)/N(U),2A)= 二 1 成 立 之 
数 , 则 : 
N(a)/N(U) 


$; (i = 10,2,.:5); 


区 e] 
(a) = (— 1) -r -(D = A/4 = 3(mod8)); 


LP N@ _ 
ela) = (— Tubs Z7 — 2(mod8)); 


O(a)el(a) (A/4 = 6(mod 8) 


为 理想 U 的 特征 系 . 凡 两 个 具有 相同 特征 系 的 类 称 
为 属于 同一 族 , 理 想 UV 的 特征 系 中 各 值 为 U,V 对 
应 特征 值 的 乘积 . 从 而 得 到 :两 类 乘积 的 特征 系 即 为 
两 类 特征 系 之 乘积 ; 若 类 {U) 与 类 {VV} 在 同一 族 中 ， 
类 {U1) 与 类 {Vi) 在 同一 族 中 , 则 类 {UV) 与 {U1Vi) 
也 在 同一 族 中 . 称 单位 理想 了 所属 之 类 为 主 类 , 主 类 
所 属 之 族 为 主 族 . XC UE UV — [a ].a 为 一 自然 数 , 则 
FERAS QU ) 为 类 {V) 的 道 类 .任何 理想 类 的 逆 类 必定 存 
在 , 且 主 族 中 任何 两 类 的 乘积 还 在 主 族 中 , 主 族 中 任 
何 一 类 的 逆 类 还 在 主 族 中 ,而 每 一 族 中 的 类 数 必 定 
相等 . 

种 (genus) WM”. 

+ 38 (principal class) 

7K (principal genus) D," TA". 

逆 类 (inverse class) WJA”. 

分 圆 域 (cyclotomic field) 一 种 重要 的 数 域 . 
Xt FARM m AHR m 次 才 等 于 1 的 复数 称 为 m 次 
本 原单 位 根 . 它们 是 exp2tir/m,(r,m)=1, REA 
PLm) 个 (9 为 欧 拉 函数 ), 这 plm) 个 m 次 本 原单 位 
根 是 有 理 数 域 Q 上 glm) 次 不 可 约 多 项 式 

poo e | er =p 


d|m 


Cu BR EG -5 38r ER BO B5 E FC B dc eg CLR 
系数 为 1, 其 他 的 系数 都 是 有 理 整 数 . PF, (z) 称 为 分 
圆 多 项 式 . 例如 ， 


Fi (2) = 


TWh“ TR” 


Ce = Cr = 1) 
(= ae = 1) 

二 TX 一 TX 十 1. 
在 有 理 数 域 Q 中 添加 m 次 本 原单 位 根 《= 
exp2 ri/mJ/5 18 SX K,,=Q(E,,) E Q 的 Gon) eM 
T RV th. EME RPG 是 与 Z/mZ 的 不 可 约 剩 余 
类 构成 的 乘法 群 同 构 的 阿 贝尔 群 :C= (0,10, (6,0 = 
no Crom) =1). Kn RA m RAER. 分 圆 域 是 有 理 
数 域 Q 的 阿 贝 尔 扩张 ;反之 ,有 理 数 域 上 的 任意 阿 
贝尔 扩张 都 是 分 圆 域 的 子 域 . 
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本 原单 位 根 (primitive root of unity)” 见 “分 圆 
hy". 
P [B] S sb cyclotomic polynomial) 4} [5] Jay, 


数论 的 重要 概念 . B n0. Stk n 次 单位 根 为 


b T7. 
COS 2^7. Lisin e (R=0.1.2,°**,n—1), 


a HH UA pa ; yn) 是 p(n) n UR AS JR hz AR M 
称 多 项 式 


Poor) IL @ ecd.) 
为 分 圆 多 项 式 . 分 圆 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 : 
1. [| Fair) = 之 一 1 或 
d |n 


F(x) = || — p^). 


d |n 
2. F,CoOdÉ BELARUS 1. H TE ERU Q 上 不 
可 约 的 整 系数 多 项 式 . 
3.35 p BEB phon W Fat GO — Fu" ) 及 
F(a?) 
Fr) 
4. nZ23,21in ,FPF (x2 — F,C— r). 


A = F,(x). 
x 


dt odo) = 


5. n2 时 T 


6. BE p,q 为 不 同 素数 ,Pu(z) 一 È ca" DU 
"- (—1)* (4Yn=aq+ Ppt 表 法 惟一 )， 
^ (0 (4 n=aq+Bpt+o 表 法 不 惟一 )， 
其 中 ap 为 非 负 整数 , 且 6==0,1. 
AR Alsi (primitive factor) 分 圆 多 项 式 的 推 
J. a Vn) =ar" — y nl Wr, y) EKARTE 
的 齐 次 整 系数 多 项 式 , 其 中 含 x 的 最 高 次 项 的 系数 
是 1. PX EH n W Cx 0 RE V GO AA HAT 
一 个 0xj«n,OVG;,32),VCO)210,lll$g Wry) 
为 V(n) 的 本 原因 式 , 记 为 W(n). 本 原因 式 的 主要 
性 质 有 : 
be Vm yn 
dW V Gn) |V GD) 的 充分 必要 条 件 是 m |n. B. 
(V Gn) ,V (10) —V (d). 


2. 若 7 一 e "是 一 个 次 本 原单 位 根 , 则 六 Cz) 有 
本 原因 式 


W (n) = ll (x — Fy), 


W(n) 为 不 可 约 的 次 数 为 PM HE BAS Est, E 
W(nw) 是 V0) 的 惟一 本 原因 式 以 及 
Vin) = || Wo). 
t|n 
3. Æ n 宇 3, 则 有 


W (n) = ll | Gr — 3» + dary sin £ . 


.H 
UL Gan) =I 
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zm AF (primitive divisor) 分 圆 域 数论 的 重 
要 概念 . 它 与 本 原因 式 有 紧密 联系 . KEK ab, 0< 
b<a,(a,b)=1,0(n) =a" — 6" n= 1, H FEER n, 
TELE R>O0,ki| vn). MAT BEF 7,0< <n. Ak, 
vC)O — L1, MER k A v GOD BS I BL P dg 00 0J 
vin B] E KA EAT. a n1. WE va) AE 
个 因子 & 都 是 它们 的 本 原因 子 . 本 原因 子 有 以 下 基 
本 性 质 ( 以 下 恒 设 no 1.2 非 v() 的 本 原因 子 , 且 p 
为 奇 系 数 ): 

LARA v GO BLZ JE DSL . N 

(a,b) — (5,5) — 1. 

2. k 是 vln) 的 本 原因 子 的 充 要 条 件 是 klg(n). 

3. 若 tvGn) ,tv On, , Wt lom, ms). 

4. £i p dE v On BIA BRL PLU] 5 |o QD BS EA 
必要 条 件 是 mn. 

5. Æ kluvna), HITE — t ln t<n. (hovGQ))=1, 
WW & HE vn) YAS RA 

6.4 pP ON v OD HARA. p=1Cmodn). 

7.4 pln Nl plu WEA EBAAE 


piv Fi 

8. Æ n25 6. M o4 E — P RABAT. 

AS EIA FY Bie TEE EA A Tr RE AE BE In] LEUR 
重要 应 用 . 例如 ,应 用 上 述 性 质 可 以 证 明 : 

1. 对 于 2n 1825533 & 4 JÉ 3l kn 十 1 的 素数 . 

2. Æ n25 6,5221, IE EC a AE nk+1 形 的 素 因 
子 , 则 不 年 方程 y =" 无 正 整数 解 x ,yn，,s. 

3. Æ n> 8,5221, IE SEC a 不 含 形 如 2kn 十 1 的 
素 因 子 , 则 不 定 方 程 x* 十 y= 二 a’ 无 正 整 数 解 syon, 


S. 


局 部 域 docal field) 一 种 有 限 域 . 指 对 于 一 个 
离散 赋值 完备 的 、 且 剩余 类 域 有 限 的 域 . 在 同 构 意义 
下 即 是 整体 域 ( 有 理 数 域 与 有 限 域 上 单 变 量 有 理 函 
数 域 的 有 限 扩 张 ) 对 于 其 一 离散 赋值 的 完备 化 . 例 
Ul, p-adic Bk Q, ARR ROR Fux 1]. 局 部 域 只 有 
惟一 的 素 理想 ,结构 简单 , 常 通过 它 研 究 整体 域 . 

享 泽 尔 引 理 (CHensel's Lemma) 代数 数论 中 
的 一 个 重要 定理 . 由 多 项 式 在 剩余 类 域 上 的 分 解 得 
出 其 在 完备 域 上 分 解 的 定理 . 设 域 玉 对 非 阿 基 米 德 
赋值 E.O 为 赋值 环 , 忆 为 赋值 理想 F=0/P. 
自然 同 态 O 一 下 诱导 出 环 同 态 OLz] 一 下 [z], 以 
fGoid fGO€oO[x]m fs. AEF Le] PA BK 
fG2)-9GGOH G2350,5X G) Ej Hr Flr] 
中 互 素 多 项 式 , 则 享 泽 尔 引 理 断言 :存在 g(x),h(x) 
EOLzj, 使 得 f(x) 二 g(x)h(xr), 且 

degg (x) =degG(r) ,g(r)=Gr) ,hr)= HG). 
特别 地 , 若 BEF 是 f(x) 的 单 根 , 则 存在 f(x) 的 根 
bEO 使 5 二 PB. 由 此 引 理 知 ,车 f(x)EOLxj] 首 一 , 且 


EERE EPIHA, W A(x) 二 G(x)"” 是 Fr] 
不 可 约 多 项 式 CCz) 的 需 . 

奥 斯 特 洛 夫 斯 基 定 理 (theorem of Ostrowski) 
代数 数论 中 的 一 个 重要 定理 . 阿 基 米 德 赋值 本 质 上 
即 通常 的 绝对 值 定理 : 铬 域 对 于 阿 基 米 德 泰 除 子 
P 是 完备 的 , 则 玉 必 同 构 于 实数 域 R 或 复数 域 C， 
日 在 此 同 构 下 了 对 应 于 通常 的 绝对 值 (所 决定 的 素 
ER TO. 

iB ETB (approximation theorem) 不 同 的 赋 
值 之 间 相 互 独立 的 定理 ,是 中 国 剩余 定理 (孙子 定 
理 ) 的 推广 . 该 定理 断言 : 寿 9 oco ,9 是 域 下 的 互 
不 等 价 的 非 平 凡 赋 值 ,a ,as,…,a, 为 中 任意 元 
素 , 则 对 于 任意 60, HFEF "POUR rE 9(z 一 
a) «e Xf i=1,2, n 均 成 立 . 

WE (& AY 2E dH extension of valuation) 由 子 域 
AY REL RAS I A. eS 9 aA PR 455 
E WIRE FCE, A ¢ EF AREA o. Ws o2] 
PEE 的 延 拓 . 24 F MSE Bu] SEAR (EC (EE 9 2 完备 而 n= 
LE: F Bf eZ E B3 sEdR 9 FEH, "C HH 

pa) = (ON qGDY) 7 7 
EX, HREM O, 是 0O; 在 上 的 整 闭 包 . 当 9 离散 时 
y 也 离散 , 且 e(Q/P)f/(Q/P) 二 n(P,Q 为 9,9 代表 


HERT). 4F REEF EU GOMES 
46.93] F 的 延 拓 2 由 连续 性 ) 存 在 且 惟 一 , 且 相 应 


的 分 歧 指数 与 剩余 类 次 数 均 为 1. 固定 天 的 代数 闭 
包 2, 对 每 个 固定 F JUR I) RA p: ED (1—1,.2; 


…,n),p 有 到 复合 域 ;== (EF 的 惟一 延 拓 gg 
E E WRA o 是 og 到 的 一 个 延 拓 , 且 上 ;是 对 
o 的 完备 化 .而 8 二 9 当 且 仅 当 i 与 相差 一 


上 共 思 , 即 E, 5 E,4826— p F EGER. TR AE jp， 
post iM, AIX HARE. FE eSI ETHER 
EH 9.9. se HE=F@OHBDT KS (2H a 


在 上 的 极 小 多 项 式 , 则 上 述 相 当 于 f(x) 在 Fx] 
中 分 解 为 不 可 约 多 项 式 右 fO ZU 
TEI) T«f.) 9 


mo) 一 w 为 fíGOBS— TRE SR FGDOGA12 7. 
g)4igu-[E:FLLEs:EFLJ/DLE:F],- 
GOLES: Fj; 表示 E/F 的 不 可 分 次 数 ), 则 

n= San > Yeu fp) 
(9 离散 时 等 号 BRE P, 是 含 8 的 素 除 子 ). Hid N, 


和 x, 为 ;到 六 的 范 和 迹 ,对 任意 BEE, 记 B= 
LB SBER BEF EMR) SU Lg 


K Xm X 论 
N,ZGQD = [[ NCB". 


2 LT. UB, 


f(B,F) = Ire. Fy.. 


特别 地 ， 设 pg 是 非 阿 基 米 德 赋值 . Ay E/F fi n 
罗 瓦 扩张 , 则 每 个 E/F 的 自 同 构 均 可 迁 地 置换 { 己 ， 
Po Pa) A M e(P;/P).f(P:/P) on; SOA pE PK 
变 . F F 为 代数 数 域 , 则 : 


H= > ePID Ps 
i=] 


Tr eye (B) = 


vita) = (PY 
(CUF a€ F v, HI v Æ qo 和 92 对 应 的 指数 赋值 )， 


v(Ng (D) = Pv G)f/(O;/P) (0€ E), 
im 


HÆ 8 为 p-adic 赋值 , 则 POr= pr pz prop 是 be 
adic 赋值 ,p; A E WR e; — e (DP; / P). 

SPU (ramified) 赋值 延 拓 或 素 理想 分 解 的 一 
种 性 质 . E P AR F 的 素 除 子 (一 个 赋值 等 价 类 )， 
QA PAPER E WY RES. rds e(Q/P)>1, 
WK Q EF EDE. a PEE MERZ oP 
Fk P fe EPDE. 同样 的 术语 用 于 了 和 QQ 对 应 的 
AU. OF 的 素 理 想 p EERIE pO# = 
piper pe M) e>1 NRK p HEF bri. 
Cnet og L— AF 1 BIER p EE Pork. RAR p 
E E POR A AM p XE E/F 的 判别 式 的 因子 . p. 
E F ER 4AM 4 p; Æ E/F 的 差 积 的 因子 . 

4) E 18 BW (ramification index) 在 域 扩 张 时 ， 
素 除 子 延 拓 或 素 理 想 分 解 的 指数 . D A FE 
阿 基 米 德 素 除 子 ,Q 为 了 在 扩 域 中 的 延 拓 ,rw Av 
是 Q 及 P 了 相应 的 指数 赋值 , 则 

e(QQ/P)-— GoCE* ) 139CF* )) 
BRA Q 对 了 的 分 歧 指 数 .在 对 离散 的 了 是 完备 
的 ,n= 二 [LE :Fj 有 限 , 则 eC(Q/P)f(Q/P)==n, 式 中 
f(Q/P) 为 剩余 类 次 数 . 

el FR BE YR BW (residue class degree) ART BK 
素 理 想 的 剩余 类 域 的 扩张 次 数 . A EDF, Q EE 
的 非 阿 基 米 德 素 除 子 ,了 EQ EFRA CEE Q 
AE P WEH), E MF EE ERAF TE P 的 剩余 类 
域 , 则 域 扩张 次 数 A/(Q/P)==[E : FURAN QiEP E 
的 次 数 , 或 E/F E Q 的 剩余 类 次 数 . 也 称 为 相应 赋 
值 素 理想 的 次 数 或 剩余 类 次 数 . 

非 分 歧 扩 张 (unramified extension) 一 类 重要 
HRI K. i E/F 是 局 部 域 扩 张 ,E 与 为 其 剩余 
类 域 , 若 E/F 可 分 且 剩 余 类 次 数 /OE/F) S [E F] 
=[ E : FJ, | E/F 称 为 非 分 歧 扩 张 . 设 F 为 整体 
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域 ,E 为 其 有 限 扩 张 ,Q 为 下 的 素 除 子 已 在 五 的 延 
Hi. e(Q/P)=1, WERE Q EF EbdEA E P PEE 
BY Ar XE 6 3g dE oo see WU ER P E ESE op be OX 
E/F1E P ARS} i) ie F 的 所 有 素 除 子 ( 有 了 时 限于 所 
有 有 限 素 除 子 ) 均 在 EE 非 分 歧 , 则 称 E/F A AE ig 
扩张 . 非 分 歧 扩张 在 类 域 论 中 起 重要 作用 . 局 部 域 的 
ARP IK E/F 是 非 分 歧 扩 张 的 充 要 条 件 为 E= 
F(a) ,其 中 a 是 某 首 一 多 项 式 f(z)EOrLzj| 的 根 ， 
且 在 剩余 类 域 中 a 是 f(x)EF[zj 的 单 根 . 此 时 E= 
F()H((1.2a,o05,-,0 Bn kek E/F 的 整 基 . 

戴 德 金 环 (Dedekind ring) 理想 可 以 惟一 素 分 
解 的 环 . 最 重要 的 例子 是 : 数 域 的 整数 环 .光滑 曲线 
”的 坐标 环 . 按 定义 ,满足 下 述 三 条 件 的 整 环 R 称 为 

戴 德 金 环 : 

1. R 是 庄 特 环 . 

2. R 的 真 素 理 想 均 为 极 大 理想 . 

3. R EHA FER) Pp Eg. 

事实 上 ,对 每 个 戴 德 金 环 R 及 其 商 域 已 ,总 存 
TE F 的 离散 素 除 子 集 S 使 {f,S) 为 普通 算术 域 而 R 
AS 整数 环 . ARRERA F) AREE H 
仅 当 其 每 个 真理 想 均 为 极 大 理想 的 积 ;也 等 价 于 其 
每 个 分 式 理想 均 可 逆 , 即 分 式 理想 全 体 构 成 群 . 戴 德 
EH R 在 其 商 域 的 有 限 可 分 扩张 中 的 整 团 包 
Re EARE, H E E Re: KARR. 

剩余 类 环 (residue class ring) 有 理 整 数 环 的 
剩余 类 环 Z/mZ 的 推广 . BES) HGB REOR RH 
F Xt S 中 每 一 赋值 的 剩余 类 域 均 为 有 限 域 . 设 CO 为 
的 S 整数 环 ,A4,B 为 0 的 理想 . 记 NCAD) — 
H (O/A) PRA A WWS, EEREN. O/A 有 许多 
类 似 于 Z/mZ 的 性 质 : 

1. br=c (mod A) FA ft 4 AMO, AORA c H 
模 A/(b, A) fe HE— (SRB b,c. x EO). 

2. 以 OG CAD iU 98 O/ A 中 单位 元 个 数 , 夺 (4,B) 
一 1, 则 @(4B)= 一 8(4)B(B), 且 

$(A) = NA) TE à — 1/NCe». 


AH p14 过 素 理 想 了 BC(B) 二 NC(4), 式 中 B14 过 
3. Zt bCO, Cb, A) — 1, i| 5*9? =1 (mod A). 
普通 算术 域 (ordinary arithmetic field) ” 数 域 

的 推广 , 指 普通 “算术 ”( 对 于 理想 ) 可 进行 的 域 , 实 即 

戴 德 金 环 的 商 域 . FE MF ASE RR 

子 集 S 满足 以 下 二 公理 , 则 称 {F,S} 为 普通 算术 域 

(iC OAF): 

l.V aE F,JU3EV PES fii ve (a0) 20 GX EMF 

VaCF',JL3EV PES fii v(a)=0). 

2. 对 任意 Pi. Po. PE S.a, nsa Fam, 

Mostom, EZ, BATE a EF ffi vp (a— a:i) >m: G— 
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PS 
公理 可 减弱 为 > 一 2,a 一 1,a* 一 0,m; 一 1)， 

条 件 2 实质 上 就 是 中 国 剩余 定理 ,所 以 OAF 
实 为 满足 中 国 剩余 定理 的 域 . F 的 整数 环 OCS) EM 
为 使 vpla) 宇 0(Y PES) 的 a 中 元 下 的 a 全体, 在 Ff 
中 整 闭 , 是 各 P 整数 环 Op 的 交 (PES); 有 是 Op = 
OWS) + p",O/8' O,/p MER r>1 RL AF p 
E P 的 赋值 理想 ,p= 二 p 门 0C(S) 是 OCS) WN RAB. 
OAF 的 例子 有 Qk (任意 域 上 的 有 理 函 数 域 ) 
及 其 有 限 扩张 和 完备 化 (S 限于 离散 素 除 子 集 的 任 
意 子 集 ). 注意 , 若 {f,S) 为 OAF,S'CS, 则 {FF,S'} 
亦 为 OAF. X S 有 限时 {Ff,S} 总 为 OAF. 而 OAF 
的 有 限 扩张 仍 为 OAF(S PRR TEZE). OAF 
域 的 整数 环 OC(S) 为 戴 德 金 环 ( 即 理想 可 惟一 素 分 
解 ); 反 之 , 设 R 为 戴 德 金 环 , 则 其 商 域 总 对 某 素 除 
TES 为 OAF ,是 整数 环 OCS)—R. 

设 {f,S) 为 OAF,S 中 的 素 除 子 及 其 对 应 素 理 
想 ( 即 赋值 理想 与 OCS ) 之 交 ) 分 别 生 成 (乘法 ) 目 由 
阿 贝 尔 群 D 和 7, 称 为 除 子 群 和 理想 群 . ALD" A 
1* 记 主 除 子 群 和 主 理想 群 ( 即 F 中 元 素 生 成 的 除 子 
和 理想 ), 则 除 子 类 群 D/D^ 与 理想 类 群 1/7’* 同 构 ， 
HIRAI ACCORA F 的 S 除 子 类 数 或 理想 类 
数 . 当下 为 代数 数 域 而 S 包含 下 的 几乎 所 有 非 阿 基 
米 德 素 除 子 时 ,h(S) 有 限 . 当下 为 代数 函数 域 而 $ 
为 其 全 部 素 除 子 时 ,h(S) 无 限 . AK hs RAK 
除 子 类 数 AGO —DVD' , 式 中 Do 为 DD 的 零 次 除 子 
子 群 . 当 S 不 含 无穷 素 除 子 时 ,h(S) 有 限 , 常 称 为 FF 
的 理想 类 数 而 记 为 上 (Or). 当 且 仅 当 h(S)=1 时 ， 
O(S ) 为 主 理想 环 . 4 S 为 有 限 集 时 ,总 有 A(S) 王 1. 

除 子 类 数 (divisor class number) 见 “ 普 通 算 
术 域 ”. 

覆盖 环 (over-ring) 一 种 扩 环 . 包含 环 R 而 含 
FRM F PH RUBROS R 的 覆盖 环 ( 常 设 R 
AR,F). XE FS) ApÉGB ER ILU] F 的 整数 环 O 
— OCSO IP PI uo OSS 的 诸 真 子 集 S ZAR 
(包含 ) 序 一 一 对 应 ,使 3 = {PES |OpDO'},0'= 
OCS') = la EF |v,(a)z20,P€ S'). 特别 地 , 戴 德 金 
环 的 覆盖 环 也 是 戴 德 金 环 .O 与 O 的 理想 半 群 间 有 
互 逆 的 同 态 : 

A= Il] E46) = Lier, 


PES PES 
] , CB) 
B= [Leen om I». 
PES PES 


式 中 BOR p')A OCR 0O') 中 相应 于 PP 的 素 理 想 . 
理想 的 范 Cnorm of an ideal) 数 的 范 映射 到 理 
想 的 推广 . 设 Q@ 是 普通 算术 域 的 素 理 想 , 域 下 是 
E I T 354. p—Q()F.sE X. Q gi E BF HWA 
Nar(Q) m DY 


式 中 f(Q/p) 为 剩余 类 次 数 ,i(Q/p) 是 不 可 分 次 数 
LE: F] SLEa : F, ], B9 ig F, Æ F OM p-adic 赋值 
的 完备 化 . 范 的 定义 按 积 性 扩展 到 五 的 任意 理想 
A HA 

Hoan” =, 


AF oğ E EF AERA A E W E F HK 
A. 

4) st 38 48 (fractional ideal) ZRERIBAB.IHAH HE 
念 的 推广 . 设 R 为 一 整 环 ,K 为 其 商 域 (分 式 域 ),M 
CK 是 RE. GEESE 0 CER IE cCM= {cm|m€ 


Nga/r(A) = 


M}CR, 则 称 M 为 分 式 理想 . GS BA CXC i 


想 ) 也 是 分 式 理 想 . 戴 德 金 环 的 分 式 理想 全 体 构 成 一 
个 乘法 阿 贝尔 群 ,由 其 素 理想 生成 . 

理想 (ideal) ” 即 “ 分 式 理想 ”. 

除 子 (divisor) ”理想 概念 的 推广 . 域 下 的 素 除 
子 为 基 生 成 的 自由 阿 贝 尔 群 称 为 除 子 群 ,其 中 的 每 
个 元 素 称 为 除 子 . BRA EP Bde FP i AK ELT 
也 记 为 加 法 . 类似 地 , 域 下 的 部 分 素 除 子 构成 的 集 
€ S 中 素 除 子 生成 的 目 由 阿 贝尔 群 称 为 S ER T RE. 
当下 为 整体 域 而 S 为 有 限 素 除 子 全 体 时 ,S 除 子 群 
与 五 的 (分 式 ) 理 想 群 同 构 

IL p xc I p”， 


AF p 是 素 除 子 的 赋值 理想 (同时 P 是 p-adic IR 
值 类 ). 

除 子 群 (divisor group) TL" Eg T". 

% Æ (difference-product) ”刻画 扩张 (分 歧 ) 性 
质 的 扩 域 中 的 一 个 数 或 理想 . 设 E/F 是 次 可 分 扩 
张 , 且 其 对 任意 素 除 子 的 剩余 类 域 E/F 也 可 分 . 车 
FETE a€Oz 使 1,a…% ! J E/F 的 整 基 ( 即 整数 
SR Oz ff] Or 基 ), 则 f (a) = (a 一 qs)…(a 一 a,)( 或 其 
生成 的 的 理想 ) 称 为 E/F 的 差 积 DEF), AP 
f(z) 是 a 在 上 首 一 极 小 多 项 式 ,a ARR. 例如， 
BPQHF, EWRBRART QOPCGJI QE P Bj 
延 拓 ), 则 完备 化 域 Eo/F» 的 差 积 可 如 上 计算 , 称 为 
E/F EQ BÆR Zo H mo vo GZ9) =e(Q/P)—-1 
Q4 Q/P JIMA) E ME e(Q/P )<meRe (Q/P) + vo 
(e(Q/P))— 104 Q/P HDE). 对 普通 算术 域 扩 张 
E/F ,其 差 积 为 

DE/F)= || pe = {a € ElaOz C Os) 

Q 


= g.c.d. {f (7)), 
式 中 过 的 (有 限 ) 素 除 子 ;B 为 其 相应 的 五 的 素 
理想 ;O2 = (BE EIT, „BO COF) EKI Or 的 补 
4E Y 过 整数 环 Or 形式 上 也 记 为 
DE/F) = [[£,aG/r» = I 1 2 


E KREE p EEF 分 歧 的 充分 必要 条 件 为 
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BIS CE/F». 判别 式 为 差 积 由 EE 到 F 的 范 , 即 DCE/ 
P)=NepQE/F). & FCECK, Mi 
C(K/F)—Z(OK/E)ZCE/F). 

Xi Hk (discriminant) 刻画 扩 域 性 质 的 子 域 
中 的 一 个 元 素 或 理想 . 若 互 为 域 忆 的 ?次 可 分 扩 
张 ,Tr 为 到 下 的 迹 ,Q 2,7. € EB] n 阶 行列 
式 值 det (Tr(aia;)) EF RRX asasta, REHE F 
整数 环 Or 上 生成 的 模 或 理想 ) 的 关于 E/F 的 判别 
TNs WA Dla 50.5% ,a,). 若 0,502,**,0, AF ER 
dt 9 76. Wi) D Casa +, a, ) — det (oa; Y. 在 五 一 
F(a), Wii 


Daas A] taco 


s Nerf’ (a) ie ]ye-»2 
也 称 为 a 或 a 在 上 的 首 一 极 小 多 项 式 Fz) 的 判 
别 式 . 
di E/F 存在 整 基 wy, w sw, € OgCBI w, 
UU5 5, *** 9 UO, 是 Og 作为 Or mM. = Or 是 主 理想 环 
时 总 存在 ), 则 DG; w, sw) FR E/F 的 判别 
X DGOE/F. EAM F 的 单位 平方 意义 下 惟一 ( 特 
别 地 ,当下 一 Q 时 惟一 , 称 为 E 的 绝对 判别 式 ), 所 以 
常 视 为 下 中 的 理想 . 例如 , 若 P,Q 为 下 ,五 的 离散 素 
RF QDPOMOBP HER) WEALD 
Eo/Re 的 判别 式 De 可 如 上 计算 , 称 为 五 /下 在 QQ 的 
局 部 判别 式 ( 剩 余 类 域 Ko/Fp 可 分 时 , 整 基 甚至 可 
B 1,a,*:*,07 15). 此 外 ,因为 F 中 的 P BAY Op 
为 主 理想 环 ,所 以 理想 OzOp 作为 Op RA Æ, 此 基 
的 判别 式 称 为 EE/F 在 P 的 半 局 部 判别 式 , 记 为 Dr. 
对 普通 算术 域 扩张 E/F, n F 的 整理 想 
D(E/F)= II = Bag = [I2 


= gd (D(ar dy a 
其 中 Q( 及 PP) 过 E( 及 下 ) 的 (有 限 ) 素 除 子 , 儿 (及 p) 
为 相应 的 (及 A) 的 素 理 想 ;ai .0: eC E E/F 
的 基 , 且 Qisa," a, € E fy ME/F AY SE AY FET 
BEA EA DCE/F)=D(a,,25°**5a,). 也 形式 地 记 为 


D(E/F) = II» = lH ll» 


P QOP 


F HRE p EE TE p|D(E/F). 4 
E/Q AREA ,DCE/Q)=0 xX 1(mod 4) H 26 XÈ 
大 于 1 的 有 理 整 数 . FCECKEK Mil 

DOK/F) - NgsCDOK/ E)) * DOE/ F)* Fi, 

局 部 判别 式 (local discriminant) —— Bl, ^ 3| 59i] 
A. 

£& 3j FH SE (absolute discriminant) 代数 数 
论 的 一 个 重要 概念 . BE 的 绝对 判别 式 定 义 为 数 
域 相对 于 有 理 数 域 Q 的 判别 式 DEQ), CER 
号 为 (一 1)*: 的 有 理 整 数 ,2r; 为 五 到 C BIER EX AUT 
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X. A DCE/Q)=0 E 1(mod4). DCE/Q05 3-1. M 
而 Q 5E riz K. 

NW 4} t (tamely ramified) 一 种 较 简 单 的 分 歧 
情形 ,包括 非 分 卜 情 形 . 设 Q AM E 的 离散 素 除 子 ， 
PP 为 其 在 子 域 上 的 限制 . 若 剩余 类 域 扩张 E/F 可 
分 , 且 下 的 特征 p WERK phe (Q/P). WEEP 
上 顺 分 歧 . 而 当 关 于 p 的 条 件 不 满足 时 , 则 称 Q TE 
P By aye. 

BF 4) lE (wildly ramified) ” 见 “ 顺 分 歧 ”. 

分 解 群 (decomposition group) 素 理 想 分 解 因 
FAY [E] ED BPE. A E/F 为 整体 域 的 伽 罗 瓦 扩 
KMS HA GC. PAE WRB. p — BC) F MI Cs 
— (ie€ G| op =P A B 的 分 解 群 . Gs 的 元 素 自 然 
Hug E=0;/8 E F=Or/p 上 自 同 构 . 若 

G =UsG; 
HERSE IM (os sos o BAR p 在 EE 中 的 
素 因 子 集 . Cs 的 国定 子 域 E" 为 8 的 分 解 域 . 

分 解 域 (decomposition field) 分 解 群 作 用 下 
不 动 的 元 素 构 成 的 子 域 (参见 “分 解 群 ”). 

素 理 想 分 解 (prime ideal decomposition) Jf 
称 素 分 解 . 一 个 域 的 素 理想 在 扩 域 中 的 分 解 . EE. 
S} 为 普通 算术 域 (等 价 于 整数 环 Op — O CS ARS 
金 环 ) ,EE 为 的 n ip ok WF 的 每 个 素 理想 pE 
Oy, 生成 的 理想 ) 可 分 解 为 

pOE= Pup Pe, 
AP B, 为 的 素 理 想 ,e; 二 ej;(pBi/p) 称 为 分 歧 指 数 ， 
ti = f(B/p) = LEs : F,] 
称 剩 余 类 次 数 ,s RAK. a E/F 可 分 , 则 


ues 2 ea 

¥ 5) fit prime ideal decomposition) BJ" z& FH 
想 分 解 ”. 

库 默 尔 定理 (Kummer’s theorem) 由 多 项 式 
在 剩余 类 域 中 的 分 解决 定 素 理想 分 解 的 定理 . 设 
EE/ 了 为 普通 算术 域 的 次 可 分 扩张 ,E 的 整数 环 Or 
中 元 a 使 {1,a,…,a |} FE On Æ F RAS p 处 的 
Op 基 ( 等 价 于 p 不 是 判别 式 之 商 DOGO/DCGE/FOR 
AIF), Rik F=Or/p. f(A ote F LWA) 
多 项 式 ,其 在 FLzj] 中 像 为 f(x),f(x) 在 FLzxj 中 的 
不 可 约 分 解 为 Pr) =G, Cr) 1G, Cr) G Cr). Wi 
b E EBRIAN pOr= 8). Be. Be AP E W 
素 理想 pg COD gi (x) E Orle E g(r) = 
Gi(7), 且 剩余 类 次 数 CB; / p) — degG; (x). 

35 FR AB S; 43 E 3E iE (Hilbert ramification theo- 
rem) 扩 域 素 分 解 的 精细 理论 . 设 上 是 普通 算术 域 
F BS n KWE BD SK ME BREA G, Hi H BER Sl 
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余 类 域 扩张 E/F 总 可 分 . 设 p 与 8 为 Ff 与 上 的 素 
理想 ,8B|p, 以 e,f,g ii B TE p 的 分 歧 指 数 .剩余 类 
次 数 、 分 裂 次 数 .于 是 efg n. X E/F 的 中 间 域 M. 
W 8, — 81 M. M ON E Bu 剩余 类 域 ;对 C 的 子 群 
H ,id E" AH WEE FM. By =e". 记 

D=D(8/p)={c€G|oB=f}, 

V.=V,(8/p) — lo€ G|Co—DOgc pr, 
式 中 OF 为 上 的 整数 环 ,r 宇 0. 子 群 DD NON AERE. 
E” 称 为 分 解 域 或 分 裂 域 ;T=V, 称 为 惯性 群 ,五 称 
为 惯性 域 ;V, 称 为 + VK AE EE E, = E ' 称 为 r 次 分 
歧 域 . D 的 陪 集 分 解 为 

G -ÜsD, 

Tr f; c, . Wi pOr = (Bibe B... 即 是 P fr E B3 
分 解 . 因为 D 中 元 素 不 变 8, 所 以 可 视 为 完备 化 域 
Es/Ks 的 自 同 构 群 C 中 元 素 ,因此 有 同 构 D&G, 


D/T XG. [i] fg DSC 把 E,/F, 5 E/E? 的 分 歧 理 论 
同一 化 ,可 记 E= F, E, E" — E() F, 等 .从 而 ,有 
POW = By (U H E" WS Bo 互 素 的 整理 想 ;因为 
户 分 裂 出 一 次 素 因 子 Bo. Br VAR E" 为 分 裂 域 )， 
BpOzr = By CE E^ 为 惯性 域 ) BrOks— Bg LE" : 
F\,f=f(Br/Bp) =LE’ : E"|-LE : F ].e—e(Cf/ 
SISTER Ee = 
E,.EP—F-—F,. Xp E/F 的 中 间 域 M,e (Bu/p) = 
fI(u/p)—1 4AM 4 MCE; By 在 p. 上 不 分 歧 当 
HIL MCE’; Bu 是 PB MAM MDE”. WG 
HJ FE H, D/B S5DAH,V, B/B) —V.fYH. 
T/V, 同 构 于 上 乘法 群 E' 的 一 个 子 群 , 即 e, 阶 循环 
群 ( 这 里 e 二 eop',p 为 的 特征 ,(e,,p) 二 1;p 二 0 时 
W e=e). r>1 时 ,V/V ,il 同 构 于 的 加 法 群 的 一 
个 子 群 , 当 p 关 0 时 是 (p,p,… ,pp) 型 群 .V,(r 之 1) 构 
R D 的 正规 子 群 递 降 序列 , 当 r 适当 大 时 V,= (1). 
满足 VÆV i r Rp AR. BC 为 阿 贝 尔 群 且 
eo hr WM V =V, 4 G A Bal ZR BERE LUE PR E-Bay R 
REM: Æ VÆV, lu 
| darcy, : V,) 

为 整数 , 式 中 VV 二 Vi,i 是 最 小 整数 使 it. KF E/F 
的 差 积 Z 有 希 尔 伯 特 公式 


og DZ) = >) GEV, — 1). 
rei Q 


4) ft Bf (decomposition group) Jl“ 2$ ZR KB FF 
4} ik SERIE. 

4} fi ta (decomposition field) JL“ 45 ZR (A FRA 
E FRI”. 


ttt BE (inertia group) “4; ZR MEL FRA IE XE 


” 


惯性 域 (inertia field) ” 见 “ 希 尔 伯 特 分 歧 理 
ie. 

4j iby BE (ramificaion group) 
BB". 

4y I Ja (ramification field) 
理论 ”. 

理想 类 和 群 (ideal class group) 数 域 的 分 式 理 
想 群 按 主 理想 子 群 分 类 所 形成 的 群 . Be K 的 两 个 
分 式 理想 A 和 B 称 为 等 价 的 , 指 存在 aE 使 4= 
aB. K 的 分 式 理想 等 价 类 全 体 构 成 的 乘法 群 HCK) 
即 称 为 的 理想 类 群 . HR AIL. H ORO — I/17 , 式 
中 了 为 天 的 分 式 理想 群 ,1 为 主 理想 子 群 . H(K) 
的 阶 A(K) 是 有 限 数 , 称 为 天 的 理想 类 数 或 类 数 .天 
为 主 理想 域 ( 即 K 的 整数 环 为 主 理想 环 ) 当 且 仅 当 
A( 开 ) 王 1. 类 群 和 类 数 是 数 域 的 重要 数论 特征 和 研 
究 对 象 . 关于 普通 算术 域 ( 包 括 函 数 域 ) 的 类 群 和 类 
数 参 见 “ 普 通 算 术 域 ”. 

单位 定理 (unit theorem) 域 的 单位 群 的 结 检 
XE HE. GF 为 整体 域 ( 即 有 理 数 域 Q 或 有 限 域 上 有 
T eg RF (的 有 限 扩 张 ),S 为 包含 其 所 有 无 限 
素 除 子 的 有 限 集合 , 则 的 S 单位 群 Us 是 ;一 1 个 
无 限 循 环 群 与 有 限 循 环 群 W 的 直 积 , 即 Us =X 
W, 式 中 ;为 S 的 元 素 个 数 ,W 为 下 中 的 单位 根 形 
成 的 群 . 特别 地 , 若 下 为数 域 ,S 为 其 无 限 素 除 子 全 
TE U's 即 为 F 的 单位 群 ,5 二 7 十 72, 式 中 rA 2T» 为 
E 到 C 的 实 和 虚 舱 入 个 数 . 此 定理 也 称 为 狄 利克 雷 - 
哈 塞 - 谢 瓦 莱 单 位 定理 ， 

基本 单位 (fundamental unit) 单位 群 的 (自由 
部 分 ) 生 成 元 .由 单位 定理 ,整体 域 下 的 $S 单位 群 Us 
SZ RW 为 有 限 群 . 因此 ,存在 E)5€29 °° 98-1 € 
Us E Us=W X (e,) X (eX XE. Fee ee» 
eese RA F 的 基本 单位 ,其 中 s= HS. 

i ALA BE _E BR CMinkowski bound) 界定 理 
AUC AY ER. E EFA n 次数 域 ( 即 Q 的 nn 次 扩 
张 ),d 为 其 判别 式 , 则 的 闵 科 夫 斯 基 上 限 为 


B=| 4 ob TT. 


式 中 2n AF A CERAT E OF RAR 
类 中 总 含有 范 不 超过 B 的 整理 想 . 

id BL BR BEE (Minkowski theorem) 对 一 
类 判别 式 的 刻画 .有 理 数 域 Q 的 任 一 个 有 限 扩 张 
FGEQD E Q 上 的 判别 式 均 非 士 1. 特别 地 ,Q 上 没 
有 非 分 蚊 扩 张 . 

数 域 的 特征 群 (character group of a number 
field) 刻画 数 域 的 一 种 群 . 3X L— L,— QOL) gn 
级 分 圆 域 ,其 伽 罗 瓦 群 可 等 同 于 GS G = 
(Z/mZ)* , Bl c; Sl Fix Ho C0 = 6. 因此 , 模 
m 的 狄 利克 雷 特征 群 也 就 是 L, 的 伽 罗 瓦 群 C 的 特 


JL," As ARAB PE A EG 


JL," i AR AER AT E 
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ER G. L 的 子 域 全 体 {K) 是 一 个 格 ,与 G 的 子 群 格 
CH } jal FF — —o uz Cn FG SEE. 而 G 与 其 特征 
8t G 的 子 群 格 之 间 也 是 反 序 一 一 对 应 :X 忆 了 = 
X ( 群 的 特征 理论 ). 因此 , 工 的 子 域 格 {K) 与 G 的 
子 群 格 { 久 }) 之 间 保 序 一 一 对 应 :KHoOX, 芭 子 域 
K 对 应 于 特征 子 群 二 H+ 一 {XEG|X(h)=1, 对 有 
€ H=Gal(L/K)}, W X=K, RAR K 的 特征 群 . 
因为 每 个 阿 贝尔 数 域 K 都 是 某 分 圆 域 的 子 域 , 所 以 
任 一 个 阿 幢 尔 数 域 KK 均 有 特征 群 K. 
HUR HIE 函数 (Zeta function of a number field) 

一 种 复 变 函数 . 设 玉 为 n 次数 域 , 记 必 到 QQ 的 
(绝对 ) 范 映射 为 N (1) 二 Ngo(7). 于 是 ,K 的 ( 戴 德 
金 )5 函数 定义 为 

ay 1 
Cx Cs) = 2; NI" 
其 中 了 遍历 K 的 整理 想 . 当 o—ReGO IH. 
f(s) = SNI 
绝对 收敛 上 且 在 紧 子 集 上 一 致 收敛 ,而 且 
| 
特别 地 ,此 时 OG AOCH Pit K HRW). S 
XEGE Re(s) >1—1/n Bos] NARA. HÆ s 
=] 为 单 极点 , 留 数 为 
k = hg Qi Q^ Rg /w N ds. 
其 中 必 为 天 的 理想 类 数 ,m Al 2n, Æ K 到 C 的 实 
TU ME Ex ATA SR 为 正规 子 ( 由 单位 定义 ),w 是 天 
中 单位 根 群 的 阶 ,dx 为 天 的 判别 式 的 绝对 值 . 与 此 
相关 的 是 元 图 数 . WE xs61 为 狄 利 克 雷 本 原 特 征 , 其 
L 函数 定义 为 
LG, = D 82. Rets) > 00. 

当 ReGO21 AY. 

LG, = l[a-xxi»^»^" HRB. 
若 K 为 阿 贝尔 数 域 , 则 

too m LEGO». 
ER 
上 述 函 数 均 可 解析 开拓 . 记 
ACs, O = Cf/nY"?T (GG + 0)/2)L(s,X), 
R'Be-—-080020 35k 1UK x(—1)=1 4—1), Bit 
All 
$ 
r(x) = > XGoexpria/ f), 


fA X 的 导 子 . 从 而 AGO TD BEAR TIT HEC REGE 


E 85 3E £t pL Bc. EL AE eR BO TR 
A(s,X) = Ritt E — s,X). 
J fi? 


特别 地 , 当 X 关 1 BELL GS MORSE EHH ZAM 
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EI LGOD-—EGO.X HB X¥(a)=XCa) i= y—1. 
对 任意 KAROR 玉 ,gr(Cs) 也 可 开拓 为 全 复 平 面 的 
半 纯 函数 ,惟一 极点 为 ;=1. 当 Re(s) 1 时 无 极点 . 
当 ReGO CO 时 ,在 负 奇 数 点 有 7 阶 零点 ,在 负 偶 数 
AH nri WEAR. 其 余 零 点 都 在 带 状 区 0<Re(s) 
<I 内 有 无 限 多 ,猜想 都 在 直线 Re(s)=1/2 E. 37 


"EL JE 
KE DGOZS D eg NA RA 
Zx(s) = Zg 一 3). 
类 数 公 式 (Formula for class number) — Bf Dl /& 
数 域 理 想 类 数 的 公式 .看 C GO EE DR AK AY € 
PK BX » Ml] 


Zx(s) = 


r| 2] "TG ts) , 


Ekls) = EGO [| EG. 


rl 
其 中 5(Gs) 是 黎 曼 函数 ,ZXY) 为 特征 X% WKAR 
thy = 外 元 G ,2 


X 天 1 


(参见 “ 数 域 的 8 ew Be”). 由 此 可 得 天 的 理想 类 数 hx 


的 公式 :在 天 为 实 域 , 则 
Ryhy = dié2'7* |I LO; 


x1 
i K AER, D 
Ryhy = wdY*(21)7"? |] La... 


x1 


其 中 xX 过 天 的 特征 .L(1,X) 定 义 如 下 : 当 X 为 奇特 


征 时 ， 
Tir(r) à 
LO,» = —R 24:000; 
2j X 为 偶 特 征 时 ， 


c 


LO,0)=- 


f 
DN Zalog — t 
4 一 1 
T(r) aS : 
——-f S)X(a)log sin |1 eus. 
a=] 
M OK AIR BORAT OO — Kod dx. 当天 为 
SEX s] A e 为 其 基本 单位 , 则 其 类 数 
c >) X(a)logsin ra /d. 


log E cac d/2 


当天 KERI, A d 74, WU] K 的 类 数 
h= = 2, Xaa 


Occa«d 


SHO XG): 


0«ca«d/2 
34 K 为 实 二 次 域 时 ,还 可 得 到 
g^ = | ll sinzb/d) /| Il sin a/d). 
x4)——1 (2)-1 


奇数 , 且 
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u R—N (p=7(mod8)), 
© (CR-N)/3 (p=3(mod 8)), 
RB RON 是 区 间 (0,p/2) 中 模 pp 平方 剩余 和 非 剩 
余 整 数 个 数 . 

还 有 其 他 许多 类 型 的 类 数 公 式 . 例如 ,著名 的 安 
肯 尼 - 阿 廷 - 焦 拉 公式 ; 若 必 一 Q( vz ) 的 基本 单位 
= (t+u Vp 2/2271, RR p 1(nod 4), WHER 
h 满足 


h 


a = Be-1(mod p). 
AA A<VP RUKH REA OR ux 
OCmod p)). ERAS AR B, HR SVE X: 
t z 
puse] 2/8, nt 

阿 代 尔 环 (Adele ring) 一 种 特殊 的 环 . 即 各 分 
量 为 诸 局 部 域 元 素 的 某 些 向 量 ( 其 分 量 几 乎 均 为 整 
数 ) 形 成 的 环 . 设 下 为 整体 域 ,M 为 其 素 除 子 集 . 以 
Fp 表示 下 对 PEM 的 完备 化 (局 部 域 ). 设 4a== lar) 
AAA la] WF (PC MCR ARILENA PEM 
《 即 除 有 限 个 之 外 对 所 有 有 限 的 PEM) 均 有 ar 为 
Fr 的 整数 , 则 4 二 (az) 称 为 F 的 一 个 阿 代 尔 .Ff 的 
阿 代 尔 全 体 4 形成 环 ( 按 分 量 进行 加 法 和 乘法 ), 称 
K F BRKE. 

伊 代 尔 群 (Idele group) 一 种 特殊 的 群 . 即 各 
分 量 为 诸 局 部 域 元 素 的 某 些 向 量 ( 其 分 量 几 乎 均 为 
单位 ) 形 成 的 群 ,是 理想 群 和 除 子 群 的 推广 . 设 玉 为 
整体 域 , MM 为 其 素 除 子 集 ,fp 为 F 对 PEM 的 完备 
化 . it a= (ap) AAAS [a] WF? PEM) PER. AX 
几乎 所 有 PEM( 即 除 有 限 个 之 外 对 所 有 的 有 限 素 
ET PE M) 均 有 ar 为 Fp 的 单位 ,; 则 4 二 (ap) 为 F 
的 伊 代 尔 .FF 的 伊 代 尔 全 体 J 形成 群 ( 按 分 量 进行 乘 
法 ), 称 为 伊 代 尔 群 .Ff* 按 对 角 线 区 入 JRA ER 
(RIKE. H 1936 4E h H BL He CChevalley ,C. ) 引 入 以 
来 , 伊 代 尔 群 在 数论 中 应 用 很 广泛 . 伊 代 尔 群 与 理想 
群 关系 密切 . 事实 上 ,J/F* JO F ARAXE H 
同 构 , 式 中 J 表示 对 有 限 素 除 子 PEM 均 有 ar 为 
单位 的 伊 代 尔 Cap ak. 伊 代 尔 群 是 一 个 局 部 紧 的 
拓扑 群 . 

主 伊 代 尔 群 (principal Idele group) 
尔 群 ” 

导 子 (conductor) 数 域 的 一 个 参数 . 阿 贝 尔 数 
AK 的 导 子 是 一 个 最 小 的 正 整 数 x ,使 得 KK Pm 
次 分 圆 域 Q( 纪 ) 中 .更 一 般 地 , 阿 贝 尔 扩张 天 /& 的 
导 子 是 上 的 一 个 最 小 的 模 m.( 即 & 的 一 种 除 子 ) ,使 
得 KET RW m 射线 类 域 中 . Xk A TE 8 Dirichlet, 
P. G. L. ) 称 特征 xX( 即 对 于 某 个 正 整 数 m XE XC BUE 
法 同 态 (2Z/mZ)" 一 C* ) 的 导 子 是 一 个 最 小 的 使 xX 可 


见 “ 伊 代 


定义 的 正 整 数 m. 

zz 2 AS -35 B EH (Kronecker-Weber theo- 
rem) 阿 贝尔 域 的 基本 定理 之 一 .该 定理 断言 :每 
个 阿 贝 尔 数 域 ( 即 有 理 数 域 Q 的 有 限 阿 贝尔 扩张 )K 
总 含 于 某 个 分 圆 域 中 . 即 对 每 个 阿 贝 尔 数 域 天 ,总 
存在 正 整 数 mo fom 次 分 圆 域 GRA K. 

阿 廷 映射 (Artin mapping) ”理想 群 (或 伊 代 尔 
群 ) 到 伽 罗 瓦 群 的 映射 . 它 是 类 域 论 的 基石 之 一 . Xx 
K/k 为 数 域 的 伽 罗 瓦 扩 张 , 户 是 和 的 素 理想 ,8 TIE pb 
在 天 的 素 理想 因子 . DLE RH GC(K/&) 中 保持 8 不 
变 的 元 素 记 为 Ge 剩余 类 域 K — K (mod pÈ k B f£ 
次 循环 扩张 , 伽 罗 瓦 群 记 为 C, 生 成 元 为 c. Cs BG 
有 上 自然 满 同 态 , 核 为 了 s. 当 天 /为 阿 贝 尔 扩张 且 p 
Æ K 非 分 歧 时 ,T's 二 1,Gg 实 G.o 在 Gs 中 的 原 像 是 
G (K/k) 中 一 个 元 素 且 仅 与 p 有 关 , 记 为 (p,K/&k). 
由 p> ,KK/k) 按 梯 法 拓展 可 得 到 由 & AAS K/ I 
别 式 互 素 的 理想 群 1(4) 到 GCK/k) 的 映射 x. 此 映 
射 称 为 阿 廷 映射 ,《(p,KK/&) 称 为 阿 廷 符号 . 阿 廷 映射 
是 满 射 ,因此 ,在 确定 其 核 kero 之 后 ,就 有 同 构 

I(d)/kere ZG(K /ER). 
这 是 类 域 论 基本 定理 的 原型 . 进而 ,可 以 定义 广义 理 
想 群 及 伊 代 尔 群 上 的 阿 廷 映射 .上 述 阿 廷 映射 及 阿 
廷 符号 (p,K/k) 由 下 式 惟 一 确定 
(p,K/k)(a) = a’ (mod f) 
(对 天 的 任 一 整数 o 成 立 ), 式 中 Np 为 & 的 元 素 个 
数 . 

阿 廷 符号 (Artin symbol) Jil,“ Pa REAR HAY”. 

类 域 论 (class field theory) ”代数 数论 的 重要 
理论 之 一 . 它 深 刻 地 刻画 了 (相对 ) 阿 贝尔 扩张 . 基本 
定理 如 下 : 若 天 人/ 为数 域 的 有 限 阿 贝尔 扩张 , 伽 罗 
BBA G—GCK/I)D , lll fe dE k 的 模 SORA K/k 的 
导 子 ,是 的 一 个 除 子 ) ,使 得 对 & 的 任意 的 模 m, 由 
fim 得 出 G 同 构 于 mx 射线 类 群 160 / P, Om), 
KP Im) A5 m RB RE. VMAS 
m 互 素 的 天 的 理想 到 & 的 范 全 体 , 己 , AB m RI 
的 <cE& 生 成 的 主 理想 集 . 且 & WRF v EK 
E BUS vlk 的 与 m 互 素 的 素 理想 p EKE 
全 分 裂 当 且 仅 当 pE Pf lm). 反 之 ,对 上 的 任 一 模 
mR Im) BME P, FR 玉 , 总 存在 惟一 阿 贝 尔 
ak K/k (78 H=kP,V (om) BERS RY MY. 
el th, G(K/k)=I(m)/H. BRB 88 d FH 8 (IR 
语言 叙述 类 域 论 的 定理 . 基本 定理 : 若 天 /为 数 域 
的 有 限 阿 贝尔 扩张 , 则 伽 罗 瓦 群 G( 开 人/R) 同 构 于 
Ja/k* NJ RP Ja H k 的 伊 代 尔 群 ,NJx 为 K 的 伊 
代 尔 群 到 & 的 范 . 上 述 群 的 同 构 由 阿 廷 映射 给 出 .由 
此 可 得 出 , 数 域 £ 的 诸 有 限 阿 贝尔 扩张 K/k 5 J, 
的 含 8* 诸 开 子 群 五 之 间 一 一 对 应 , 即 K 对 应 于 五 
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二 k*NJx, 称 为 H 的 类 域 ,GC(K/k) 宇 Ji/ 晶 ;这 一 对 
应 是 这 两 个 格 ( 对 于 复合 (或 积 及 交 )) 的 反问 (包含 
关系 ) 格 同 构 . 类 域 论 有 系统 的 定理 和 应 用 ,有 多 种 
不 同 的 表述 方式 . 对 于 局 部 域 的 阿 贝 尔 扩张 有 类 似 
的 定理 (局 部 类 域 论 ), 对 于 有 限 域 上 的 单 变 量 函 数 
域 也 有 类 似 的 定理 . 

局 部 类 域 论 (local class field theory) ZH ky 
部 域 的 阿 贝 尔 扩张 的 系统 的 理论 . 可 由 (整体 ) 类 域 
论 导出 ;也 可 先 用 较 特 别 的 方法 证 明 局 部 类 域 论 , 再 
由 此 推演 出 整体 类 域 论 . 基本 定理 : 奇 KK/& 为 局 部 
域 的 有 限 阿 贝尔 扩张 , 则 伽 罗 瓦 群 C( 天 人) 同 构 于 
k'/NK' m PATERE T CK /R) |R JF U,/ NUx KP 
N RAM K Bk 的 范 映 射 ,Ui 为 & 的 单位 群 , 同 构 
均 由 阿 廷 映射 给 出 .由 此 ,站 的 诸 有 限 阿 贝尔 扩张 
K/k 5 k' 的 诸 开 子 群 旷 之 间 一 一 对 应 ,包含 关系 
相反 , 即 K 对 应 于 HNK" ,G(K/k) 实 k*/H. 

希 尔 伯 特 类 域 (Hilbert class field) 亦 称 最 大 
非 分 歧 阿 贝尔 扩张 . 一 种 重要 的 类 域 .最早 由 希 尔 伯 
特 (Hilbert,D. ) F 1898 年 至 1899 年 猜 出 ,后 来 发 
展 为 系统 而 一 般 的 类 域 论 . 数 域 的 希 尔 伯 特 类 域 

1. WF TUE GCK / b) 53 k 的 理想 类 群 同 构 . 

2. k 的 素 理想 p YE K 56 2 EUR BLDUM p 
主 理想 . 

3. 玉 是 & 的 最 大 非 分 歧 ( 对 有 限 和 无 限 素 除 
子 ) 阿 贝尔 扩张 . 

4. 上 的 任 一 理想 到 均 为 主 理想 ， 

最 大 韭 分 歧 阿 贝尔 扩张 (maximal unramified 
Abelian extension) ” 即 “ 希 尔 伯 特 类 域 ”. 

类 域 的 构 作 (construction of class fields) ik 
图 构 作 出 类 域 ,特别 是 希 尔 伯 特 类 域 的 研究 . 目前 只 
对 虚 二 次 域 上 和 希 尔 伯 特 类 域 的 构 作 有 完整 的 理论 . 
按照 类 域 论 , 域 & 的 类 域 即 是 & 的 阿 贝 尔 扩张 ,所 以 
类 域 构 作 问 题 亦 即 是 要 构 作 出 的 所 有 阿 贝 尔 扩张 
问题 .有 理 数 域 Q 的 阿 贝尔 扩张 即 是 分 圆 域 及 其 子 
域 ( 克 罗 内 克 - 韦 伯 定 理 ). 因此 ,历史 上 曾 想 要 类 似 
地 构 作 出 一 个 域 & 的 所 有 阿 贝 尔 扩张 , 称 为 克 罗 内 
Rae cB. ik Be KR 的 希 尔 伯 特 类 域 可 
由 复 乘 法 理论 构 作 出 来 .& 的 任 一 分 式 理想 a 是 复 
数 域 C 中 的 格 , 从 而 决定 一 个 复 椭圆 曲线 ( 环 面 ) 
C/a, 其 ;不 变量 记 为 jla). 同类 的 理想 决定 的 椭圆 
曲线 互相 同 构 , 从 而 确定 同一 个 ; 不 变量 . 由 此 得 到 
h ^B fla) m 4j Os D. ERR 的 类 不 变量 (其 
H h tek 的 理想 类 数 ). 类 不 变量 均 为 代数 整数 且 
fa) = (r> j) lae EZ 上 不 可 约 多 项 式 , 而 
kj) SRGD = Sk G Æ k R38 RARER K. 
H k WAH a By K/k B B fI TTE ; COD BRA 
jl(a 10), 式 中 2 是 与 不 同类 的 和 的 任 一 理想 . 进 
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而 可 以 知道 ,x 的 最 大 阿 贝 尔 扩张 即 为 (ji,X), 式 
中 X 过 椭圆 曲线 

y? = 4r? — 27), C2 + 1)/(ji — 12») 
的 挠 点 横 坐 标 ( 这 里 设 7,40,1728). 由 椭圆 曲线 与 
复 平 面 上 格 基 本 区 的 同 构 知道 ,X 实 为 双 周 期 的 外 
尔 斯 特 拉 斯 函数 的 取 值 . 

FASB Sz B (Kronecker’s Jugendfraum ) 
见 “ 类 域 的 构 作 ”. 

种 域 (genus field) 类 域 的 一 种 重要 的 子 域 . 
数 域 天 的 种 域 RK’* 定 义 为 KK 的 最 大 的 如 下 阿 贝 尔 
扩张 , 它 是 天 与 一 个 绝对 阿 贝尔 域 K 的 复合 , 且 在 
K 的 素 除 子 上 均 不 分 牙 . 二 次 域 的 种 域 源 于 高 斯 、 
阿 贝 尔 域 ,而 一 般 域 的 种 域 于 20 世纪 50 年 代 分 别 
S LA. 种 域 理论 在 类 域 构 作 、 数 域 类 数 、 整 数 环 结构 
等 方面 有 重要 应 用 . 

复 乘 法 (complex multiplication) 关于 ( 复 ) 椭 
圆 曲 线 ( 环 面 ) 自 同 态 环 的 理论 . 当 该 自 同 态 环比 整 
TUR Z 大 时 , 称 椭圆 曲线 具有 复 乘 . 此 时 有 一 个 自 
同 态 由 复数 乘法 给 出 . 虚 二 次 域 & 的 任 一 理想 a 是 
复数 域 C 的 格 , 椭 圆 曲 线 C/a 的 目 同 态 环 是 0;, 即 
k 的 整数 环 的 子 环 . 由 此 可 由 C/a 的 j 不 变量 (a) 
构 作 出 的 希 尔 伯 特 类 域 K = Cj Ca). 

代数 函数 域 (algebraic function field) — 有限 域 
LAG RUE PE Ra FOKA RIK. 是 整体 域 的 
一 种 ,可 以 与 数 域 那样 平行 地 发 展 赋值 分解. 类 数 、 


单位 等 数论 理论 . 代数 函数 域 的 研究 有 密切 的 几何 


背景 ,相当 于 光滑 射影 曲线 的 代数 研究 . 

4] [E] AHH (cyclotomic function field) 一 类 
重要 的 代数 函数 域 . 是 分 圆 数 域 的 某 种 推广 . 设 = 
FOKA RR F, ERZ WA H R. 其 代数 
HE RFR aE HE A MP Lt | =O, 上 的 模 : 对 xE 
k“,MEO LX 

u^ — Mig 4) u), 
AP plu) =u" dé RT SB E UL JE GS EB PA. n GO 
— tu. eR He ou =u ttu. T 

uem > bda 


Æ q^ Ku 的 可 分 多 项 式 , 式 中 4 为 M 的 次 数 ， 
L4 Je o. 

RIA dD. E Au H u” —0 的 根 集 , 则 (Aw) 
PRA M 分 圆 范 数 域 . 其 在 & 上 的 伽 罗 瓦 群 同 构 于 
Au=O,/(M) I FÉ Dr RE. 当 M— P" 为 4 次 首 一 不 可 
29 A XE REST e CALO UTE CP) fleo Zp IC. 28 LT 6 
F y 56-35 (8 xe BER 的 每 个 在 为 顺 分 歧 的 有 限 阿 
NARS KIS TET BR &C4w) 的 常数 域 扩 
aK A CIM ap ETS RAG 9 BR). 

JB X Wh fe S BE (Frobenius automor- 
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phism) 《〈 数 ) 域 的 一 种 特殊 目 同 构 .9 TARER F, 
的 扩 域 中 ,由 x mmx? MERA RARAS N JEB 
斯 自 同 构 . 其 他 的 由 升 o 次 只 确定 的 目 同 构 ( 如 F, 
上 曲线 ) 也 这 样 称呼 . 设 K/k 为 数 域 伽 罗 瓦 扩张 ,了 
为 的 素 理想 ,8B 为 其 在 天 的 素 理 想 因 了 于 .天 模 A 
的 剩余 类 域 及 ER AY F=SCB/ PMT IK, k Æ Np 
( 即 p 的 绝对 范 数 ) 个 元 素 的 有 限 域 . 伽 罗 瓦 群 G— 
Gal(K/k) 是 循环 群 ,生成 元 6:x F* x RON K/E 的 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 构 . K/k 的 保持 B 不 变 的 自 同 构 
HG, 到 G 有 自然 同 态 .o 在 此 同 态 下 的 任 一 原 像 称 
AB 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 构 c, 由 ox" ^ (mod 8) 
刻画 . 

射线 理想 类 群 (ray ideal class group) 一 种 广 
义理 想 类 群 . 类 域 论 ( 最 初 ) 的 基本 表述 语言 . Be k 
的 一 个 模 ( 或 称 闭 链 ) 是 指 其 素 除 子 的 一 个 形式 积 

pi IE" 

式 中 v 过 MARRS. ERM mao) AMAR v 
dE 0, H5 v JÉSC PR TB] m Q0 —0 X 1; 34 v ERR 
RH mv) =0. Xf aC £' , EM c=1(mod* m) X. 
为 a€E 1+ pr CH v 是 p-adic RR F) & a Bi Co Bx 
APA GE SER O3 ulm 为 实 除 子 ). 满足 a 二 
1(mod "zz) 的 acEA& 生成 的 主 理想 全 体 记 为 Par 5 
m 互 素 的 的 理想 全 体 记 为 TGm). 于 是 ,TCm)/P。 
PRA k 的 以 m 为 模 的 射线 理想 类 群 ,其 元 素 个 数 Am 
称 为 射线 理想 类 数 ， 

射线 理想 类 数 (ray ideal class number) 
线 理想 类 群 ”. 

A836 18 VL SE SX Cuniversal norm index in- 
equation) ” 亦 称 (或 相当 于 ) 第 二 不 等 式 . 类 域 论 的 
BRASH. K/k An XE BLU SK m 是 数 域 k 


Ji, “ 射 


”的 一 个 模 , 含 所 有 分 卜 素 除 子 因子 , 则 


[Tm)/Pa A m) | n, 
即 范 指数 不 超过 扩张 次 数 , 式 中 -4 On) EIN m H. 
素 的 天 的 所 有 理想 到 的 范 . 
3x38 38 Ww EB (density of prime ideals) XRM 
想 的 一 种 刻画 . 度量 某 种 素 理 想 多 少 的 量 . dX X ON 
数 域 & 的 某 些 理想 构成 的 集合 , 当 s 一 1 BDOE 
DO INCp) /log G — 1)7! 


PEX 

的 极限 存在 , 则 称 其 为 X 的 ( 狄 利克 雷 ) 密 度 , 记 为 
6(X), 其 中 p RAN k HRN 表示 绝对 范 . 利用 
类 域 论 的 结论 可 以 得 到 : 

1. 射线 理想 类 群 10m / P,,, 中 各 个 类 的 密度 相 
等 , 均 为 1 /hm. 

2. 对 任意 7 次 阿 贝 尔 数 域 扩 张 K/k, 在 天 完全 
分 裂 的 & 的 素 理 想 集 Sx 的 密度 为 1/n. 

3. 若 天 /和 五 /为 两 个 扩张 ,前 者 为 伽 罗 瓦 扩 


KK WK ASE SAMS Sep Ae Sk ERE 98 
度 为 0 集合 意义 下 ). 

4. dy K/k An RUMMY PK. A GC. AE o€ 
GN k WREE {p p dE KARAT B. PHRF 
Ji Jg S35 BAA o} BREA c/n Ac feo EG 
cin dE S oA PORC 

4j Z XE RR (splitting theorem) 类 域 论 中 判定 
素 理 想 分 裂 的 定理 . A K/k EH HRM IKEA 
E k 的 伊 代 尔 群 J OE RT 的 子 群 , 则 的 任 一 素 
RT v 在 天 完全 分 裂 当 且 仅 当 k CHAP k, ER 
XJ v 的 完备 化 .进而 ,还 有 如 下 结果 :各 天 /是 任 一 
阿 贝尔 扩张 ,v 是 不 的 任 一 素 除 子 , 则 RS PORE 
阿 廷 映射 下 的 像 恰 为 分 解 群 G I Kulk, MY Bo 
How Av 在 & 任 一 延 拓 ). 事实 上 ,更 有 

ki [No K* (kh? ,K/k)=G,, 
AP No AK. P| k 的 范 映射 . 这 一 定理 不 仅 完 全 
决定 了 素 理想 的 分 裂 与 否 , 而 且 是 由 整体 类 域 论 导 
出 局 部 类 域 论 的 关键 ,因为 它 给 出 了 ki 的 子 群 
N Ko 与 局 部 伽 罗 瓦 群 C. 的 关系 . 

4} E XE JR (ramification theorem) 类 域 论 中 判 
定 素 理想 分 歧 的 定理 . 若 天 人/ 是 瑟 的 类 域 , 这 里 五 
E k WARRE 7; 的 含 &" 的 子 群 . 则 下 的 任 一 素 
除 子 在 K FERS AMSULCA APU, BRM 
v 的 完备 化 &, 的 单位 群 .进而 ,还 有 如 下 结果 : 知 
K/k 是 任 一 阿 贝 尔 扩 张 ,vw ERE RRS NU, 
中 元 素 在 阿 廷 映射 下 的 像 恰 为 惯性 群 了 ,( 即 在 天 
的 任 一 延 拓 w 的 惯性 群 ). 事实 上 ,更 有 

NO 
APF No 是 Kw 到 ke 的 范 映 射 . 

E 49 SE J£ (isomorphism theorem) 类 域 论 的 
重要 定理 . 该 定理 断言 : 数 域 & EARTH PK OR” 
E th FL RE G CR" /k) 5 k B) ZR ÁAB 2S EE [] 4. 这 一 定 
理 到 一 般 类 域 上 有 推广 . 

主 理想 定理 (principal ideal theorem) — 3$ 7K 4H 
特 类 域 的 主要 定理 . 该 定理 断言 : 数 域 & 的 任 一 理想 
a P| k ARAR K 上 总 为 主 理想 , 即 aOk 总 
H K HERE, AP Or 为 天 的 整数 环 . 这 一 定理 
最 先 由 希 尔 伯 特 于 1898 年 猜 出 ,到 1930 年 才 由 富 
特 文 格 勒 (Furtwingler,P. H. ) iE B] CEI — Rz 25 dS ie; 
完全 建立 之 后 ), 是 同 组 四 个 猜想 中 最 迟 被 证 明 的 一 
"s 

AE jal $ jo) BA (problem of class field tower) X 
于 是 否 可 以 有 无 限 长 的 希 尔 伯 特 类 域 链 的 问题 . 设 
有 域 扩张 序列 KCK; CRs ,其 中 K; 是 K; 1 的 项 
尔 伯 特 类 域 , 这 样 的 序列 称 为 类 域 塔 , 问题 是 类 域 塔 
是 否 可 能 无 限 扩展 下 去 ?这 一 问题 有 很 长 的 历史 , 事 
实 上 在 证 明 主 理想 定理 时 ,要 用 到 两 层 的 类 域 塔 . 直 
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到 1964 F, Hi X; P $& (Golod) 与 沙发 列 维 奇 (Sha- 

farevich) 给 出 肯定 的 回答 ,他 们 证 明 ; 当 
Ko=Q(vV—2°.3.5.7.1]1.13) 

时 ,类 域 塔 可 无 限 扩 张 下 去 . 

p 类 域 (p-class field) 一 种 阿 贝 尔 扩张 . 数 域 
的 pp 类 域 K 即 为 的 最 大 非 分 歧 阿 贝尔 p 扩张 
(扩张 即 伽 罗 瓦 群 元 素 的 阶 均 为 p DT SK. 这 
里 p SAAS. HWE EF GK? / D ial ta F 
k 的 理想 类 群 C 的 p-sylow T Hi. 4K? E HW 
RCH AR 的 理想 群 7 含 主 理想 子 群 PP 的 子 群 ), 则 
H/P EJ C 的 非 p 部 分 . 

费 马 最 后 定理 (Fermat's last theorem) 亦 称 
费 马 大 定理 或 费 马 最 后 定理 ,是 数论 中 最 著名 的 影 
响 最 大 的 古典 猜想 之 一 . 历经 三 个 多 世纪 后 ,最终 被 
普林斯顿 大 学 的 怀 尔 斯 (Wiles ,A. ) 于 1994 年 完全 
证 明 . 此 猜想 始 于 约 1637 年 ,法 国 数学 家 费 马 (Fer- 
mat,P. de. ) Æ H A AR Re AE HE A CDiophantus ) 
的 名 著 《 算 术 》 的 关于 勾 股 数 问 题 的 页 边 上 写 下 注 
记 :“ 分 一 个 立方 为 两 个 立方 之 和 ,或 分 一 个 四 次 方 
为 两 个 四 次 方 之 和 ,或 一 般 地 分 任 一 高 于 二 次 的 方 
Fe AAS ARATE ZA QR AT BEM. 对 此 我 已 发 
现 了 真正 奇妙 的 证 明 . (AMARA. "RS 
的 这 个 猜想 ( 费 马 最 后 定理 ) 可 被 确切 表述 为 :对 任 
意 正 整数 ”之 3, 费 马 方 程 a^ 0 —c 不 可 能 有 正 整 
数 解 a,b,c. 

费 马 现在 被 认为 是 历史 上 著名 的 数学 家 ,但 他 
当时 却 是 位 律师 ,数学 只 是 业余 爱好 ,一 生 从 未 发 表 
过 数学 论文 (除了 一 篇 是 作为 同事 著 书 的 附录 发 表 
外 ,而 且 还 是 匿名 的 ). BK. th UL BR 
(Samuel) F 1670 年 将 (算术) 一 书 连同 费 马 的 许多 
注 记 一 起 重印 发 表 . 上 述 注 记 是 长 期 未 被 解决 的 费 
马 最 后 一 个 猜想 ,因此 称 为 费 马 最 后 定理 .虽然 在 注 
记 中 费 马 称 他 对 此 已 有 奇妙 证 明 , 但 一 般 公 认 他 不 
可 能 有 正确 的 证 明 . 他 实际 上 只 对 n — 4 的 情形 给 出 
了 证 明 ( 费 马 无 穷 递 降 法 ,1640 年 左右 ). 注意 ,n 二 4 
的 情形 证 明之 后 , 费 马 大 定理 只 需 对 ”为 奇 素数 证 
明 即 可 . 费 马 大 定理 提出 后 ,200 年 间 只 解决 了 ”一 
3,4,5,7 四 种 情形 :”=3 的 情形 于 1753 年 由 欧 拉 
(Euler, L. ) 基 本 证 明 , 使 用 了 当时 很 先进 的 数学 思 
想 : 虚 数 的 分 解 ;n 二 5 的 情形 于 1825 年 由 女 数学 家 
PAR & (Germain, S. ), Kk Fl 52 HB (Dirichlet, P. G. 
L. ) BY iEf& (Legendre, A.-M. JUE sn =7 的 情形 
T 1839 年 由 拉 梅 (Lamé,G. ) 证 明 . 

第 一 次 大 突破 约 在 1847 年 , 库 默 尔 (Kummer， 
E. E. ) 发 明了 理想 数 的 概念 ,用 来 克服 分 圆 域 中 的 
数 不 满 足 惟一 析 因 律 的 困难 ,创立 了 代数 数论 这 一 
现代 数学 分 支 . 由 此 可 以 证 明 n<100 时 费 马 大 定理 
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成 立 (37,59,67 除外 ). 库 默 尔 的 理论 后 来 被 戴 德 金 
(Dedekind, J. W. R. 系统 发 展 为 代数 数论 的 基本 
理论 . 随后 的 深入 研究 得 出 许多 结果 .下列 每 条 都 是 
费 马 大 定理 对 奇 素数 n= 二 pp 成 立 的 充分 条 件 : 

1. h(p) 关 0(modp), 其 中 h(p) 是 p 级 分 圆 域 
Q(E,) 的 理想 类 数 . 

2. 伯 努 利 数 B, B, SE p 的 倍数 . 

3. 伯 努 利 数 Baste sB o-a E p? 的 倍数 , 且 
Q(6,) 的 最 大 实 子 域 的 类 数 也 非 p 的 倍数 . 

历史 上 , 费 马 大 定理 曾 吸引 无 数 专业 数学 家 和 
业余 爱好 者 . 热 尔 曼 的 突破 性 工作 之 后 ,法 国 科学 院 
为 费 马 大 定理 设立 了 专门 的 金 质 奖章 和 3000 法 郎 
的 奖金 . ME HR R R H E R Wolfskehl, F. Paul) 
年 轻 时 曾 偶 因 热 爱 费 马 大 定理 而 没有 自杀 .后 来 格 
廷 根 皇 家 科学 协会 为 费 尔 马 大 定理 设 悬 赏 10 万 马 
克 ,期限 为 1908 一 2007 4E. 仅 在 1908 一 1912 年 ,有 
1000 多 篇 “证 明 ” 都 是 错误 的 . 代数 数论 的 推理 和 计 
算 机 相 结 合 ,到 1993 年 已 对 400 万 以 内 的 奇 素数 验 
证 了 费 马 大 定理 . 1983 年 ,德国 法 尔 廷 斯 (Faltings， 
G. ) 证 明了 英 德 尔 猜想 ;有理数 域 上 的 亏 格 大 于 1 
( 约 相 当 于 次 数 大 于 3) 的 曲线 只 有 有 限 个 有 理 点 . 
从 而 证 明了 费 马 方程 最 多 只 有 有 限 个 本 原 整 数 解 . 
最 终 的 转机 在 1985—1986 年 , 福 雷 (Frey,G. ) 于 
1985 年 断言 ,谷山 丰 - 志 村 五 郎 猿 想 ( 即 椭圆 曲线 都 
是 模 的 ) 包 含 费 马 大 定理 . 1986 年 夏 , 瑞 拜 特 (Ri- 
bet, K. ) FH3E/K (Serre, J. P. ) 的 设 相 证 明了 福 雷 的 
Bru. 因此 ,从 1986 年 起 ,要 想 证 明 费 马 大 定理 就 只 
要 证 明 谷山 丰 - 志 村 五 郎 猜想 即 可 . 上 述 数学 关系 可 
简 述 成 ( 即 反 证 法 ): 先 假设 费 马 大 定理 不 正确 ,如 
a" +h=c" SHH PES RA a.b.c 成 立 ,那么 福 雷 
建议 考虑 方程 

(人 
所 表示 的 曲线 (这 是 一 条 半 稳 椭圆 曲线 ). 瑞 拜 特 
于 1986 HEH Y E DERK. 因此 只 要 能 再 证 明 E 
是 模 的 ,就 导致 矛盾 , 即 可 得 费 马 大 定理 正确 . 怀 尔 
斯 得 知 瑞 拜 特 的 结果 后 ,立刻 潜心 研究 7 年 ,终于 在 
1993 ^F 6 H 23 日 上 午 , 在 英国 剑桥 大 学 牛顿 研究 
所 ,在 连续 三 天 的 讲演 的 最 后 ,概述 证 明了 谷山 丰 - 
志 村 五 即 猜 想 的 一 大 部 分 ,从 而 证 明了 费 马 大 定理 ， 
震动 了 世界 .但 数 月 后 ,此 证 明 逐 渐 被 发 现 有 漏洞 . 
怀 尔 斯 继续 艰苦 研究 ,终于 在 1994 年 9 月 19 日 得 
出 了 正确 证 明 . 怀 尔 斯 的 历史 性 长 文 “ 模 椭圆 曲线 和 
费 马 大 定理 ”于 1995 年 5 月 发 表 在 美国 《数学 年 刊 》 
第 142 卷 , 实 际 占 满 了 全 卷 , 共 五 章 ,130 页 .1997 4E 
6 月 27 日 , 怀 尔 斯 获得 沃 尔 夫 斯 克 尔 10 万 马克 用 
党 大 奖 , 离 截止 期 10 Æ. 他 还 获得 沃 尔 夫 奖 (1996 
年 3 月 ). 美 国 国家 科学 院 奖 (1996 年 6 HO. AER 
特别 奖 (1998 年 8 月 ). 怀 尔 斯 1953 年 4 月 11 日 生 
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于 英国 剑桥 ,1974 年 牛津 大 学 毕业 ,1980 年 获 剑桥 
大 学 博士 . 随后 去 美国 普林斯顿 大 学 任教 授 . 

怀 尔 斯 的 证 明理 论 属于 代数 数论 与 算术 代数 几 
何 , 主 要 用 到 椭圆 曲线 年 . 一 条 椭圆 曲线 E 就 是 亏 
可 以 化 成 系数 为 有 理 数 的 三 次 方程 (要 求 非 奇 异 即 
处 处 有 切线 ,总 可 化 为 无 y ,zy A xy TA), BY 

五 :多 十 LiZy 十 asy = t? +H ax? + a£ + ag 
无 穷 远 点 O( 即 x Al y 都 无 穷 大 ) 也 被 认为 在 曲线 
上 .上 的 复数 点 全 体 (C) 形 成 一 个 环 面 , 即 轮 胎 
形 . 通常 感 兴趣 的 是 五 上 有 理 点 全 体 五 (Q). 椭圆 曲 
线 是 最 具 内 涵 的 曲线 , 它 的 点 之 间 可 以 定义 加 法 ,点 
全 体 构 成 一 个 加 法 群 . 无 穷 远 点 O 是 加 法 的 零 元 . 
E(C) 和 EC(Q) 都 是 群 .EE(Q) 是 有 限 生 成 的 阿 贝 尔 群 
(X f£ /K sg HO ECOOTOZ.E KHR p 约 化 后 的 
整数 点 ( 即 E 的 方程 “不 计 p 的 整数 倍 ” 的 整数 解 ) 
全 体 记 为 五 (F) mini EG ,. id 
a,=p+1-— FEC,). 

例如 ,方程 y 十 y= 二 x 一 x 表示 一 条 椭圆 曲线 ,此 时 
Ma, 有 非常 好 的 性 质 , 即 a, HA TERR A 
SX c, 8 11 以 外 的 所 有 素数 p) 


> ,cng" = all Chi @r aC. o) 
n n=] 


ix BRR ce" EPRI A SLO ZD B5 [8] 2 
THE DOD EBIBUS 2 的 尖 点 形式 ). Ma, 有 如 此 
好 性 质 的 椭圆 曲线 称 为 模 椭 圆 曲 线 . 也 就 是 说 , 称 E 
是 模 椭 圆 曲 线 ( 简 称 是 模 的 ) 意 味 着 :存在 某 同 余 
子 群 的 权 为 2 的 尖 点 形式 f= ce" ,使 得 a,=c， 
对 几乎 所 有 的 素数 p 成立 ( 使 模 p 约 化 后 曲线 奇异 
的 个 别 “ 坏 ”p 除外 ). 注意 ,了 一 般 不 一 定 要 有 上 述 
形式 的 无 穷 乘积 . 

谷山 丰 - 志 村 五 郎 猜 想 为 :有 理 域 上 的 所 有 椭圆 
曲线 都 是 模 的 . 此 猜想 源 于 他 们 1950 一 1960 年 的 工 
VE. 在 怀 尔 斯 做 此 工作 之 前 ,人 们 仅 知道 此 猜想 对 有 
限 多 椭圆 曲线 (类 ) 成 立 . A 4, GRAY FL BB CShimura, 
G. ) 于 1971 年 证 明 有 复 乘 法 的 椭圆 曲线 都 是 模 的 . 
也 还 有 别 的 方法 刻画 一 条 五 是 模 的 ,如 “ 匹 可 被 模 
曲线 有 限 覆 盖 ”. 由 于 瑞 拜 特 的 工作 , 怀 尔 斯 只 要 证 
明 半 稳定 的 椭圆 曲线 是 模 的 . 他 是 通过 相应 的 伽 罗 
瓦 表示 的 模 的 性 质 来 研究 的 . 他 首先 考虑 p—3. 以 
EL3j 记 椭圆 曲线 EE 的 3 分 点 (复数 点 ) 全 体 , 即 

E[3]={PEE(C)|P+P+P=0). 

由 于 环 面 EE(C) 等 同 于 平行 四 边 形 ( 对 边 视 为 同 
一 ), 可 知 EL[3j 是 两 个 三 阶 循环 群 的 直 积 , 亦 即 
E[3]—Fi,.i um F 上 的 二 维 空间 . 复数 域 C 的 
每 个 自 同 构 ( 即 伽 罗 瓦 群 G 作用 到 点 的 坐标 上 ) 都 
是 EL3j] 的 线性 变换 ,从 而 可 表示 为 f; 上 的 二 阶 方 
阵 ( 即 有 和 群 表 示 Py: G>GL(2,F;)). 选取 3 是 很 关 


BEHI, ELO IC at A B oR AY BH 25 Z4 -PHR ZR XE PE . V6 HJ] 
EF[31( 或 说 po) 是 模 的 , 即 a, =c, (mod 3) MH f= 
See IT OT BR 3 外 的 所 有 素数 p)( 这 里 先 设 
EL3 | (或 说 po) 不 可 约 . 对 于 po 可 约 的 情形 , 怀 尔 斯 
巧妙 地 另 用 p=5 迁 回 地 得 到 结果 ). 怀 尔 斯 的 想法 
是 设法 把 五 (3) 的 模 性 “提升 "到 E. 他 不 但 考虑 3 分 
点 ,而 且 考 虑 3" DR Hei EL]. 24 » BT 
无 穷 时 取 直 接 极限 ,就 得 到 群 G 的 3 进 (adic) 表 示 
pr: G—>GL(2,Z;) Cog PRA po 的 提升 ). 而 ££ 是 模 的 
当日 仅 当 oc 是 模 的 . 迈 组 尔 猜 想 : 有 适当 局 部 性 质 
的 所 有 提升 都 是 模 的 . 怀 尔 斯 用 交换 代数 把 迈 组 尔 
猜想 归结 为 对 塞 莫 (Selmer) 群 等 的 研究 . BA ,他 将 
科 利 瓦 金 - 弗 拉 赤 方法 与 他 早先 应 用 的 岩 泽 健 吉 (I- 
wasawa,K. ) 方 法 相 结合 ,证 明了 迈 组 尔 猜想 ,从 而 
证 明了 谷山 丰 - 志 村 五 即 猜 想 ( 部 分 ): 有 理 域 上 的 半 
稳 椭 圆 曲 线 都 是 模 的 . 这 就 得 出 费 马 大 定理 . 

椭圆 曲线 (elliptic curve) 一 类 重要 的 曲线 . A 
它 与 椭圆 积分 的 关系 得 名 . MK 上 的 一 条 椭圆 曲线 
E, 即 是 域 K 上 一 条 亏 格 为 1 的 光滑 曲线 ,月 上 
至 少 有 一 个 天 有 理 点 O( 即 坐标 属于 天 的 点 ). 每 条 
K ERR E ATA K 有理 变换 同 构 地 化 为 如 
下 外 尔 斯 特 拉 斯 方程 给 出 的 曲线 

E': y! Fairy ay x, tax tartas, 

其 中 a;€E KK. 4K 的 特征 不 是 2 或 3 的 时 候 , 更 可 
以 化 为 
E"; y=2°+Az+B (A,BEK). 
BH E.E' X ERAS pu] AE , Ae 0 HZ. PART 
特 拉 斯 方程 表示 . BR b: =a + 4a:; b, = 2a, H aia3; 
b, =a} + 4as ; bs = afas t+ 4a;asg — a1a3a4 Haza? — aise, 
= 63 — 24b, ;cs = — b3 +366.b, — 2166, ; 
A= — bib, — 8b} — 2763 + 9b,b,b, 
=~ 16C4A* 278") 
称 为 判别 式 ， 
.cf 1728(4A)’ 
人 
称 为 7 不 变量 . 于 是 , 当 且 仅 当 AO 时 上 述 方程 表 
示 椭 圆 曲 线 ( 即 无 奇 点 ); 当 且 仅 当 A=0 H c0 时 
上 述 曲线 有 一 奇 点 为 结 点 ; 当 且 仅 当 A=0 H c,=0 
时 上 述 曲 线 有 一 奇 点 为 尖 点 . 两 椭圆 曲线 天 同 构 
(KK 为 KK 的 代数 闭 包 ) 当 且 仅 当 其 7 不 变量 相同 . 

K 为 有 理 数 域 Q 或 其 他 数 域 是 特别 有 意义 的 
情形 , 此 时 ,因为 五 的 亏 格 为 1, 所 以 其 复数 点 全 体 
E(C) 是 一 个 环 面 ( 即 轮胎 形 ), 也 可 看 成 平行 四 边 形 
(对 边 视 为 等 同 ). 后 者 可 看 做 复 平 面 C 上 由 四 点 
(050, s w 十 ww) 构 成 的 四 边 形 ( 对 边 视 为 等 同 )， 
因而 是 复数 (加 法 群 )C 对 其 格 — Ze Zo. 的 商 
群 C/L. 严格 说 法 如 下 : 设 户 为数 域 上 的 椭圆 曲线 ， 
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由 外 尔 斯 特 拉 斯 方程 给 出 . 设 wm,% 是 五 (C) 上 两 条 
路 径 , 是 同调 群 CEZAR. A: 


w, = | «dz/y G= 1,2), L=Zw + Zw, 
À 


MAA FERH A BR E F: 
E(C) > C/L,.F(P) = | azm "nod ds 


Hc ot gk 5t A qz) — CZ G,L) id Cz eda) ,其 中 
SS = g 2 (z—0)^-4-w* 


OAwEL 
Se tup Dian 2A T DG, 


称 为 外 尔 斯 特 拉 斯 O7 BEER CHE 97 BH (Laurent) 2t 
[E z—0 附近 展开 ) Z (zc LIARS, 
Gu(L) = >) «v 


PRA XARA RR. RX C 的 任 一 格 L==Zwl 十 
Zo, g;(L)—60G,,g3(12—140G;, , Jill 
E, y? = 42° — g,r — gi 
Hj NS HH EW ECC) 5E CYL 为 复 解 析 同 构 的 李 群 
CEER F A p. Ak. aR ECC) C/L 等 同 . 
有 理 数 域 Q 上 椭圆 曲线 五 的 实数 点 ( 即 zx,y 都 
ERAN A (roy) Atk ECR) 构 成形 如 下 的 图 形 . 
椭圆 曲线 的 引 人 
之 处 在 于 , 它 的 点 之 间 


可 以 定义 加 法 ,点 全 体 
构成 一 个 加 法 群 : 任 给 ae 
椭圆 曲线 E EWA P, 
Q, 过 此 两 点 做 直线 L, 
必 交 五 于 第 三 点 R, 再 
过 R 和 无 穷 远 点 O 做 直线 交 五 于 S, 则 已 加 的 
和 定义 为 P 十 Q@= 二 5S. 4 P,Q 两 点 重合 时 ,二 为 五 的 
切线 . 这 一 加 法 的 定义 称 为 弦 切 律 .无 穷 远 点 O 是 
加 法 的 零 元 . 对 于 数 域 K 上 的 椭圆 曲线 ,其 KK 有 
理 点 全 体 ECK) 和 复数 点 全 体 五 (C) 都 是 阿 贝 尔 群 . 
E(K) 称 为 葛 德 尔 - 韦 伊 群 ,由 英 德 尔 - 韦 伊 定理 知 它 
是 有 限 生成 的 阿 贝尔 群 , 即 

E(K)E(K) DZ, 
其 中 ECK)iws 称 为 EC(K) 的 扭 部 分 ,是 有 限 群 ,r 称 
为 EC(K) 的 秩 . 迈 组 尔 定理 断言 :有理数 域 Q 上 的 椭 
Al AH AG E 的 莫 德 尔 群 的 扭 部 分 只 能 是 下 列 15 种 情 
É: 


| 
j 
| 
| 
i 
I 
l 
| 
| 
l 
| 
I 

| 

l 

i 


Z 
NZ (2ENx10zX N=12); 


Z Z 
57D ang (ISNA). 
椭圆 曲线 在 代数 数论 中 的 高 斯 猜想 和 费 马 最 后 定理 
等 研究 中 起 着 关键 作用 . 
椭圆 曲线 的 约 化 (reduction of an elliptic 


对 椭圆 曲线 的 一 种 刻画 . Ut E AK bd 
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curve) 
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椭圆 曲线 ,KK 对 离散 赋值 v So CK MAB EM 
于 赋值 vy 的 完备 化 ),R 是 KK 的 vv 整数 环 ,.Z 为 其 最 
大 理想 ,7 AR WBC 4 =AR),k=R/ = 
R/rR 为 剩余 类 域 . 设 椭圆 曲线 E 由 外 尔 斯 特 拉 斯 
方程 给 出 

E; y'Faixzy-a,y =z’ tar Harz tas, 

其 中 wE 天 .可 设 此 方程 为 最 小 方程 , 即 aecR AE 
| 3 HACE) 26 Xt fa (ED Rev). ete R TE &— 
R/TRP BS IS t, RU RR 
E; y!-Fayxy--a,y— xi? tar Har +a, 

AE WIR nr Atk KP aE R. 分 别 当 EE 非 奇异 ( 即 
Ak ER HAO. Aa RRA RIN. RE FE A 
好 的 、 积 性 的 或 加 性 的 约 化 ;也 分 别 成 为 稳定 、 半 稳 
定 或 不 稳定 的 约 化 . 这 三 种 情形 分 别 相 当 于 OCA) = 
0,v(A)>0 H » C062 20 BK » A) 20 H vlea) >O, JA 
两 种 情形 合 称 为 坏 约 化 .对 五 的 积 性 约 化 , 若 结 点 
处 的 切线 的 斜率 属于 &, 则 称 约 化 为 分 裂 积 性 的 ;和 否 
则 , 称 为 非 分 裂 积 性 的 . 约 化 是 研究 椭圆 曲线 的 重要 
AE. MF P—G.yC€EGO,UP-(G.y€ 
Eth) TÆR ARI: EKEk), P bP, ff P 
HRA PEEKE E (K), MEK) Æ 
E(KK) 的 指数 有 限 的 子 群 . 

Ge eR £k Bg L A BA L-series of an elliptic 
curve) ” 亲 称 工艺 数 .对 椭圆 曲线 的 一 种 刻画 . 是 记 
录 椭 圆 曲 线 对 任意 素数 模 约 化 信息 的 母 困 数 . 设 E 
ABA OK 上 的 椭圆 曲线 ,Mx 为 天 的 互 不 等 价 的 赋值 
Se, Mk AP SE Bey BE OK BRB E.R VC Mk E E 
在 v 有 好 约 化 EC E, 仍 为 椭圆 曲线 ,定义 在 K 关 
于 v RAR k Ek 是 g, 元 有 限 域 ). 记 a 二 gq, 十 1 
一 #E,(k,), 则 EF 的 工 级 数 由 下 列 乘积 定义 

a, p X 
Lg, GS) -5[I[1 -24 k] ; 
其 中 B 是 对 应 于 坏 约 化 的 有 限 积 . 详 言 之 ,首先 定 
X. E, W C 函数 为 


Z(E,/&,T) = exp( 3 # E G,T"/n), 
n—] 


其 中 ,是 的 惟一 xn 次 扩张 .可 证 明 
ZE,/k,;T)=L,(T)/(1—T)(1—g,T), 
其 中 LOD-1—aT-FqT?. 在 对 使 有 坏 约 化 的 v 
EX L(T)=1-T,1+T R 1984 E Ev WA 
化 为 分 裂 积 性 SE ARE RITE) MI E P L ZUR 
由 如 下 欧 拉 乘积 定义 : 
Lue (EG, 


此 乘积 在 Re GO 3/2 Bf c SX EL 28 83 — fr eR BL xX 
是 由 于 
pow a. 


468 


猜想 Lgjx(s) 可 以 解析 开拓 到 全 复 平 面 , 且 满 足 一 个 
晒 数 方程 将 * 和 2 一 s 处 的 值 相 联系 .已 知 对 有 复 乘 
的 椭圆 曲线 此 猜想 成 立 , 此 时 Lg/x(s) 等 于 一 个 赫 克 
工 级 数 . 对 模 椭 圆 曲 线 也 成 立 , 此 时 Le OERE 
式 的 梅林 变换 . 为 明确 叙述 , 设 天 =Q 为 有 理 数 域 . 
Xt vE Mo. ,二 0,1,2( 分 别 当 EE 在 v 的 约 化 是 好 
的 、 积 性 的 .加 性 的 ), 则 记 五 的 导 子 为 


Ng = [I s. 
€ Me 


其 中 v 是 p-adic WEB. 记 Le= Leas 

EJEN Onr FOIL). 
谷山 丰 - 志 村 五 即 - 韦 伊 猜 想 : 对 有 理 数 域 上 任意 椭 
AHA 天 ,ss(s) 可 以 解析 开拓 到 全 复 平 面 , 且 满足 
pT TE Eels) =w (2—5) w= +1. 进而 ,猜想 所 
是 模 的 : 若 Le (s) = Sewn‘, f(r) = Dc, exp (nint) 
为 其 梅林 反 变 换 , 则 f(z) 是 SL:(Z) 的 同 余 子 群 


rane) = (|: 
(Ne) ne 


的 权 为 2 的 尖 点 形式 ;对 每 一 素数 PN eoru Cp) 
为 相应 的 赫 克 算 子 ,而 算 子 W 定义 为 
(Wf) (r)=f(—-1/Net), 

则 Tp) f —c,f ,Wf 二 wf ;存在 Q 上 态 射 $;Xo(NE) 
>E, K E 的 微分 w 诱 导 为 Xo(Ng) 上 由 fdr K 
示 的 微分 形式 的 售 . 

BSD 猜想 是 为 一 阁 名 猜想 . 仍 设 五 为 有 理 煞 域 
上 的 椭圆 曲线 ,由 外 尔 斯 特 拉 斯 方程 (处 处 最 小 ) 给 
出 ,一 dz/(2y 十 aiz 十 as) 为 其 不 变 微 分 ,2 
Jem|w|. 著 名 的 BSD 猜想 (由 伯 奇 (Birch,B. J. ) 和 
斯 文 耐 尔 顿 - 代 尔 (Swinnerton-Dyer) 提 出 ) 是 ， 

l.m=r, Bf Le) E s=1 处 有 一 个 m=r 阶 的 
7E Rr EQ). 

2. PX: 

limG 一 1) "Lz(s) = OF URCE Ea ie 


其 中 LI 称 为 沙发 列 维 奇 - 泰 特 群 (由 五 相关 的 整体 
和 局 部 序列 定义 ),R 为 E 的 正规 子 ( 由 其 高 定义 )， 
cp 二 1( 当 在 p 有 好 约 化 ) 或 #E(Q,)/Eo(Q,). 

Xf FR r=0 和 1 的 情形 ,BSD 猜想 现 已 基本 被 
证 明 . 但 对 秩 更 大 的 情形 几乎 无 进展 . 

谷山 丰 - 志 村 五 郎 猜 想 (Taniyama-Shimuracon 
jecture) 关于 椭圆 曲线 的 一 个 重要 猜想 . 该 猜想 
是 :椭圆 曲线 都 是 模 的 . 它 对 费 马 大 定理 的 证 明 起 很 


| c= OCmod Nx) 


大 作用 . 
BSD 猜想 (BSD conjecture) — U^ R8 [8l PHAR 89 L 
级 数 ”. 
BR RS FER KR Bea 
T oW E 元 JE FRR 裴 定 一 WRH 


解析 数论 


解析 数论 (analytic number theory) 数论 的 一 
个 重要 分 支 . 它 主 要 是 用 解析 方法 来 研究 数论 问题 . 
解析 数论 所 研究 的 著名 问题 有 素数 分 布 . 歼 曼 猜 想 、 
狄 利克 雷 除 数 问 题 \ 华 林 问 题 , 哥 德 巴 赫 猜 想 等 . 解 
析 数 论 方法 不 仅 对 其 他 数论 分 文 ( 如 代数 数论 .超越 
数论 . 数 的 几何 .计算 数论 等 ) ,而 且 对 数学 的 其 他 分 
支 乃 至 计算 机 科学 等 的 发 展 ,都 有 极其 重要 的 应 用 
和 深远 的 影响 . 解析 数论 方法 主要 有 :和 歼 曼 PH 
SKA SC LKADA BARE AK SAMD 
PEAK TIES. 18 世纪 时 , 欧 拉 (Euler,L. 8 
创 用 解析 方法 研究 数论 问题 . 为 研究 素数 分 布 问题 ， 
他 利用 算术 基本 定理 ( 即 :每 个 大 于 1 的 整数 enl 
惟一 表 为 n= 二 piper poo KP p FARR, p< p 
«xm psal 为 整数 ,i 二 1,2,…,s) 证 明了 如 下 重 
要 的 恒等式 :对 实 变 数 ;二 1 有 


X+- 1a -2 7, 
n=] p 


这 就 是 著名 的 欧 拉 恒 等 式 , 它 是 算术 基本 定理 的 解 
析 等 价 形式 ,揭示 了 素数 分 布 与 函数 


fs) = GSD 


之 间 的 深刻 的 联系 . 例如 ,由 此 恒等式 及 调和 级 数 
— 1 


n 


n=] 


的 发 散 性 立即 推出 素数 无 穷 及 级 数 
L 
2,5 
发 散 . BB (Riemann,G. F. B. ) 于 1859 年 系统 地 研 
AT MEG s 的 函数 
5G) = 9] = (Ges D, 


n=] 


BD MARS MEE eA RK CIR EE E A FES Gs) 
解析 开拓 成 除 s = 1 外 在 全 平面 上 解析 的 水 数 , 在 s 
=] 有 一 个 一 阶 极点 . theo I SEI IU T: 
£(1—52—2(271277cos (ns/2)T GO£ CS). 
由 此 推出 : 当 Res<0 时 ,Es) 除 了 在 s —2,—4, 
TUN ,一 22, 有 一 阶 零点 外 (它们 称 为 CCA “TRE 
点 "或 “显然 零点 ”) 不 再 有 其 他 零点 . £6GORJ— UJ 
其 他 零点 ( 即 “ 非 显然 零点 ”) 均 位 于 带 状 区 域 Oo 
<1 中 ,这 里 c 王 Res. 此 外 , 黎 曼 还 在 论文 中 对 《(s) 
的 零点 分 布 等 问题 提出 了 六 个 重要 的 猜想 ,其 中 五 
个 已 先后 获得 证 明 ,而 第 五 个 猜想 却 至 今 未 能 得 到 
证 明 ,这 就 是 当今 著称 的 黎 曼 猜想 :5 7) 的 所 有 非 显 
然 零点 均 位 于 直线 o=1/2 b. 黎 曼 的 思想 为 近代 解 
析 数 论 的 发 展 做 出 了 不 朽 的 贡献 . 设 qm 3.1, 


解 析 AU it 


(1,9) 二 1, 在 算术 级 数 ltng(n=0.1,2. PEA 
有 无 穷 多 个 素数 ,是 与 “自然 数列 中 素数 无 穷 ? 相 似 
的 又 一 基本 数论 问题 . 欧 拉 曾 宣布 此 级 数 当 ! 王 1 时 
有 无 穷 多 个 素数 , 勒 让 德 (Legendre,A.-M. ) 首 次 提 
出 :在 上 述 一 般 条 件 下 ,该 级 数 中 有 无 穷 多 个 素数 . 
狄 利 克 雷 (Dirichlet,P. G. L. ) F 1837 4ES| A T Tk 
All Sh S NE XG) RAS PRR KA TUIS Le 
数 


Lou e > XO C DX 


由 算术 基本 定理 , 它 有 类 似 的 欧 拉 恒等式 成 立 . 对 ， 
>l, 


> 2 = l[a-zo»e»-. 
n—]l 


由 此 出 发 ,他 证 明了 上 述 算术 级 数 中 必 有 无 穷 多 个 
素数 . 工 函数 与 算术 级 数 中 素数 分 布 有 深刻 的 联系 ， 
它 与 改 函 数 有 许多 类 似 的 性 质 . 例如 关于 函数 方程 、 
零点 分 布 等 . 特别 地 ,对 工 函数 的 非 显然 零点 有 如 
下 著名 的 猜想 :对 模 q 的 任意 特征 X AR LG ON 
所 有 非 显 然 零点 都 在 直线 0—1/2 E. 此 即 为 广义 黎 
受 猜 想 ,至 今 未 能 得 到 证 明 ， 

用 r(z) 表 示 不 超过 xz 的 素数 个 数 ,r(Cz) 的 阶 的 
估计 是 19 世纪 人 们 研究 的 一 个 中 心 课 题 . 勒 让 德 与 
A Er (Gauss, C. F. ) 都 猜测 

; (T) 
coo OS T 
此 为 著名 的 素数 定理 . 利用 黎 曼 的 思想 及 复 变 积 
方法 ,阿达 马 (Hadamard,J. ) Ej m% + HES (vallée- 
Poussin,C. de la) F 1896 年 相互 独立 地 给 出 素数 定 
理 的 证 明 . Xt ER ORC Ut nq 051,2. 7,928, 
ISL (1,g) 二 1) 中 不 超过 的 素数 个 数 
nrg D HAA L 函数 及 复 积 分 方法 推出 与 素 
数 定理 类 似 的 结论 . 从 此 RT BIO HEA T Tie 
发 展 的 新 时 期 . 

1916 年 ,外 尔 (Weyl,(C. H. )H. fE X F—3X 
分 布 的 开创 性 工作 中 给 出 了 某 种 指数 和 ( 现 称 为 外 
尔 和 ) 的 上 界 估计 ,此 法 经 改进 与 发 展 ,在 华 林 问 题 、 
整 点 问题 《也 数 论 、 素 数 分 布 等 一 系列 重要 问题 的 
研究 中 发 挥 了 重要 的 作用 . 1920 年 前 后 ,为 了 研究 
整数 分 拆 问题 ,哈代 (Hardy,G. H. ) 与 拉 马 努 金 
(Ramanujan,S. A. ) 提 出 了 圆 法 .为 了 研究 华 林 问 
题 . 哥 德 巴赫 猜想 等 一 系列 著名 问题 ,哈代 与 李 特 尔 
伍德 (Littlewood J. E. ) 在 一 系列 论文 中 系统 发 展 
了 圆 法 ,开创 了 近代 解析 数论 的 新 时 期 . 1920 年 ,为 
了 研究 关于 偶数 的 哥 德 巴 赫 猜 想 及 挛 生 素数 猜想 ， 
布 龙 (Brun,V. ) 对 古老 的 埃 拉 托 斯 特 尼 (Eratos- 
thenes) 科 法 作出 重大 改进 ,提出 了 布 龙 得 法 . 林 尼 
$e, GInnnuk, IO. B. ) 于 1941 年 首创 大 得 法, 塞 尔 贝 格 

469 


一 ]. 


数 论 


(Selberg, A. ) F 1947 年 利用 二 次 型 极 值 这 一 简单 
思想 又 给 出 埃 拉 托 斯 特 尼 法 的 另 一 重大 改进 Ed 
尔 贝 格 得 法 . 这 些 方法 与 库 恩 (Kuhn,P. 2 T. 1941 年 
提出 的 加 权 筛 法 相 结 合 ,是 目前 解决 关于 偶数 的 哥 
德 巴赫 猜想 的 最 有 效 方法 . 为 了 去 掉 哈 代 - 李 特 尔 伍 
德 关 于 奇数 的 哥 德 巴赫 猜 想 的 著名 结果 中 没有 证 明 
的 假设 , 维 诺 格拉 多 夫 (Bnnorpanzos, N. M. ) 不 仅 改 进 
了 哈代 与 李 特 尔 伍德 的 圆 法 ,而 且 于 1934 年 首创 估 
计 素 变数 指数 和 的 方法 ,从 而 给 出 奇数 哥 德 巴 赫 猜 
想 的 几乎 完全 的 解答 . 今天, 维 诺 格拉 多 夫 独 创 的 指 
数 和 方法 在 解析 数论 的 一 系列 著名 问题 中 均 有 重要 
的 应 用 . 

20 世纪 50 ERY., 1e D Bs 5s pi Ri] BS ^T ll EP 
国 科学 院 数 学 研究 所 与 北京 大 学 培养 了 一 批 从事 数 
论 (主要 是 解析 数论 ?研究 的 人 才 , 他 们 对 近代 解析 
数论 的 发 展 做 出 了 不 可 磨灭 的 贡献 ,形成 了 中 国 的 
数论 学 派 . 

欧 拉 恒等式 (Euler identity) ” 见 “ 解 析 数 论 ”. 

哥 德 巴赫 猜想 (Goldbach conjecture) 亦 称 哥 
德 巴赫 问题 , 解析 数论 中 著名 的 问题 . 1742 年 , 哥 德 
巴赫 (Goldbach ,C. Æ 5 Kx fr (Euler, L. ) 的 几 次 通 
信 中 提出 了 如 下 几 个 猜想 

1. 每 个 大 于 2 的 偶数 都 是 两 个 素数 的 和 . 

2. A ERS N 是 两 个 素数 的 和 , 则 它 也 是 ( 直 
到 N 个 的 ) 任 意 多 个 素数 (1 也 算 作 一 个 ) 的 和 . 

3. 每 个 大 于 2 的 整数 都 是 三 个 素数 的 和 . 

欧 拉 在 回信 中 指出 2 可 由 1 推出 ,他 认为 1 是 
正确 的 ,但 他 不 能 证 明 . TE TES F JL (Descartes , R. 238 
留 的 手稿 中 ,叙述 有 如 下 猜想 : 

4. 每 个 偶数 是 至 多 三 个 素数 之 和 . 

华 林 (Waring,E. ) 则 在 1770 年 出 版 的 《代数 沉 
思 录 }》 中 叙述 了 哥 德 巴赫 的 论断 ,并 补充 了 如 下 的 猜 
想 : 

5. 每 个 奇数 或 者 是 一 个 素数 ,或 者 是 三 个 素数 
之 和 . 

综 上 所 述 得 到 下 面 两 个 猜想 :A) 每 个 不 小 于 6 
的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 ;B) 每 个 不 小 于 9 的 奇 
数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . 此 即 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 . 
人 A) 常 称 为 关于 侦 数 的 哥 德 巴赫 猜想 ,B) 称 为 关于 奇 
数 的 哥 德 巴赫 猜想 ( 亦 称 三 素数 定理 ). BDE A) 的 
直接 推论 . 它们 与 黎 曼 猜想 合 起 来 组 成 希 尔 伯 特 第 
八 问 题 . 

1918 年 ,哈代 (Hardy,G. H. ) 与 拉 马 努 金 (Ra- 
manujan,S. A. ) 在 一 篇 研究 整数 分 拆 的 论文 中 首次 
提出 圆 法 . 1920 — 1928 年 间 , 哈 代 与 李 特 尔 伍 德 
(Littlewood ,J. E. ) 连 续 发 表 了 一 系列 文章 ,系统 发 
展 了 圆 法 ,对 解决 这 些 猜 想 做 出 了 巨大 贡献 . 然而 ， 
他 们 得 到 的 结果 都 要 依赖 某 种 未 经 证 明 的 假设 . 维 
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诺 格 拉 多 夫 (Braorpamrog ,ItL. M. ) 于 1937 年 改进 了 
法 ,并 用 他 自己 独创 的 素 变 数 指数 和 估计 方法 给 出 
余 项 的 合理 估计 ,无 条 件 地 给 出 了 猜想 B) 的 近乎 完 
全 的 证 明 . 然而 ,用 圆 法 研究 猜想 A ) 却 收效 其 微 . E 
只 能 导出 下 述 类 型 的 结果 :几乎 所 有 偶数 都 是 两 个 
奇 素数 的 和 . 

至 今 研 究 猜 想 A) 最 有 效 的 方法 是 得 法 . 最 古老 
的 得 法 是 两 千 多 年 前 希腊 学 者 爱 埃 拉 托 斯 特 尼 (Er- 
atosthenes) 创造 的 . 1920 年 左右 , 布 龙 (Brun,V. ) 
首先 对 埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 做 了 有 重要 理论 价值 的 改 
进 ,由 此 他 证 明了 两 个 惊人 的 结论 :(1) 命题 {9,9) 
成 立 ;(2) A p 表示 使 p 十 2 也 为 素数 之 素数 , 则 级 
数 

23 

收敛 . 这 里 用 记号 {m,n} (m,n EON IE BRO) AU A 
下 命题 :每 个 充分 大 的 偶数 均 可 表 为 Pat., 之 形 ， 
这 里 Ps 表示 其 素 因 子 个 数 至 多 为 & 的 正 整 数 ( 称 为 
FR BL). 20 世纪 40 ER, F Æ Rosser, J. B. ) 曾 改 
进 了 布 龙 的 筛 法 ,但 在 当时 未 能 引起 人 们 的 注意 . 直 
到 20 世纪 70 年 代 才 为 人 们 重新 发 现 , 并 由 伊 瓦 尼 
克 (Iwaniec, H. ) 做 了 重要 改进 与 发 展 . 1947 F, 2€ 
尔 贝 格 (Selberg,A. ) 利 用 求 二 次 型 极 值 这 一 简单 思 
想 给 出 埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 的 另 一 重大 改进 ,此 即 塞 
AR DU Fi SRE. 塞 尔 贝 格 于 1950 年 曾 宣布 他 的 方法 可 
PAVE HH {2,3} ,但 一 直 未 发 表 他 的 证 明 . 1957 E, E 
元 首先 给 出 {2,3) 的 证 明 . 1941 年 , 库 恩 (Kuhn P.) 
提出 了 加 权 短 法 , 它 可 以 加 强 其 他 得 法 的 效果 . 有 关 
中 法 的 许多 重要 成 果 都 和 这 一 思想 有 关 . 同年 , 林 尼 
克 (JIuaHk,IO. B. ) 为 研究 模 p 的 最 小 正 的 二 次 非 
剩余 而 提出 了 大 得 法 ,这 给 逼近 猜想 A) 提 供 了 一 个 
重要 的 解析 工具 . 

1932 年 , 埃 斯 特 曼 (Estermann,T., ) 在 假设 广 
MR BREA RW AIF E42 {1.1}. 1948 年 , 雷 尼 
(Renyi, A. ) 用 大 筛 法 证 明了 某 种 类 型 的 算术 级 数 
中 素数 分 布 的 均值 定理 ,结合 布 龙 筛 法 ,他 第 一 次 给 
出 了 !(1,2) 的 无 条 件 证 明 , 但 他 未 能 定 出 ”的 值 . 
1962 年 , 潘 承 洞 首次 定 出 nS. 同年 , 王 元 证 得 n 
4, 并 在 广义 黎 曼 猜想 为 真 的 条 件 下 得 到 n <3. fu] 
年 , 潘 承 洞 利用 改进 的 均值 定理 也 证 得 (1,4}. 1965 
Æ, 邦 别 里 (Bombieri, E.) 与 维 诺 格拉 多 夫 
(Bunorpagos, H. M. ) 相 互 独立 地 对 均值 定理 做 了 重 
要 改进 ,从 而 证 得 {1,3), 布 赫 施 塔 伯 (Byxurra6,A. 
A. ) 也 于 同年 用 他 独创 的 迭代 法 证 得 {1,3). 

1966 年 ,陈景润 宣布 他 证 明了 {1,2} AMR 
了 几 个 引 理 的 结论 ,未 给 出 证 明 ,国际 数学 界 对 此 没 
有 反应 .1973 年 ,他 发 表 了 详细 证 明 并 改进 了 有 关 
的 数值 结果 ,在 国际 数学 界 引 起 强烈 反响 ,被 公认 为 


是 得 法 理论 光辉 的 顶点 . 这 是 至 今 为 止 关 于 猜想 A) 
所 得 到 的 最 佳 结 果 . 关于 陈景润 的 工作 及 得 法 ,近年 
来 又 有 许多 新 改进 和 进展 ,但 猜想 A) 离 完全 解决 还 
相差 其 远 . 

研究 哥 德 巴 赫 猜 想 还 有 一 个 重要 的 初等 方法 
一 一 密 率 方法 , 它 是 由 施 尼 雷 尔 曼 (UanpenpMmaH, Jl. 
C.F 1930 年 左右 提出 的 . 他 用 此 方法 与 布 龙 筛 法 
相 结合 证 明 ;每 个 自然 数 n 宇 2 丝 可 表 为 至 多 4c 个 素 
数 之 和 . 但 他 的 方法 定 出 的 常数 c OAK. c 现在 称 为 
施 尼 雷 尔 曼 和 常数 . B TOC LA 55 98 ED 1 B ICE 
fk c 的 值 有 了 很 大 改进 ,目前 已 知 最 好 的 结果 属于 
A 324K (Riesel, H. ) 与 沃 恩 (Vaughan,R.C, ), ft fi] 
于 1983 年 得 到 c 委 19. 这 种 类 型 的 结果 是 用 其 他 方 
法 无 法 得 到 的 . 

哥 德 巴 赫 问 题 (Goldbach problem) 
巴赫 猜想 ”. 

三 素数 定理 (three prime theorem) 
巴赫 猜想 ”. 

哥 德 巴赫 数 (Goldbach number) — 2% fe 9s (B) 
数 . 即 表 为 两 个 奇 素数 之 和 的 偶数 . 其 他 的 偶数 称 为 
非 哥 德 巴赫 数 . 用 (zx) 表示 不 大 于 x 的 非 哥 德 巴 
再 数组 成 之 集合 ,其 中 元 素 的 个 数 也 用 ERAR, 
则 关于 偶数 的 哥 德 巴 赫 猜 想 AO CS DL" SETS CURAS 
想 ”) 就 等 价 于 命题 :(A1)E(zx) 二 2,z+ 宇 4(E(z) 称 为 
哥 德 巴赫 例外 集 ), 1937 4E Bl Je EF Be BA K 
(U y ;takoB , H. LU. 2, AR fp 46 (Heilbronn, H. )、 范 德 
BL ARE Hr (van der Corput,J. G. ) 及 埃 斯 特 曼 (Es- 
termann, T. ) fll FH H VE #8 M & X ( Bunorpagos, H. 


Bil" a 


UL“ ae 


M. ) 证 明 奇 数 哥 德 巴赫 猜想 B) 的 思想 ,几乎 同时 证 
明了 :对 任何 正 数 A 有 

AW NE M 

E(x) = Ol peice 


由 此 立即 推出 :几乎 所 有 偶数 均 可 表 为 二 奇 素 数 之 
和 . 其 中 华罗庚 的 结果 比 其 他 四 人 更 强 一 些 . 1975 
^E, 2€ BF Uf Montgomery, H. L. ) 与 沃 恩 (Vaugh- 
an,R. C. FRA Bit i L 函数 零点 分 布 的 重要 结果 
用 于 研究 这 一 问题 ,证 明了 存在 常数 6 二 0 [B EG) 
—O(x' *). 1979 年 ,陈景润 与 潘 承 洞 首次 定 出 了 5 
>0. 01. 目前 最 好 的 结果 属于 陈景润 :6 二 0. 05. 这 高 
猜想 的 (A,) 还 相差 甚 远 . 对 于 短 区 间 中 的 哥 德 巴赫 
fo] Sb  , m I] Zz Hiroshi, M. ) 所 证 明 的 如 下 结 
Xt 07/8 及 A08 
E(x+z)—E(r)=O(x (og x) ^). 

iE F 5 Ei dS (Non-Goldbach-number) J) 
"BS UM. 

SF f& E dk Bi Sh (Goldbach exceptional set) 
见 “ 哥 德 巴 赫 数 ”. 


圆 法 (Circle method) ” 亦 称 为 哈代 - 李 特 尔 伍 


解 析 数 论 


德 方法 . 解析 数论 中 的 一 个 重要 方法 .1918 年 ,哈代 
(Hardy,G. H. ) Edu Sj 8& 4 (Ramanujan, S. A. ) 在 
一 篇 研究 整数 分 拆 的 论文 中 首次 提出 了 圆 法 ,并 用 
圆 法 导出 了 无 限制 分 拆 果 数 pln) 的 渐 近 公式 .为 了 
研究 著名 的 华 林 问题 及 哥 德 巴 赫 猜 想 等 问题 ,1920 
一 1928 年 间 , 哈 代 与 李 特 尔 伍德 (Littlewood ,J. E. ) 
连续 发 表 了 七 篇 论文 ,系统 地 发 展 了 圆 法 . 圆 法 与 其 
他 方法 相 结 合 , 对 解决 诸如 华 林 问题 . 哥 德 巴 赫 猜 
想 . 哥 德 巴 赫 - 华 林 问 题 等 各 种 数论 中 的 困难 问题 提 
供 了 一 种 强 有 力 的 方法 . 利用 圆 法 常 可 得 到 相应 问 
题解 法 个 数 的 渐 近 公式 ,这 是 圆 法 不 同 于 其 他 方法 
的 一 大 特点 . 

圆 法 的 思想 可 以 概述 如 下 . 设 Xi,X;,…,X， 是 
任意 s 个 由 自然 数组 成 的 集合 ,n 是 目 然 数 ,用 R,(n) 
表示 方程 ny tng ttn Sn, mE X,1SRSS) K 
解数 . RE UE SATA BRR nN, AA Rn) > 
0, 就 说 明 任 何 自然 数 nS N 皆 是 分 别 取 自 Xo X; 
"A 的 5 个 数 的 和 . E 之 为 复数 ， fei ;定义 


fz) = ILAG, 
k=] 


而 
人 


n, € X, 


则 
所 二 


于 是 ,f(z) 称 为 Ra) 的 生成 函数 . 由 柯 西 积分 公式 
易 有 


R,(n) 一 KO 
C ÆRA lz) =r,0<r<1. 从 而 方程 解数 的 计算 就 
化 为 复 积 分 的 计算 问题 . 当 ”一 1 一 0 时 研究 此 复 积 
分 ,把 积分 圆 |z|==r 分 成 基本 区 间 E. 和 余 区 间 E; 
两 部 分 ,通常 E, 由 那些 以 分 母 较 小 的 既 约 分 数 为 中 
心 的 小 区 间 所 组 成 . 对 于 很 广泛 的 一 类 数论 问题 , 相 
应 于 基本 区 间 E, 上 的 那 部 分 积分 常 给 出 R,(n) 的 
主要 部 分 ,而 相应 于 余 区 间 E. 上 的 积分 常 是 比 主要 
部 分 小 得 多 的 余 项 ,适当 计算 或 估计 出 它们 , 便 可 导 
出 R,(n) 的 一 个 浙 近 公式 . 1928 年 , 维 诺 格拉 多 夫 
(Burorpagos , M. M. ) 在 圆 法 中 引进 有 限 指数 和 
S,(a) = De (l= kb x. s) 

RE f(z) ERREF, AORE TH 26 AD, 
利用 恒等式 
[eda = 


0 


[ (m = 0), 

0 Gn 为 非 零 整数 ) 

得 到 
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数 论 


Rn | scare da, 
0 
这 里 定义 
s(a) = [[5,Co. 
k=] 


类 似 地 ,把 积分 区 间 [0,1] 分 成 基本 区 间 锯 与 余 区 间 


应 两 部 分 ,可 以 经 适当 的 计算 与 估计 导出 R C) RU 
BULA sh. 维 诺 格拉 多 夫 的 这 一 改进 ,不 仅 大 大 简化 
了 哈代 - 李 特 尔 伍德 的 圆 法 ,而 且 对 大 量 不 同类 型 的 
问题 的 解决 给 出 一 条 统一 的 途径 , 它 已 成 为 现代 圆 
法 的 标准 形式 ， 

哈代 - 李 特 尔 伍德 方法 (Hardy-Littlewood me- 
thod) ” 即 “ 圆 法 ”. 

$ E45} Hl (Farey dissection) 对 圆 法 的 一 种 刻 
画 . 圆 法 中 划分 积分 区 间 的 基本 方法 . 圆 法 中 ,为 了 
计算 方程 ni Tncn—n.nQ€ X, xXx) 的 解 
W R,(n), 常 把 它 表 成 积分 形式 


1 k 
R,(n) = | s(a)e "da, 
0 


这 里 
sla) x TI ssa), 
k=] 
H 
0 De ES 
me X, 
于 是 ,对 任意 实数 060 有 


1—1/r 
R,(n) =| l s(a)e "da. 


WES Qr WE 1-Q-c7/2. H E 表示 下 列 所 有 区 


间 之 并 
E m B od up 
q qt q qc 
(a,q)—1,0xca«q,.1xqxcQ. 这 些小 区 间 均 在 单位 
[X [H] 
1 1 
p ue 


中 , 且 两 两 互 不 相交 . 再 设 


E, = E La mm ls. 


这 样 作出 的 Ei 与 E; 称 为 单位 区 间 


-ta 
的 一 个 弗 莱 分 割 . 其 中 Ei 称 为 基本 区 间 ( 也 称 为 主 
区 间 ,或 称 优 弧 ),E; 称 为 余 区 间 ( 也 称 为 劣 弧 ). E, 
上 的 这 部 分 积分 通常 是 积分 中 的 主要 部 分 , 它 给 出 
R (n) 的 主 项 ,而 ,上 的 积分 通常 给 出 R,(n) 的 余 
项 . 一 般 地 , 余 项 的 佑 计 是 较为 复杂 的 部 分 ,需要 用 
到 如 维 话 格 拉 多 夫 方 法 等 更 为 精深 的 解析 方法 . 当 
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SR ,根据 实际 问题 ,也 可 给 出 略 有 不 同形 式 的 弗 莱 分 
zl. 

基本 区 间 (basic interval) J“ 383E 4H E". 

Ri (major arc) W HH SEF H”. 

$ [X iB (supplementary interval? 
a. 

FIA (minor arc) A," 38 362] Hl”. 

= fH AMF HK (trigonometric sum method) Jf 
称 指 数 和 方法 .解析 数论 中 的 一 种 重要 方法 . 目前 ， 
人 们 所 称 的 三 角 和 方法 ,主要 是 指 由 前 苏联 数学 家 
维 诺 格 拉 多 夫 (Bunorpagos, M. M. ) 所 创造 的 一 整套 
估计 各 种 类 型 三 角 和 的 方法 . 三 角 和 也 称 指数 和 , 主 
要 指 形 如 elf(n)) 的 和 式 , 这 里 定义 e(x)= 二 ee， 
f Go) y iil je Ac ue ZR E BI SE PR n 取 遍 某 个 整数 集 
合 . 在 许多 解析 数论 问题 中 , 常 要 佑 计 这 种 和 式 的 上 
界 . 重要 的 三 角 和 主要 有 以 下 三 种 : 

l. 完整 三 角 和 : 设 q 为 给 定 正 整数 fira; 
"peau 为 整 系数 多 项 式 , (ai,… ,al,9) 二 1. 称 


S(q,f(z)) > G 


为 以 9 为 模 的 完整 三 角 和 . 当 有 =2,f(r) 二 x* 时 ,这 
是 著名 的 高 斯 和 的 一 种 特殊 情形 . 24 AGO = ar" 时 
((a,g) 二 1,k 宇 2) ,高 斯 (Gauss ,C.F.) 证 明了 
Sta. f(z) | < e U0q'7*, 

其 中 c1(%) 为 一 仅 与 有 关 的 正常 数 . 对 一 般 情 形 的 
多 项 式 f(x), 当 g 二 =p 为 奇 素数 时 ,利用 韦 伊 C(Weil， 
A. ) 关 于 有 限 代 数 函 数 域 上 的 类 似 黎 曼 猜想 , 卡 里 
iX (Carlitz,L. ) 与 内 山 三 郎 (Uchiyama,S. ) 于 1957 
年 证 明了 

So, f(z) | EDA 
1970 年 ,斯 捷 潘 诺 夫 (Crerauog,C. A. ) 对 此 给 出 一 个 
纯 分 析 的 初等 证 明 . 这 一 结果 近年 来 也 有 某 种 改进 . 
对 一 般 的 模 g ,华罗庚 于 1940 年 得 到 :对 任 给 60 
有 


JL" dB EAT 


ISC f(a) | L Ch ,eg 155 
实际 上 此 不 等 式 中 之 。 很 容易 去 掉 . 其 中 的 阶 1 一 
1/k 是 最 好 可 能 的 结果 ,惟有 与 & 有 关 的 系数 尚未 
获得 最 佳 估 计 . 完整 三 角 和 的 估计 在 华 林 问题 GC) 
的 表 法 个 数 的 主 项 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 
2. 外 尔 三 角 和 :1916 4E, Sb AR CWeyl, (C. H. ) 
H. ) 在 关于 一 致 分 布 的 开创 性 工作 中 首先 引入 形 如 
2,eQ QD) 


ac nx. b 


的 三 角 和 ( 现 称 为 外 尔 和 ), 并 给 出 它 的 非 平 几 的 上 
界 估 计 , 这 里 f(x) (a 二 X 志 65) 是 一 个 足够 多 次 可 导 
的 实 函 数 . 1923 年 前 后 , 范 德 科 尔 普 特 (van der 
Corput,J. G. ) 给 出 了 一 种 新 的 处 理 外 尔 和 的 方法 . 


他 的 方法 在 于 把 和 式 

>) eO) 
转化 为 指数 积分 。 

| esas, 


KAR f(x) 的 二 阶 导 数 在 (a,65) 中 满足 P0 mr 
OCR 户 (z) 委 一 r 和 0) 时 ,上 述 指数 积分 有 很 好 的 上 


Ahi 
| [ena | < 8 
| Te 


而 当 f(z) 的 二 阶 导 数 不 满 足 条 件 时 ,可 对 其 做 适当 
变换 ,化 为 满足 条 件 的 情形 加 以 处 理 . 1934 4 AE 
格拉 多 夫 提 出 另 一 种 估计 外 尔 和 的 方法 . 华罗庚 于 
1949 年 对 此 做 了 改进 ,并 且 指 出 : 维 诺 格 拉 多 夫 方 
法 的 关键 在 于 首先 给 出 形 如 

AU 


2 E S} ear" + + + az) |^ da dada, 
0 0 Igra 


的 三 角 和 均值 的 上 界 估计 ,然后 由 均值 估计 得 到 单 
个 外 尔 和 的 估计 . 此 种 均值 估计 称 为 维 诺 格 拉 多 夫 
中 值 定理 . 范 德 科 尔 普 特 方 法 与 维 诺 格拉 多 夫 方 法 
相 比 ,各 有 优 劣 ,但 它们 一 般 都 优 于 外 尔 的 方法 .外 
尔 和 的 估计 在 歼 曼 《函数 论 、 素 数 分 布 . 数 列 的 一 致 
分 布 . 华 林 问 题 整 点 问题 \、 丢 盔 图 通 近 等 重要 课题 
的 研究 中 ,都 有 关键 性 的 作用 . 这 些 方法 还 被 推广 到 
了 多 维 情形 . 
3. 素 变数 三 角 和 : 形 如 
de FCP) 


的 和 式 称 为 素 变 数 三 - 角 和 ， 其 中 f(zx) 是 在 所 给 范围 
内 有 足够 多 次 导数 的 实 函 数 .在 1920 一 1928 年 间 ， 
哈代 (Hardy,G. H. ) 与 李 特 尔 伍德 (Littlewood J. 
E ) 连 续 发 表 了 七 篇 论文 ,其 中 发 表 于 1922 年 的 第 
三 篇 论文 是 专门 研究 关于 奇数 的 哥 德 巴 赫 猜 想 的 . 
他 们 用 圆 法 求 出 了 大 奇数 表 为 三 个 奇 素数 和 的 表 
法 个 数 的 主要 部 分 ,但 在 余 项 的 估计 中 遇 到 极 大 困 
难 , 不 得 已 对 狄 利克 雷 工 函数 的 零点 作出 某 种 假 
设 .为 了 取消 这 一 未 经 证 明 的 假设 , 维 诺 格拉 多 夫 于 
1937 年 首先 考虑 了 素 变 数 线 性 三 角 和 
> Jelap), 


并 成 功 地 给 出 它 的 非 平 凡 上 界 估计 ,从 而 无 条 件 证 
明 ;每 个 充分 大 的 奇数 均 可 表 为 二 个 奇 素数 之 和 . 他 
于 1938 年 对 一 般 的 素 变 数 三 角 和 


Xefe) 
给 出 了 非 平凡 估计 ,这 些 方法 在 诸如 华 林 - 哥 德 巴赫 
等 问题 的 研究 中 有 极其 重要 的 作用 


指数 和 方法 (exponental sum method) ” 即 “ 三 
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角 和 方法 ” 

有 理 三 角 和 (rational trigonometric sum) J 
“三 角 和 方法 ” 

外 尔 三 角 和 (Weyl's trigonometric sum) W, 
“三 角 和 方法 ”. 

x dr BW = FHA (trigonometric sum with prime 
numbers) 见 “ 三 角 和 方法 ” 

维 诺 格 拉 多 夫 中 值 定理 (Vinogradov’s mean 
value theorem) ”三角 和 方法 中 的 一 个 中 心 定理 . 
指 形 如 

d op 


] ] 
— | | p» ea, x" E s.. 十 gp) |" da; da; ---da, 
0 0 1<2<P 


的 积分 的 上 界 估计 . 华罗庚 于 1949 年 证 明 ; 当 
bZnOd-1/44-In WA (20 为 整数 ,P 宇 1,n 宇 2) 
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JPOP) < (Thy Pp? (log P)”, 


其 中 
5= Sn + D{1— =). 
2 n 


他 还 指出 ,这 一 中 值 定理 是 估计 外 尔 和 的 维 诺 格拉 
多 夫 方 法 的 关键 . 卡拉 楚 巴 (Kapauny6a, A. A) F 
1963 年 给 出 改进 的 上 界 佑 计 : 当 idt 时 有 
| JEP < (4n) P" 3" D+ 

这 里 6 定义 同上 .其 中 系数 (C44) 还 可 以 改进 为 
(3n)”. 维 诺 格 拉 多 夫 中 值 定理 在 华 林 问题 、 黎 曼 & 
薄 数 的 无 和 零点 区 域 .素数 分 布 等 问题 的 研究 中 起 着 
至 关 重 要 的 作用 . 

彼 龙 公式 (Perron formula) ”解析 数论 中 的 一 
个 重要 的 复 积 分 公式 , 它 稼 稼 是 把 数论 问题 与 复 积 


分 方法 联系 在 一 起 的 桥梁 ,下 面 是 一 个 常用 的 关于 
犹 氏 级 数 的 彼 龙 公式 . Æ 
f(x) = »*jaG0n^ (0, «- oo), 


n=1 
X FF TE XB HÀ ERR H u) I eR C Bu) fiB Co, 为 绝对 
We SX RR AK BROlaODIsiHGOD.n-—l.2,.:, 
> la(n)|n- X oo, 
则 对 任意 的 So = 00 十 ito E bo >G,» = bo =2b> 0, b > 
Fob a.d Èl Mtl 时 有 : 
1. 当 开 不 为 正 整 数 时 


* «- B(o), 


X aGDn 
1 2 十 qp 
-Af T fG, + s) —ds 
211J, 3 
Bb + oo) 
MENS 
zs ol z^ Hz)min| 155) | 


473 


数 论 


十 o| xr H(N)min 


ales IE 
这 里 N 是 离 + 最 近 的 整数 ( 当 2 HK Bt LUN 
=x— 1/2), | xl =|N—z|. 

2. 当 x 为 正 整数 N 时 


Deca + +a(N)N™* 
n<iN 


] d NBS + 0) 
=f Ji; T3) Na, + o[ MBG E oo 
d o| NaH (C2N)minl 1 m | 


这 里 O 常数 仅 与 c 及 6 AR. 
可 用 同样 的 想法 处 理 形 如 (x 之 1 ,整数 有 宇 1) 


Pan *oe IET. 
gp an 
POLI ] 


n&r 


的 加 权 和 ,可 得 到 与 上 述 彼 龙 公式 类 似 的 结 

A fik darge sieve) 近代 解析 数论 的 一 个 重 
要 工具 .为 了 研究 模 p 的 最 小 正 的 二 次 非 剩 余 , 林 
尼克 (JIlnrHHnk,IO. B. ) 于 1941 年 首次 提出 了 大 筛 法 ， 
雷 尼 (Renyi,A. ) 于 1948 年 对 大 得 法 做 了 重要 改 
进 ， die ea gan ip oe 并 结合 
a ae T 58e lon) :每 个 充分 大 的 偶数 均 可 表 

一 个 素数 和 一 ^44 2 个 素 因 子 的 列 素 数 之 
这 一 结果 显示 了 大 得 法 的 强大 威力 . 但 初期 的 大 
筛 法 表述 比较 麻烦 ,其 实质 不 易 为 人 理解 . 1965 年 ， 
罗 特 (CRoth,K.F. ) 与 邦 别 里 (Bombieri,E. ) 先 后 对 
大 筛 法 做 了 重要 改进 . 特别 是 邦 别 里 的 工作 ,把 大 篇 
法 建立 在 一 个 便于 使 用 的 分 析 形 式 上 . 此 后 , 达 文 波 
特 (Davenport,H. ) 与 哈 伯 斯 塔 姆 (Halberstam,H.) 
又 明确 给 出 大 第 法 的 分 析 形 式 ,这 就 是 人 们 现在 普 
遍 采 用 作为 定义 的 大 筛 法 形式 . 从 此 ,大 筛 法 不 断 得 
到 深入 的 研究 ,在 解析 数论 的 一 系列 著名 问题 的 研 
究 中 发 挥 了 重要 的 作用 .大 得 法 就 是 要 对 形 如 


OEq > a,e(nzx) 
的 三 角 和 建立 形 如 
M+N 
$ sc «aor, 00-5 a 


n=M+1 


的 不 等 式 ， 这 里 NN 之 1 与 M 为 整数 ,a, 为 任意 复数 ， 
Lio Loss le 为 一 组 实数 ,满足 || x, 一 x; || Sd Go 
s) ,这 里 6 为 一 个 正 数 . ACN 00 EX NO 有 关 的 
值 . 目前 证 明 这 种 类 型 不 等 式 的 方法 主要 有 以 下 几 
FH 

1. 加 拉 格 尔 方法 :其 出 发 点 为 一 简单 的 索 们 列 
夫 型 不 等 式 , 用 此 法 可 得 到 ACN,0)=0 HRN, 
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并 非 最 优 结 

2. 对 偶 原 理 方 法 :利用 巴 拿 赫 空 间 上 的 对 偶 原 
理 的 某 个 特例 作为 出 发 点 . 

3. 贝 塞 尔 不 等 式 方法 :利用 复数 域 上 内 积 空 间 
中 贝 塞 尔 不 等 式 的 某 种 推广 作为 出 发 点 . 

后 两 种 方法 本 质 上 是 一 致 的 ,都 能 导出 一 般 情 
形 下 最 好 可 能 的 结果 ACN.00—87 HN]. 大 第 法 
原来 的 形式 ( 称 为 算术 形式 ) 是 形 如 

PDP) 


的 和 式 之 上 界 估计 ,这 是 由 雷 尼 (Renyi,A. ) 指 出 
的 . 其 中 52 是 一 个 有 限 素 数 集合 ， 


2 
Z4 Or as 
n= j(mod p) 
EN i (n-—n,lxix2Z), 
0 Cfb), 


而 M--1sxin «n <L <n SIMAN 是 任意 选 定 的 
Z 个 整数 . 邦 别 里 首先 注意 到 有 
p— 1 

pD) = > M A 
此 式 可 推广 到 复合 模 q 的 情形 : 若 a, CM 1M 
十 N) 为 任意 复数 ， 

LS a Lag) = Dy as 
n= j(modq) 


a suld) | q : 
5 Pz S.A). 


h=] d|q 


S 


q 


2j 
这 是 蒙哥马利 (Montgomery, H. L. ) F 1968 年 给 出 
Hg. ECEAT OH BU n 2A B AHI. UK iS EC T 
其 重要 的 算术 应 用 ,其 基础 是 重要 不 等 式 


M+N 


Zo ES e L2) d 


Pla n= M+1 


LI 


*, 


《ad) 一 1 


其 中 w(p) 表 示 满 足下 述 条 件 w — 0X n — 
h(mod p) 的 剩余 类 hlmodp) 的 个 数 . 例如 ,利用 
RE 


; M+N 
253 “|| < (Q?+N) >} la,l’ 
al n=M+] 
立即 推出 不 等 式 
Eel Q +N p) 
p! < on be P= OP 


Jc rte Be HLA-C eH E RA. RC 
想 . 布 龙 - 蒂 奇 马 什 不 等 式 .5 函数 与 也 pa BAY Py 4H 
估计 及 零点 密度 估计 、 算 术 级 数 中 最 小 素数 等 一 系 


列 问题 的 研究 中 均 有 极其 重要 的 应 用 ， 

阶 的 估计 方法 (the estimation method of the 
order) 数论 与 函数 论 等 学 科 的 重要 方法 . 它 在 本 
质 上 属于 极限 方法 . 阶 的 佑 计 方 法 包括 各 种 求 和 法 . 
例如 ,分 部 求 和 法 、 欧 拉 求 和 法 、 泰 勒 展 开 及 各 种 渐 
Xr JE JT VR RE PRU V . 拉 普 拉 斯 方法 、 驻 相 法 、 最 速 
下 降 法 以 及 阿 贝尔 方法 等 .运用 这 种 方法 ,可 以 卓 有 
成 效 地 处 理 各 种 复杂 的 数学 问题 ,简化 计算 程序 ,得 
到 精密 的 结果 . 因此 ,在 自然 科学 和 工程 技术 的 许多 
领域 中 都 有 广泛 的 应 用 . 阶 的 估计 方法 所 研究 的 主 
要 对 象 是 各 种 形式 的 变量 ,特别 是 无 穷 小 量 和 无 穷 
大 量 ( 简 称 为 无 穷 量 ). 由 于 无 穷 量 的 定义 只 是 刻画 
变量 的 变化 趋势 ,要 描述 它们 变化 的 快慢 问题 就 需 
要 阶 的 概念 . Fa 


当 4=0 时 , 称 r>a 时 了 f(z) 相对 于 g(x) 是 一 个 无 
穷 小 量 , 这 时 当 x 充分 接近 a 时 ,|f (zx)| 与 |g (zx)| 
比 起 来 可 以 忽略 不 计 . RES HA f(x) 与 g(xzx) 都 是 
无 穷 大 量 , 则 称 f(x) 是 比 g (zx) 低 阶 的 无 穷 大 或 
eink f(z) 为 高 阶 的 无 穷 大 ; 肴 foes BE 
无 穷 小 量 , 则 称 f(x) 是 比 g (x) 高 阶 的 无 穷 小 量 或 
g(r) 是 比 f(z) 低 阶 的 无 穷 小 量 . 当 AO 时 , 称 
f(x) 与 g(x) 是 同 阶 的 . 特别 地 , 当 A — 1 时 , 称 f(x) 
与 g(x) 是 等 价 的 ,这 时 , 当 x 充分 接近 a BEL AGO 
与 g(x) 的 值 几 乎 是 相等 的 .例如 ,x 一 0 时 ,无 穷 小 量 
sinz? E r mB AS r 等 价 ;z 一 十 cc 时 , Vz 是 
比 logx RBH 27523 X m. AW e 是 低 阶 ,与 
wz2? 十 1] 却 是 等 价 的 . XE x 一 a 时 ,往往 将 无 穷 小 量 
(Z 一 a)"(a>0) 作 为 基本 无 穷 小 量 , 并 用 它 去 度量 当 
r>a WET 0 的 一 切 无 穷 小 量 . 在 x 一 a 时 ,凡是 与 
FLAS TC NÉ Ce— a2* Ca7 0) [8] B 89 25 23 /] 5 C8 7G 
RERET 0 的 快慢 都 是 一 个 等 级 的 ,可 用 数 “来 
反映 ,并 称 它 们 都 是 a 阶 的 无 穷 小 量 ( 当 r>a BD. 
这 样 可 将 这 些 无 穷 小 量 按 a 来 加 以 分 类 . 当然 ,有 的 
无 穷 小 量 , 如 


| ee lar (r—0) 
0 t 


却 不 与 任何 a> LE EPIC c REO TRES th 
类 似 . 在 理论 与 实际 应 用 中 所 遇 到 的 无 穷 量 往往 比 
较 复 杂 , 要 找 出 与 它 等 价 的 简单 或 基本 无 穷 量 是 比 
较 困难 的 . 但 许多 问题 往往 并 不 需要 知道 一 个 函数 
的 精确 性 状 ,而 只 要 对 其 阶 作出 符合 要 求 的 估计 就 
可 以 了 . 例如 ,要 求 极限 

] [* 1 

lim | cos “de, 
虽然 ,对 它 不 能 用 洛 必 达 法 则 ,但 是 , 若 用 分 部 积分 
法 估计 无 穷 小 
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| 'cos Lar 
的 阶 , 则 可 以 求 得 它 的 阶 要 比 任 何 基本 无 穷 小 量 x” 
(0 二 a<2) 的 阶 都 高 ;有 了 这 个 估计 ,就 可 以 立即 断 
定 上 述 极 限 为 0. 

要 对 无 穷 量 或 变量 的 阶 进行 估计 ,就 需要 一 个 
重要 的 数学 符号 “07? 或 “< ”, 前 者 是 由 德国 数学 家 
兰 道 (Landau,E.G.H. ) 引 进 的 ,后 者 则 是 由 前 苏联 
数学 家 维 诺 格 拉 多 夫 (BraorparoB,I. M. ) 首 先 采 用 ， 
它们 的 含义 相同 ,但 在 用 法 上 各 有 优点 . 设 DD 是 给 
定 的 一 个 实数 集 ,f(z) 是 定义 在 D 上 的 复 值 函数 ， 
x) te TE D 上 的 正 值 函数 . 千 存 在 一 个 与 x 无关 的 
正常 数 4 ,使 得 |f(x) | SAG OF D E TE jS vr. , Ml 
ETER D KÆ fc) HEH eR BBR oR PH HF 
iud fle) =O er) KR f—0(9 G € D), nf iu 
f GO eG)3k fe) G € D) ,其 中 常数 4 称 为 
大 O( 或 之 ) 常 数 ,这 两 个 符号 是 不 等 式 的 缩写 , 它 表 
明了 |f(zx)| 在 D 上 的 数量 阶 不 超过 plzx) 的 阶 ,这 
是 阶 的 估计 中 最 基本 最 重要 的 概念 . 特别 地 , 当 g(x) 
=] 时 ,这 两 个 符号 表明 |f(x)| 在 D 上 有 界 .例如 ， 
sinz=O(1) Ñ sinr«l1(G—oo«r«-roo);logr-— 
OCL) (0270) X log ra" (rl); x^ — OCe^ 2) MN x^«« 
e (Zr 之 1) 等 . 符号 O 5 «HIT Z 3 ETE N, A, A 
filr) — 09 GOD) X fi G0 Kar), fi Cx) = 
OR GOD XX, f GO 9 GO cE DMA 

fia + fO = Ola CD + $2) 
或 
f(x) fix Rox) hr) KG € D). 

若 

TN eS, 

lim Be n CA HERO, 
WHE a 的 某 邻 域内 有 fGo-00gCGoOoDzXfGeo« 
|g(z) |. 从 泰勒 公式 还 可 得 到 重要 定理 ;车 在 a 的 
ERRA SOORA ARH n FR, M 


— a 


2 
f(z) — f() + f(a) == a) 


H Çim 


dua (n—1) (r — a)! 
十 一 十 了 (a) Ge 


OC aa) 
在 该 邻 域内 成 立 .利用 它 , 可 以 得 到 一 系列 关于 初等 
函数 的 重要 公式 . 例如 ,sinzx= 二 x 一 zx/3! +O0C\zx|°) 
(—comge< too) ;e7=1lt+2+0(2’)(—-—o<rsd, 
4 为 任 一 固定 正 数 ), 对 cosz,log(ltxr),(1+x)* 
也 有 类 似 公 式 ,这 就 是 阶 的 估计 方法 中 最 简单 而 重 
要 的 方法 一 一 泰勒 方法 . 利用 阶 的 估计 的 其 他 方法 
可 以 得 到 许多 复杂 而 重要 的 函数 的 渐 近 表达 式 . 例 
如 , 伽 马 函数 
rx +1) = V2zr(/e)(Q 十 OGAz)); 
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yu ~ ee ee eee 
2 Jem í 


n=} 


n By DU 3EZR PR BL 


T 
Pa mcn 


It) = L[ees nxdx ~ 2; 
等 ， 

优势 函数 (major function) 
m. 

3R EE (major function) 见 “ 阶 的 估计 方法 ” 

平均 阶 (average order) 数论 中 的 重要 概念 . 
它 有 两 个 不 同 含义 的 概念 . 其 一 用 来 描述 一 个 算术 
果 数 的 阶 的 平均 大 小 . 定义 如 下 : 设 f(n) 为 一 算术 
PLC, PR 


见 “ 阶 的 估计 方 


g 
e 
的 阶 为 1(n) 的 平均 阶 .单个 算术 函数 值 S C) FE 
化 无 规则 ,但 往往 可 得 到 其 平均 阶 之 估计 .这 也 称 为 
f(n) 的 均值 估计 . 同一 名 词 还 用 在 加 性 数列 之 研究 
中 .定义 如 下 :用 2。 表示 所 有 非 负 整数 之 集合 ,ez ， 
BE, BRIAN Zo 的 子 集合 ,它们 也 称 为 “序列 ” 
用 o +.B 表示 一 切 形 如 a 十 56,4a€E€ YY bEB WA 
同 整数 组 成 之 集合 . 简 记 
.A co + OY = me, 
Eo aa 


在 对 某 个 oY EE TS BPR h, ho — Zu, UR 
«x 是 一 个 阶 为 h 的 基 , 具 有 此 性 质 的 最 小 的 正 整 数 
ho 称 为 -x 的 精确 阶 . 设 -x 是 一 个 精确 阶 为 ho 的 
序列 ,对 每 个 自然 数 芭 ,定义 Lm) 为 -x 中 和 为 m 
的 元 素 之 最 少 个 数 , 称 


h* = sup + X3 0n) 
2 m=] 


为 序列 or. 的 平均 阶 .有 AT Sho. 平均 阶 这 一 概念 在 
施 尼 雷 尔 曼 密 率 方法 中 有 重要 价值 . 例如 , 兰 道 
(Landau, E. G. H. ) 曾 引入 这 一 概念 改进 了 爱 尔 特 
fi (Erdós, P. ) 关 于 和 集 密 率 的 结果 . 

精确 阶 (exact order) “FR”. 

均值 估计 (mean value estimation) 解析 数论 
中 的 重要 概念 与 方法 . 即 数论 函数 值 的 平均 估计 . 由 
于 许多 重要 的 数论 消 数 ,其 值 的 分 布 是 很 不 规则 的 ， 
所 以 不 能 得 到 其 渐 近 公式 . 例如 , 当 n ARAM, 
wln) —0(QG) —1;fB 24 n 取 2 的 乘 方 而 趋 于 无 穷 时 ， 
就 有 


Sn RAN IER piper p. 而 趋 于 无 穷 时 , 亦 有 
wln) =s. 因此 ,由 (D ,0Q2Gx) 的 不 规则 性 ,不 能 
得 到 它们 的 渐 近 公式 ,这 时 常 去 研究 其 算术 平均 值 ， 
即 如 下 的 均值 估计 
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F(n) — 1S fm) 
msn 


F(x) = LY fo (a m1. 
nir 


RR EF OD EX, F Cx I] PE JR, Eo. f£ O0 SELL 45: EET 
neo RK (x> oo) AT, F (n) ~ gn KF G)-— 
g GOD, UE fx) 的 平均 值 为 g GO (或 g Ge2). Bl 
如 ,除数 函数 的 平均 值 为 logn( 或 logx);w(n) 与 
人 2(n) 的 平均 值 都 是 log logn (或 log log x) |. 数论 
中 的 许多 重要 问题 都 与 均值 估计 有 关 . 

正规 阶 (normal order) 数论 函数 估计 的 一 个 
概念 . 设 jn) 为 数论 函数 , 符 当 mc 时 ,对 几乎 所 
ERBER M nA fn) ~F G0, MER fF OD IERLBT 
F G0 5 ERREUR SSE a), BUEN e> 
0, 不 满足 

(1—6)F (20 « f MAU 6)F OG) 
H ERK n HERA oln) B, ER fF GODS ER 
F (n). PG c C 55 QD FFA TERRY log log n CIR] AY 
也 是 平均 阶 ) ,但 是 一 个 函数 可 能 有 平均 阶 而 无 正规 
阶 ;反之 也 可 能 仅 有 正规 阶 而 无 平均 阶 . 例如 ,定义 
KRS): 4 n MBR Sna) = 0; 4 n AAR, 
f(n)=2. 此 时 ,f(n) 有 平均 阶 , 但 无 正规 阶 . 为 一 图 
数 g(n) 定 义 如 下 : 当 n= 二 2” 时 ,g G0 —2"; 5 ny" 
时 ,g(n) 二 1. 这 时 g(x) 有 正规 阶 1, 但 无 平均 阶 . 而 
BRL eR LI (n) 既 有 平均 阶 logn, 又 有 正规 阶 
exp {log 2 log logn}, 

且 它 们 并 不 相等 . 

渐 近 级 数 (asymptotic series) “ 亦 称 渐 近 展开 . 
带 余 项 的 级 数 展 开 . (o0) (2 一 0,1,2,…) 为 一 
PR C] E E F AUR TE: 

€ Cr) = 0(QG(x)) (x > œ); 

PXT) = oR (0) (x + œ); 

GAG) eol ior) Cr CO) yore, 
A FF LE — Fil) BE xXx Co * C, Co vtt {FE PC f(x) 有 以 下 
估计 : 

f(x) = O(a(2)) (z —> oo); 

F(x) = cQ D + Oa 00) (r —> œ); 

f(x) = Xica) + 0OCg G2) GG — œ); 
则 记 为 S Qe) tag COT entio)T-QG- 
oo) ,并 称 右边 级 数 为 F(z) 的 渐 近 级 数 或 渐 近 展开 
例如 , 设 

- et 
I(x) = | "E 
则 e * f Cz BE ETE X 
efe) e Lo Log 


T 


(x 一 co), 


特别 重要 的 是 ;大 函数 F(z) 与 级 数 
ee ey ee ee 
P DE. d 
的 第 ”个 截断 
a 
i p) 2, p 
EX p, r)—FGO—S,GOX HEX Blk BJ n 满足 
lim z"g, Cr) —0, 


则 称 级 数 


EW NE F(z), 它 甚至 可 以 是 发 散 的 . 
S UL Re JT (asymptotic expansion) 
数 ” 
渐 近 级 数 性 质 (Cproperty of asymptotic series) 
对 渐 近 级 数 的 刻画 . 渐 近 级 数 的 重要 性 质 是 : 
1. 惟 一 性 , 若 
F(z) = », F(x)* >| E. 


i=0 


则 必 有 c = B; @ = 041,250). 


BI "39r Yr eR 


| 


& 


Cx? OO 


B. 
2.9 Fa) & >》 Z GG) ~ 》) 元 , 则 有 


=0 = 


Pu dcus PE 4 


z' : 


其 中 


A; = »» oe oe 
这 就 是 渐 近 级 数 对 加 法 与 乘法 是 封闭 的 . 


oO 


3. 可 逐 项 积分 ,车 (x) > >), Sil 


i= 


oo : 29 C; 
|: F (t)dt A > Cr | 


7 一 2 


4.4; Fx) m $3 5 HI 


eee 2b ahs ee Se 
X 


可 以 举 出 例子 说 明 : 渐 近 级 数 的 逐 项 微分 一 般 
来 说 是 不 行 的 . 

阿 贝 尔 求 和 公式 (Abel’s summation formula) 
亦 称 分 部 求 和 法 . 是 变换 分 析 表 达 式 以 进行 阶 的 估 
计 所 使 用 的 基本 方法 之 一 . 它 有 广泛 的 应 用 ,对 某 些 
问题 则 可 得 到 相当 深刻 的 结果 . 奢 


n 
S, 一 py 
7 一 1 


则 有 


解 析 X 论 


N N-—1 
X aba = X) S, (bn — b.) + Suby. 


”这 就 是 阿 贝尔 离散 型 的 分 部 求 和 公式 . 若 定义 函数 


22 rohs 
S xr) = 41x 


则 上 述 公式 可 以 变 为 下 面 的 积分 形式 , 妈 
Sab) = SODbON) 一 | Scop (x)dz, 


这 里 假定 8 (z) 及 积分 是 存在 的 . 利用 分 部 求 和 公 
式 的 积分 形式 ,可 以 得 到 以 下 精密 的 估计 


9 


HP 1/nzusn K 


> ,sin ktlogk = O(n'tlogn) 


Dsin ktlogk — o| Diog n 
k=] t 


iae 


一 般 地 ,有 以 下 分 部 求 和 公式 : 设 数列 入 人 十 co(n 一 


oo), 而 
cr) = 2. 


Cc, 可 为 复数 ). E Gr EE — Bp SC LU] r> 
Ay , 

S eb) =— MOT (dt + c(ax)0). 

a xz 5 

5j BD K ANGE (summation method by parts) M 
“ 阿 贝 尔 求 和 公式 ”. 

拉 普 拉 斯 方法 (Laplace method) 渐进 估计 的 
一 种 方法 . 拉 普 拉 斯 方法 的 中 心 是 要 对 形 如 


b 
| gre" "dz 


的 积分 进行 估计 ,其 基本 思想 是 :由 于 z 一 co 时 ,er 
co, 且 其 增长 速度 是 “很 快 " 的 ,所 以 当 有 h(x) 在 (a， 
6) 中 某 一 点 xo 达到 最 大 值 时 ,对 于 ze 的 任 一 邻 域 
外 的 z 值 ,h(z) 也 较 小 ,因此 ,e”” 相 对 于 e”* 就 可 
以 忽略 不 计 . 拉 普 拉 斯 方法 的 基本 定理 就 是 以 下 的 
EMER: Ag) halab] EAEL, HE 
满足 条 件 : 

1. 4 nn, Bb olr)” Æla b] ETR. 

2.h(z) 在 La,bj] 上 只 有 一 个 最 大 值 点 x+ 二 《€ 
(a,60), 而 且 在 任何 一 个 不 含 的 闭 区 间 La,Bj 内 有 

sup AG) < h(E). 

3. 在 的 某 邻 域内 ,h(xz) 连 续 ,h”(x)< 二 0. 

4. 0° E)F0 G(x) TE r—6 YER. 
则 当 n 一 co 时 ,有 


| (x)e” dr ~ gE) A] — an mm) 
ká ? nh" (£) ° 


Be Ar K FAZS (Euler summation formula) Jf 
称 欧 拉 - 马 克 劳 林 公 式 . 利用 积分 估计 和 式 的 一 个 重 
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m 论 

要 公式 . 它 的 一 般 形 式 如 下 :者 mx 为 正 整 数 ,f(zx) 在 
Kla b] Em REE N i, MA 

p3 fa) = | Ji dx 


a<ingh 


+ 5i C= 1b: yf a, 


十 (一 | b Gf"? Godz. 
ix Hex 6, (rE MMF: 


b Ce) Se — (ae I 


bro EE es E | bil du 
CR = ]14255)5 
| his GOda zd pec dose 
例如 ,可 以 算出 
bG)— Go rp! 3 G- DD L. 


b Go) G- [Lr]) 4 G- [z]* 


+ 十 (z 一 [z])， 


Median qe Exes 


T3 L (a [r] Tis: 


等 . 多 项 式 bn (OSA ERA HSK B, (xz) 有 


如 下 密切 的 关系 
oS LB, Gx y: 


特别 地 , 当 m— 1 时 得 到 如 下 简单 而 有 用 的 结果 , 它 
也 常 称 为 欧 拉 求 和 公式 


SM f) -[ fG)dx 
nb a 

b 

F| 


E a— [4]— > 


gS Ta |= z]/ Gs 


f (a) 


- |e [6] — 3 fe. 


又 当 a,6b 皆 为 整数 时 ,公式 取 如 下 形式 : 


S f(r) 


n=u+ 1 


= [fde + > p! Spe P (b) — fF (a)) 


C f Bip ax: 


这 里 B, 为 第 m Mi Fl BL. B,, (zx) 表示 第 m 个 伯 
努 利 多 项 式 . 伯 努 利 数 满足 如 下 定义 性 质 . 
1. X} £178 By, 50. 
2. 对 mz2 有 递 推 公式 
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LC bt be, Dt Os 
3. 开始 几 个 不 为 0 的 伯 努 利 数 是 


VEM: 1 MS aL. ds 
B; z 2 9 B, 6 * B, 30° B; 42， 
而 伯 努 利多 项 式 满足 如 下 定义 性 质 ， 
1. 递 推 公式 : 
B ccv Cape 


2. 差分 方程 : 
B,rc-D—B,(x)—mzx" (mz). 
3. Ba (G —r)=(—1)" Be 


开始 几 个 伯 努 利多 项 式 为 
Bo (x) =], 
Bye I 


Be) = Gp r+ i 
3 l 
BG). = z? — ot 一 PEE 


Br MES NE. - =. 


欧 拉 -马克 劳 林 公式 (Euler-Maclaurin for- 
mula) 即 " 欧 拉 求 和 公式 ” 
驻 点 法 (saddle point method) 
重要 方法 . 它 主要 是 对 积分 
b 
I EN | lOO r)dx 


进行 阶 的 估计 ,其 中 f(x) 与 pC) AB KE SE BR. 者 将 
被 积 函 数 看 做 一 个 向 量 , 则 它 的 相 角 应 该 是 nf Go). 
当 f(x) 的 数值 “不 稳定 ”, 即 其 变化 较 大 时 ,由 于 
e" ”的 数值 在 一 1 与 1 之 间 交 替 变 化 ,这 样 正 值 与 
负 值 “相互 抵消 ”, 使 得 相应 的 Cre ”的 数值 对 整 
个 积分 值 所 起 的 作用 仅 处 于 “次 要 地 位 ”, 而 相应 于 
A(z)“ 变化 稳定 ”部 分 PCz)e”” 的 数值 对 整个 积 
值 所 起 的 作用 处 于 “主要 地 位 ”, 这 就 是 驻 相 法 的 基 
本 思想 .所 谓 f(z) 变化 “稳定 ”, 自 然 可 用 条 件 廊 (zx) 
— 0 来 加 以 描述 ,使 F(x)=0 的 点 ze 称 为 驻 相 点 . 
关于 这 方面 的 主要 结果 有 : 

1.4 f(z) 与 wz) 在 包含 La,b 的 某 个 单 连通 域 
内 解析 ,而且 它们 在 La, 如 上 均 取 实 值 , 广 (z) 仅 在 点 
Z 一 4 为 零 , 则 当 2 时 ， 


阶 的 估计 中 的 


I 一 Za) “过 inf Ca) ru 十 O Lj, 
M f'"(a)«OoH[, 
n H" E nf(a)— 
[= [s ont (a) g(a)e"” rp S 


2.4 f(z) 与 9(z) 的 条 件 与 1 相同 ,但 / (z) 仅 
TE x—b AS, WM FOSO 时 ， 


l 


n 


ail 
Ta O bje Ota" NS O 


b <0 时 ， 


EY 


Tuer | Nu sn f(b)  g(bye" 5 i o| " 


3. dp SDS VCz) 的 条 件 与 结果 1 相同 ,但 万 

(a) — f"(a) «0, f"(a)2»0, Wi 
I-2T(/3)(G/nf" (a) 3e 9 39 ga) 4-0 (479), 

4. i; 0C A« 1,0 u« 1, glr) Æla b] E. m RIE 

£ n] (it, jz) 连 续 可 微 且 有 关系 式 
F (r)— Gc—a)" | (b— x)! f, (x), 

其 中 p 宇 1,0 宇 1, 放 (zx) 在 [a,b5] 上 正 值 ,而 且 也 是 m 
次 连续 可 微 , 则 

I= | eGoe 9 — 

= B(n) — A(n), 


— x)" dx 


1) (6 


其 中 
Aln) = A,(n) + Rn), 
Bin) = B,OD0 + Q.D, 
An (n) 


em h^ (0, isa 3 i: gi Atap — OHOP infa) 
k!p 4 


Ra (n) | S 


du, 


| 
wile 
x n 


E 
B, (n) 

mE » IPO) p 

B "T 
i ss Ms 


以 上 结果 有 许多 重要 应 用 . 例如 ,利用 结果 1 及 2 可 
得 , 当 n 一 oo 了 时， 


Iín)— | e'cosnG? — x)dzx 
0 


k 5 LR Em mik + 1/20, — AHD UA 


l 
em | 2 


« 
COS 


je] 
n 


利用 结果 4 可 得 , 当 neok, 
| e /x(] — x)dx ~ iid i e 


ens Vo eit RUNE denis 
ie n 


数论 .函数 论 


1/12 一 176 
0/12, 4716 


+ 


Am 
Bay Ol ZR xE XS C Abel's theorem) 
中 的 重要 定理 . 阿 贝 尔 定理 是 指 , 当 


pi = 8$ 
时 ,有 


解 th 数 论 


lim 2,0 = S, 


r—L]— ， 


它 的 逆 命 题 并 不 成 立 , 但 是 ， ZEE A a; 加 上 某 些 
限制 ,例如 2,2506 0, 1,2, 2 , BU] BST D1 ZR EA 
EHA. YE a= o C1/kO KZ iT., BMA 
(Tauber) 首 先 证 明了 逆 定 理 成 立 , 李 特 尔 伍德 (Lit- 
tlewood,J. E. HERA T :4 a4, =O /AD Bg TRE Fite 
HRAL. = 


则 称 did 
S 
是 阿 贝尔 可 求 和 的 . 因此 ,车 


是 阿 贝 尔 可 求 和 时 , 则 还 要 加 上 某 些 附加 条 件 才 能 
保证 
lim 37 = Sa, 
由 于 陶 贝 尔 在 
k TO 


T UL ARTS 
研究 这 类 问题 的 定理 都 称 之 为 陶 贝 尔 定理 . 
小 o 或 大 0 的 陶 贝 尔 定 理 (o or O Tauberian 
阶 的 估计 方法 中 的 著名 定理 . 由 
lim Ya. queue odium 


r-—1— 


theorem) 


或 由 
lim | faertde exi d (i) o 
r—04- 0 


分 别 保证 了 
Ma. = =s, | fad = s. 
这 种 定理 称 为 小 陶 贝 IK EB. m 24 f(x)—0O( 1/x), 
FG) = | ef Ude s Go 04) 
满足 时 , 必 有 


1| @+ co) 


| fod = 
WAR 4 a,=O(1/n) 与 
hue 
时 , 亦 必 有 本 
EE 


即将 上 述 的 小 o 改 为 大 O 时 ,结论 仍然 成 立 . 所 得 
到 的 定理 称 为 大 O 陶 贝 尔 定理 . 小 o 陶 贝 尔 定理 是 
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数 论 


由 陶 贝 尔 首 先 得 到 ,后 来 李 特 尔 伍德 (Littlewood， 
J. E. ) 将 小 o 这 一 条 件 减 弱 为 大 O 证 明 陶 贝尔 定理 
仍然 成 立 , 所 以 后 者 亦 称 李 特 尔 伍德 大 O 定理 . 

弱 型 陶 贝 尔 定 理 (weak type Tauberian theo- 
rem) 数论 中 的 重要 定理 . A zx(z) 表 示 不 超过 > 
的 素数 个 数 , 则 著名 的 素数 定理 就 是 要 证 明 x(Cz) 一 


r/log x,.r—90. F 


A(x) = »logp, 


pur 


则 可 得 0x)5 x(x) 的 重要 关系 为 
0Cr) Ax(x)log x Jefe dis 
E XS p n o| 3 log t 
Hin 4E HH 0r) ro. B ZA 0o x OP 
推出 xGD0-—c/log x.r—o. HFM 


b3 [r/p]log p = zlog p + Olr) 


pc 


可 推出 ArKO rS Br, HP A,B 为 正常 数 . 此 结 

RER Or) ~ 为 差 , 所 以 称 它 为 弱 型 陶 贝 尔 定 

FE. 而 一 般 的 弱 型 陶 贝 尔 定理 是 指 : 当 2,250, 
DyasLz/n] = zrlogr + Or); 


nr 


Zz 之 1 成 立时 , 必 存 在 两 个 正常 数 4 与 B, 使 得 当 x 
ZLo 时 ,有 


Ax x y» zo Bx 


挛 生 素数 (twin primes) 一 对 特殊 素数 . 除 2 
与 3 这 对 率 数 外 , 几 相 差 为 2 的 一 对 素数 . 当 之 与 
pb 三 Pp 十 2 均 为 素数 时 ,它们 称 为 一 对 挛 生 素数 . 布 
J£ XE Bl A Rp dE (ByuskobBekun, B. S.) F 1857 年 提出 
一 个 猜想 , 它 的 一 个 特例 是 著名 的 挛 生 素数 猜想 
( 工 ) 存 在 无 穷 多 个 素数 p fi p 十 2 也 为 素数 . 设 
H CN ) 表 示 满 足 条 件 PSN pt+2=p HR p 的 
个 数 , 根 据 圆 法 可 以 给 出 如 下 猜想 的 渐 近 公式 


N 
HON) ~ 2C ay 
这 里 
1 


c- T] 


l 

i5 G= 
但 这 些 猜 想 至 今 都 没有 得 到 证 明 . 根据 陈景润 1966 
年 的 著名 结果 立即 推出 ;存在 无 穷 多 个 素数 pp, 使 p 
十 2 至 多 只 有 两 个 素 因 子 . 这 是 至 今 在 这 一 问题 中 
PW REAR. KFA Le. BREA 
AS Be OF RJA TI CFouvry.E. ) 54% # A (Gru- 
vpp,F. ) : 


H (ON) < (6. 908 + e)C IP 

ogi N 
RH e AKF 0 的 任何 实数 .用 (CN,2) 表 示 满 足下 
述 条 件 的 素数 p OPS PSN. pt2 至 多 有 两 个 素 
因子 ,陈景润 于 1978 年 给 出 
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N 
HN 2) > 0. 81C zr. 


对 于 这 一 估计 式 中 的 系数 , 现 已 得 到 较 大 的 改进 . 也 
有 人 从 事 寻 找 挛 生 素 数 对 的 工作 . 目前 已 知 最 大 的 
一 对 挛 生 素数 是 1159142985X223% 士 1, 它 们 有 723 
位 . 这 是 阿 特 金 (Atkin,A. O. L. ) 与 里 克 特 (Rick- 
ert, N. W. )F 1979 年 发 现 的 . 

1H 4B E X x5 (difference between consecutive 
primes) 两 个 相 邻 素数 之 差 的 绝对 值 . 设 p, 表示 
Bn TRB MRE d, = pua — b, 的 分 布 是 数论 中 
一 个 重要 问题 .关于 相 邻 素数 差 ,有 以 下 一 些 问题 : 

1. 寻求 函数 1(n), 使 对 所 有 充分 大 的 n BA 
d,=OCf,()). Xi ARS A AE MW. 克拉 默 (Cramer, 
H. ) F 1921 年 证 明了 可 取 


fin) = P 
目前 关于 此 问题 的 最 好 结果 是 可 取 
fin) = pi^. 
克拉 默 于 1937 年 猜想 可 以 取 fi G0 = (log pa)’. 
2. 寻求 函数 f1(n), 使 对 无 穷 多 个 n A d, > 
f(n). 目前 已 知 最 好 的 结果 是 可 取 [ 兰 金 (Rankin， 


A.R.) | 
3 lognzloglognloglogloglogn 
fiin) — (e RE P 
CY 为 欧 拉 常数 ). 人 们 猜想 可 以 取 
f(n) = 3(logi p. 
3. 寻求 函数 f;(n), 对 所 有 充分 大 的 n du 
fs(n). 奇人 李 生 素数 猜想 为 真 , 则 fa —3. 目前 人 
4. 寻求 函数 f,(n), 对 无 限 多 个 n A od, S 
fn). 兰 金 在 广义 黎 曼 猜想 为 真 的 条 件 下 证 明了 可 
取 


Ties b nmm 
ft Xf Ff A Wt SK 7r TE uE HA T 
fi(n) = E + e| log p,. 


5. 寻求 函数 f;(n), 使 对 几乎 全 体 n A d, > 

f:(n). BUR SER& CWalfisz, A. ) 于 1953 年 证 明 : 
fs(n)=log p, Clog log logp,) 7; 
普 拉 哈 尔 (Prachar,K. A. T. ) 于 1954 年 得 到 可 取 
fs(m) =log st 

这 里 g(zx) 当 x 之 zxolzxo 为 一 正 数 ) 时 单调 ,g(x)>oo 
(4 r—ooBDH logr/g(x)> 00 (x > oo ff). 

6. TRAR. C) MILF EIS n dim fela). 
克拉 默 (Cramer,H. ) F 1936 年 在 黎 曼 猜想 为 真 的 
假定 下 证 明 : 可 取 六 (Oo) 委 (log2). 


几何 数论 (geometric number theory) 数论 的 


一 个 分 支 . r3 E KE E H e T PRICE TI HL 
[x] BL X Hp 4E (Minkowski, H. ) 将 格 与 凸 集 等 几何 概 
念 引 进 了 数论 ,并 建立 了 一 整套 简单 而 有 效 的 方法 ， 
从 而 形成 了 一 个 独特 的 理论 体系 ,这 就 是 数 的 几何 . 
这 个 理论 与 数论 等 各 数学 分 支 紧密 相关 并 协调 发 
展 ,至 今 已 到 得 了 许多 重要 的 结果 . 数 的 几何 理论 中 
最 基本 的 概念 如 下 述 . DE n 维 欧 氏 空 间 R” 内 , 取 


n 个 点 Xi Xp XE X; 对 应 的 位 置 向 量 = 
(Xi »Di237** »r;.) Ci=1,2 5° n) (t 表示 转 置 ) 线 性 无 
关 , 则 将 点 集 


Ac |X DEC AUG BURCBO | 


称 为 ” 维 齐 次 格 , 属 于 这 些 格 的 点 称 为 格 点 ,将 Xi， 
Xost X 称 为 A A, Ah HX € A 所 对 应 的 位 
LIBE EE x HIE A PRA H EE EE A Hr VA AI A o» 
多 指 坐 标 为 有 理 整 数 的 点 . A ARA n TREK 


生成 元 X19 Tzs”? 9 Tn 的 自 FA Bay DI IR RE. A 4 8955 — 
组 基 为 yis yos t» ys Wid A yi Ax, 即 A 是 以 有 


理 整 数 为 元 素 的 矩阵 , 且 |det A | —1. Aik, |det Cz, 
Los td | 只 与 4 有关 ,而 与 基 的 选择 无 关 , 将 它 用 
d(4) 表 示 , 称 之 为 格 A 的 行列 式 . 男 外 ,A 的 点 之 间 
的 距离 的 最 小 值 用 6(4) 表 示 . A 4 为 齐 次 格 ,zo 为 
R” 中 任意 点 , 则 称 
L={X |Xex=a2,+2' ,2'€ A*} 

为 非 齐 次 格 , 它 是 由 齐 次 格 平行 移动 所 得 

格 点 问题 (lattice 一 point problem) JAE A 
问题 . 几何 数论 研究 的 一 个 主要 问题 . 若 在 方 格 纸 上 
面 画 出 有 长 度 的 知 尔 当 闭 曲线 ,其 长 为 工 , 内 部 面积 
为 ,在 曲线 上 及 其 内 部 坐标 都 是 整数 的 点 即 格 点 
的 个 数 设 为 4, 则 A= F+OCL) R. 特别 地 , 若 取 
原点 为 中 心 ,半径 为 VT 的 圆 , 则 

ACr) —nz--O(C V x ). 

A 9 HE x 委 z,x 之 1,o 之 1 所 围 成 的 闭 区 域 上 的 
格 点 个 数 为 Dex). Wt] 

D(z)-z log r-d-(2c—1)x-OCV z), 
AB cb. XE EXTAT BEER TRUE: ARR 


> =~ ye)’ 
ma 
BA 
S E ms 
则 问题 也 可 看 成 是 研究 
Ax) = MFG) 


的 问题 . aA A T [A RIEF (2 7g uà dvi —n 的 
整数 解 (x,z) 的 个 数 , 后 者 称 为 狄 利 克 雷 除数 问题 ， 
F G0 JJ uv —n WIER BUR Gu vo WTR, Ld n 的 


me dT X 论 


正 除数 的 个 数 Go. 
整 点 问题 (Lattice-point problem) 
题 ”. 
Al 内 整 点 问题 (lattice point in circle problem) 
数论 中 的 著名 问题 . 用 r(x) 表示 将 非 负 整数 分 
解 成 两 个 平方 数 之 和 的 分 法 种 数 . 和 数 


A(z) = »rGD 


Sasar 


就 等 于 落 在 圆 Hor 内 的 整 点 (u,v)( 即 usv 均 
为 整数 的 点 ) 的 个 数 . 圆 内 整 点 问题 就 是 去 寻求 最 小 
Bj 0, f ACr) (D HO x BUB 60 都 成 立 . 
a Er(Gauss,C. F. ) 首 先 证 明了 

A(r)=x(x)+O(Y z), 
为 圆 内 整 点 问题 作出 了 开创 性 的 工作 ,因此 圆 内 整 
点 问题 也 称 高 斯 圆 问 题 . 对 此 问题 ,华罗庚 于 1942 
年 就 得 到 了 

AG) = xr) + OG"), 
1963 年 ,陈景润 得 到 


Pe Se ee 


即 “ 格 点 问 


目前 已 知 最 好 的 结果 是 伊 瓦 尼克 (Iwaniec,H. ) 与 莫 
ik RH. CMozzochi,C. J. )-F 1988 年 得 到 的 . 
A(x) = x(x) + Oae" 3 

高 斯 圆 问 题 (Gauss circle problem) — J^ [Bi] pj 


整 点 问题 ”. 
广义 圆 内 整 点 问题 (Generalized cirele lattice 
数论 中 的 重要 问题 . 研究 


point in circle problem) 


n HE AER 


F(a, yt *** 5, ) = Na uU; (aj; = aj) 


中 的 整 点 个 数 Ne, FCA OF (Cu, .usst us? 
为 一 具有 行列 式 D 的 正定 二 次 型 .和 闪存 在 a0), 
使 对 全 体 i,j,aai 都 是 整数 , 则 称 型 为 有 理 的 ; 否 
则 , 称 下 为 无 理 的 . AA VSV, (x) ARE Gà , 
Uas st, mar WIR, Hid P(x) 二 Ao(x) 一 Vo(z)， 
兰 道 (Landau,E.G.H. ) 首 先 证 明 : 

P(r)—O(zi 53) P(z) = AGT), 
XP n28, KATAHAN F AKO PAE RK AEH 
(Walfisz, A.) F 1924 年 完全 解决 .对 于 4<n<7, 
兰 道 用 瓦尔 菲 施 方法 的 一 个 变形 得 到 了 如 下 结果 : 
当 n 二 4 时 ,P(x) 一 0 (xlog*:x); 当 4 二 n 志 7 时 ， 

P(x) =O(z?") P(x) =A). 

球 内 的 整 点 问题 (lattice point in sphere prob- 
lem) 数 论 中 的 重要 问题 .用 RORI K GER R n 
分 解 为 三 个 平方 数 之 和 的 分 法 种 数 , 和 数 

Pors > RO 


Oxcnzc 
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就 等 于 落 在 球 nto +e’ Sr 内 整 点 (u,v,w)( 即 
u, vw 均 为 整数 的 点 ) 的 个 数 . 球 内 整 点 问题 就 是 
去 寻求 最 小 的 7, 使 


P(x) = ax? + O(z"") 
对 所 有 的 e>0 都 成 立 . 对 此 问题 ,前 苏联 数学 家 维 
VER DL & X (Bunorpaos, H. M. ) 于 1963 年 得 到 

Poy = Eng? 十 Olz” (log x)5). 

同年 ,陈景润 也 得 到 几乎 相同 的 估计 

P(r) = Snr? + OG, 
这 些 仍 是 目前 最 好 的 结果 . 

除数 问题 (divisor problem) 数论 中 的 著名 问 
E. dl(n) 表 示 n 的 因子 个 数 , 和 数 
D(z) = >) d(n) 


IKa 


METLE ENHA K É uv <n u21, v21 内 


KE Cuv) E uso 均 为 正 整数 的 点 ) 的 个 数 . 除数 
问题 就 是 去 寻求 最 小 的 9, 使 
D(x)=x log r4d-(Y—1)r-d-O(^*) 

对 所 有 e>0 都 成 立 , 其 中 7 为 欧 拉 常数 . 狄 利克 雷 
(Dirichlet, P. G. L. ) 首 先 证 明了 

DG) zr log z 十 (27 一 1)z 十 DCVz )， 
为 除数 问题 作出 了 开创 性 的 工作 ,因此 除数 问题 也 
称 狄 利克 雷 除 数 问题 . 对 此 问题 迟 宗 陶 于 1950 年 得 
到 

D(x) = xlogx + (2Y — Dax OlT S, 


1959 4E ACR BMA HOO), BAT. RY 
结果 属于 伊 瓦 尼克 (Iwaniec,H. ) 5Ej X fc E (Moz- 


zochi C. J. ) ,他们 于 1988 EGBA LO G2. 
狄 利 克 雷 除数 问题 (Dirichlet' divisor problem) 
即 “ 除 数 问 题 ” 
广义 除数 问题 (generalized divisor problem) 
数论 中 的 重要 问题 . Ad, (n) RANK n 表 为 个 因子 
FARA ZK APM. MA 
D,(x) = didn), 


k rt 2 = F ; | 


其 中 Cw) ARS C RR w= 为 一 & 次 极点 ,其 上 
的 留 数 形 如 rP,(log zx). Jt 5h. P, 为 一 R=] 次 多 项 
式 , 记 DG —zPiCoga) d A GO. 34 &—2 时 , 即 为 
除数 问题 ; 当 & 之 2 时 , 即 为 广义 除数 问题 . 其 定义 a 
为 使 AGO =O GO B vr BPCO 的 下 极限 ,估计 a BU 
为 广义 除数 问题 的 中 心 . 对 a, 的 上 界 估计 ,其 结果 
有 
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a ES er axe. a< 

等 . — REB Lo, (k — 10 / Ck 3-20, —4, 5, (哈代 - 
李 特 尔 伍德 ,1992 年 ) ,下界 估计 为 oz CR — 10/2 
(哈代 (Hardy,G. H. 2.1915 年 ) ,猜想 结 果 是 a, = (k 
—1)/2k. 上 列 问题 ,至 今 仍 未 解决 . 

齐 次 问题 (Prouhet-Tarry problem) 数论 中 
的 重要 问题 .用 NG) 表示 使 方程 组 (4):z 十 zz 十 
etary tyt ty sai taoste tal =yit 
% 十 … 十 %, 在 下 述 意义 下 为 可 解 的 最 小 整数 1n. 
Ls? 9 Trs yr yas" Yr 都 是 正 整 数 , 但 Yis Yz2s "Yr 
不 能 是 X):2225377* Tı 的 重新 排列 . 又 用 M GE) Xo fii 
方程 组 (4) 为 可 解 且 使 ii Fa tee tap YD 
Hyt ty) 成 立 的 最 小 的 t. A BT ISNOG) 
«M GO ,并 用 初等 方法 可 证 明 N GO SLE CET-1)/24- 
1. 对 此 问题 ,目前 较 好 的 结果 是 : 当 2 BEN GO S 
(£^ --3)/2,?4 2|]k BE, NOR) SC CE! +4) /2; 


MO) < G 4 D [log lu 1 ES ih] 


后 者 是 由 华罗庚 于 1938 年 得 到 的 . 关于 上 述 两 个 问 
题 ,至 今 还 没有 完全 解决 . 

他 利 问 题 (Prouhet-Tarry problem ) 
问题 ”. 

等 窘 和 问题 (Prouhet-Tarry problem) 
次 问题 ”. 

无 k 方 因子 整数 (k-free integer) 一 类 重要 的 
整数 . 指 不 能 被 大 于 1 HEB k KBR ZS 
整数 . 用 Q(x) 表示 不 超过 xz 的 无 & 方 因子 ( 正 ) 整 
数 的 个 数 . 有 

Ga) =e) = > BO ss | 


1/k 


见 “ 齐 次 


见 齐 


inex le 


{S/S OG: 
此 误差 项 可 以 加 以 改进 . 用 qa GO ROS n BFC kH 
因子 数 , 当 ”>coe 时 有 qu (nr) —n/CGO. HAS MRE 
(Davenport, H. ) 等 与 罗 特 (Roth,K.F.) 于 1951 年 
得 到 
qG + 1) 一 go = O(n"), 

E B fe (Richert, H. E. ) 于 1954 4EXt £— 2 的 情形 给 
出 如 下 改进 结果 

a i ol opa 
对 此 , 爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 于 1951 年 得 到 


u log n 
q;Ii -F 1) az q; (n) = £2 log log m 


此 外 ,关于 ==2 时 Q(z) 的 余 项 估计 ,目前 已 知 的 


最 好 结果 是 OGO T. 

” 华 林 问题 (Waring’'s problem) ”数论 中 的 著名 
问题 . 由 华 林 (Waring,E. ) 于 1770—1782 年 间 提 
出 . 现代 的 华 林 问题 指 以 下 两 个 问题 : 

1. 对 每 个 正 整 数 宇 2, 是 否 存 在 一 个 只 与 有 
KHER =s) LBP ERR EW RA RS s$ 
个 正 整数 的 & 次 方 之 和 ? 求 满足 要 求 的 最 小 正 整数 
s(k) 二 g(k), 称 为 关于 小 oR) A Ph ee. 

2. 若 不 要 求 上 述 表 示 对 每 个 正 整数 都 成 立 , 而 
只 要 求 对 充分 大 的 正 整数 成 立 , 求 满足 要 求 之 最 小 
IE SEA s) — GOO , 称 为 关于 大 CC) 的 华 林 问题 . 

g(2)=4 这 一 结论 早 在 1621 HRA EK CBa- 
chet de Méziriac, C. G. 2E HH , rd BH H (Lagrange, 
J.-L.) tH T g(2)=4 的 证 明 , 此 为 初等 数论 中 有 
名 的 四 平方 定理 . g (32 — 9 的 证 明 首 先 于 1909 年 由 
威 弗 瑞 奇 (Wieferich,A. ) 给 出 ,次 年 巴赫 曼 (Bach- 
mann ,P. G. H. ) 指 出 其 证 明 中 有 一 处 漏洞 ,此 漏洞 
HH Er 2E By (Kempner, A. J.) F 1912 年 改正 . 对 一 般 
的 &, 欧 拉 (Euler,L. ) 于 1772 年 得 到 下 界 估 计 


g(k) > 2 十 IEJNE 2, (D 
其 中 [xj 表示 不 超过 的 最 大 整数 . 人 们 猜想 有 
ge) =2+|[3) ]—2, (2) 


这 一 猜想 现在 称 为 欧 拉 猜 想 . 8 ZR A PF (Hilbert, 
D. ) 于 1909 年 用 重 积 分 对 一 般 的 & 证 明了 s(&) 的 
存在 性 ,但 他 的 方法 求 出 的 s(%) 的 值 与 理想 的 值 相 
差 太 大 . it HF (Dickson, L. E. ) 5 Eb 25 (Pillai, S. 
S. ) 于 1936 年 相互 独立 地 证 明了 对 7<R<100 欧 拉 
猜想 成 立 , 比 兰 还 于 1940 年 证 明了 g(6) 一 73. 1942 
— 1944 4, & fp H Hh (Rubugunday, R. K. 2, JE X 
(Niven,I. M. ) 等 人 对 g(&) 之 研究 得 到 如 下 结果 : 
d R26, €X XoY He ME 

> IE |+1- E mus 

Y {+ |+ jc EH + 1. 
Ju] 34 

3 k 
any 

时 , 欧 拉 猜 想 成 立 ; 当 X.Y, = 2-1 时 有 


gk) = 2 + INE IEEE 2; 
当 XY 22 时 有 

g(k) = 2 + IEEE IEJE 3. 
于 是 , (3) 式 能 否 对 一 切 & 之 7 成 立即 为 欧 拉 猜想 成 
立 与 否 之 关键 所 在 . 马 勒 (Mahler,K. ) 于 1957 年 证 


(3) 


8t 析 数 dt 


明 :存在 Ro > 0, 4 k>k 时 有 不 等 式 (3) 成 立 . 但 他 
的 ko 不 能 有 效 地 计算 出 来 . 此 后 有 人 用 计算 机 对 
(3) 式 进行 验证 . 目前 已 知 最 好 的 结果 是 库 比 那 
(Kubina,J. M. ) 与 温 德 里 希 (Wunderlich ,M. C. ) 于 
1990 年 得 到 的 结论 :(3) 对 2 委 & 委 471600000 成 立 . 
陈景润 于 1964 年 证 明 :g(5) 王 37, 并 对 gs(4) 的 估计 
做 出 了 重要 贡献 . 直到 1986 年 才 由 巴 拉 苏 不 拉 马 连 
(Balasubramanian, R. ), & & 2K ( Deshouillers, J. 
M.) 5 fF Er (Dress, F. APE SER T g 40 —19 的 
证 明 . 

关于 大 G(k) 问 题 ,1920 一 1928 年 间 , 蛤 代 
(Hardy ,G. H. ) 与 李 特 尔 伍德 (Littlewood ,J. E. ) FH 
AT ARM n 表 为 ;个 & 次 方 之 和 的 表 法 数 
R,(n) 给 出 如 下 渐 近 公式 :车 s 宇 (4 一 2)2” 十 5,k 之 
3, 则 当 充分 大 时 有 


NS 
R(n) ~ (n)n*  ——————, (4) 


$ 
"|| 
其 中 DGOÀ D 函数 ,多 (n) 大 于 某 个 正常 数 . 由 此 他 
f] EK HB RA LES: 
GR) x; (k — 22^! + 5 k zm 3). (5) 
HE vé RE ALAE R (Buuorpajtos, H. M. ) 于 1924 年 用 他 独 
创 的 三 角 和 方法 得 到 以 下 二 结果 : 
1. 奉 要 求 渐 近 式 (4)? 成 立 , 则 有 
G(k) < 2k°(2 logk + loglogk + 5) (R 之 4)， (6) 
2. 否 放 弃 (4) 式 ,只 要 求 不 等 式 
RO 290 (7) 
E , MI) By 48 4 BR—170000 Hf, 
Gtk) <k(2 log & + 4 loglog£ 
+ 2 logloglogk + 13) . 
男 一 方面 ,有 GGOR (4 宇 2), 因 此 (8) 式 的 主 阶 
klogk 已 基本 上 是 最 好 可 能 的 了 .在 (4) 成 立时 , 华 
罗 庚 得 到 比 (6) 稍 好 的 估计 
G(k)<2k*(2 logkt+loglogk+2.5) (>10). (9) 
1962—1966 年 间 , 卡 拉 楚 巴 (Karacuba,A.A.) 提 出 
一 种 p-adic 形式 的 维 诺 格 拉 多 夫 方 法 ,并 于 1985 
年 证 得 :在 (7) 成 立时 有 
G(k)<2k(log k+loglogk +6) (224000). (10) 
对 于 较 大 的 &, 这 是 目前 已 知 最 好 的 结果 . 对 较 小 的 
,陈景润 于 1958 年 得 到 GOD RC logk +5. 2) k 
22152, iX A (Vaughan, R. C.) F 1977 年 改进 为 
GG xk (3log k+ 4. 22 (229). 1988 年 , 沃 恩 在 德国 
Oberwolfach 召开 的 国际 数论 会 上 宣布 得 到 以 下 结 
A 
G(5)<.19, GC60x:29, GOD XA, GOD 57", 
GOD x75, GCO100 x:93, GC11I0x109, 
G(12)<125, G13)<141, GO M4 x:156, 


(8) 
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GG5)«171, GIO, «187, G7) «202, 
G(18)<217, GCI9) «232, G(200 248. 
他 还 于 1986 年 证 明了 (4) 式 对 &=3 528 时 成 
立 . 对 于 CG(A) 的 精确 值 , 目 前 知之 甚 少 :CG(02) 王 4 
(Hi f& BJ H (Lagrange,J.-L. 2,1770 4F);G(4) =16 
GE X E BR CDavenprt, H. ), 1939 年 ). 此 外 ,1943 
4E. , $R JE 56 CJInuunk, IO. B. ) uEH] T GC32 <7; 1990 
Æ AA B XE (GBrudern ,J. ) 证 明了 G(5) 委 18;1993 Æ, 
沃 恩 证 明了 G(8)<42. 哈代 与 李 特 尔 伍德 的 一 个 猜 
想 可 以 推出 如 下 猜测 : 
1. Xf &—2" 及 m2 A GOD AR. 
2. MARIE. BA GOD SZZR T 1. 
除了 个 别 情形 ,这 两 个 猜想 至 今 尚 未 解决 . 
欧 拉 猜想 (Euler's conjecture) Jil, “4 AK fa] 
32 BC gx (Riemann zeta function) 数论 中 
一 个 重要 函数 . 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler,L. ) 最 早 把 


2 
作为 实 变数 s 的 函数 来 研究 ,对 S1 他 得 到 著名 的 
欧 拉 乘积 


X += Jla- rn. 
n=] P 
Rg & (Riemann,G. F. B. ) 1859 年 首次 把 它 作为 


复 变数 * BY PR BOR DEAE ERRE E 函数 , 记 为 5(>). 
黎 曼 把 


5G) = M = Res > 1) 


解析 开拓 成 除 在 ;二 1 有 -一个 一 阶 极点 外 处 处 解析 
的 函数 . 证 明了 它 满足 函数 方程 


6(1 — s) = 2(27) *cos TONO: 


对 Res>1, EPA E hr 3E BUS XXE Res1 ERA 
零点 ,对 Res<0, EMER EUN f EAE s=—2n 
GEN). 从 而 它 可 能 有 的 零点 都 在 市 状 区 域 OC Res 
<1 AO. 又 在 0 过 ;二 1 中 它 无 ( 实 ) 零 点 , 因 
此 所 有 在 带 域 0 委 c 委 1 中 的 零点 (各 存在 的 话 , 称 为 
非 显 然 零点 ) 必 均 为 复 零 点 . 这 些 都 是 黎 曼 所 证 明 的 
结果 . 黎 曼 还 对 此 男 数 提出 如 下 六 个 猜想 : 

1. £GO TE RE AR KR 0( 委 Res 委 1 有 无 穷 多 个 零 
点 . 

2. 若 用 N(T) 表 示 COHERE 0 委 Res 委 1,0 一 
Ims<T 中 的 零点 个 数 , 则 
NO) = TlogT 一 一 2 is DEC) 

3. AAA e BY xo EGO BS JE BRS a, s D] 
lel kA molo] AH. 

4. 整 函数 
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T + O(dlog T). 


EG) *G-DEGT| $n 
可 以 表 成 无 穷 乘积 
Tis 
p 经 过 5(s) 的 全 体 非 显 然 零 点 , 且 此 无 穷 乘积 为 绝 
对 收敛 ， 
5.5(s) 的 所 有 非 显 然 零 点 都 在 直线 Res=— E. 
6. 若 定义 


5 
e^, 


AQ) . 
(x) = 
Ii ÉD p log n 
E 
Io = $( me + 0) + IIG- 9). 
WA AK RARE ABA) 
IL,@ =li x — Doltaf 
zi du 
t | (u? 一 1)ulog u 
这 里 liz’ =li e”, it 
e | e^dz 
lie” = : 
一 ce 十 而 之 
阿达 马 (Hadamard,J. ) 于 1893 年 证 明了 猜想 1,3 
与 4, 在 4 中 有 


— log 2. QE ps 


w=utiv,v= 0. 


ES Men ec = 
b = log 2 + Flogn 1 as 


Y 为 欧 拉 常数 . Be OR RE CMangoldt,H. C.F. von) F 
1894—1905 年 证 明了 猜想 2 与 6. 至 此 ,只 有 猜想 5 
未 获得 解决 ,此 即 当 今 著 称 的 黎 曼 猜想 . 

32 a yA t (Riemann hypothesis) 数论 中 的 一 
个 著名 猜想 : 黎 曼 函数 的 全 部 非 显然 零点 都 在 直 
线 Res—1/2 E. E 5E EE EA OK BI A A 28 
们 特 第 八 问 题 ,至 今 仍 未 解决 . 行 用 N TRR) 
EARE Res=1/2,0<Ims<T 上 的 零点 个 数 , 则 
黎明 猜想 等 价 于 :N(T)= 二 No(T)( 对 了 TT 之 0). 哈代 
(Hardy,G. H. ) F 1914 FS RUA CI ERR 
Res 二 1/2 上 有 无 穷 多 个 零点 , 即 

im NQOD) =+ œ, 

哈代 与 李 特 尔 伍德 (Littlewood,J.E. ) 于 1921 年 证 
明 : 存 在 正 数 A, 使 No (T) > AT. 塞 尔 贝 格 (Sel- 
berg, A. ) 于 1942 年 证 明 :存在 正 数 As f NT) > 
A;N GO; Bu #8 F 1956 年 首先 定 出 A,71/60000. 
3€ zx gk (Levinson, N. ) F 1974 年 作出 重大 改进 ,他 
得 到 A, > 0. 342. 关于 A, 估计 已 知 最 好 的 结果 是 
A:>0. 3658, A H RFI CConrey,J. B. ) 于 1983 年 得 
到 的 . 关于 “Cs) 的 各 阶 导数 零点 ,也 有 类 似 的 结果 . 
此 外 ,一 直 有 人 致力 于 E(;) 非 显然 零点 的 计算 .格拉 
姆 (Gram,J. P. ) 于 1903 年 算出 i(;) 在 上 半 平 面 的 


前 15 个 零点 都 在 直线 Res 1/2 上 . 这 方面 目前 已 
知 最 新 的 结果 属于 范 德 伦 (van de Lune,J. 2, FE 
尔 (te Riele,H.J.J. ) 与 云 特 (Winter,D. 工 . ) ,他们 
T 1986 年 通过 计算 证 明 :(s) 的 前 15 亿 个 非 显然 
零点 (上 半 平 面 中 ) 都 在 直线 Res=1/2 上 , 且 都 是 一 

zac 函数 的 零点 (zeros of Riemann € func- 
tion) 解析 数论 与 图 数论 所 研究 的 一 个 重要 问题 ， 
它 的 研究 与 数论 中 许多 著名 问题 都 有 密切 的 联系 . 
以 下 是 与 $5(s) 零 点 有 关 的 一 些 最 基本 的 结果 : 

1.L(s) 的 无 穷 多 个 非 显 然 零 点 均 在 带 状 区 域 0 
<Res<1 中 , 且 关 于 直线 Res=1/2 及 关于 实 轴 均 
为 对 称 . 

2. Ar xe X ES 

tC) Dr fr| | EG), 


WUE Cs) FE — Br 3 KR AE PAIR TT FRE CO — 50 — 3. 
&(s) 有 无 穷 多 个 零点 0.,0 委 Reo, 委 1, 这 些 零点 恰 为 
“ss) 的 全 部 非 显然 零点 .级 数 >|2,| 一 发 散 ,而 对 任 
给 60,28 Y o,| “收敛 .还 有 无 穷 乘 积 展开 式 
_ LABS 7 Lm S 

E(s) =e I" 1 a 


a=] 


ER 
e^, $ 


其 中 A= -—log Re d TE 2—1- 5” (7 


2 
为 欧 拉 常数 ). 
3. 有 ( 设 s RA EGO RE A) 


Pl m] | 1 i 
E CS) Ern) S— 5, p, 
< l 1 
uos Er + Bos 


这 里 B,— 一 1 十 log 27. 
4. IHE LAT "B Co xt CGORIAE AA A) 


l _ 
2j ITO —»y = O(log( |T| + 2)): 


这 里 Y-—Im o. 
5.4: T2 且 了 不 是 5(G) 非 显然 零点 之 纵 坐 
标 , 则 
AR 
NT 一 区]og 5x on 
这 里 ,车 定义 
S(T) = Sarg | i E iT | | 
则 还 有 S(T) 一 OdogT). HIKES. T2 有 
RE: E 
NO) = 5.log 2x on  ogT». 


该 公式 中 的 余 项 估计 一 直 没 有 得 到 改进 . 

BC 函数 的 无 零点 区 域 (zero-free region for 
Riemann & function) 解析 数论 的 一 个 重要 问题 . 
许多 重要 的 数论 问题 都 与 这 一 问题 有 密切 的 联系 . 


7 1 
F+s(1) +0} F| l 


8t 析 A ie 


例如 著名 的 素数 定理 的 证 明 就 有 赖 于 & PR 
区 域 的 结果 . 1899 一 1900 4E, Tm% * HE 3& Cvallée- 
Poussin,C. de la) 首 先 给 出 了 下 形 之 无 零点 区 域 ( 设 
s=o+it) 
a, 

Res > 1 一 Bai ay (1) 
其 中 ai 为 一 正 的 绝对 常数 . 李 特 尔 伍德 (Little- 
wood,J. E. ) 于 1922 年 曾 用 估计 三 角 和 方法 得 到 一 
个 改进 的 结果 . 利用 维 诺 格拉 多 夫 (Bunorpagos, H. 
M. ) 独 创 的 三 角 和 估计 方法 , 维 诺 格拉 多 夫 本 人 与 
科 罗 博 夫 (kopo5og,H. M. ) F 1958 年 相互 独立 地 得 
到 下 列 之 无 零点 区 域 
Res > 1 一 Rc ee 
Cle Cite 2))3 
它 仍 是 目前 已 知 最 好 的 结果 .本 桥 洋 一 (Moto- 
hashi, Y. ) F 1981 年 用 辛 法 代替 复 变数 方法 证 明了 
下 形 之 无 零点 区 域 


Res1— 


(2) 


a3 

ClgClz| +393 dg lgC]z| 4-3)05) 
2x 8 4 fl Montgomery, H. L. ) 于 1971 年 也 用 零点 
增值 原理 给 出 (3) 的 一 个 证 明 . 在 蒙哥马利 的 证 明 中 
35 FH zi] FB E Richert, H. E. 2 T 1967 年 所 做 关于 
EGE Res=1 附近 的 一 个 改进 的 估计 . (3) 比 (2) 要 
上 略 好 一 点 . 根据 歼 曼 猜想 ,&(s) 在 Res> 1/2 WAS 
点 . 现 有 的 无 零点 区 域 的 结果 与 猿 想 的 结果 还 相差 
很 远 . 现在 其 至 还 无 法 证 明 这 样 “简单 ”的 结论 :存在 
NEX 6 二 1/2,Els) 在 Res21—0 中 没有 零点 . 

注 :关于 (1) 型 无 零点 区 域 中 a 的 最 好 估计 值 
E F Æ (Rosser, J. B. ) 5 ji BB OK W (Schoenfeld, 
L.) F 1975 年 得 到 的 a, —1/9. 645908801. 

群 的 特征 (character of group) 和 群 论 的 一 个 重 
要 概念 . 设 G 为 任 一 群 ,定义 在 G 上 的 一 个 复 值 函 
数 f BRA G 的 一 个 特征 , 知 它 满足 以 下 条 件 :1. 积 
性 :对 任何 ac,oEG 有 f Cab) — f Ca) FCD. 2. TE TE E 
少 一 个 cEGC 使 f(0250. 4G At n BA IRSE. 
为 其 单位 元 , 则 对 G 上 的 任何 特征 S.A: 

1. f(e)=1. 

2. XH Ef a€ G, fla) BA n 次 单位 根 . 

3. G RA n 个 不 同 的 特征 . 

设 G 为 一 个 n 阶 有 限 群 ,定义 G 上 的 函数 万 
如 下 ;对 每 个 a€G 有 (a)==1. i 为 G 上 一 个 特 
ÎE , 称 为 主 特征 . 设 GG 为 一 个 n Br Ba RR, EY n 
对 任何 两 个 特征 f; PAS jn) ,定义 它们 的 
乘积 f 

(fif (a) = fafa) (V a € 6G). 

d dms iJa fast f EERE TH — tT n Br Bay Dl 
尔 群 C, 称 之 为 G 的 特征 群 . 有 即 为 G 之 单位 元 , 且 
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(3) 


数 论 


fi fi. 定义 特征 f; 如 下 :fi(a)==fi(a),Y a€G, 
BZA Ug RE. (2)—1/f;(a)— fi(a7). 
特征 满足 如 下 的 直 交 关系 (G A n 阶 阿 贝尔 群 ): 
n (f;—f Ns. 
Là TD Queso. 
: n (a= e HAMI), 

2 UNO = » (其 他 情形 )， 

一 般 地 , 群 G 的 特征 是 G 到 某 个 标准 的 阿 贝尔 
群 的 同 态 . 

群 的 主 特征 (principal character of group) W 
“ 群 的 特征 ”. | 

# iF 8$ (character group) UJ," SEBS FETE”. 

BÉ AY H de d TE (conjugate character of group) 
见 “ 群 的 特征 ”. 

Ak Fl Fz ES GE (Dirichlet character) 一 个 重要 
的 数论 函数 . 用 a 表示 整数 a 关于 模 & 的 剩余 类 , 定 


义 剩余 类 乘法 如 下 :4 5 二 ab. BW Be Bf LG 
剩余 系 在 此 乘法 下 做 成 一 个 pg(%) 阶 的 有 限 阿 贝尔 
群 , 记 为 U (Z/RZO. 于 是 , 群 UGZ/RZO Ef eG" 
不 同 的 特征 , 记 为 Sistas stan» dB fı 为 主 特 
征 . 对 于 U(Z/&kZ) 上 每 个 特征 方 ,相应 定义 一 个 数 
iC PR. x; 如 下 
fn) (n,k) 一 1)， 
0 (其 他 情形 ). 
VK BEC x; HER k 的 狄 利克 雷 特征 ,zi 称 为 狄 利克 雷 
主 特征 . 犹 利克 雷 特 征 与 群 特征 有 许多 相似 的 性 质 ， 
例如 正 交 性 等 . 

Ak A) 95 E XE fi GE (Dirichlet principal character) 
DL ACRI TC RPE”. 

主 特征 (principal character) 一 种 特殊 的 狄 利 
oo PRE. 1X ARR 之 狄 利 克 雷 特征 (以 下 均 简 称 
为 特征 ) , 知 


X(n) = 


Xj;(n) = 


lo cone) = D3 

0 (其 他 情形 )， 
MPR X 为 主 特征 . 以 下 用 表示 主 特征 . 设 X ABR k 
的 特征 . 若 存在 & 的 一 个 正 因 子 & ,使 对 所 有 满足 
(n,k)=1,n=1 (mod d) HJ n WA YM) = 1,9 gk d 
AX 的 一 个 简化 模 .& 是 X 自身 的 一 个 简化 模 . 又 ， 
HB DURS xx 时 ,1 是 X 的 一 个 简化 模 . 称 特征 X 
为 原 特征 , 若 X 没 有 小 于 的 简化 模 .反之 , 称 X 为 
非 原 特征 . 而 称 最 小 的 简化 模 d 为 x 的 前 导 子 . 若 X 
H k 的 一 个 特征 ,a 为 x 的 前 导 子 , 则 X 可 以 表 为 
下 形 之 乘积 xX(n) 一 y(n)Xi(n) (对 所 有 72) ,这 里 为 
为 模 之 主 特征 ,y ER a 的 一 个 原 特 征 . 对 一 切 
(1,5) —1/78 X(n) —9 GO. 把 yy 称 为 与 xX XE BS IRURE 
征 ,而 把 X 称 为 原 特征 少 的 导出 特征 .对 任 一 特征 
X(mod k) ,其 前 导 子 d 及 模 4 之 原 特 征 y 是 惟一 确 
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定 的 ; 反 过 来 ,对 正 整 数 & 的 每 一 个 正 因 子 4 AE d 
的 任 一 个 原 特征 y, 必 存在 模 & 的 惟一 特征 XxX, 使 对 
— Hj E) —1/7H xXG0—9OO)0. 

原 特征 《primitive character) JU“ EIME”. 

HHI (reduced modulus) ” 见 “ 主 特征 ”. 

非 原 特征 (imprimitive character) M “+ # 
iE”. 

By SF (conductor) Jl“ ERE”. 

导出 特征 (induce character) WERE”. 

特征 和 (character sum) 各 种 含有 特征 的 和 
式 . 它们 的 计算 或 估计 在 数论 中 有 重要 的 意义 ,但 目 
前 在 这 方面 还 知之 其 少 . 下面 仅 举 几 个 常用 的 结果 : 

1. 高 斯 和 . 称 


k 
Gan O = > Xm 


m= 


为 与 特征 x Gnod k) JEDGE D AY SA, fpi eC) = 
GC1,205 24 x xi 为 主 特征 时 , 记 Co 600 — GG X), 
Fk C, WANDS RU. 高 斯 和 有 以 下 简单 性 质 : 

1) ASHE: Gn, X) — XGD c OD (4k) = 1 
Ay). 

2) Æ XX; 分 别 是 以 到, 为 模 的 特征 Gk) 
=], Æ X. XG0 — X; G0 x; Cn), W) x EVA k— kh; 为 模 
的 特征 , 且 有 分 解 式 

Gn, X) =X: RX RIG ,XIGn, xX). 
3) X; X AME k ZIRE. HO). 820 1, MWA 


G(n,x) =0. 
4) 一 般 情 形 
| k 
e) A] ——~ 
IGO 20 | A 
á UN 


5) # 9 anod d) EH X(mod k) XE AY RARE, 
则 
r= k/d) uk/d) ry). 
6) 对 任意 特征 Xx (modk) 有 |r(X)| 志 vk. 若 Xx 
ARRE WEERA, Mirol =V k; EXA 
XMR. MESE MW 


«o - 15 Vk (k=1(mod4)), 
Li k (k= 3(mod4)). 
7) Can) ÀJ k ZERERA, EUR 
| GR) k 
eS ar pa ak 
ji em 


2. 波 利 亚 - 维 诺 格 拉 多 夫 不 等 式 . 波 利 亚 
(Polya ,G. ) 与 维 诺 格 拉 多 夫 (BuHorparob, H. M. ) F 
1918 年 相互 独立 地 证 明了 下 述 不 等 式 : 若 X ABER 
非 主 特征 , 则 


M+N 
|S) xo | < 2 VE loge, 


n—M-41 


M 与 NM>0 为 任意 整数 ;又 当 X 为 原 特征 (之 3) 时 
GNE 
| 5 x(n) |< Vk log. 


n=M+1 


£f ZR (Schur.J. ) 于 1918 EXT x 为 原 特 征 得 到 
max | xa |» 3 VE. 


Mil f| CPaley, R. E. A. C. ) 于 1932 年 构造 出 一 列 无 
穷 多 个 不 同 的 二 次 特征 x, (j 二 1,2,…), 使 


max | 2 X (n) | = FV klog log &;. 
nN 


Z8 3 Fil (Montgomery, H. L. ) HY E (Vaughan, 
R.C. ) 于 1979 年 在 广义 黎 曼 猜想 为 真 的 假设 下 证 
明了 对 非 主 特征 xX 有 


M+N 
|S} xoo | < v Eloglog. 
n— M1 


由 此 可 见 , 波 利 亚 - 维 诺 格拉 多 夫 不 等 式 与 最 好 可 能 
结果 已 相当 接近 . 此 外 , 当 N<2 V klogk 时 , 伯 吉 
Wr (Burgess. D. A. ) 对 此 不 等 式 做 了 在 干 重要 的 改 
gt. 

3. 大 得 法 型 特征 和 佑 计 : 

Dr & 之 1,a, 为 复数 , 则 对 任意 整数 M RN 
0 有 


MEN b», " 
| SM axa? =e) >| > a, |". 
x(modk) n=M+1 n= M41 

a De 1 n-h(mod&) 
2) 在 上 述 条 件 下 有 
MAN 
24 461) | 
X(mod&) n=M+) 
—] M+N 
«eux + [5H] 3 lal 
-MYl 


3) 加 拉 格 尔 不 等 式 , 若 27 ALMA 的 所 有 


原 特 征求 和 ,a; 为 任意 复数 oa) =e, M 与 N70 
为 整数 , 则 
$ " M+N j 
KIZ | 2j ax 


< >) 


A=1 


M+N 


> ane 


n—M-41 


hn 
k 


Ch,k)=1 


4) 在 同样 条 件 下 , 若 Q21, WA 
2 | E 


<Q X(mod 4) 
M+N 


« ON - QD > lal? 


n— M41 


高 斯 和 (Gauss sum) 见 “ 特 征 和 ”. 
拉 马 努 金 和 (Ramanujan sum) “TEM”. 


解 析 数 it 


波 利 亚 - 维 诺 格 拉 多 夫 不 等 式 (Polys-Vino- 
gradov inequality)” 见 “特征 和 ”. 

大 得 法 型 特征 各 估计 (large sieve type charac- 
tersum estimate) 见 “ 特 征 和 ?” 

狄 利克 雷 世 函数 (Dirichlet L-function) 数论 
中 的 一 个 重要 函数 . 它 可 以 看 成 是 黎 曼 函数 的 推 
三 . 它 与 一 系列 重大 数论 问题 均 有 密切 的 联系 . 设 义 
为 模 上 的 特征 , 称 复 变 数 s 的 函数 


L(s,X) = »3 pu (Res > 1) 
n=] 


为 狄 利克 雷 工 函数 . 当 Res>1 Rt, L 函数 有 类 似 的 
BK hr e B AS 
LG, = |[a-xo»»»»-^. 


不 仅 如 此 , 工 函数 还 与 函数 有 许多 类 似 的 性 质 及 
研究 问题 . 
狄 利克 雷 级 数 (Dirichlet series) ”研究 数论 的 
一 个 重要 工具 . BA, APSR, 0A <A, <A 
lima, =+ œ, 


Xa, 为 一 列 复数 ,* 一 “十 i 为 复 变数 , 称 


Mae 和 Cx) 


为 广义 犹 利克 和 雷 级 数 ， A 称 为 它 的 指数 ,a, 称 为 系 
数 .很 多 重要 的 函数 都 是 广义 犹 利克 雷 级 数 的 特例 : 

1. X a, —1, A, —logn, ARS C PRU. 

2. 取 a, XG0 ABR ZEA, = log, BGK 
于 特征 x WAKA TES LEX. 

3. 3 a7 0, a, — 1, A4, —log (2 一 1 十 ac), 即 得 


Elsa) = Maca), 


ix dé XA mg RC Hurwitz, A. 0C 函数 . 
广义 狄 利 克 雷 级 数 有 以 下 基本 性 质 : 
1. 定义 部 分 和 为 
A(u,s) = Jae”, 


BW so 二 oo 十 ito 为 给 定 复数 ,a HA EKR HAUS.) 
«e"' , ij. 

1) MEA IE C 0. H, K 五 ;, 级 数 (x ) 在 区 域 
It—£, | iH, (a— oe P1 7 ,go 之 oo 十 a 十 6 中 必 一 致 
We SK. 

2) SCC ) DAFA 0706 - a AAA, E 
所 确定 的 函数 4(s*) 必 在 此 半 平 面 内 解析 , 且 


A(s)— > a,e " 


n=l 


= (s—sy) | A(u,sQe “Y du 
(对 o>o, +a). 
2. 对 每 个 狄 利克 雷 级 数 (x ), 必 有 惟一 实数 c. 
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《可 取 十 0 或 一 oo) 存 在 , 当 Reso. 时 ,级 数 (x ) 收 
$X , ri] 24 Res « o, , RR ( x ) 发 散 , 称 0. 为 级 数 ( x ) 
的 收敛 横 坐 标 , 半 平 面 oo, 称 为 级 数 (* ) 的 收敛 
半 平 面 . 

3. 对 每 个 狄 利克 雷 级 数 (* ), 必 有 惟一 实数 o. 
C AY RR + 00 BY — co ) FF FE, 24 Res >o, 时 级 数 (x ) 绝 
Xt WL, i] Res<o, 时 它 不 绝对 收敛 ,m 称 为 级 数 
Cx ) 的 绝对 收敛 横 坐 标 , 半 平面 称 为 绝对 收敛 半 平 
IBI. 

4. 对 广义 犹 利克 雷 级 数 ( x* ), 恒 有 
0 xo, — o, «i < Tm Et 

5. AKOO HA REKID a., 若 存在 
0,270, Tli 34 Reso, 时 有 


—A 
Sj ae n = 0; 


则 必 有 一 切 a, 一 0( 惟 一 性 ). 
6. RM Res=a 时 绝对 收敛 , 则 


T : 
a, = lim 去 | Ata + it)e^" "dr (n = 1,2,.), 
这 里 
AG) = »ja,e v 


是 由 级 数 (x ) 确 定 的 ,在 半 平面 Res>o. 内 为 解析 
H5 eR XC. 

AR) vu E ZR HS BS Ur SEES E Ex (abscissa of the 
convergence for Dirichlet series) MW “Jk f| RR 
Rr”. 

狄 利克 雷 级 数 的 收敛 半 平 面 (half-plane of 
convergence for Dirichlet series) W “žk A| m ER 
Br”, 

tk Fil 5a BL eR AY ER 8 7; 4 (functional equa- 
tion of Dirichlet L-fuction) 有 关 世 函数 所 满足 的 
一 个 方程 .和 若 X 为 模 上 之 原 特征 , 则 当 X 一 1) 王 1 时 
有 


zu Dpz0- "r|-53jza =) 
7 JF 4d. 5 
ES 071 2'L2 r3 LG 
而 当 X( 一 1) 一 一 1 时 有 
le a Und eens 
" hr PT 1 十 | x). 


这 些 称 为 工 函数 的 函数 方程 . " 
a= [° (X(— 1) = 1), 
1 X~ D =- 1), 

以 及 
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é(s,X) = 元 
则 上 两 式 可 以 统一 为 


LGW, 


2 


EC — s,X) = AE EGO. 


它 称 为 对 称 形式 的 函数 方程 . 

狄 利克 雷 L du RAY BS d (zeros of Dirichlet L 
function) 解析 数论 与 函数 论 所 研究 的 一 个 重要 问 
题 . 它 与 数论 中 许多 著名 问题 的 研究 有 密切 的 联系 . 
以 下 是 一 些 最 基本 的 结果 : 

1.X( 一 1) 王 1 时 ,在 半 平 面 Res 委 0 Pp LGR 
有 零点 5 一 0, 一 2, 一 4,…; 当 X( 一 1) 二 一 1 时 ,在 
Res<0 时 只 有 零点 s 二 一], 一 3, 一 5,*… ,它们 称 为 
显然 零点 . 此 外 ,L(s,X) 在 带 IR DOS O<Res<1 中 
有 无 穷 多 个 非 显 然 零 点 ,这 些 零 点 关于 直线 Res— 


1/2 为 对 称 . 
2. Ar 4E X. 
— 5 (s+ô) 
IE E s+ ô 
Eeo = [T r| ; |LG, 
这 里 
1 (%C—- 1 =- 1), 
则 有 函数 方程 
2 Rb 
Eq] E S, X) = TCX) ECY: 


有 无 穷 多 个 零点 Pas OXCReo, x15 0,750 , X Ee 2 AB 
为 L(s,X) 的 全 部 非 显 然 零 点 . 级 数 


24|e. l7 
2, TA 
KA. 还 有 无 穷 乘积 展 式 
200 ,AO00 4 BOOs = o S s/P, 
ECs, X) =e te "IL j 


A(X) 与 BCX) 为 与 X 有关 的 常数 , 且 


lw} l > 1 
ReB(y) 一 一 = ud rey a 
iba Ez Re g 
3. 车 为 原 特征 ,6 定义 同上 ,;s ID LG OZ 
零点 , 则 有 
LOG LR 
(sto 
ri] 


4. Zr Y JJ mod £CRZ2 32 ZZ i Re iE , D] xp [E X 3E 


NT A 
2 ER EEN — Otlog(&CIT | + 2))), 
这 里 p 经 过 LCs,X) 所 有 非 显然 零点 ,而 7==Imp. 
5. # X modk 之 原 特 征 , 用 和 N (T,X) 表 示 
Lis,X) FE 0 二 Res 二 1, |Ims | 二 TT 中 之 零点 个 
数 , 且 十 本 不 是 工 销 数 的 零点 纵 坐 标 , 则 有 


N(T,X) = —log 


1 
+ ST, Y) +l]. 


其 中 
_1 
S(T,%) =— 


argL| = 十 iT.) 

— argL| E 一 iT | : 

JE S(T 20 5O0og COT). FE. MEY T28 
Foe 5: | — F  Odog eT). 

XT L 函数 的 零点 ,有 许多 重要 的 猜想 至 今 未 
得 到 证 明 . 其 中 最 为 著名 的 是 广义 歼 曼 猜想 , 简 记 为 
GRH: 对 模 & AER PEL 函数 的 全 部 非 显 然 零 
点 均 在 直线 Res=1/2 b. km (Hecke, E. ) 曾 猜想 ， 
34 X 为 实 特 征 时 ,对 任何 实 的 sE(0,1), 篆 有 工 (s， 
10 350. 这 一 猜想 至 今 也 未 得 到 证 明 . 鲁 米 尼 (Rume- 
ly,R. ) 于 1993 年 对 GRH 做 了 部 分 验证 工作 ,他 得 
到 前 导 子 9:13 的 所 有 本 原 的 LC(s,X), 以 及 直到 
二 2500,GRH 都 是 正确 的 . 

TN R B yE t (Generalized Riemann hypothe- 
sis) WAHRE L 图 数 的 零点 ” 

L 函数 的 无 零点 区 域 (zero-free region for L 
function) 解析 数论 中 的 一 个 重要 问题 .许多 重要 
的 数论 问题 (例如 算术 级 数 中 的 素数 定理 等 ) 都 与 它 
有 密切 的 联系 . 对 每 个 固定 模 有 & 的 特征 X 对 应 的 世 
函数 ,可 以 应 用 与 $ 孙 数 中 相似 的 方法 得 到 相应 的 
结果 . 但 是 ,由 于 实 特 征 对 应 的 工 函数 可 能 存在 接 
近 1 的 实 零点 ,所 以 其 结论 有 所 不 同 . 这 种 类 型 的 结 
果 首 先是 由 格 朗 沃 尔 (Gronwall,T. H. 0 55 858 ft 
(Titchmarsh, E. Ch. ) 独 立 证 明 的 . 

定理 1: 存 在 绝对 常数 01270, fE; 

1. 34 X Atk 复 特征 时 ,在 域 

Res > 1 — c (log (k ( |t] + 2555! (1) 
中 LCs, 7%) 40. 

2. 24 Y ARR SOREN LG. OR) PRA 
复 零 点 ,但 可 能 (也 至 多 ) 有 一 个 实 零点 8, 且 此 种 A 
EFE MBA- NEA. 

根据 麦克 利 (McCurley,K.S. )F 1984 年 所 得 
的 结果 知 , 当 & 之 5 H, af Ce, —1/9. 645908801. X 
于 实 原 特征 对 应 的 工 函数 可 能 存在 的 实 零点 ,有 如 


NIT Y) = log 


Me tr X de 


下 的 兰 道 定 理 . 

定理 2: Ia 5 Xs 分 别 是 模 玉 与 的 实 原 特 
E, 8; THA LG, Cj 1,2» BJ SEE AR WU TE TE 
绝对 和 常数 co > 0, fE 

min(f,,8,) < 1 — c,Clog£E, b) !. (2) 
仍 由 麦克 利 的 结果 知 , 当 8,2513 时 可 取 
cz 一 (15 一 10V2)/(5 一 V5)， 

1949 — 1950 4E JH], 2 Æ (Rosser, J. B. £e iP E 
WEAR : 4 x PERE R986 的 实 原 特 征 , 则 工 (s,X) 必 没 
有 正 的 实 零点 .但 至 今 为 止 , 人 们 对 这 种 实 零点 仍然 
知之 其 少 ,这 是 工 函数 研究 中 的 一 个 主要 困难 . 对 
这 种 实 零 点 的 上 界 , 有 以 下 两 个 重要 结果 . 

定理 3; 存 在 绝对 常数 c, 二 0, 对 任何 实 特征 
X(mod k)(k==3), 4 

a>1—c¢,( Vk log *&)^! (3) 
I UB Lo, X) AO. 

虽然 这 一 结果 很 弱 , 但 是 它 的 优点 是 常数 cs 可 
以 有 效 计 算出 来 . 这 一 结果 属于 佩 奇 (Page ,人 A. ). 

定理 4: 对 任 给 60, TEE 053 01060 0, EM 
任 一 实 原 特征 Xmod &) (£3) , 24 

II 之 1 一 ci(e)R T (4) 
时 有 工 (o,X) 关 0. 

”此 结果 显然 优 于 定理 3, 但 其 中 常数 CO EA 
无 法 具体 算出 . 这 个 结果 属于 西 格 尔 (Siegel,C. 
Le, 

零点 密度 (density of zeros) 解析 数论 中 的 一 
个 重要 概念 . 设 1/2SeK1,7T 22,4 为 模 & 之 1 的 特 
征 ,Q 宇 3. FH NG, TO xz E PRICE K 

a K< Res <1, |Ims| ST Cx) 
中 零点 个 数 , 用 和 NC(a,7T',X) 表 示 Ls, ECC ) 
中 零点 个 数 . 又 定义 : 
NGI) => NG, 


X(mod £) 


N* (a, T',À) 二 >» “N(a,T 5X); 


. x«mod £) 
这 里 OY C 表示 过 模 的 所 有 原 特征 求 和 . 有 ， 
ANCa,T)w-— NCG.TI-. 1 
^" N(a,T,X) = N(a,T,X'), 


KaT k= o» Quo, 


X (mod£) 


这 里 xX" 是 与 X 对 应 的 原 特征 . 所 有 这 种 类 型 的 消 数 
都 称 为 零点 密度 函数 . 人 们 关心 的 是 下 述 类 型 的 估 
计 式 : 

N(a,T) < quies dos T 

N(Ca,T ,k) « TY (log kT) , 

SON (aT k) KOT dog QT) 


SQ 


它们 统称 为 零点 密度 定理 . 人 们 猜想 可 取 A (a) = 
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A; (a) = A5 (a) —2, M Bi, B: 与 B; 为 适当 的 正常 
数 , 或 取 A, (a) = A; Ca) =A; (a) =2 +e 而 B: =B, = 
B,=0. 这 就 是 著名 的 零点 密度 猜想 , 现 有 的 结果 在 
a 的 某 些 范围 内 可 得 到 相当 甚至 超过 密度 猜想 的 结 
ie. Bil U0 , d 8 XE (Huxley, M. N. ) F 1972,1975 及 
1977 年 分 别 证 明了 可 在 上 述 密度 定理 中 分 别 取 


A ) — 5, B,=27; 


As (2) =A; (a) — +e, 已 ;一 已; 一 0. 


零点 密度 定理 有 广泛 而 重要 的 应 用 . 它 与 线性 
素 变数 三 角 和 估计 、 算 术 级 数 中 最 小 素数 问题 、 算 术 
级 数 中 素数 分 布 . 相 邻 素数 差 及 哥 德 巴 赫 猜 想 等 一 
系列 重要 问题 均 有 密切 的 联系 . 例如 ,由 密度 估计 可 
以 得 到 相 邻 素数 差 的 对 应 结论 . 若 已 知 有 估计 

N(a,TY«&T^?" Qog T)? (1/2xta 1), 
又 存在 a, 使 有 

N(a,T)«T^" ? dog T)“ (1/2xta,xta-1), 

其 中 c2 H. Cres, b] FE S € 0 有 


0.1 Bp 5 og 0.2355 
这 里 0,—2-4-ed-c;/]ci,c4 (14-6 -e)(1— a). 
零点 密度 定理 (zero-density theorem) WM“ 
点 密度 ”. 
算术 级 数 的 素数 定理 (prime number theorem 
解析 数论 中 的 一 个 重 


of arithmetic progression) 


要 定理 . 定义 
jz;k,L) = 2 AQ), 
PEUT 
x(r b) 2, i: 
PS 
p=/(mo odk) 


基本 定理 : 若 3<, Ck) =1,1 S1 <k, ME 
在 绝对 常数 070 使 


$Gb D = 一 EM 
Pk) «o 
EN E. Xa» T" 
n(xr;k,l) = 70 — EG DP) 人 E du + O(xe * ) 
其 中 
Ew) = |. (存在 模 的 例外 特征 X)， 
0 (反之 )， 


P 表示 与 例外 特征 对 应 的 L(s,) 相 应 的 例外 实 
零点 . AMMA Page, A. ) 定 理 可 得 以 下 有 实效 的 
结果 . 

推论 1: 若 Vot Ih 4 k< (og x)? “时 有 : 


pE €/3 
irk yl) = xb + O(xexp(C— c(logx)")), 
lix 


p(k) 


r(r;b,l)-— + OCxexpC— c(logz)'?)). 
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iin gi FH VS ASK iegel,C. L. ) 定 理 , 可 得 如 下 更 好 的 
结果 , 它 称 为 西 格 尔 -瓦尔 菲 施 定理 ,但 其 中 的 常数 
是 非 实数 的 . 

推论 2: 对 任意 AD 1,24 e og 0^ HA: 


J zsk,L) = Oe FJ 


S 
lix 


qe) 
其 中 常数 HAAR. 

伯 努 利多 项 式 (Bernoulli's polynomial) 一 种 
特殊 的 多 项 式 . 将 函数 


g(t,z) = 


n(x;k,l) = 十 OCzre OY, 


te™* 
e — 1 
(x 是 复数 ) 展 开 成 z MISSUS 


-> Bz), 


e =0 

其 中 多 项 式 B, (2) BW n 个 伯 努 利多 项 Usk EE: 

B, ORAE n 个 伯 努 利 数 . 函数 ge (t,x) — te^ /e'—1 

PRAMAS AETA A RE PR BL m £/e'— 1— g (1) 称 为 

ARAR E PC. 伯 努 利多 项 式 有 以 下 重要 性 质 ， 
1. B, G) & z 的 多 项 式 , 并 由 等 式 

B,(z) = x 


k=0 


决定 ,其 中 Bi 是 们 努 利 数 ， 
2. B,(z) 满 足 差 分 方程 
B,(--D-—B,G)—nz'" (nz, 
因而 当 ”之 2 时 ,有 B,CO —B,CD. 
3. B, 1 —2) — C— 1D" B, G2 , Hi Jl id z —0 得 
B,(O2—C—-1I'B,CD 及 B44,00—1 G2. 
4. B, (z) =nB,-1 (2), Bi JEJE X 
5 —l= 2 Bat" 
n] 48H 2 FB : Bo=1,B, = —1/2; By —1/6By— 
0,B, =] C= 19/30; B, — 0, B= 1/42; B; — 0, B, = 
—1/30,B,—0,:-. 由 这 些 伯 努 利 数 进一步 又 可 得 到 
伯 努 利多 项 式 为 :Bo(z)= 二 1,Bi(z) 二 z 一 1/2,B,(z) 
—z?—z4-1/6,B,(z)—2z—3/2z2! 3-1/2z , Bu. (z) =2' 
—2z?-4-2*— 1/30 等 . 


Dust. 


伯 努 利 数 (Bernoulli number) 见 “ 伯 努 利 多 项 
AU. 
BEER (Generating function) ZR ER A ^E PR 


或 生成 函数 . CIE H A CE T8 Se EYE IP RO RE 
要 数学 工具 . 设 关 于 函数 5(b) 在 二 0 的 某 邻 域内 收 
SX BS] FER BN 


gti) = 3 p 


这 就 确定 了 数列 {a ). 这 时 ， 称 g OWEJ (a 小 的 母 


PR BX. OF RRA Cf G0) 2S DL ELE Ce E] 
的 某 个 域内 关于 msc 收敛 的 级 数 


Ks = basa 


PARAF C£, Cx ) B8 BE PR RC. 例如 ,二 项 式 系数 与 
By LE 28 A 3 X BASE BR ay 90 29 1 +2)" 与 (1 一 2tz 十 
YC)" x T A ooi BE RRR. 若 已 知 
(a, 1 3X Cf, (a) } AY AF pL 2C, | RT VL ow, BO 
积分 表示 . 例如 ,对 后 一 种 情形 ,有 


fir) lKa, t)/t't'dt, 


DIM dE M ripe 的 充分 小 
的 圆周 可 以 把 母 函数 关于 zt 解析 开拓 到 知 级 数 的 收 
SX EVI SP. 由 于 许多 重要 的 正 交 隆 数 系 的 简单 母 函 
数 是 已 知 的 ,所 以 借助 于 母 函 数 ,可 以 导出 数列 和 茹 
数列 的 许多 重要 的 解析 性 质 . 因此 , 母 函 数 的 方法 在 
数学 、 计 算数 学 与 工程 力学 中 被 广泛 地 应 用 . 当 参 数 
不 是 整数 而 是 连续 变量 的 情形 时 ,可 将 母子 数 作 
为 拉 普 拉 斯 变换 或 健 里 叶 变 换 的 形式 来 定义 ,从 而 
可 用 拉 普 拉 斯 变换 或 健 里 叶 变 换 的 性 质 来 进行 研 
究 . 最 早 将 母 明 数 方法 应 用 到 数论 的 广泛 领域 中 去 
的 是 欧 拉 (Euler,L. ), 他 首先 用 母 图 数 方法 解决 了 
线性 丢 番 图 方程 的 解数 问题 . PI. Wn 为 一 正 整 
r--2y4d-5z4-10u4-20v4-50w —n 
BA) 3E f ERTE An MAR HE TER PY) RA n] 
Al An 的 母 函数 就 是 


F(sj= SA, 
n=0 


= (1 +s+ bte) 
oe a la a a ee 
volue sure Spese) 
SX] spes opes were pes serae) 
in te di 
Re uu ac en ELE 
e 300 a Cos es 
"(leu eee is q»pex ls 
并 且 乘 积 级 数 中 y 的 系数 就 是 A 因此 ,由 泰勒 展 
开 定 理 得 


C0) 
n| 


=- Z| -90-1 


Opes (Cle Cl sae 
这 就 是 关于 A, 的 一 般 公 式 ， 
在 理论 与 应 用 中 十 分 重要 的 们 努 利多 项 式 也 可 
以 用 母 函 数 定义 .用 母 函 数 


f 析 数 it 


te" /e! — 1 = S B,GOt"/n| 
定义 的 多 项 式 系 
B,(Cx) =B,00) 2" + b L COO 


+ [7] B. coa"? 十 ，… B5,C0) 
称 为 n 次 伯 努 利多 项 式 . HF OB, CO) 
tet —1 Y BODY /n| 


"o/bY WRAP Bo(O) =1,B,(0) =—1/2, 
B,(0) = 1/65 "°, Bar; (0) =0;n 21, 4 n1 ff, 
(~—1)""' + Ba CO) >0,# B,— B,COYN B SAI. 此 
多 项 式 具 有 重要 性 质 : 

B,Gc--12— B, x) —nzx" |, 

dB, (x)/dz —nB,. (x). 
它们 广泛 地 被 应 用 于 插值 法 等 问题 中 .例如 ,差分 方 
程 


f(z+1)— fr) = diaz" 
的 多 项 式 解 ,就 要 用 
fon > Í Dot) + ¢ 
给 出 ,其 中 < 是 任意 常数 .特别 地 ,有 公式 
«doen i dou Ba PTI Britl) 
J aT) | 
^ER HEX (generating function) 即 “ 母 图 数 ” 
A + HB (generating function) 即 “ 母 图 数 ” 
整数 分 拆 (partition of integer) 数论 中 的 一 


类 重要 问题 . 它 与 各 于 数论 分 文 及 方法 有 密切 的 联 
系 . 例如 著名 的 圆 法 就 是 在 研究 整数 分 拆 间 题 中 产 
生 的 . 最 重要 的 整数 分 拆 问题 是 无 限制 分 拆 问题 :把 
ERR n 表 为 知 干 个 不 计 次 序 的 正 整 数 之 和 , 称 为 
n 的 一 个 分 拆 .n 的 不 同 分 拆 的 个 数 记 为 p(n), 称 为 
无 限制 分 拆 函 数 . 奉 对 分 出 的 项 数 或 对 每 个 被 加 数 
给 以 适当 的 限制 , 则 可 得 到 各 种 有 限制 的 分 拆 问题 . 
此 外 ,还 有 乘法 分 拆 等 问题 . 称 级 数 


Y pons 
为 p(n) HY BF PBR "I IS Et pr d C Sx. BL 
Y pone" = — Ila Sg) Ce), 


EF PR BL F (2) 1 BAER BRWE. # r 为 复 
Zr .Imz20,rz' 二 Vr 二 (ar 十 56)/ (cr 十 Q), 则 | 
e HEQU) Sa(cr-Eg)te E 
ix 里 w) WAG as.b,c.d Až, H w =], 并 规定 a< 
argr<r. X a,b,c.d 为 满足 ad—bc—1 之 整数 . 
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可 以 算出 
zia-d-d zi 
€ i ce mide) 4 | (c0), 
riatd ag oa 
w= exp |X, ; +nis(d, o4 (cx 05, 
zi b 
exp [157 | (c=0), 
这 里 
ro hr 
id 7 p» 2 Z| 
是 戴 德 金 和 ,而 
l 
PS À [w]- AED, 
0 (u=. 


ne 4K (Hardy, G. H. ) 5 A 8 & & (Ramanujan, 
S.A.) F 1918 年 首次 提出 用 圆 法 研究 p(n), 得 到 
一 个 形 如 下 列 的 渐 近 公式 
pin) M Piln) + OG 7$), 


bea vn 


其 中 a A— HRP BEM, H 


Pin) e^" /(4n/ 3), Km 2/3. 
由 此 可 得 出 
=i EX 
p(n) "a iol at 
然而 ,级 数 
MAC 


却 是 发 散 的 , 拉 德 马赫 (Rademacher,H. ) 于 1937 年 
对 此 做 了 重要 的 改变 ,他 改 用 ROGO XE 已 (2 ) 得 到 
一 个 收敛 级 数 展开 式 


p(n) 一 SIRO, 
k=] 
这 里 
] 
Ri SV A 
RAN re gn) 


LES TRIES] 
id RN 3 24 
dn 下 

N” 24 


Qnin 
A, (n) T ` BAM i l 


h(mod£) 


Jc BR $ ^Y tik E S Cunreserved partition func- 
tion) ” 见 “ 整 数 分 拆 ”. 
Riis SF (Dedekind sum) ” 见 “ 整 数 分 拆 ”. 
卡 他 兰 数 (Catalan number) 一 种 特殊 的 正 整 
A. 一 个 上 是 n 边 形 , 通 过 不 相交 边 形 内 部 的 对 角 
线 ,把 ?2 边 形 分 成 知 干 三 角形 ,不 同 拆 分 法 的 个 数 称 
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, 


为 卡 他 兰 数 ,并 记 为 h,. 例如 ,五 边 形 有 五 种 拆 分 
法 , 故 h;==5. 卡 他 兰 数 有 重要 的 非 线 性 逆 推 关系 : 
li Reiqg=he* hehehe bth A: 
2. (n —3)h, — 7 shai Euh de 


二 hzhat haha). 
由 此 可 以 得 到 计算 卡 他 兰 数 的 方便 的 计算 公式 


2n — 2 
nh,44 = (4n—6)h,; hu — | . 
n n—1l 
例如 ， 
2 " 
hs = dur m 14. 


Min, Paara, An 个 数 aia; n.a, HY FE 
积 , 按 乘法 结合 律 ,不 改变 其 顺序 ,只 用 括号 表示 成 
对 的 乘积 , 则 不 同 的 乘法 方案 数 p. 即 为 卡 他 兰 数 
hia. Un=4 为 例 ， 


METE 
P7 ME u3? 


Bp 

Ca Caza) Jags CCa,a5)a3)a,, (aiaz) Casa4) ; 

a) (as(a,a))s ai aaa 

斯 特 林 数 (Stirling’s number) 
整数 . 设 

[rl r(x — Dir — 2)" (a — n+ 1) 

= S(n,0) + SO,Dzx + S(n,2)2° 
+ + S(n,n)2". 
PR S(n,a),S(n,1),S(n52) 5° ,Sn,n) 为 第 一 类 斯 
特 林 数 . 对 此 ,有 
Snt+1,k)=Sn,k—1)—nSn,k). 

设 交 个 有 区 别 的 球 放 到 m 个 相同 的 盒子 中 , 若 要 求 
无 一 空 盒 ,其 不 同 的 放 法 用 SC, ) 表 示 , 则 称 此 数 
Sln,m) 为 第 二 类 斯 特 林 数 .例如 , 红 、 黄 、 蓝 、 白 四 种 
颜色 的 球 , 放 到 两 个 无 区 别 的 盒子 里 不 允许 空 盒 ， 
放 法 有 七 种 ,所 以 S(4,2) 王 7. 第 二 类 斯 特 林 数 S On, 
&) 有 重要 性 质 : 

1. S(n,0)=0. 

2. 5 (n,1)—]. 

3. S(n,2)=2" !—]. 


一 种 特殊 的 正 


4. S(Ón,n—1)—c(n,2)— 


5.5 (n,n)— 1. 
6. 34 n7»1,mzz1 时 ， 
S (nm) — mS (n—1,m)-F-S(n—1,m-— 1). 

根据 性 质 6, 奋 将 红 . 黄 . 蓝 、 白 、 绿 五 个 球 放 到 
无 区 别 的 两 个 盒子 里 ,其 放 法 数 

(5,2) 一 29(4,2) 十 9(4, 1) 一 2X7 十 1 一 15. 

有 特殊 素 因 子 的 整数 (integer with special 
一 种 特殊 的 正 整 数 . 考虑 两 类 有 特 


n(n—1) 
a cae 


prime dvisor) 


KR ESL EI BR ST RIA, ELE] CE i OK SS 
德 巴赫 猜想 等 一 系列 数论 问题 中 都 有 重要 的 应 用 . 

1. 用 €x, 30 XR RB E mr BG <y HRA 
子 的 自然 数 的 个 数 . 布 赫 施 塔 伯 (Byxurra6,A. A.) F 
1937 年 证 明 ， 


By',y) = wlu) +0 "I^ 


wu) (lxu<2), 


Cuwlu))’ =wlu—-1) Cu>2). 
华罗庚 于 1951 年 得 到 
|w(u) — e| < exp(— u(logu + loglogu 
— loglogu * (log tu) + O(log !u))). 
2. 48 FH %(zyy) 表 示 不 超过 z BRS >y NX 
因子 的 自然 数 的 个 数 , 则 有 
d'y) = plu)y* + OG ogy) 2), 
其 中 
pl(u) = 1 O<u<l), 
up (u) =— p(u — 1) (> 0D 
Cf d5 56 38 18. FF iz (Chowla, S. ) 5j 2E St Bt hr F X 
(Vijayraghaven, T. )). 1E P Br. ix] mi $5. (E 4p & A 
(de Bruijn, N. G. 2) fp d j& 11018 2l 
p(u) =exp{— u(logzu + loglogu — 1 
+ loglogwu + log™'w) + O(ulog !u)5j, 
函数 o Cu) PR A Ak và PH RL. 
th vo S5 BW CDickman’s function) 
RATHER”. 
St m kHjoe RR 
"E A E 元 BRD KRA RE RA 


见 “ 有 特殊 


igi EIC ZEE EB 


#4 HAW (transcendental number) 一 种 复数 . 
即 不 是 代数 数 的 复数 . E a 是 一 个 非 代 数 数 的 复数 ， 
则 a 称 为 一 个 超越 数 . 由 于 一 个 实 的 ?次 代数 数 只 
能 找到 有 限 个 有 理 数 p/q 满足 


和 -< 二 
q = 


n+1 
q 


所 以 对 任 一 实数 a, 若 对 每 个 都 有 无 限 多 个 有 理 
数 p/a 满足 


J 


nci 
q 


则 a 就 不 是 任何 次 代数 数 , 从 而 “是 超越 数 . 这 是 构 
造 和 判别 一 个 实数 是 否 为 超越 数 的 重要 方法 . 例如 ， 


l 
dup? Ev: 


n=] 


(g > 0) 


THE 
q 


kB R SUE SA Ais ik 


就 是 一 个 超越 数 . 进而 ,自然 对 数 的 底 e, 圆 周 率 x 
也 是 超越 数 . 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 于 1900 年 提出 
下 面 的 问题 , 当 6 是 代数 数 而 不 是 有 理 数 ,a 是 代数 
数 但 不 等 于 0 与 1 时 ,a 是否 一 定 是 超越 数 . 这 就 是 
著名 的 希 尔 伯 特 23 个 难题 之 一 . 希 尔 伯 特 当 时 认为 
这 个 问题 要 比 费 尔 马 问题 困难 ,但 是 , 盖 尔 芳 特 
(Gelfond, A. O. ) 5 ii zs $8 (Schneider, T. ) F 1934 
年 都 互相 独立 地 证 明了 o^ 的 超越 性 ,从 而 进一步 证 
明了 e 是 超越 数 ( 因 为 e==( 一 1)”). 此 外 ,根据 近 
代 代 数 数论 ,还 可 证 明 sinl,log2,log3/log2 是 超越 
数 , 但 是 ,至 今 还 不 知道 a ,a n° 及 欧 拉 常 数 

y = lim 1+5 +e += logs 


之 中 哪些 是 超越 数 . 人 们 对 于 超越 数 的 知识 还 相当 
贫乏 ,至 今 还 不 知道 y 是 不 是 无 理 数 . 
二 重 对 数 函 数 (double logarithmic function) 
RBC FA) A PB. 函数 
L(x) zm 22 l z 


n=0 


QED” & 之 1 BI BI n=1 开始 ) 称 为 & BMH 
BX , PRB L Ca WU BR = ROSE AC BK A. 对 此 函数 有 许 
ác we BS fo) A; pu un 2K RE Milnor, J. W. ) 关 于 与 
Im 工 ,(z) 有 关 的 数 的 线性 无 关 性 的 猜测 ;对 于 L(x) 
在 接近 单位 圆周 的 代数 数 点 zx 处 的 值 是 无 理 数 等 . 
X FL: (2) A 3B yr I0] 8i Ii — SOS] CER CR] E 
问题 ,至今 所 得 到 的 重要 结果 有 : 

1. zr q> p? * 2* * e*, lll D; Cp/q0 3 —" JCR IL. 
Hi Jc nTf8 14 n RESET on ny (608 


(k = 0,1,2,..) 


he > la] ^* 
对 于 更 一 般 情 形 ,有 


2. 设 和 为 代数 数 , 其 次 数 小 于 或 等 于 忆 ,高 度 H 
=H(&),8|F|<c, * exp(— (cs Vlog H($))), K 
中 c1 6, d) 7» 0,0, — e$ (d 2770 , W L,(€) RJ ER, 
且 其 次 数 大 于 4, 但 是 其 中 常数 ci(4d) 和 c.(d) FF 
什么 ,至 今 还 没有 解决 .对 于 任意 & 重 对 数 ,同样 类 
型 结果 也 成 立 . 例 如 ,者 60. n A Eno, 
e), R22] , Dui 
L| 


n 


—k+1) 1-6) 


P 
一 一 | > 
a lq | 


— Er ^ A Cuniform distribution) 数论 中 的 一 

个 重要 问题 . 设 f(x) 是 在 z==1,2,3,… 上 定义 的 实 

(8 PR C a, P AME SER, 0a B« 1. WE z=], 

2,**, N 中 ,使 得 acf GG gnod DRAK x 的 个 
BOA TN). Æ 

im po 

总 成 立 , 则 f(z) (mod1) 称 为 在 单位 区 间 上 一 致 分 
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数 论 


布 . 对 于 任 一 整数 hzE0, 


1 N 
è 2rihf (x) —— 
lim N > e = 


r=] 


RAL JÆ S), £ (2), + Qnod 1) 29 — £t 4 f 8 FE 
分 必要 条 件 . 这 就 是 重要 的 外 尔 原 理 . 根据 这 一 原理 
可 得 到 以 下 重要 定理 :者 2 为 无 理 数 ,gz 一 LOzj] 为 
pz(modl), 则 0<6x<1(mod1). 4 z—1,2,3,:- 
时 ,2Oxz(mod1l) 在 单位 区 间 (0,17 上 为 稠密 分 布 ,并 且 
09,29,39,… (mod 1) 在 单位 区 间 上 为 一 致 分 布 . 

外 尔 原理 (Weyl’'s principle) 一 致 分 布 的 一 个 
重要 判别 法 . 即 函 数 f(x) 模 1 一 致 分 布 的 充分 必要 
条 件 是 


Ly mif 
» 2m zr 
lim P ^e = 0 


对 于 任何 确定 的 整数 h 关 0 都 成 立 . 由 此 判别 法 便 可 
导出 以 下 重要 结果 : 

1. 对 于 任何 实 无 理 数 a, 序列 a,2a,3a,… 模 1 
一 致 分 布 . 

2. 大 f(x) 为 一 非常 数 的 并 且 至 少 有 一 无 理 系 
数 的 多 项 式 , 则 序列 f(x),zX= 二 1,2,… 模 1 一 致 分 
布 . 

3. 若 对 于 任何 固定 的 正 整 数 g,f (x 十 gq) 一 f(x) 
模 1 一 致 分 布 , 则 函数 f(z) 模 1 一致 分 布 . 

4. Xi g(x) (z 一 1,2,…) 为 一 列 互 不 相同 的 整 
数 , 则 对 几乎 全 体 a. PRA og (zx) 模 1 一 致 分 布 . 

5. 对 于 几乎 全 体 实 数 wx 之 1 ,序列 o (7—1,.2, 
…) 都 模 1 一 致 分 布 . 

EE Me RAR 1 一 致 分 布 的 问题 ,至 今 还 
尚未 解决 . 

(a^ B9 43 1h [8] MM (distribution problem of a”) 
一 致 分 布 理论 中 的 重要 问题 .虽然 对 于 几乎 全 体 实 
数 a. {a"} 都 是 一 致 分 布 的 ,但 是 对 某 一 给 定 的 a， 
{a”) 是 否 一 致 分 布 的 问题 ,至 今 尚未 解决 . 例如 ,还 
AS LH (eti dé ds — St p dg. dH RI HE VG 8 d EX 
(Bunorpaaos , H. M. ) 的 方法 可 得 到 以 下 重要 的 判别 
法 : 

1. 设 P 了 为 一 之 2 的 整数 ,a 为 一 实数 ,用 NOS 
a,b) RARE a< {ag} <6 (Oca bx E] EC z 委 
P BIA ARERR c>1 K k>, t 

lim ^ el a)| 1+a log z L— 


对 任何 a 与 都 成 立 , 则 函数 ag" 模 1 一 致 分 布 . 
2. 设 ZCz) 为 一 实 值 郴 数 ,对 于 任意 给 定 的 不 全 
为 零 的 整数 ma omst sm, He A BL 
112 十 1) 十 az 十 2) 十 … 十 zz 十 3) 
(T=1,2,.) 
模 1 一 致 分 布 , 又 
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B= >,[(PCRE))9g]/94， 


Wl (89^) — $t ^f. 

不 定 不 等 式 Cunsteady inequality) 一致 分 布 
中 的 一 个 重要 不 等 式 . 设 jz) 模 1 一致 分 布 , 它 有 
离 差 DC(P), 亦 即 适合 7 一 e 人 (f(z)) 二 7 十 e 的 整数 
r «P 的 个 数 等 于 aeP 十 PD(P). 于 是 ,对 于 > 
| DCP) |/2, TE TE ECC x. BR LÁ G0) — Y) e 成 立 . 特 
Hib, Æ k11 及 f(r)=anir t Hetaz, |a — 
(A/q) | 1/q* ME: TE TE SE IC zx 委 己 ,使 对 大 的 也， 
AIL Y |«P *. HW RR TLS X (Vinogradov, 
I. M. ) 推 广 了 这 个 定理 ,并 得 到 下 列 结果 : 设 f(z) 
Sarr 十 … 十 aiz 为 一 实 系数 多 项 式 , 且 BA 
都 是 正 整数 ,又 an a 的 系数 ,并 有 lai Ca/q) |< 
1/q’ (a,Q=1. 4H g & f(z) 中 非 零 系数 的 个 数 ， 
DD 为 其 足 标 之 和 , 则 必 有 以 下 性 质 的 co (AD OTF a 
2c, UO ,存在 整数 x, 使 得 


[CA 2229) 
成 立 ,其 中 
log D 
P= thgl og D+1)log (Diog D3-D* 

图 埃 定 理 (Thue theorem) Æ SER yr 89 — Si 
重要 定理 .大 n2l3.fG0-—a'-caoc;zU-cT-cazc 
a; 是 一 个 整 系数 的 n 次 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 
ais 则 不 定 方程 Hrs —a,z'"la, x" byob 
azy 十 aoy =c NAA RE ARRA ry HEP c 
是 给 定 的 整数 . 这 就 是 著名 的 图 埃 定 理 . 这 个 定理 的 
证 明 依赖 于 下 面 的 重要 定理 :和 铝 0 是 一 个 次 数 ”之 3 
的 整 系数 不 可 约 多 项 式 的 根 , 则 只 有 有 限 组 整数 T, 
y>0 适合 


le- IESU M 
英国 著名 数学 家 罗 特 (Roth,K.F.) 于 1958 EME 
又 作出 了 重要 改进 ,他 证 明 ; 若 9 是 一 个 n 宇 2 次 的 
代数 数 , 对 于 任 给 s 盖 0, 则 只 有 有 限 组 整数 r, y 0 
适合 
zte, 
L = < l/y '; 


并 且 , 若 0 是 无 理 数 , 则 有 无 穷 多 对 整数 m. y 0. Bi 
足 
le- ETT 

这 一 结果 已 不 能 再 进一步 改进 了 . 由 于 罗 特 的 这 一 
杰出 工作 ,他 于 1958 年 获得 了 国际 数学 大 奖 一 一 非 
NAK. 应 用 罗 特 定理 ,可 以 证 明 更 多 的 不 定 方程 ， 
它们 解 的 个 数 有 限 . 例如 , 柯 召 于 1962 年 证 明 : 当 
p,q 是 不 同 的 奇 素数 ,在 q 206 — D EX p 2(0—1) 
时 ,不 定 方程 rt — y'=1 只 有 有 限 组 整数 解 z,y， 


xj HERE XE (Liouville theorem) 超越 数理 论 
AE AIBC We. ERR A SB NT 
问题 中 , 刘 维 尔 (Liouville,J. ) 首 先 得 到 了 以 下 重要 
结果 , 即 刘 维尔 定理 :对 于 任 给 的 一 个 nn 之 1 次 代数 
数 a, 存 在 一 个 与 < 有关 的 常数 5 汪 0, 使 得 对 所 有 的 
有 理 数 p/q(q>0) WA 

b 
& 一 A — qU 
由 此 可 得 到 重要 的 推论 , 即 : 在 a 是 任 一 nn IX OU) 
代数 数 , 则 对 任 一 620 和 ADO. AKER 


的 有 理 数 p/g (gq 这 0) 只 有 有 限 个 . 这 是 超越 数理 论 
的 开创 性 的 工作 . 正 是 运用 这 个 定理 ,最 先 构 造 出 一 
类 超越 数 . 例如 ， 
ER ques 

就 是 一 个 超越 数 . 然而 如 何 使 刘 维 尔 定 理 精 密 化 , 仍 
然 是 有 理 有 逼近 论 中 的 重要 课题 . 自 1844 年 刘 维 尔 创 
立 上 述 定理 以 来 ,图 埃 (Thue. A.)、 西 格 尔 (Siegel， 
C. L. ) 等 人 的 改进 ,直至 1955 年 才 由 罗 特 (Roth,， 
K. F. ) 得 到 了 最 好 的 结果 ,他 证 明 : 若 是 一 个 nn 之 1 
次 代数 数 , 对 于 任 给 的 e 记 0, 仅 有 有 限 组 整数 对 p,g 
(922003 


l 
SEES 
q 


re 


当 《 是 无 理 数 时 , 则 有 无 穷 多 对 整数 pa (477 0038 


A. 
A 


E ae 
q q 

因而 , 罗 特 的 结果 已 不 能 再 予 改 进 . 史 密 特 
(Schmidt, E. ) 于 1970 年 将 罗 效 定理 推广 至 联 立 通 
近 的 情况 , 即 : eias. o, AIR RM, A asa, 
sa, 在 有 理 数 域 上 线性 无 关 , 则 对 任何 620, BAX 
有 有 限 多 个 正 整数 g, 使 得 | ga | … | ge, la “< 
1, 其 中 表示 实数 与 它 最 近 整 数 的 距离 . 特别 
地 ,由 此 可 得 


< 


EE | < gq C=1,2,.,n) 
仅 有 有 限 多 组 有 理解 p1/g,p;/9，…,p,/9. 这 是 至 今 
为 止 , 关 于 这 个 问题 的 最 好 结 


罗 思 定理 (Roth theorem) 见 “ 刘 维尔 定理 ”. 

贝克 方法 (Baker method) 代数 数论 的 重要 方 
法 . 贝克 方法 是 从 研究 超越 数 的 理论 开始 的 .所谓 超 
越 数 就 是 指 不 是 代数 数 的 数 . 在 19 世纪 ,就 已 经 知 
iR T X e 和 7 都 是 超越 数 . 后 来 就 得 到 了 判别 是 否 
为 超越 数 的 重要 定理 , 即 对 任 给 的 mx 个 不 同 的 代数 
数 Q1 ,05 , *** ,Q,, mE e ,e yer e LE FR Be RY 2A 
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成 的 域 4 上 是 线性 无 关 的 . 从 这 个 定理 就 很 容易 推 
出 e 和 7 是 超越 数 . 

1900 年 ,在 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 提 出 23 个 著 
名 问题 中 ,第 七 个 问题 就 是 关于 超越 数 的 . 希 尔 但 特 
第 七 问题 是 指 :“ 奉 a 是 一 个 代数 数 ,a 关 0,1,B 是 一 
个 非 有 理 数 的 代数 数 , 问 a^ 是 否 为 超越 数 ?”1934 年 
fll 1935 年 ,前 苏联 数学 家 盖 尔 芳 特 (Gelfond, A. 
QO. ) fli Zs #4 (Schneider, T. ) 分 别 独 立地 解决 了 上 
述 问 题 ft] TUE BH : dp o 是 代数 数 ,a 关 0,1,B 是 一 个 
非 有 理 数 的 代数 数 , 则 o^ 是 超越 数 . 接着 ,又 先后 得 
到 了 与 此 等 价 的 另外 两 个 定理 ; 

l. dp a MY PIES dS CX XE. H a 关 1, 则 
log 7Y/log a 或 者 是 有 理 数 或 者 是 超越 数 . 

2. ix a. B 是 非 零 代数 数 , 若 loga fl log 8 在 有 
理 数 域 Q 上 线性 无 关 , 则 它们 在 4 上 线性 无 关 . 

对 于 定理 2, 人 们 猜想 可 以 推广 到 任意 多 个 非 
零 代 数 数 的 情形 . 1966 年 ,贝克 (Baker,A. ) 证 明了 
这 一 猜想 ,并 且 得 到 了 更 强 的 定理 , 即 : 设 cl az，…， 
a, 是 任 给 的 2 个 人 2 之 2) 非 零 代 数 数 , 若 loga, 
loga, t, loga, Æ Q 上 线性 无 关 , 则 1, loga,, 
logw, loga, Æ A EREK. 贝克 在 证 明 中 使 
用 的 是 初等 方法 和 复 变 图 数论 的 方法 . 接着 ,贝克 进 
一 步 证 明了 在 不 定 方程 中 有 重要 应 用 的 结果 : 设 w， 
aa 是 nn 个 (x 之 2) 非 零 代数 数 ,aj(i 二 1,2,…， 
n) 的 次 数 和 高 分 别 不 超过 d(4d 宇 1) 和 ACAR). E 
存在 整数 by Dey ob, 满足 
0< |b,loga, + bloga, 十 … 十 bloga| <e ^", 
其 中 O<0<1,H=max(|b,|5 balsts db, D s BU 

Heu o aloga 
这 里 所 指 的 代数 数 a 的 高 A. eae a 所 适合 的 整 系 
数 不 可 约 多 项 式 ar 成 十 ao ax" 十 az 十 ao PR 
数 |a;| (j= 二 0,1,2,…,m) 的 最 大 值 , 即 
h=max(lao|,]a,|5°**s la»|)- 
利用 这 条 重要 定理 ,贝克 证 明了 某 些 类 型 的 不 定 方 
程 整 数 解 的 绝对 值 的 上 界 . 例如 ,不 定 方程 y Ha + 
k (RAO) ERR x,y 满足 
max(|z|,|y|) < expC10 ||), 
后 来 ,斯 塔 尔 克 (Stark,H. M. ) 于 1973 ^£ X dB E 
进 为 
max(|r|,|y |) x exp( |£]'**) 
对 于 每 一 个 se>0 成 立 ,其 中 c=c(e) 是 可 以 有 效 计 
算 的 常数 . 贝克 和 达 文 波 特 (Davenport,H. ) 于 1969 
年 还 证 明 : 不 定 方程 y!|—3x/— —2,2/7—8x!— —' 4X 
有 正 整数 解 zx 二 vy 二 z= 二 1 和 x 二 11,y 二 19,z 二 31. 最 
W, REGE ER CTijdeman. R. ) 用 贝克 的 方法 证 明 ; 当 
ol - quesos 
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时 ,不定 方 程 n=2' ntl = y 不 可 能 有 整数 解 x 二 
0, y 2 0. 这 在 实际 上 给 出 了 卡 他 兰 猜 想 的 解 
Bg EA. 

3k ER ju] E (Lehmer problem) 超越 数论 的 重 
要 问题 . 设 a0 是 4 次 代数 数 ,a 二 ai,as,…,as 是 a 
的 最 小 多 项 式 的 全 部 零点 ,ao 是 a 的 最 小 多 项 式 的 
首 项 系数 , 记 


d 
M(a) = lao| [| max, |a;|). 
=] 


若是 代数 整数 , 则 必 有 M(a) 宇 1; 车 a 是 单位 根 ， 
则 M(a)-—1. 1857 Æ, wP WW si (Kronecker, L. ) HE 
BA Ma) — 1, Mij a 必 为 单位 根 . SERA CLehmer ,D. 
H.) F 1933 年 提出 了 这 样 的 问题 :对 于 任 给 的 e> 
0, 是 否 存 在 非 零 代数 数 a, 使 得 1< (CM CO 14 €? 
这 就 是 著名 的 莱 默 问题 . 这 个 问题 虽然 没有 解决 ,但 
利用 施 奈 德 方法 ,可 以 得 到 关于 这 个 问题 的 一 个 重 
要 结果 :车 a 是 dl(d 宇 do) 次 代数 整数 , 则 当 as 充分 
大 时 , 必 有 常数 c1270, fidi FR 24 


Ma) <1 + 


时 ,a 是 单位 根 . 

类 数 问题 (problem of class) 代数 数论 的 著名 
问题 . 类 数 问题 涉 及 有 理 数 的 最 简单 扩张 , 即 是 二 次 
i. it QC d ) 为 有 理 数 域 Q 添加 以 Vd (d 为 无 平 
方 因 子 整数 ) 而 得 的 域 . 正如 QQ 包含 通常 的 整数 环 Z 
一 样 ,QCY ad ) 也 包含 一 个 “整数 ” 环 R, 即 Q(vVd) 
中 满足 任 一 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 方程 的 那 
些 元 素 组 成 的 环 . 环 R 5 Z 在 许多 方面 相似 ,但 有 
一 点 不 同 :Z 中 的 整数 总 可 惟一 分 解 为 素数 的 乘 
积 , 但 R 中 的 整数 却 不 一 定 .例如 ,Q(v 3 ) 的 整数 
有 惟一 的 因子 分 解 ,但 QC(v 一 5) 却 不 然 . 要 使 
QC V d ) 中 的 环 有 惟一 的 因子 分 解 ,其 充分 必要 条 
件 是 它 所 包含 的 “整数 ” 环 R 的 每 个 理想 都 是 主 理 
想 .但 是 ,R 的 理想 往往 不 是 主 理想 . AEREA) 
与 (8) ,使 得 (a)4= 二 (8)B, 则 称 此 两 理想 4 与 B 等 
价 .所 有 主 理想 都 属于 同一 等 价 类 ,但 也 可 能 有 别 的 
一 些 类 . 等 价 类 的 个 数 h(q) 称 为 QC d ) 的 类 数 ， 
而 Ad) 王 1 恰好 说 明 R 有 惟一 的 因子 分 解 . 高 斯 猜 
测 :每 个 类 数 只 有 有 限 个 与 之 相关 的 负数 d ,这 就 是 
著名 的 类 数 问 题 . 4 Ald) =1 时 ,高 斯 (Gauss,C. 
F. ) 断 言 只 有 九 个 域 , 即 一 4 二 1,2,3,7,11,19,43， 
67 和 163. 

Woof (Baker, A. ) 由 于 在 超越 数论 中 的 重要 工 
作 , 使 得 他 终于 在 1967 年 成 功 地 解决 了 类 数 hd) 
=] 的 问题 ,因而 他 获得 了 1970 4E RSE Z& E P 3I 
学 大 奖 . 1971 年 ,他 又 与 斯 塔 尔 克 (Stark ,H. M. ) 独 
立地 解决 了 负数 4 WBBM Ad) — 2 的 问题 ,并 举 出 
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T fih (d) —2 的 18 个 负数 d. 对 于 使 (2022 的 负 
数 d 的 估 值 已 在 1976—1983 4E Jy BF t8 3E a £8 
(Goldfeld, D. M. 2, f& £9 Hr (Gross, B. ) E TL 3E fj 
(Zagier , D. B. 解决, 而 对 正 数 4 而 言 ,整个 类 数 问 
题 似 乎 还 高 不 可 攀 . 

西 格 尔 引 理 (Siegel lemma) 超越 数理 论 的 重 
要 工具 .利用 著名 的 狄 利克 雷 原 则 可 以 得 到 以 下 重 
要 定理 : 设 N 为 B 然 数 集 ,Z REAM, E mEN,n 
CN.,nm,.a;€zZ(lzxism.lsjsm), 
u —maxlaj|z1, Jl fe fe — SH AE SURE HB Tis Tzs 
I. 


an 
max | | < (nu) ", 
: 


ps — 0 (1 m] < m). 


这 就 是 重要 的 西 格 尔 引 理 , 它 在 超越 数论 以 及 不 定 
方程 等 问题 中 有 许多 应 用 . 

马 勒 测度 (Mahler measure) 超越 数论 的 重要 
概念 . 设 C 为 复数 集 . 耕 多 项 式 pla)=atart 
+err” 的 系数 ECOS) , 则 称 


1 : 
M(P) = exp| | log |P (e^ |de 
0 


A PON SRW BE. E Pr) =0, WA MCOO — 
0. 车 a 是 代数 数 ,P(z) 是 它 的 最 小 多 项 式 , 则 规定 
M(a) 二 MC(P) 为 a 的 马 勒 测度 . 马 勒 测度 有 以 下 重 
SE PE Jt : 

1. # PG2£0, Wl] MCP)>0. 

2. 对 于 多 项 式 Pi(x) 与 PGO Vf 

M(PIP,) = M(P1)M(P,). 
3. 若 a 是 4 次 代数 数 , 则 


d 
M(a) = lao| [| max, la; DD, 
i=] 


Kha 是 a 的 最 小 多 项 式 的 首 项 系数 ,a 二 ai,a， 
a, 是 a 的 最 小 多 项 式 的 全 部 等 点 . 

刘 维 尔 数 (Liouville number) ”超越 数 的 一 种 . 
对 于 任意 实数 £C QUE ETE 5 BRM n 无 关 的 正 数 
C, 满 足 inf {H(a)* |£—a|/a€ Q1 C , Wi 48 H XI E 
尔 定理 可 知 ,$ 为 超越 数 , 这 样 的 4 称 为 刘 维 尔 数 . 
例如 : 


Lo = Ve 293 

2. 给 出 一 个 自然 数 数列 0) n, 09 (99), 
在 无 限 正 则 连 分 数 &— [b bibi 满足 bnt Z 
B^ R>1,B AH AAEE E518 
XI| EAR RC. 

ESOK r 为 自然 数 时 亦 取 目 然 数 值 但 不 
为 常数 的 任意 多 项 式 , 则 在 小 数 点 以 后 形式 地 将 


FL)» E) BEES BEP RC CREAR fad =x 
时 ,就 是 0.123456789101112…) ,根据 罗 思 定理 ， 
可 以 证 明 它 是 非 刘 维尔 数 的 超越 数 , 这 些 都 是 应 用 
E E B rie m Jn B ER XC. 

超越 数 的 分 类 (sort of transcendental umber) 
超越 数论 一 个 重要 问题 . 超越 数 主 要 有 以 下 两 种 分 
类 法 : 

1. 马 勒 分 类 . 对 于 任意 的 复数 和 < 及 自然 数 ”， 
Hae 

W,GI ,£)— 


min | | Ya la; C Z,ļla| SH, 37. x 0) i 
1 一 0 一 0 


l 9 
w, CE) —-W,-— lim TE a 


w()=w=limsup ea , 

pw 一 (使 得 wn = REIN SR — TRA m. 
RMS tB Iw — 0,4 00;0 wlio; w= poo; 
w= co , u co^ VU AH TE, Mt ECT e PTT HJ € IK 
次 分 别称 为 A 数 、S 数 、T 数 与 U 数 , 并 将 每 一 种 数 
的 全 体 所 组 成 的 集合 分 别 记 为 4,S,T,U. 

2. 柯 凯 斯 曼 分 类 . 对 于 任意 的 超越 数 & 及 自然 
NOn. H ix 

w; (H,£) =min{ |f — «a|/a € Q. H(a) 

SH. QQoQ]s n 

log Hw, (H ,€) 

log H Ó 


w (€)=w,; —limsup| 一 
H--oo 


limsupzw; (£) 


w* Sw =, 
n 


py* 二 (使 得 w 一 ce 成 立 的 第 一 个 数目 n). 
这 样 就 会 出 现 w «oo; n = ow" = gu! —o0o,w"' 
=0%0, u 之 oo 等 三 种 情形 ,对 应 于 每 种 情形 的 6 依 
次 分 别称 为 S' 数 .TT* 数 .U* 数 ,并 将 每 一 种 数 的 全 
体 所 组 成 的 集合 分 别 记 为 3” TU”. 
马 勒 分 类 (Mahler's classification) 
数 的 分 类 ”. | 
H JI Hp Sp BE (Koksma's classification) Ji 
“超越 数 的 分 类 ”. 
概率 数论 (probability number theory) 用 概 
率 论 研究 数论 问题 的 研究 领域 . 该 方向 起 源 于 哈代 
(Hardy,G. H.) Edu Hj 5 4& (Ramanujan, S. A. X 
于 一 个 正 整 数 的 素 因 子 个 数 函 数 O(n) BE e G0 WY 
研究, 随后 爱 尔 特 希 (Erdos, P.) 5E HR (Kac, M.) 
把 分 布 函数 与 统计 独立 性 与 概率 统计 的 概念 正式 引 
人 数论 研究 ,与 此 同时 林 尼 克 (JImaark,IO. B. ) 由 于 
兼 长 数论 与 概率 论 ,对 此 也 做 过 很 好 的 人 研究 ,并 由 概 
率 论 的 想法 ,提出 了 得 法 ,由 林 尼 死 的 学 生 雷 尼 
(Renyi,A. ) 用 于 哥 德 巴 赫 猜 想 的 癸 究 , 获 得 了 很 好 


见 “ 超 越 


模 形 X 


成 绩 . Z Ja A CTurán, P. 2 5 # EE f] 8T (Kubilius, 
J. 了. ) 一 方面 用 大 数 定 理 的 办 法 给 出 哈代 - 拉 马 努 金 
定理 的 新 证 明 , 另 一 方面 对 一 般 的 可 加 函数 ,在 一 定 
条 件 下 证 明了 图 兰 - 库 比 利 斯 不 等 式 , 这 些 工 作 相当 
于 概率 论 中 的 大 数 定理 . 由 于 概率 数论 的 进一步 发 
展 , 还 在 一 定 条 件 下 证 明了 相应 分 布 沁 数 的 存在 性 . 
最 后 ,以 一 个 有 趣 的 例子 来 结束 这 一 条 目的 叙述 . 在 
适当 的 规定 下 ,可 以 把 正 整数 被 一 个 给 定 的 素数 整 
除 看 做 一 个 随机 的 事件 ,而 概率 数论 证 明了 被 不 同 
素数 整除 的 随机 事件 彼此 不 是 独立 的 . 
计算 数论 (computational number theory) 7X 
论 的 一 个 现代 分 支 .近年 来 ,由 于 功能 强大 的 电子 计 
算 机 的 出 现 , 以 及 数学 .计算 机 科学 和 密码 学 的 长 足 
进步 ,计算 数论 本 身 己 成 为 一 个 愈 来 愈 重要 的 人 研究 
对 象 . 计算 数论 的 内 容 包 括 算 法 数论 以 及 数论 在 数 
值 分 析 、 数 值 统 计 中 的 应 用 等 . 在 20 世纪 50 一 60 年 
代 , 主 要 是 把 数论 中 的 各 种 理论 应 用 于 数值 积分 等 ， 
从 事 这 方面 工作 的 主要 数学 家 有 华罗庚 、 王 元 、 科 罗 
T8 X (Kopo6on, H. M. )、 蛤 尔 通 (Halton ,J. H. ) 等 . 特 
别 是 华罗庚 与 王 元 所 发 展 的 代数 数 域 的 单位 用 于 高 
维 数值 积分 的 方法 ,在 世界 近似 计算 界 引 起 了 巨大 
的 反响 ,被 称 为 华 - 王 方法 . 从 20 世纪 70 年 代 开 始 ， 
由 于 公 钥 密码 体制 的 建立 ,大 素数 检验 与 大 数 分 解 
的 研究 成 了 一 个 热潮 ,在 这 方面 有 所 谓 的 RSA 体 
制 .大 素数 检验 的 各 种 有 效 算 法 . 大 数 分 解 的 研究 无 
不 与 数论 的 最 新 发 展 密切 相关 . 另外 有 限 域 理 论 在 
密码 学 中 的 应 用 也 可 列 于 计算 数论 范畴 . 这 方面 的 
研究 有 许多 涉及 代数 几何 ,例如 代数 几何 码 , 但 也 可 
列 人 算术 代数 几何 的 算法 理论 ,总 的 来 说 仍然 属于 
数论 范畴 ， 
Bt 稿 KHAR PALE 
审 A Sus FAR 陆 洪 文 


裴 定 一 


模 Fe x 


2 E H (group of isotropy) Mh PKS EE. 拓扑 
群 的 一 个 子 群 . 设 M 是 拓扑 空间 ,G 是 M 的 拓扑 变 
换 群 ,对 M FA x B. (g€GlgGOo-xiHEG 的 闭 
TEPA GE r ARIE R. X M. EA x, FR 
GG) —(gG2O|g€ G1 gy GÑ x 的 轨道 .对 MM 中 
两 个 点 z,y, 各 它们 具有 相同 的 轨道 , 则 称 x 5 y X 
FG 等 价 . 两 个 等 价 点 的 迷 回 群 是 同 构 的 . 

稳定 群 (stable group) BPX m$”. 

基本 区 域 (fundamental domain) 某 种 变换 群 
作用 轨道 的 代表 元 集合 . 设 民 是 一 个 豪 斯 道夫 空 
A.C AX -ENERERH. HX PRRAT WH 
等 价 关 系 分 类 ,这 些 等 价 类 (轨道 ) 构 成 空间 TNX 
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数 论 


( 称 为 X 关于 械 OMAR CVX 的 一 个 完全 代表 
FOI X 的 一 个 子 集 下 , 它 使 得 DE—X.B Fg 
无 两 点 关于 本 等 价 ) 具 有 某 些 拓扑 性 质 , 称 为 研 在 
X 中 的 基本 区 域 . 例如 对 模 变 换 群 ,通常 要 求 其 基 
本 区 域 为 连通 . 单 连通 . 
模 变 换 (modular transformation) 一 种 重要 
的 变换 . 指 行列 式 等 于 1 的 二 阶 整数 方 阵 对 应 的 线 
性 分 式 变 换 . 模 变 换 全 体 构 成 一 个 群 , 它 同 构 于 
SLD GEI SX B 
] O 
e a 
设 a,b,c,d EBM ad —be=1, RRIA ER IR 
9t dT 5 
ct +d 
为 一 个 模 变 换 . 为 简单 计 , 记 


c di 
规定 At=(at+bh)/Ccert+d). f| Tr=r+1 与 Sr 一 
一 1/r. 这 就 是 两 个 特殊 的 模 变 换 , 它 们 对 应 的 矩阵 
分 别 为 
Db n FOU ese] 
fe a s=(, s 
(注意 ,4 与 一 4 对 应 同一 个 变换 ,在 取 作 变换 的 对 
应 二 阶 和 矩阵 时 ,对 A 与 一 4 不 加 区 分 ). 设 : 
a a _ a' A 
c d p" d 
定义 C= 二 B84, 易 见 B(AT) 二 Ct, 这 就 定义 了 两 个 模 
变换 的 乘积 .所 有 模 变换 在 上 述 乘 法 下 构成 一 个 群 
DAR ERE. ADEA ST RS 两 个 方 阵 对 
应 的 模 变换 生成 的 . 群 卫 及 其 子 群 ( 例 如 Tra E) 
在 模 函 数 及 模 形 式 论 中 有 重要 的 作用 ,在 其 他 数学 
分 支 中 也 有 重要 的 地 位 . 对 模 变 换 
az rb 
ce +d’ 

lL. @latd|>2,.WKA WHER. CAR TA 
同 的 实 不 动 点 , 且 这 两 个 实数 为 二 次 代数 数 ， 

2. Æ latd | — 2, WR A AI RE ER LEUR — 
动 点 ,该 数 或 为 有 理 数 ,或 为 cc. 

3. 大 la 十 d1 二 2, 则 称 为 椭圆 变换 , 它 有 两 个 复 
不 动 点 . 

模 变 换 群 (modular transformation group) J 


“ 模 变换 ” 


A= 


双 曲 变换 (hyperbolic transformation) — |l, Fx 
变换 ” 

抛物 变换 (parabolic transformation) Jl, ^T 
变换 ” 

椭圆 变换 (elliptic transformation) Jil, ^ s 7B 


Ha”. 
498 


BH (modular group) Ap AK RE [BIS BE m 4c f 

群 .数论 中 的 一 种 群 .二 阶 么 模 整 系 数 和 矩阵 群 SL(2， 
Z)( 或 与 它 对 应 的 线性 分 式 变换 群 一 一 模 变 换 群 ) 
是 作用 在 上 半 平 面 互 ={tz+iyECly>0} 上 的 第 一 
类 富 克 斯 群 ,人 区域 D—(z—rciy€H|z|2z1.—1/2 
«r«1/2,B?8 r0 HBj,l|lz|1)ÉEB—4 3A 
区 域 . BRE D 的 生成 元 是 

zd. 1 '0—1 

ni. ds S-| a 
H 中 那些 迷 疝 群 由 椭圆 变换 生成 的 点 称 为 荆 BUE 
圆 点 ,其 全 体 由 i 一 Vv 一 1 和 p= 二 =e” 所 代表 的 两 个 等 
价 类 构成 , 且 模 


i B XE mL SET 7J 2. o 的 阶 为 3. 抛物 变换 的 不 动 点 称 
为 尖 点 ,也 称 抛 物 尖 点 ,其 迷 向 群 是 由 某 个 抛物 变换 
生成 的 无 限 循环 群 . 厂 的 尖 点 集 只 由 一 个 等 价 类 构 
成 , 且 与 QU {0} 重合 . 研 的 基本 区 域 添加 尖 点 ,并 
适当 定义 一 个 解析 结构 即 成 为 一 个 黎 曼 球面 ,这 是 
INH 的 一 个 紧 化 . 对 自然 数 入 ,由 条 件 

Hd. D. | 
C 7 ni lc 
Brig X BD mMIESLT HE DONORS N 的 主 同 
余子 群 . 一 般 地 ,使 得 DD SDOND or B T 8E D' 
称 为 级 为 N 的 同 余子 群 .第 见 的 同 余子 群 有 : 


a b 
r QD (I ^] € P e=0mod N) | 


i (modN ) 


DiN) 
-| ý a C l' | azsdzs] (mod N) c=0(mod N) | 
r-(m. m ^ ERETTE). 


MF 的 指标 A 的 同 余 子 群 G, 选 陪 集 表 示 TT» 
Tug D—-GTIUGT;U-- UGT, Bu 
D] DUT Djs 

是 G 的 一 个 基本 区 域 . 同 忆 一样, 在 添加 尖 点 并 适 
当 定 义 一 个 解析 结构 后 ,De 亦 成 为 一 个 紧 黎 曼 面 ， 
但 是 ,此 时 G 的 尖 点 集 通常 由 不 只 一 个 等 价 类 组 
成 ,所 以 该 黎 曼 面 的 亏 格 一 般 也 不 是 0. 

椭圆 模 群 (elliptic modular group) B EE BE". 

全 模 群 (full modular group) Bi TR E". 

尖 点 (cusp) MRR”. 

主 同 余子 群 (principal congruence subgroup?) 
见 “ 模 群 ”. 

同 余 子 群 (congruence subgroup) 

级 (level) W RER”. 


见 “ 模 群 ”. 


自 守 函数 (automorphic function) [B] eR AL. XX 
Hi] P&I 2 A D PRICE BUG UTE) . x X RC HAR 
连通 开 集 ,G 是 和 X 赋 以 紧 开 拓扑 后 的 自 同 构 ( 即 双 
ZAIDE T Æ G 的 离散 子 群 , 吉 一 个 亚 纯 困 数 
了 在 忆 作 用 下 不 变 , 则 称 为 (关于 一 的 ) 自 守 困 数 . 
右 存 在 一 个 生 义 和 到 C 的 函数 ea(z), 它 关于 ee 
X 全 纯 , 且 处 处 非 零 , 使 得 对 每 个 YE 忆 有 :f(7,z) 
二 a(r,z)f(z)(zEX), 则 称 FART MAB 
式 ,a 被 称 为 自 守 因子 , 它 应 满足 关系 aY ,z)= 
a(7Y,Y'z)al(7',z)( 注 意 ; 这 里 f 通常 要 求 是 全 纯 的 ， 
并 且 f 在 尖 点 处 的 性 态 要 有 一 些 适当 的 条 件 ). 

自 守 函数 与 自 守 形式 的 研究 历史 很 久 , 早 在 高 
斯 (Gauss,G.F. ) 就 有 了 初步 的 概念 ,但 他 没有 发 表 
这 些 结果 ,直至 19 世纪 60 年 代 才 被 重新 发 现 和 研 
R. 第 一 个 系统 地 研究 并 形成 理论 的 是 庞 加 莱 
(Poincaré, (J.-H. ) ,他 关于 单 变 量 自 守 函数 理论 
的 工作 被 誉 为 是 划时代 的 , 极 大 地 推动 了 解析 函数 
论 的 发 展 . 西 格 尔 (Siegel,C.L. ) 则 创造 性 地 把 单 变 
量 的 研究 推广 到 多 变量 情形 ,这 并 不 是 一 件 自然 的 
事情 ,这 一 工作 对 多 复 变 函数 论 的 发 展 起 了 极 大 的 
促进 . SEK 2g FF (Gelfand, I. ) Al 3€ /K Dl 4& (Selberg， 
A. ) 从 西 表示 的 观点 来 研究 自 守 函数 和 自 守 形式 ， 
这 一 思想 极 大 地 开拓 、 丰 富 、 发 展 了 自 守 函数 和 自 守 
形式 理论 ,近年 来 , 朗 兰 兹 (Langlands,R. ) 进 一 步 
发 展 了 这 一 思想 ,他 在 这 方面 的 结果 和 想法 ,更 是 涉 
及 到 数学 的 几乎 每 一 个 分 支 , 特 别 对 数论 .代数 几 
何 . 非 交换 调和 分 析 和 自 守 图 数 与 自 守 形式 理论 本 
身 等 学 科 的 发 展 产 生 了 极其 深远 的 影响 . 时 至 今日 ， 
自 守 师 数 与 自 守 形式 的 研究 已 成 为 现代 数学 的 中 心 
课题 之 一 . 


自 守 形式 (automorphic form) Jl“ B SF PR 
B. 

自 守 因子 (factor of automorphy) JL“ H SF ER 
T". 


权 (Cweight) 自 守 形式 的 一 个 重要 概念 . 者 变 
换 y 的 函数 行列 式 为 J(7Y_,z), 则 以 G2) = 
JO.) “为 自 守 因子 的 自 守 形式 称 为 权 为 m 的 自 
SE X. 

Eid Kit (theory of modular form) 关于 模 群 
或 其 他 算术 子 群 的 自 守 形式 理论 . 就 其 内 容 和 方法 
而 言 , 应 是 数论 的 一 部 分 , 它 与 椭圆 曲线 . 非 交 换 调 
和 分 析 、 代 数 几 何等 有 着 十 分 深刻 的 联系 , 现 已 成 为 
数学 中 的 一 个 综合 学 科 . WD BRB. 是 上 半 平 
面 , ERR. H EZARRI f 若 满 足 条 件 : 


1. 对 


^ler 
d , 


az-4-b 
cz+d 


a 
C 


f 


| RP IU 


模 He A 


2. 上 了 在 尖 点 的 邻 域 内 全 纯 , 即 FOR IE UL HB RE 
展开 


ox 
2ninz 
a,e€ ; 


MERKS NI k 的 模 形 式 .大 进一步 还 有 
Js 在 条 件 2 AY) ff E nt RE FFB sao = O, Wi f 了 是 
Mk 的 尖 点 形式 . 
BUR 的 模 形 式 全 体 构 成 一 个 线性 空间 Mi COD, 
尖 点 形式 全 体 构成 一 个 子 空间 SC). 由 
Mi (TM IDEM, TW), 
Mi TS TNES UC) 
All 
MT) = SIMA) 


成 为 一 个 分 次 环 ， 
SQ) = 58,0) 


是 其 理想 . Mi ( 厂 ) 是 一 个 有 限 维 空间 ,其 维 数 可 由 黎 
受 - 罗 赫 定 理 或 迹 公 式 求 出 : 当 &< 0,& 王 2 或 为 奇 
SEXE AY dim M, (D) =dimS, (7) —0; 344 k=0,4,6,8, 
10 Hf, dimS, (D) 20; 4 £12 H k NX BRI, 
dimM, (P) = 1 + dimM, ;; (D), dimS, CP) = 
dimM,.;; Q2. 具体 构造 模 形式 的 方法 可 通过 庞 加 
He BAM A SE SR EL TH URBS D R= Zr 为 大 于 3 的 
偶数 , 记 
Giz) = > (mz +n), 

22 BAS KT TAL FE CO, 0) BAY EB A Om n) RAN IX — 
级 数 称 为 艾 森 斯 坦 级 数 , 它 在 2 处 有 健 里 叶 展 开 


xa 


G,(z) = 2927 4+ 2( 271)? > A T a 
te d\n 


(R— 1)! 
这 是 一 个 权 的 模 形 式 但 不 是 尖 点 形式 .又 设 
gee | ^ = r}. 
记 
已 (z) E p» o (cz td t. 
TEPP 
其 中 
v=0,+1,42,, T=|° le 
pod 


ix 25 JC, EM RIL. RA EMRA BM. 24 o 
之 1 时 ,P, 是 尖 点 形式 FART k RAER 
可 表示 为 这 类 级 数 的 线性 组 合 , 这 样 模 形 式 空间 可 
由 庞 加 莱 级 数 和 英和 森 斯 坦 级 数 线性 生成 . 此 外 , 诸 
G3 (z)G$ Cz) (4a 4- 66 — b, a.b 为 非 负 整数 ) 牛 成 
M.D). 判别 式 模 形式 
A(z) = (60G,Cz2)7 —27(140G4 22)? 
ERN 12 的 尖 点 形式 ,这 是 权 最 小 的 尖 点 形式 ,于 是 
SCY=MD)A. 4 k23 Ht, Æ S.C) Pale OP 
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V RH 
(f,g) = | 7 (2) g@)y'“dady 


(z 二 Xx 十 iy,D 为 荆 的 基本 区 域 ), 这 个 内 积 称 为 彼 
得 松 内 积 . S(T) 关 于 这 个 内 积 构 成 一 个 希 尔 伯 特 
空间 .由 于 f,g€ Mi( 攻 ) 中 有 一 个 为 尖 点 形式 时 ,这 
个 积分 就 收敛 ,所 以 可 定义 Se 在 My (1) PIE AE 
补 空间 Ei(T), 它 由 艾 森 斯 坦 级 数 生成 ,也 称 艾 森 斯 
坦 空 间 . 

定义 在 五 上 关于 模 群 的 自 守 函数 称 为 模 函 数 . 
任何 一 个 模 函 数 f, 对 充分 大 的 ,可 表 为 两 个 模 形 
X fof€MIOISIII f/f. Fr 的 子 群 ,也 
可 类 似 地 定义 模 形式 . 特别 地 ,关于 级 为 入 的 同 余 
子 群 的 模 形式 称 为 级 N 模 形 式 ,许多 对 级 1 模 形 式 
成 立 的 结果 对 级 N 模 形式 也 成 立 或 有 类 似 的 结论 . 
研究 这 些 群 上 的 模 形式 空间 的 构造 是 模 形式 论 中 一 
个 重要 课题 . 顺便 指出 ,上 述 模 形式 论 中 的 许多 概 
念 、 结 论 对 一 般 的 自 守 形式 论 也 成 立 . 模 形 式 的 研究 
历史 很 长 ,研究 它 的 一 个 主要 动机 是 研究 二 次 型 , 特 
别 是 计算 二 次 型 表 整 数 的 表 法 个 数 问题 ,最 简单 的 
就 是 计算 一 个 整数 可 以 写成 x 个 整数 的 平方 和 的 
表示 法 个 数 re (nr). 雅 可 比 (Jacobi,C.G.J.) 首 先 注 
意 到 这 个 问题 与 模 形 式 之 间 的 联系 ,他 引入 9 级 数 


1: 

zin^3 

Olz) = > ~ 
nez 


则 Per Oe 


4% k=8m 时 ,9 (z) 是 一 个 权 为 Am 的 级 4 UE X. 
于 是 利用 模 形式 论 ,可 以 用 艾 森 斯 坦 级 数 的 傅 里 叶 
系数 给 出 riCn) 的 渐 近 公式 ,并 在 一 些 特殊 情况 下 求 
出 其 精确 值 . 例如 

a= d. 


|n 

20 tH Za 3] dk 9E (Hecke, E. ) 在 总 结 前 人 工作 
4) Se Bil FEET FA GC ERC. PRE T BE RAE I 
途径 ,使 得 模 形 式 理论 成 为 一 门 完 整 、 优 美的 学 科 ， 
并 发 挥 出 越 来 越 大 的 作用 . bbe HE MD S| A 
一 类 新 的 线性 算 子 ( 赫 克 算 子 ), 它 关于 彼得 松 内 积 
是 埃 尔 米 特 算 子 ,并 且 是 交换 的 ,于 是 模 形 式 空 间 可 
由 赫 克 算 子 的 公共 特征 函数 生成 . Tf ox HE BR CE 183 
里 叶 展 开 式 系数 具有 一 定 的 算术 性 质 . 赫 克 还 建立 
了 模 形 式 与 狄 利克 雷 级 数 之 间 的 联系 ( 赫 对 应 ) SE 


f(z) ae 2 ue 


Te :一 ! 
EU es MN Gi E D ENS 


= > (AS 
n=] 
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称 为 对 应 于 f BU L RRO Ee EY PR S. 
并 可 解析 开拓 至 全 平面 . 特别 地 , 当 f 是 尖 点 形式 
且 是 所 有 赫 克 算 子 的 公共 特征 函数 时 ,LL(f,s) 是 整 
函数 , 且 有 了 欧 拉 积 

Lore A bos 


PRR 

HHA L,(s)=(1—a,p") 1C1— Bp *) | Cap, BE 
C). iis TERI VE Je HE SC BEL fl — BE BS 2C AK BE ACE 
和 完善 , 现 已 成 为 模 形 式 论 中 最 优美 .最 有 力 的 理论 
Pa n 

前 面 所 谈 的 都 是 权 为 整数 的 情形 . 此 外 在 二 次 
域 的 算术 .椭圆 曲线 等 的 研究 中 , 半 整 权 模 形式 也 是 
十 分 常见 的 .例如 ,在 & 为 奇数 时 ,计算 xi(n), 半 整 
权 模 形式 也 扮演 了 重要 角色 . 日 本 数学 家 志 村 五 即 
(Shimura,G. ) 于 1974 年 建立 了 一 个 从 &/2 BUS k 
— 1 权 之 间 模 形式 空间 的 对 应 ( 志 村 提升 ), 这 里 
为 奇 整数 ,并 对 半 整 权 模 形式 也 建立 了 相应 的 赫 元 
理论 ,开始 了 对 半 整 权 模 形式 的 系统 研究 . 后 又 经 许 
多 数学 家 的 努力 , 半 整 权 模 形式 现 已 成 为 一 个 十 分 
活跃 的 领域 ,并 在 许多 领域 取得 了 很 好 的 应 用 . 例 
如 ,关于 同 余数 问题 的 研究 就 借助 了 半 整 权 模 形式 
Hii. 

x OR A 7 (Gelfand, I. ), Æ R Ul f& (Selberg, 
A. ) 从 群 表示 的 角度 推广 了 模 形 式 的 概念 . BH = 
(Langlands,R. ) 则 进一步 发 展 了 他 们 的 思想 ,并 提 
出 了 一 系列 的 猜想 , 称 为 朗 兰 兹 纲领 . 它 对 表示 论 、 
数论 、 代 数 几 何 乃 至 数学 的 发 展 都 产生 了 极其 深刻 
的 影响 ， 

模 形 式 与 许多 重要 的 数学 问题 有 关 , 上述 明 兰 
兹 纲领 即 是 针对 非 阿 贝尔 扩 域 的 类 论 研 究 . GP o 
名 的 高 斯 类 数 猜 想 即 虚 二 次 域 类 数 问 题 的 解决 也 用 
到 了 模 形 式 . 而 模 形 式 论 中 著名 的 拉 马 努 金 -彼得 松 
猜想 则 依赖 于 代数 几何 中 韦 伊 猜想 的 解决 . 模 形 式 
有 许多 推广 形式 ,如 西 格 尔 模 形式 \ 希 尔 伯 特 模 形 式 
以 及 埃 尔 米 特 模 形 式 、 铝 尔 伯 特 - 西 格 尔 模 形 式 、 四 
元 数 上 的 模 形 式 等 ,它们 为 丰富 和 发 展 数学 这 一 古 
老 的 学 科 起 了 积极 的 推动 作用 . 

尖 点 形式 (cusp form)” 见 “ 模 形式 论 ”. 

o FE HF IE AW (Eisenstein series)” 见 “ 模 形 式 


i£". 


BE Jn 3€ ZR Et (Poincaré series) 

R 4 #S A AA (Peterson inner product) 
形式 论 ” 

赫 克 理论 (Heckes theory) 模 形 式 的 一 种 重 
要 理论 . 即 关 于 尖 点 形式 和 对 应 的 狄 利克 雷 级 数 之 
间 关 系 及 其 性 质 的 理论 . A h A Hecke, E. ) 开 
创 , 又 经 许多 数学 家 发 展 的 理论 已 成 为 模 形 式 论 的 
核心 . 下面 仅 就 二 二 ToCN) 上 权 的 尖 点 形式 空间 


L REAR”. 
Uu E 


S, CN) 介 绍 这 一 优美 的 理论 . 其 他 情况 有 着 类 似 的 
结论 . 设 GL”(2,Q) 表 行列 式 大 于 ON IMA BS 
阵 集 ,由 双边 陪 集 Toro EGL (2,Q)) 生 成 的 自由 
模 中 ,定义 运算 

Pol err = >) m(o,t;0) pr, 


其 中 m(o,7; 0RRA PoP = UD; IND = Urt; 这 
样 的 分 解 时 ,满足 Do;,— Do WAG D BT AC. 这样 
得 到 的 环 称 为 赫 克 环 . 记 为 22 (GL^ (2, Q0, ID. E 
是 交换 的 , 且 可 由 


0 
Jn Cp 为 素数 ) 


0 
生成 . 利用 初等 因子 理论 可 得 
1 0 d—1 a 
a r= b=0 "AO ^ 
oe 
其 中 
o, = [^ ale SL(2,2) 
] Du s 
可 以 选择 得 modN 同 余 于 
a 0 
0 a] 


于 是 在 SCN) 上 可 以 定义 第 p TUR SUB T. TDA 
— RET SPE- + 6) y- 
T (pf =p y» AU d |a i 


a>0 b=0 


由 此 可 定义 赫 克 环 X GL (2,0), ME SjOND E. 
TE FA. 赫 克 环 中 元 素 对 应 的 Sa CN) ERA A 
克 算 子 . 设 p 是 一 个 与 N 互 素 的 素数 ,T(p) 关 于 彼 
得 松 内 积 是 埃 尔 米 特 的 ,因此 SCN) 有 一 组 基 , 其 中 
每 个 元 都 是 TC(p) 的 公共 特征 函数 . 对 每 个 

f(z) = »ja,e "^" € SN), 


n=] 


它 结 合 了 一 个 犹 利 克 雷 级 数 
LO.) San 


ij SEU HA: LOSS E — E R PRE, BOB) fg 
开拓 至 全 平面 , 当 f 是 所 有 TC(p)(p 为 素数 ) 的 公共 
特征 函数 时 ,函数 L(f,s) 有 欧 拉 积 . 作为 推论 , 若 
SiC) FR BAI BRE fi fo 是 所 有 Tl(p) 的 公共 特征 
fè. 韦 伊 (Weil,A. ) 进 一 步 发 展 了 赫 克 的 工作 ,他 证 
明 一 个 狄 利 克 雷 级 数 在 满足 一 定 条 件 下 一 定 有 一 个 
模 形 式 对 应 于 它 . 

一 个 SN) P RR PEE AESLUN ) 中 元 ,其 中 
N'IN, WER S ERER. SiN) H IBÉR S EF 
彼得 松 内 积 的 正 交 补 称 为 新 形式 空间 ,其 中 的 元 称 
H AE R. mi e Atkin, A. O. L. ) 和 莱 纳 (Lehn- 
er. J.) F 1970 年 建立 了 新 形式 、 旧 形式 理论 ,并 证 


模 形 x 


明了 Si(N) 的 基 可 由 新 形式 和 旧 形 式 组 成 , 旦 互相 
不 等 价 ( 即 关于 了 了 (p)(p 为 与 N 互 素 的 素数 ) 它 们 
没有 同样 的 特征 值 ), 这 一 工作 进一步 完善 了 赫 克 理 
论 . 对 于 其 他 类 型 模 形 式 ,建立 相应 的 赫 克 理论 是 模 
形式 论 中 一 个 重要 课题 , 虽 已 有 了 许多 很 好 的 结果 ， 
但 仍 是 目前 十 分 活跃 的 一 个 研究 领域 . 

赫 克 环 (Hecke ring) 见 “ 赫 克 理 论 ”. 

赫 克 算 子 (Hecke operator) 见 “ 赫 克 理 论 ” 

旧 形 式 (old form) 见 “ 赫 克 理 论 ” 

新 形式 (new form) — WW" d ie. 

判别 式 模 形式 A(z)(discriminant modular form 
A(z)) 一 种 特殊 的 尖 点 形式 . 指 首 项 系数 为 (2r)7 
的 权 12 的 关于 模 群 的 尖 点 形式 . CHA AA RET 
的 公共 特征 郴 数 , 且 有 无 穷 乘 积 展开 


A(z) = (Qua || a — g”, 
n=] 


其 中 g==e”. 它 是 关于 模 群 权 最 小 的 尖 点 形式 ,所 
有 关于 模 群 的 整 权 尖 点 形式 都 可 由 A(z) 乘 上 一 个 
模 形 式 得 到 . X? Gs《z),G3(z) 分 别 为 关于 模 群 的 权 
4,6 的 艾 森 斯 坦 级 数 , 则 
AC) — (60G,Cz))*—27(140G;(z))’, 
而 这 正好 是 椭圆 曲线 
y! =4x?— (60 Gs(z))zx 一 (140Gs(z))(z 固定 ) 
的 判别 式 , 这 也 是 其 名 称 之 由 来 . 
hr 5 5: Ss eh MW (Ramanujan function) 
TEASER PSAL. P c G0 FE (220. "AGO BS n EE 
系数 , 则 函数 nn e c OD YR D d 5 8 4x PROC. 这 些 
tln) 都 是 整数 ,并 满足 关系 : 当 m 与 n 互 素 时 ， 
t(mn)=t(n)t(m) 34 p 为 素数 ,a 为 正 整数 时 ， 
r(p )—r(p)r(p) — prp). 
CHE ZA Ss (Ramanujan, S. A. WRH. 
他 证 明 


一 个 积 


t(n) = »,d'(mod691), 


din 
JFB m UU ST r(x) 的 许多 性 质 , 它 们 后 来 被 陆续 证 
明 ,其 思想 和 方法 大 大 推动 了 模 形 式 论 的 发 展 . 其 中 
之 一 是 著名 的 拉 马 努 金 猜想 :|r(Czp)1 委 22 " Co 为 
素数 ), 德 利 涅 (Deligne,P. ) 关 于 这 一 猜想 的 证 明 深 
刻 影 响 了 许多 数学 分 支 的 发 展 . 

拉 马 努 金 -彼得 松 猜 想 (Ramanujan-Peterson 
conjecture) 关于 尖 点 形式 传 里 叶 展 开 系数 的 一 个 
猜想 . MAZ 45 (Ramanujan, S. A. ) 于 1916 年 首先 
Yet Sr Bm c GO RR: Ie CO [2p "Co HE 
数 ), 后 又 由 彼得 松 (Peterson,H. ) 一 般 化 至 对 一 般 
的 权 & 尖 点 形式 的 傅 里 叶 展 开 系数 有 类 似 的 结论 : 
E C, ERRAT TOG 为 素数 ) 在 权 的 尖 点 形 
式 空 间 中 的 特征 值 , 则 |C;, | 20" 7^. 法 国 数学 家 
德 利 涅 (Deligne,P. ) 证 明 这 可 由 有 限 域 上 代数 流 形 
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的 广义 韦 伊 猜想 推出 . 德 利 涅 于 1974 年 关于 韦 伊 猜 
想 的 精彩 证 明 同 时 也 就 证 明了 这 一 猜想 . 

模 不 变量 (modular invariant) ZR EK ES 函数 . 
关于 模 群 的 自 守 函数 .在 上 半 平 面 刀 上 定义 为 
giGO/ACGO,KrB g,(z)=60G: GO iN J GO. E dE 
I'NH U (00 } — — BUE Er BR BY $8 SBR CU (o9). a 
别 把 C. =e" i, oo 0.1. oo. Mi J ERMA 
Pg PR 2X Sak C CJ) 5 FR pk BX Jak AH F]. Ej Co, , 02 ) A SEAS 
JE 8 B5 06 Ua) a Be E (a, sw) =C/ (Zw, 3- Zo, I] ZEE NT 
同 构 类 ,由 其 模 数 z=, / o, 从 而 由 J (z) 惟 一 确定 ， 
这 是 模 洱 数 名 称 的 历史 由 来 .有 些 地 方 也 称 

1728g2(z) 
A 
为 模 不 变量 . 

Ee A% (modular function) 定义 在 上 半 平 面 
H 上 关于 模 群 的 自 守 函数 . 模 函 数 全 体 构 成 一 个 
域 , 它 与 由 模 不 变量 了 生成 的 有 理 函 数 域 相 同 . 关 
于 其 他 同 余子 群 的 模 函 数 域 也 有 类 似 的 结论 . 

克 洛 斯 特 曼 和 (Kloosterman sum) 一 种 指数 
和 . 这 是 克 洛 斯 特 曼 (Kloosterman,H.D. ) 为 改进 尖 
点 形式 的 健 里 叶 系 数 估计 而 引入 的 , 现 已 广泛 应 用 
于 解析 数论 . 模 形 式 理论 中 ,具体 形式 是 


eet 
X 


Cr.q)— 1 


其 中 wv. 都 是 整数 . 

基 问 题 (basis problem) 模 形 式 理论 的 一 个 重 
要 问题 . 给 出 模 形式 空间 的 一 组 基 , 它 们 应 具有 鲜明 
的 算术 特色 , 且 其 傅 里 叶 系 数 应 该 明了 或 很 容易 求 
i. 

0 RB (theta series) JRR 0 图 数 . 一 种 与 二 次 
型 相 联系 的 级 数 . f Qr. x. Lp) Fe r 个 变量 的 
有 理 整 系数 正定 二 次 型 ,对 复数 ,定义 

alz, Q) = > "pU. UAE 


n To "TEL 


WS x€ 石 时 ,该 级 数 收 敛 并 表示 为 z — 71 38 ER 
数 . 这 种 形式 的 级 数 就 称 为 2 级 数 . 若 记 QCGe on, 
Uto) — m 的 有 理 整数 解 的 个 数 为 nOn Q), MA 


0(z,Q) = > r mE, 


特别 地 , 它 是 一 个 权 /2 的 模 形 式 ( 关 于 适当 的 同 余 
子 群 ), 这 为 利用 模 形 式 论 求 r《m,Q@) 提 供 了 可 能 . 
对 于 多 个 变量 的 9 级 数 也 有 类 似 的 结论 . 另外 需要 
指出 ,对 0 级 数 的 研究 现 已 不 仅仅 局 限于 数论 .函数 
论 领域 ,在 许多 数学 分 支 中 ,0 级 数 都 扮演 了 一 个 重 
Be ff fa. | 

0 pee #tCO-function) BI“? RR”. 

西 格 尔 上 半空 间 (Siegel’s upper half-space) 
一 种 特殊 空间 . 由 所 有 虚 部 是 正定 的 nn BY BET BR 
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阵 组 成 的 空间 H, BRO n 阶 西 格 尔 上 半空 间 . 在 n= 
1 时 , 它 就 是 普通 的 上 半 平 面 H. ix DE 
半 平 面 . 利用 凯 莱 变换 

(z — il) 

lL; H,—D,, (s ded 
将 OH, XXE 2H Hh BROW n BP ALLER D,—i4W IW An 
BrEXHERBEE.HI—WW:I0)xXHBId n BY 
Ti Ee. 这 一 性 质 为 许多 研究 提供 了 方便 . 

He on Se EF 3ÉSE A (Poincaré upper half plane) 
见 “ 西 格 尔 上 半空 间 ”. 

n 次 西 格 尔 模 群 (Siegel moduler group of de- 
gree n) XP PAE Sp(n,Z) 的 分 式 线性 变换 群 ， 
稼 记 为 也, 它 是 作用 于 西 格 尔 上 半空 间 H, 上 的 第 
一 类 不 连续 群 . 24 n— 1 时 ,这 就 是 模 群 类似 于 模 
RF D,AH, 也 可 做 类 似 的 紧 化 . 同样 地 ,这 里 也 有 同 
余子 群 级 等 概念 . 

西 格 尔 模 形式 (Siegel modular form) 定义 在 
西 格 尔 上 半空 间 上 关于 西 格 尔 模 群 的 自 守 形式 . T 
AHHH. A, 上 的 全 纯 图 数 1(2Z), 奉 满足 条 件 : 


1. 对 E "en 
A o= n? 
C D 


f(o(Z))=f(Z)det(Z+D)*; 
2. 有 正则 健 里 叶 展 开 
FZ) = Yar; 


了 之 0 


HP T Bob BUR 阶 半 整 . 半 正定 对 称 矩 阵 ， 
MERS CO HEL k W n KARREN. ARA : 

3. 在 条 件 2 的 傅 里 叶 展 式 中 ,ar 天 0; 
WW T 一定 正定 , 称 f(2) 为 尖 点 形式 . 4 n=1 时 ,这 
就 是 模 形 式 . 于 是 许多 关于 模 形 式 的 结论 对 于 西 格 
尔 模 形式 也 成 立 ,或 有 类 似 的 形式 . 作为 西 格 尔 模 形 
式 的 具体 例子 有 艾 森 斯 坦 - 庞 加 莱 级 数 

E g= x! QUOTA eO Sp. 


s€PGNP, 

EP S dE n 阶 半 正定 的 有 理 对 称 矩 阵 ， 
[lo piti Er, |(USU=S, 
rojSs<0. CÓ Í 

eT eE 
这 个 级 数 在 k>n+rankS +1 s>0 时 只 需 k> 
22) 时 收敛 ,其 全 体 张 成 权 & 的 n 次 西 格 尔 模 形 式 空 
间 . 特别 地 ,五 ,es 二 0) 张 成 尖 上 点 形式 空间 . 当 有 小 
时 ,这 些 级 数 不 收敛 ,但 此 时 由 整 系数 二 次 型 定义 的 
0 级 数 扮演 了 类 似 的 角色 ,借助 于 对 奇异 形式 的 研 
究 也 得 到 了 相应 的 结果 . 与 模 形 式 类 似 , 也 可 对 西 格 
尔 模 群 的 同 余子 群 定 义 西 格 尔 模 形 式 . 这 个 由 西 格 
尔 (Siegel, C. L. ) 创 立 的 分 支 现 仍 是 模 形式 理论 研 
究 的 重点 之 一 ,其 中 仍 有 许多 问题 有 待 于 进一步 深 
AB. 


zœ w = lize) = 


Fats RAF (Siegel operator) 一 种 特殊 映射 . 
TBM n 阶 权 & 西 格 尔 形式 空间 到 nn 一 1 阶 权 & 西 格 
尔 形式 空间 的 线性 映射 . 关 ZEH, 


Z xD 
z = | Je Hi (A> 0). 
O 14 


对 n 阶 权 & 的 西 格 尔 模 形 式 f ,定义 
JIO = limf (Z4). 

这 个 算 子 6 称 为 西 格 尔 算 子 . 它 是 一 个 满 射 , 且 其 
ERIE n NA k RAAR. 

奇异 形式 (singular modular form) 一 个 西 格 
尔 模 形式 . 其 健 里 叶 系 数 a(t) 对 半 整 .正定 的 t 是 
F. i S E n NARRER, INE k. 当 &A< /2 此 
时 称 & 为 奇异 权 ) 时 ,f 定 是 奇异 形式 . 

BHM (singular weight) 见 “ 奇 异形 式 ” 

倩 里 时 - 雅 可 比 展 开 人 Fourier-Jacobli expan- 
西 格 尔 模 形式 的 部 分 健 里 叶 展 开 . 设 
Za E EH, 
W Z, 1 
Kh ZEH, Z€ H; X ntj 阶 西 格 尔 模 形式 F, 
将 它 关 于 2Z; 做 傅 里 叶 展 开 

EO) FOE zy N EX Mee. 


£2 之 0 


sion) 


is 


"tT. 
这 称 为 F 的 健 里 叶 - 雅 可 比 展开 . 
希 尔 伯 特 模 形 式 (Hilbert modular form) 一 
种 模 形式 概念 的 推广 . 设 天 是 全 实 有 限 次 代数 数 
域 ,天 La KP, K? „ee, K” n= LK : QJ.ac 
K SEH a? a a, € D H K Bg 
IA .D—SLO,.£),;g X. To Æ 
HZ = (eee) |e Ce A} 
上 的 作用 为 


olz) = 


其 中 


as + gu a x + 
yy + Oo , "Ys, + Oo , 


C= 


a A 
Y 8!' 

Ji] Do 是 SLC2,R)” 的 不 可 约 离散 子 群 , 称 为 (狭义 ) 
希 尔 伯 特 模 群 . 定义 在 H" 上 关于 希 尔 伯 特 模 群 的 
自 守 形式 就 称 为 希 尔 伯 特 模 形式 ,注意 这 里 自 守 因 
子 为 


J(o,z) = [Cs ie BOSE, 
“一 1 


当 2—] 时 就 是 普通 的 模 形式 . 关于 希 尔 伯 特 模 形 式 
也 有 类 似 于 模 形式 、 西 格 尔 模 形式 等 情形 的 结果 . 
希 尔 伯 特 模 群 (Hilbert modular group) Wl 
“ 希 尔 伯 特 模 形式 ”. . 
WZ xk (trace formula) ” 亦 称 塞 尔 贝 格 迹 公 
XX. 波 松 求 和 公式 的 推广 . 它 是 由 塞 尔 贝 格 (Sel- 


berg, A. ) 1956 年 提出 的 ,深刻 地 影响 了 非 交 换 
调和 分 析 、 自 字形 式 理论 的 发 展 . 经 过 许多 数学 家 多 
年 的 努力 , 迹 公 式 已 成 为 这 些 领 域 中 一 个 非常 有 力 
的 工具 . 车 G 是 一 个 局 部 紧 的 么 模 群 , 忆 是 G 的 离 
BCT BE.DNG 上 平方 可 积 函 数 全 体 构成 了 一 个 希 尔 
伯 特 空间 LNG), X} 9€ L'OING x, y€ GE X. 
(RC) GO) — eGy) ll R Æ G dg LONGO E. —^ 
ERT. 将 R A EON AI DARN 3X — Me ATI 
式 理论 和 数论 中 是 十 分 重要 的 . 在 研究 这 一 问题 中 ， 
塞 尔 贝 格 迹 公 式 扮演 了 一 个 重要 角色 . 当 PNG AR 
时 , 迹 公 式 可 以 写作 
SONICS) = >) of), 


reir) z€ ICG) 


其 中 ap (Y) =volum(I,\G,) ,Ty ,Gy 分 别 为 y TE I 
G 中 的 中 心 化 子 . (MDAT PHP RATE, 
IGE G 的 不 可 约 表示 的 等 价 类 集 ,ar(r) 是 正 整 
数 ， 
LOS JO Toi 
CAC 

Ie, f) —trz Cf), f € L'O"NG). 4 PNG 非 紧 时 ,在 
许多 情况 下 , 仍 有 类 似 的 迹 公 式 . 这 是 现在 研究 的 课 
题 . 

迹 公 式 应 用 于 模 形 式 理 论 , 可 以 求 赫 克 算 子 的 
迹 , 模 形 式 空间 中 赫 克 算 子 的 迹 公 式 亦 独立 地 被 艾 
2538] (Eichler ,M. ) 得 到 ,因此 ,又 称 此 公式 为 艾 希 勒 
- 塞 尔 贝 格 迹 公式 . 利用 这 一 公式 可 以 求 模 形式 空间 
的 维 数 . 此 外 , 它 在 研究 不 同 的 模 形式 空间 的 对 应 时 
是 个 有 力 的 工具 . 而 在 研究 模 形 式 空间 基 问 题 时 , 它 
也 扮演 了 一 个 重要 角色 . 

塞 尔 贝 格 迹 公式 (Selberg trace formula) Bp 
AR”. 

3. 38 Bh - FE ZR UL TR ZS 5X CEichler-Selberg trace 
formula) WM WAR”. 

BA = 2% N SW (Langlands grogram) 一 个 以 李 
群 的 无 限 维 表示 来 统一 阐明 数论 的 计划 ,其 中 心 是 
自 守 表示 x REL 函数 L(s,7) 的 一 般 性 概念 ,而 这 
些 概 念 是 用 群 论 和 阿 代 尔 群 上 的 调和 分 析 来 阐述 
HJ. 朗 兰 兹 猜想 ;数论 中 所 提出 的 种 种 旺 数 ,L 函数 
只 不 过 是 上 述 函 数 亏 (Gs,x) 的 特例 ,这 样 ”次 数 域 可 
以 由 GL(n) 的 诸 不 可 约 无 限 维 表示 来 刻画 . 这 一 纲 
45i $k 2 79 383€ B (Klein, (C. )F. 2 f Æ ZR BER 59 £i 
的 继承 , 它 将 会 推动 今后 数学 的 发 展 . ` 

编 者 李 云 峰 REH 
FW mE) EWW Hx RE 
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代数 几何 (algebraic geometry) 研究 多 项 式 
方程 组 在 仿 射 或 射影 空间 里 的 公共 零点 集合 的 几何 
特性 的 数学 分 支 学 科 . 换言之 , 它 是 研究 代数 簇 的 . 
代数 几何 与 许多 其 他 数学 分 支 有 着 密切 的 联系 . 通 
Té B ACTUS V. 中 点 的 坐标 在 某 个 固定 域 & 中 选 
Rk FROM V 的 基 域 .V 为 不 可 约 ( 即 V 不 能 分 解 成 
两 个 比 它 小 的 闭 代 数 子 簇 的 并 ) 时 ,V 上 所 有 有 理 函 
数 ( 即 两 个 多 项 式 的 商 ) 全 体 也 构成 一 个 域 , 称 为 了 
的 有 理 函 数 域 , 它 是 和 的 一 个 有 限 生 成 扩 域 . 通过 这 
样 的 一 个 对 应 关系 ,代数 几何 可 以 看 成 是 用 几何 的 
语言 和 观点 来 研究 有 限 生成 扩 域 . 


代数 几何 的 基本 问题 就 是 代数 簇 的 分 类 . 包括 


双 有 理 分 类 与 双 正 则 分 类 ( 即 同 构 分 类 ). 若 一 个 代 
问 的 同 构 , 则 称 该 映射 为 双 有 理 映射 . 设 有 两 个 代数 
tk VV. Vi 中 有 一 个 稠密 开 集 同 构 于 V; 的 一 
个 稠密 开 集 , 则 称 V1,V, 是 双 有 理 等 价 的 . 这 等 价 
T Vi A V. BY eg Bx Sa [8] BY [n] RJ. 按 这 个 等 价 关系 
XI AR BH Xt FT 4T 28 SUR ON XUB BP 28. 分 类 理论 是 
这 样 建 立 的 :首先 , 找 出 代数 艇 的 双 有 理 等 价 类 ;其 
次 ,在 这 个 等 价 类 中 找到 一 个 好 对 象 的 子 集 ,如 非 奇 
异 射 影 簇 ,对 它们 进行 分 类 ;第 三 步 就 是 确定 一 个 任 
意 艇 与 这 些 好 的 对 象 相差 多 远 . 因为 任意 特征 0 的 
基 域 上 的 代数 簇 都 双 有 理 等 价 于 一 个 非 奇 异 射 影 
艇 ,所 以 为 实现 这 三 步 ,人 们 往往 先 找 一 组 与 非 奇 异 
射影 能 对 应 的 整数 , 称 为 它 的 数值 不 变量 . 例如 ,在 
射影 篮 的 情形 , 它 的 各 阶 上 同调 空间 的 维 数 就 都 是 
数值 不 变量 . 然后 试图 在 所 有 具有 相同 的 数值 不 变 
量 的 代数 簇 的 集合 上 建立 一 个 自然 的 代数 结构 , 称 
AECNHE BR HF SSRRPH AER RE 
2i TJ rp 2E AY LE B3 RB Se tE FE YY AR a HA 
中 变化 . 目前 ,只 有 代数 曲线 、 一 部 分 代数 曲面 以 及 
少数 特殊 的 高 维 代 数 复 有 较 完 整 的 分 类 . 

20 世纪 初期 ,由 于 抽象 代数 方法 的 引入 ,抽象 
域 上 的 代数 几何 理论 建立 起 来 了 . 特别 是 在 20 世纪 
50 年 代 , 寨 尔 (Serre,J.P. ) 把 代数 簇 的 理论 建立 在 
层 的 概念 上 ,并 建立 了 凝聚 层 的 上 同调 理论 ,这 为 格 
罗 腾 迪克 (Grothendieck,A. ) Bf Jp Æ v SEJE E16 38 
定 了 基础 . 概 形 理论 的 建立 使 代数 几何 的 研究 进入 
了 一 个 全 新 的 阶段 . 概 形 的 概念 是 代数 簇 的 推广 . 粗 
浅 地 , 它 允 许 点 的 坐标 在 任意 有 单位 元 的 交换 环 中 
选取 ,并 人 允许 结构 层 中 用 零 元 . 概 形 理论 把 代数 几 
何 和 代数 数 域 的 算术 统一 到 了 一 个 共同 的 语言 之 
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几 何 


下 ,这 使 得 在 代数 数论 的 研究 中 可 以 应 用 代数 几何 
中 大 量 的 概念 ,方法 和 结 

20 世纪 以 来 ,复数 域 上 代数 几何 中 的 超越 方法 
也 有 重大 的 进展 ,例如 , 德 。 拉 姆 (de Rham,G.- 
W.) 的 解析 上 同调 理论 28 8j (Hodge, W. V. D.) K 
HARDEE BY I FH» ZOE SS EE UL EE 1 3€ (Spencer, 
D. C. ?的 变形 理论 以 及 格 里 菲 思 (MGriffiths,P. ) 的 
一 些 重要 工作 . 这 使 得 代数 几何 的 研究 可 以 应 用 偏 
微分 方程 .微分 几何 拓扑 学 等 理论 . 

双 有 理 分 类 (birational classification) 
数 几何 ”. 

算术 几何 (arithmetic geometry)” 亦 称 算术 代 
数 几 何 , 代 数 几 何 的 一 个 分 文 . 原 指 从 法 尔 廷 斯 
(Faltings,G. )、 硅 林 (Quillen ,D. G. ) 等 的 算术 曲面 
上 和 歼 曼 - 罗 赫 定理 开始 的 一 系列 研究 工作 ,现在 一 般 
指 所 有 以 数论 为 背景 或 目的 的 代数 几何 .在 算术 几 
何 中 许多 学 科 起 着 重要 作用 ,并 且 相 互 交 叉 和 渗透 ， 
包括 数论 . 模 形 式 、. 表 示 论 .代数 几何 、 代 数 数 论 F 
群 、 多 复 变 函数 论 、 歼 曼 面 \K 理论 等 ,所 以 , 它 是 典 
型 的 边缘 学 科 . 丢 盔 图 方程 是 算术 几何 的 一 个 重要 
课题 ,其 中 的 问题 可 以 自然 地 用 几何 语言 表达 . 在 许 
多 著名 问题 如 英 德 尔 猜想 、 费 马 大 定理 等 的 研究 中 ， 
都 表明 几何 方法 的 必要 性 . 这 正 是 算术 几何 的 生命 
Ji ri. 

算术 代数 几何 (arithmetic algebraic geometry?) 
即 “ 算 术 几 何 ”. 

环 空间 (ringed space) 一 类 重要 的 拓扑 空间 . 
指 一 种 市 有 一 个 环 层 Ox 的 拓扑 空间 X. 环 层 Ox 被 
称 为 环 空间 (X,Ox) 的 结构 层 . 一 般 地 ,Ox 是 一 个 带 
单位 元 的 交换 环 层 . ORS A A AS S”): CX ,Ox) 
~ 人 (Y,Or) 是 由 拓扑 空间 的 连续 映射 XY 以 及 
X 上 的 环 层 同 态 f* i:Or f.0x 所 构成 . 环 空间 及 
其 态 射 构成 一 个 范畴 . 当 Ox Ea BH RAY, CX, 
Ox) 称 为 局 部 环 空间 . 作为 局 部 环 空间 的 态 射 ,还 要 
求 对 每 个 点 or € X. AAS FF :Or.rm 一 Ox,* 是 局 部 同 
态 , 即 它 把 极 大 理想 映 人 极 大 理想 . 局 部 环 空间 的 范 
Bi fe Y as [8] Yi BE BJ PE. 环 空间 的 重要 例子 有 : 概 
JE. .微分 流 形 RETE .解析 空间 等 . 环 空间 的 概念 起 
08 T 3& 34 (Cartan,H. ). 

X^ zs E BY 245 4 EE (structure sheaf of a ringed 
space) 见 “ 环 空间 ”. 

局 部 环 空间 (locally ringed space) 
间 ”. 


见 “ 代 


见 “ 环 空 


15 8T ET (affine scheme) 一 类 特定 的 拓扑 空 
间 构 成 的 系统 . 指 由 某 个 带 单位 元 的 交换 环 4 所 确 
定 的 局 部 环 空间 (Spec4,4). 它 是 构成 概 形 的 “车 
H”. 构成 仿 射 概 形 的 拓扑 空间 是 环 4 的 谱 Spec A, 
即 4 的 所 有 素 理想 的 集合 ,再 带 上 扎 里 斯 基 拓 扑 所 
成 的 拓扑 空间 . 扎 里 斯 基 拓 扑 的 开 集 基 由 子 集 

DCf) = {p € Spec Alf & 5j 
所 构成 ,这 里 的 了 取 遍 4 的 元 素 . xx D 8] SUE BJ 
结构 层 和 是 如 下 定义 的 :PCD(CP ,4) = Ay, Ay B 
A 关于 乘法 子 集 { 产 },s0o 的 局 部 环 . 环 同 态 p: A> B 
可 以 诱导 局 部 环 空间 的 态 射 
(9,9); (Spec B,B)— (Spec A,A), 

这 里 “pp) 二 pg "(Pp) 对 pESpecB. 反 之 , 仿 射 概 形 间 
的 态 射 (Spec B, B) > (Spec 4,4) 可 以 惟一 确定 同 
态 A>B. 这 表明 函 子 A 一 (Spec 4,4) 是 从 带 单 位 
元 的 交换 环 范畴 到 仿 射 概 形 范畴 的 反 变 函 子 , 使 这 
两 个 范畴 成 为 反 变 等 价 的 . 仿 射 概 形 的 概念 是 由 格 
罗 腾 迪克 (Grothendieck,A. ) F 20 世纪 60 年 代 在 
他 的 巨著 《代数 几何 原本 》 中 引入 的 . 知 A 是 诺 特 
环 . 整 环 .没有 须 零 元 的 环 、. 整 闭 整 环 或 正则 环 , 则 由 
A 确定 的 仿 射 概 形 相应 地 称 为 诺 特 的 、 整 的 、 既 约 
的 、 正 规 的 或 正则 的 . 仿 射 概 形 的 一 个 重要 的 上 同调 
性 质 就 是 拟 凝 聚 层 的 正 次 上 同调 群 都 消失 为 零 . 

WHI (spectrum of a ring)” 见 “ 仿 射 概 形 ”. 

HAZ (scheme) 代数 几何 的 基本 研究 对 象 . E 
实际 上 就 是 一 个 局 部 同 构 于 仿 射 概 形 的 局 部 环 空 
间 . 更 精确 地 , 概 形 (X,Ox) 是 一 个 环 空间 ,其 拓扑 空 
|] X EARE HX: hern tE CX: Ox l XD AHF 
fj 8] SUPE Spec r(X;, Ox) (这样 的 覆盖 称 为 仿 射 开 
覆盖 ). 概 形 间 的 态 射 就 是 局 部 环 空间 的 态 射 . 概 形 
的 范畴 是 局 部 环 空间 范畴 的 子 范畴 . LUE X 有 一 
AS Ais Bh FP BE ah (Xs) ,使 得 每 个 仿 射 概 形 都 是 诺 特 概 
a ase eee 
JE X fe Je aR AY BE KS 1E SLE aX 1E DU] BY. 这 些 
性 质 都 是 概 形 的 局 部 性 质 ,就 是 说 ,只 要 存在 一 个 仿 
射 开 覆盖 具有 上 述 某 种 性 质 , 这 个 概 形 就 具有 此 性 
质 , 而 且 任 意 一 个 仿 射 开 子 概 形 都 有 此 性 质 . 若 概 形 
X 的 拓扑 空间 是 连通 空间 或 不 可 约 空 间 ( 即 它 不 能 


表 成 两 个 不 同 真 闭 子 集 的 并 ), 则 称 此 概 形 为 连通 的 


或 不 可 约 的 . 

在 研究 概 形 的 性 质 或 有 关 的 概念 时 ,往往 要 考 
虑 具有 相同 基础 的 概 形 . AS XS 的 概 形 
X ERAS 概 形 . A S= Spec A 是 仿 射 概 形 , 则 S 概 
形 简 称 4 概 形 . 显然 任何 概 形 都 是 Z 概 形 . 给 出 基 
ARRAS HT S'S 后 ,可 以 得 到 一 个 SRB Xs =X 
XsS' PRA S 概 形 X 的 基 扩 张 . 与 S 概 形 相 关 的 概 
念 称 为 相对 概念 ,以 区 别 于 与 概 形 相关 的 绝对 概念 . 
S BUE EG] S: XS 密切 相关 .不 同性 质 的 态 射 


代 SD OL du 


就 给 出 了 不 同 的 S PB. 例如 , 设 f:X>S 是 一 个 态 
射 , 若 对 角 浸 和 X 一 XXsX 是 闭 态 射 , 则 称 f 是 分 
BOSH ARES HS HN Bw (U) = 
vee ， 使 得 每 个 SUD RA TA PR DS 1 2T 
78 m {Vij} = (Spec Aj) 并且 4 都 是 有 限 生成 B: 代 
数 ， gae # f (U)-SpecA,.A, 都 
是 有 限 生 成 B; 模 , 则 称 f 是 有 限 态 射 . 有 限 态 射 是 
仿 射 态 射 . 代数 几何 中 研究 的 S 概 形 一 般 都 是 分 
离 、 有 限 型 的 . 

1h St JF Æ SS (affine open covering) Jil "E 
x. 

局 部 诺 特 概 形 (locally Noetherian scheme) 
见 “ 概 形 ” 


连通 概 形 (connected scheme) ” A," SETE ". 


不 可 约 概 形 (irreducible scheme) MRE”. 
S HU GS-scheme) MRE”. 
齐 次 谱 (homogeneous spectrum) 一 个 分 次 


环 所 确定 的 特殊 概 形 . 设 
R= 33 


是 一 个 分 次 环 , 环 R 的 齐 次 谱 Proj R= (X,Ox) Ul 
下 定义 的 一 个 概 形 :X BAER PRUE YR, 的 
齐 次 素 理想 p. X 的 拓扑 由 所 有 的 FE Rn 这 0) 所 
对 应 的 开 集 基 Di CP — (BE X LÁ & pi Tam. STU 
Ox HCD, pe Ra R 
关于 乘法 集 ( 户 ),>o 的 局 部 环 Ry 的 0 KICK FH. 
齐 次 谱 的 最 重要 的 例子 是 
月 2 lg DT 

就 是 整数 环 上 的 射影 空间 . 当 R 是 有 限 生成 RS. 
R,G 1) By t Ri 中 元 素 相 乘 生成 时 ,Proj 尺 是 一 个 
射影 Ro BOE. 

Br 2) A R (reduced scheme) ”代数 簇 的 推广 . 

—^ HEB CX, Ox) 的 每 一 = 的 局 部 环 Ox,: 都 
ep eg 则 称 X 是 既 约 概 形 .任意 一 个 概 
形 (X,Ox) 都 含有 一 个 极 大 的 既 约 闭 子 概 形 

(Xs A 

THEE (subscheme) 开 子 概 形 、 闭 子 概 形 与 
一 般 子 概 形 的 统称 . 概 形 (X,Ox) 的 开 子 概 形 就 是 一 
个 概 形 (U ,Ou), 其 中 拓扑 空间 U 是 XX 的 开 子 集 , 结 
构 层 Ov2xOxlv. Æ I ERI X 的 拟 凝 聚 Ox 理想 
Jz, Y =suppOx/4, WY Æ X HATH. 而 称 ( 了 ， 
(Ox/F) | AH A TA ATE. 可 见 对 于 拓扑 

空间 X 的 一 个 闭 子 集 了 ,以 了 作为 拓扑 空间 的 闭 子 
概 形 不 止 一 个 ,但 其 中 必 有 一 个 惟一 的 最 小 闭 子 概 
形 , 这 个 闭 子 概 形 一 定 是 既 约 的 . AI Y dE X By 
某 个 开 子 概 形 的 闭 子 概 形 , 则 称 Y 为 X 的 子 概 形 . 
ESH f:Y 一 X BSS Y BX 的 一 个 开 子 概 形 ( 或 
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相应 地 : 闭 子 概 形 、 子 概 形 ，) 上 的 同 构 , 则 相应 地 称 f 
J& — ^ JF A GB] A RA). 

开 子 概 形 (open subscheme) — A," TJE”. 

闭 子 概 形 (closed subscheme) 见 “ 子 概 形 ”. 

FA (open immersion) JL Y SUE". 

AA (closed immersion) — JL" 3- HEJE ". 

2E AX(Gmmersion) JL" HUE". 

WE 45 BEB (Noetherian scheme) WF MATE 
J”. TE X 有 一 个 由 诺 特 环 的 谱 所 构成 的 有 
限 仿 射 开 履 盖 , 则 称 X 是 诺 特 概 形 . 诸 特 概 形 中 的 
任意 一 个 仿 射 开 子 概 形 都 是 诺 特 环 的 谱 . 域 上 或 诺 
特 环 上 的 有 限 型 概 形 都 是 诺 特 概 形 . 

正规 概 形 (normal scheme) 整 闭 整 环 的 推广 . 
BT BOE X 的 所 有 局 部 环 Ox,: 都 是 整 闭 整 环 , 则 
称 X 是 正规 概 形 . 正规 概 形 是 局 部 不 可 约 的 ,因此 


它 的 连通 分 文 与 不 可 约 分 支 重 合 . 正规 诺 特 概 形 的 


奇 点 集 的 余 维 数 大 于 1. 对 于 一 个 既 约 概 形 X 总 存 
在 一 个 典范 的 正规 概 形 X 与 XX 相伴 , 称 为 X 的 正 
规 化 . 当 X 是 域 上 有 限 型 概 形 时 ,XX 一 一 定 是 有 
限 态 射 . 

正则 概 形 (regular scheme) ”光滑 代数 簇 的 推 
广 . 奇 概 形 (X,Ox) 在 每 个 点 r€X BABY Ox. 
是 正则 局 部 环 , 则 称 为 正则 概 形 . eX 是 代数 闭 域 
上 的 代数 艇 , 则 正则 性 和 非 异性 是 等 价 的 . 

光滑 概 形 (smooth scheme) 光滑 代数 簇 概 念 
WHE. xX Bm hk ENA Ak ERA 
代数 闭 包 ,X 的 基 扩 张 Xi 是 正则 概 形 , 则 称 X 是 光 
滑 概 形 . 当 是 完全 域 时 ,正则 & 概 形 与 光滑 WE 
是 一 致 的 . 仿 射 & 空间 Az 和 射影 & 空间 Pi 都 是 光 
滑 & 概 形 的 例子 . AI X 是 在 仿 射 & 空间 AP 内 
由 方程 

F(X1 ,X5,77, Xn) =O (i=1,2,.,n) 
所 给 出 , 则 X 是 光滑 概 形 ,当量 仪 当 雅 可 比 矩 阵 
(2F;/3X;)dE X 的 每 一 个 点 x RST X 1E x HR 
维 数 . 

HERA (group scheme) 具有 代数 的 群 结构 的 
概 形 . S 为 任意 概 形 , 则 一 个 S$ 上 的 群 概 形 指 的 
是 一 个 态 射 +:G 一 S$, 连同 5 AH miGXsG—G Gl 
法 ),o;:S 一 G( 单 位 元 ) 及 4:G 习 G( 逆 元 ), 满 足下 述 
条 件 : 

l.m ° Cidg sm) — m ° (m X side) :G K 5G & sG 
一 G( 结 合 律 ). 

2.m° Co X ido) =m ° Cidg X50) =ide: G=S 
X sG—>G. 

3. m » (OX sido) ° A=m ° CidgXst) » A=oe x7; 
G>G, H F A:G—G X5G 是 对 角 态 射 . 

群 概 形 GS 称 为 交换 的 , 重 还 满足 : 
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4. m ° Cpr;, pri? 9m :G X sG>G. 

若是 仿 射 (有 限 、 有 限 型 ,分离 . 正 常 .射影 \ 光 
滑 、 平 坦 、…:) 态 射 , 则 称 S 群 概 形 为 仿 射 (有 限 、 有 
限 型 分离. 正常、 射影、 光滑 、 平 坦 、…. ) 的 . 


4j BAS Gt (separated morphism) Ji “Bt W 
Je. 

A RÆ A SF (morphism of finite type) “FF 
概 形 


有 限 态 射 (finite morphism) MRE”. 

仿 射 态 射 (affine morphism) 仿 射 概 形 的 相对 
化 . WA RIE A AS XS ,使 得 S 中 任何 仿 
射 开 子 概 形 的 原 像 都 是 仿 射 概 形 ,这 时 X 称 为 仿 射 
S 概 形 . 仿 射 态 射 当 然 是 一 个 局 部 性 质 . 概 形 的 闭 浸 
入 .有 限 态 射 、 仿 射 概 形 间 的 态 射 都 是 仿 射 态 射 . A 
A 是 一 个 O, 代数 层 , 则 -o 可 以 定义 一 个 仿 射 S 
概 形 Spec -ez ; 反 过 来 任意 一 个 仿 射 S 概 形 都 可 如 
此 表示 . 


(£554 S HERS (affine S-scheme) 见 “ 仿 射 态 
BT". 
Bt E AS HT (projective morphism) STE SE W HE 


广 及 相对 化 . 设 S 是 一 个 概 形 ,Z 上 射影 空间 
P?;=Proj ZLT 7 了 | 

用 S—SpecZ 做 基 扩 张 后 可 以 得 到 S 上 的 射影 空间 
Ps = Pz X speczd. Xl f: X =S 可 以 分 解 为 一 个 闭 
BA XSP: 以 及 投影 PSS 的 复合 , 则 称 f 是 射 
影 态 射 ,X 称 为 射影 SRE. 直观 地 看 ,射影 S 概 形 
就 是 S 上 某 个 射影 空间 的 闭 子 概 形 . 诺 特 概 形 的 射 
影 态 射 一 定 是 正常 态 射 . 射影 态 射 是 一 个 整体 概念 ， 
即 射影 态 射 S XS 在任 一 点 sSES 上 的 纤维 
广 !(G) 都 是 剩余 域 &Cs) 上 的 射影 概 形 ;: 但 反之 则 不 
Xf. 4 S=SpecA 是 仿 射 概 形 时 ,射影 9 概 形 一 定 是 
某 个 分 次 4 代数 的 齐 次 谱 . 4S 是 一 般 概 形 时 ,一 
定 存在 分 次 Os 代数 层 A, EGR S 概 形 同 构 于 
Proj 4. 

tHe S BER (projective S-scheme) 见 “ 射 影 态 
射 ”. 

拟 射 影 态 射 (quasi-projective morphism) + 
射影 簇 的 推广 及 相对 化 . Ae YS 是 射影 态 射 ,ff: 
X—S 是 一 个 态 射 ,使 得 一 Y E S 上 开 浸 入 , 则 称 
f 是 拟 射 影 态 射 ,X 称 为 拟 射影 S 概 形 . 换 句 话说 ， 
拟 射 影 S 概 形 是 S 上 某 个 射影 空间 的 子 概 形 . 

HW St RG S 概 形 (quasi-projective S-scheme?) 
见 “ 拟 射影 态 射 ”. 

正常 态 射 (proper morphism) 完备 艇 的 相对 
化 . 就 是 概 形 间 的 分 离 .绝对 闭 、 有 限 型 态 射 . BOE 
间 的 一 个 闭 态 射 ;f:X 一 Y 在 任意 的 基 变 换 了 一 Y 
PR SHAH XXY 一 Y 仍 是 财 态 射 , 则 称 f 是 绝 


对 闭 的 . 一个 态 射 是 否 正常 态 射 是 一 个 局 部 性 质 . 正 
常态 射 的 概念 起 源 于 谢 瓦 菜 (Chevalley,C. ). 正常 
态 射 与 射影 态 射 非常 接近 :射影 态 射 必 是 正常 态 射 ， 
拟 射影 的 正常 态 射 必 是 射影 态 射 . 周 炜 良 定理 又 断 
言 :正常 态 射 被 射影 态 射 所 文 配 . 正常 态 射 具有 良好 
的 上 同调 性 质 ,因此 在 概 形 的 层 上 同调 理论 中 起 着 
重要 作用 . 

绝对 闭 态 射 (absolutely closed morphism) J 
“正常 态 射 ”. 

平坦 态 射 (flat morphism) 平坦 模 的 推广 和 相 
对 化 . 设 fiX—S 是 概 形 的 态 射 , 若 对 于 任意 的 点 工 
EX, 局 部 环 Ox,: 是 平坦 Oy po, WRK f 是 平坦 态 
射 ,X 称 为 平坦 S BOE. 直观 上 看 ,有 限 型 平坦 态 射 
相当 于 代数 簇 的 连续 族 .平坦 态 射 是 开 映 射 , 而 且 是 
等 维 数 的 ( 即 对 于 s€5 的 邻 域 ,f 的 纤维 有 相同 维 
数 ). 若 平 坦 态 射 f:X 一 S 又 是 满 的 , 则 f 称 为 忠实 
平坦 的 . 

平坦 S 概 形 (flat S-scheme) 见 “ 平 坦 态 射 ” 

忠实 平坦 态 射 (faithfully flat morphism) J 
“平坦 态 射 ” 

光滑 态 射 (smooth morphism) 光滑 概 形 的 相 
对 化 ,也 可 看 成 是 非 异 代数 簇 的 族 . 设 1;:X 一 S 是 有 
限 型 态 射 E f 是 平坦 态 射 ,并 且 对 任 一 个 点 Se S, 
纤维 广 !(Gs) 是 剩余 域 &Cs7 上 的 光滑 概 形 , 则 称 了 是 
光滑 态 射 ,X 称 为 光滑 S BOE. 仿 射 S 空间 AS 和 射 
影 9 空间 P! 都 是 光滑 S 概 形 . X oW SCR HIE 
数 时 平展 态 射 是 光滑 态 射 .反之 ,光滑 态 射 f:X 一 S 
总 可 以 局 部 地 分 解 为 平展 态 射 X— AS 与 投影 AL 
S 的 合成 . 

J6 iB S BER (smooth S-scheme) 
By”. 

T Sy eK AS Ft Cunramified morphism) 代数 数 
论 中 的 不 分 歧 扩 张 的 推广 . 不 分 歧 态 射 f:X 一 S 是 
概 形 间 的 局 部 有 限 型 态 射 ,使 得 对 每 个 ;SES 都 有 
X, 二 USpecki, 其 中 是 :的 剩余 域 k(s) 的 有 限 可 
分 扩 域 .特别 地 ,平坦 的 不 分 歧 态 射 就 是 平展 态 射 . 
闭 浸 和 人 都 是 不 分 歧 态 射 . 

平展 态 射 (etale morphism) — # i E B JG iH 
态 射 . 代数 簇 或 概 形 间 相 对 维 数 等 于 0 的 光滑 态 射 ， 
它 也 可 以 等 价 地 定义 为 概 形 间 的 不 分 歧 平 坦 态 射 . 
当 X 和 了 都 是 光滑 簇 ( 即 复 流 形 ) 时 ,平展 态 射 fX 
>Y 蕴含 了 对 应 点 的 切 空间 的 同 构 或 解析 局 部 环 间 
的 同 构 . 平 展 态 射 在 平展 上 同调 理论 以 及 概 形 的 基 
本 群 和 代数 空间 的 定义 中 都 起 着 重要 的 作用 . 

tÈ BR (algebraic variety) 代数 几何 的 基本 
研究 对 象 . 设 & 是 一 个 域 , 域 上 上 的 代数 簇 就 是 一 个 
BEDA ARE k WE. 这 里 的 基 域 往往 被 取 
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作 代 数 闭 域 . EM PRR AE n ME DS 
BIE TS k BEI Ud R A AB YT HR A SY. 
Bt ee OT EA OR BO TR. TE XE ESR. 
之 则 不 然 . ZK BH eB Ss EE RX DTE 
HE— PD SERRE X ,使 得 X— X BHR BA. 代数 簇 的 
概念 最 早 是 在 20 世纪 20 年 代 由 范 ， 德 。 瓦尔 登 
(Van der Waerden, B. L. ) At i; Fg (Noether, E. ) 等 
提出 的 ,以 后 又 经 过 韦 伊 (Weil,A. ) 8£7R (Serre, J. 
P.OSE A FS Ac FE, H B® S S ik ve (Grothendieck, 
A.) 把 它 纳 入 概 形体 系 , 才 得 到 上 述 的 现代 定义 . 

Ht é fA (projective variety) WRR”. 

拟 射 影 艇 (quasiprojective variety) Ji ^X 
fE”. 

1h St #E (affine variety) MARERE”. 

5E & fe (complete variety) — JL" CR. 

代数 空间 (algebraic space) {RAR AHI TE 
念 的 推广 . BEI S 上 的 代数 空间 是 S 的 平展 拓扑 意 
义 下 的 集合 层 4 ,并 且 存 在 概 形 U 以 及 层 的 态 射 u: 
7 一 4, 还 有 一 个 等 价 关 系 isto: 3U ,使 得 T 和 1; 
都 是 满 平展 态 射 ,(i1,i,):R>U XsU 是 拟 紧 的 ,而 
Hus SS ASHEU/R 间 的 等 价 . AN RU 为 
B 4 的 平展 覆盖 . 代数 空间 是 阿 廷 (Artin,E. ) 引 入 
的 ,主要 目的 是 为 了 弥补 概 形 范畴 关于 许多 取 商 的 
PS T^ AS St FA] B RBA. 代数 空间 关于 平坦 等 价 关 系 取 
商 仍 是 代数 空间 . 概 形 理论 里 的 许多 概念 都 能 推广 
到 代数 空间 ,并 且 代 数 空 间 中 包含 有 扎 里 斯 基 拓 扑 
意义 下 的 开 笛 密 子 空间 ,使 它 是 一 个 概 形 . 

SERES Z (étale covering) WRA H”. 

射影 空间 (projective space) 整体 几何 最 基本 
的 研究 对 象 之 一 . 射影 空间 的 概念 最 初 产生 于 古典 
射影 几何 . 对 于 射影 定理 中 的 奇异 情形 ( 即 有 些 直线 
相互 平行 的 情形 ) ,为 方便 起 见 引 人 无 穷 远 点 的 概 
念 , 即 规定 平面 上 每 条 直线 上 有 一 个 无 穷 远 点 ,两 条 
直线 平行 就 是 相交 于 无 穷 远 点 ,所 有 无 穷 远 点 组 成 
一 条 无 穷 远 直 线 . 这 种 构造 方法 还 可 以 推广 到 高 维 
空间 ,建立 nn 维 ( 实 ) 射 影 空 间 Pa. 在 n 维 射影 空间 
中 常 采 用 齐 次 坐标 (X。: Xo: : X,), 其 中 X, 
X, X, 不 全 为 0; 若 a0, WM (aX, : aX, tot 
aX, 5 CXo s Xi: c: XD) RANT A. A n 2E 
( 实 ) 射 影 空间 同 构 于 (CR?” — (0) /R" . iE —25 853 9f 
究 表 明 PR 是 紧 致 解析 流 形 . AS UNI) A PA 
中 坐标 X250 的 点 全 体 , 则 UFR", H Uo Ui ae WU, 
组 成 Pa 的 一 个 开 履 盖 . 上 述 构造 方法 可 以 推广 到 
任意 体 K 上 ,建立 天 上 的 2 维 射影 空间 Pk. 在 概 形 
理论 中 ,还 将 射影 空间 建立 在 整数 环 Z 上 , 即 建立 
射影 概 形 Pl 由 此 对 任意 概 形 X 可 以 建立 Pk EE 
X 和 PCE SpecZ 上 ) 的 纤维 积 . BSH, AX = 
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Spec KCK 为 域 ), 则 Py = Pr. 

由 于 射影 空间 的 性 质 非 常 丰富 难以 全 面 列 举 ， 
仅 举 数 例如 下 : 

1. P& MEFA, Pe 可 看 做 添上 无 穷 远 点 的 复 
平面 , 同 胚 于 球面 . 

2. PR Té FAM h TT. BY VA [e] RS b Bx A VU fe zs [8] 
R* 48 AS BE [n] Ef Hh ix A = A zs [8] Ri,Pé 是 代数 极 小 
曲面 . 

3. Pe 是 克 勒 流 形 , 它 的 闭 解析 子 空 
的 . 

4. 对 任意 域 £, Pi 是 齐 性 空间 ,其 切 从 由 整体 向 
量 场 生成 ,其 自 同 构 群 为 射影 群 PSL(n 十 1,k), 其 
皮卡 群 Pie(PDzZ. 

扎 里 斯 其 拓扑 (Zariski topology) ”代数 簇 与 概 
形 的 研究 中 使 用 的 一 种 拓扑 . 扎 里 斯 基 拓 扑 往 往 用 
指定 空间 中 的 闭 子 集 的 方式 来 定义 . 仿 射 空间 A" 中 
的 扎 里 斯 基 闭 集 就 是 某 一 族 多 项 式 的 公共 零点 集 . 
从 A 的 扎 里 斯 基 拓 扑 就 可 诱导 得 代数 簇 的 扎 里 斯 
基 拓 扑 . 对 于 一 个 仿 射 概 形 Spec A, 把 扎 里 斯 基 闭 
集 取 为 


间 都 是 代数 


VU) = (p € Spec Ale Ij, 

其 中 了 是 环 4 的 一 个 理想 . 类 似 地 即 可 得 到 概 形 的 
扎 里 斯 基 拓 扑 . 扎 里 斯 基 拓 扑 是 很 弱 的 拓扑 ,因此 有 
时 在 概 形 的 研究 中 要 使 用 更 强 的 平展 拓扑 . 当 基 域 
是 复数 域 时 ,有 时 要 使 用 通常 的 复 拓扑 . 

算术 亏 格 (arithmetic genus) {CRRA — | 
数值 不 变量 . 对 于 一 个 VESERICBUR X, 它 的 算术 
GH p(X) 可 定义 为 (一 1)"(X(Ox) 一 1) ,其 中 


X(Ox) = > (— 1)' dim Hi(X,Ox). 


当 基 域 & 的 特征 数 等 于 0 时 ,算术 亏 格 是 一 个 双 有 
理 不 变量 . 

几何 亏 格 (geometric genus) ”光滑 代数 簇 的 一 
个 数值 不 变量 . 对 于 一 个 维 光 滑 完 备 代数 簇 X «JL 
何 亏 格 ps (XX) 定义 为 X E BS IE Jl] 微分 形式 空间 
的 维 数 . 根据 塞 尔 对 偶 性 ， 

p(X) = dim Hi(X,Ox). 
JOR 5 EG RAY LAB] oz dé de — PO SA ER. 

不 规则 性 (irregularity) 光滑 代数 簇 的 一 个 数 
值 不 变量 . 当 X 是 光滑 完备 代数 簇 时 ,XX 上 的 正则 1 
微分 形式 构成 一 个 品 量 空间 , 它 的 维 数 就 是 X 的 不 
规则 性 q CXO. 光滑 射影 徐 的 不 规则 性 是 一 个 双 有 理 
不 变量 ， 

欧 拉 - 庞 加 莱特 征 标 (Euler-Poincare character- 
istic) 代数 簇 的 一 个 数值 不 变量 . RE n 维 完备 簇 
XX 的 欧 拉 - 庞 加 莱特 征 标 XxX(Ox) 定 义 为 

>) (= D'dim, H(X ,Ox). 
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' Eu pOOBUS XX 

pal X)=(—-1)"(XCOx) — 1). 
当 基 域 & 的 特征 数 等 于 0 时 , 欧 拉 - 庞 加 莱特 征 标 是 
双 有 理 不 变 的 . 

小 平 维 数 (Kodaira dimension) ”代数 簇 的 一 
数值 不 变量 . 设 X 是 n 维 完 备 正规 代数 簇 ,Kx 是 X 
的 一 个 典范 除 子 , 若 对 所 有 的 自然 数 m m1 都 有 
ImKx| 二 多 , 则 定义 X 的 小 平 维 数 eX) = — 00; B 
则 ,定义 (X) = maxn>: (dim nr, (X)) KE Bnk, 
表示 由 线性 系 |mxKx| 所 定义 的 双 有 理 映 射 Pnr: X 
> Pio, 于 是 ,有 不 等 式 <k(X) 委 dimX. 小 平 维 
数 在 代数 簇 的 分 类 理论 中 起 着 重要 作用 ,“(X)== 
dim X 的 代数 簇 被 称 为 一 般 型 的 . 当 dim X —1 时 ， 
K(X) =— oo 的 光滑 代数 曲线 就 是 射影 直线 P; 
K(X) 一 0 的 光滑 代数 曲线 就 是 椭圆 曲线 ; KO) = 1 
的 光滑 代数 曲线 是 所 有 亏 格 大 于 1 的 曲线 . 

— fg Æ KOM BE (algebraic variety of general 
type) 见 “ 小 平 维 数 ” 

典范 环 (canonical ring) {CARER LA HERE 
量 之 一 . 当 X BGAN wR ox 是 其 典范 层 . 定 
MX WHA 

R(X) = OH" (X o"). 
对 于 一 般 的 代数 簇 ， 它 的 典范 环 就 是 与 它 双 有 理 等 
价 的 光滑 射影 徐 的 典范 环 . 典范 环 是 否 有 限 生 成 是 
一 个 重要 而 又 困难 的 问题 ,这 一 问题 直接 联系 到 X 
的 典范 模型 的 存在 性 . 当 X 是 2 维 或 3 维 的 一 般 型 
代数 簇 时 ,有 限 生成 性 已 被 证 明 , 更 高 维 数 的 情形 则 
尚未 解决 . 
皮卡 群 (Picard group) 一 种 阿 贝尔 群 . 指 由 环 
空间 引出 的 一 种 群 . 环 空间 (X,Ox) 的 可 逆 层 的 同 构 
类 所 成 的 群 . 群 的 运算 由 可 道 层 的 张 量 积 所 诱导 .XX 
的 皮卡 群 记 为 Pic(X)( 或 PicX), 自 然 同 构 于 上 同 
调 群 A(X OX), XE OX 是 Ox 的 可 逆 元 构成 的 
E. PX 是 代数 闭 域 上 的 光滑 代数 簇 时 ,Pic(X) 是 
一 个 代数 群 , 它 的 零 连 通 分 支 Pic"(X) 是 一 个 阿 贝 
AR di PAR FIR. 

BR (Picard variety) AW“ RRR”. 

拟 凝 聚 层 (quasicoherent sheaf) 环 空 间 上 的 
一 类 特殊 的 层 . 更 精确 地 , 它 是 环 空间 (X,Ox) 上 的 
一 个 Ox 模 层 . FFAXt X 的 任意 一 点 工 都 存在 一 
个 邻 域 U 和 正 合 列 F>2>F | 0, FP P, 2 
是 自由 Ov 模 层 . 24 X —Spec A 是 仿 射 概 形 时 , 拟 北 
R Ox 模 层 的 范畴 通过 对 应 C >r X, F) MTF 
A FR YO ES. 

ie Be E (coherent sheaf) 环 空 
殊 的 层 , 更 精确 地 , 它 是 环 空 
模 层 FS. CHE: 


间 上 的 一 类 特 
间 (X,Ox) 上 的 一 类 Ox 


1. 是 有 限 型 的 ( 即 Z 局 部 地 由 有 限 多 个 Ox 
的 截面 生成 ). 

2. HEU 上 的 任意 一 个 同 态 Olu 一 .多 |v 的 核 
也 是 有 限 型 的 ,这 里 的 ”是 任意 正 整数 , 

一 般 总 是 假设 环 空间 的 结构 层 Ox 本 身 是 一 个 
凝聚 层 . 代数 闭 域 上 的 解析 空间 和 代数 簇 都 具有 此 
性 质 . 代数 簇 或 诺 特 概 形 上 的 凝聚 层 在 代数 几何 的 
研究 中 起 着 重要 作用 ,尤其 是 层 上 同调 的 理论 更 是 
建立 在 凝聚 层 之 上 的 . 当 X=Spec4 是 诺 特 仿 射 概 
形 时 ,凝聚 Ox 模 层 的 范畴 等 价 于 有 限 生 成 4 模 的 
m. 

可 逆 层 (invertible sheaf) 环 空 间 上 的 一 类 结 
构 层 . 指环 空间 (X,Ox) 上 秩 为 1 的 局 部 自由 Ox T 
JZ. X 上 的 可 逆 层 的 同 构 类 关于 层 的 张 量 积 构成 一 
个 阿 贝 尔 群 , 就 是 著名 的 皮卡 群 Pie X. npa £^ 的 
对 偶 层 Com GZ ,Ox2 BLE S 在 皮卡 群 中 的 道 元 . 
这 就 是 可 逆 层 名 称 的 由 来 . 当 OX 是 代数 簇 或 解析 空 
间 时 ,可 逆 层 与 线 丛 之 间 有 者 一 个 一 一 对 应 的 关系 . 
此 外 可 逆 层 与 除 子 之 间 也 有 一 个 很 好 的 对 应 关系 ， 
这 使 得 可 逆 层 成 为 代数 几何 中 的 一 个 重要 研究 工 
H. 例如 T: Lyo EN E. yn] 是 射影 空间 P? HJ 3T 
次 坐标 ,U; 是 PY 中 由 yw 天 0 所 定义 的 开 集 , 则 坐标 
变换 gj = (yi;/y;)” 定义 了 Pr 上 的 一 个 可 逆 层 
O(n). 

甚 丰 层 (very ample sheaf) 与 一 个 拟 射 影 簇 
到 射影 空间 内 的 通信 有 关 的 可 逆 层 . 设 X 是 一 个 拟 
Rte ke Se XEBER. ATETA iX 
一 已 ,使 得 和 = Ord) WKY EX EEG 
层 . 因此 ,一 个 代数 簇 能 否 姐 入 到 射影 空间 内 ,就 取 
决 于 甚 丰 层 的 存在 性 . 甚 丰 层 的 概念 相对 化 后 ,就 可 
得 到 S REJ. 

丰富 层 (ample sheaf) — 5 3) 51 5 7s IH] P3 B] X 
和 有关 的 局 部 目 由 层 . 设 XETRA, S BX 
上 的 可 逆 层 , 若 存 在 一 个 正 整 数 ”, 使 得 eI RMA X 
的 甚 丰 层 , 则 称 Z 是 丰富 层 . CIR BE 
时 , 则 可 构 作 X 上 的 射影 空间 丛 P= PCS). AE P E 
的 可 逆 层 Op《1) 是 丰富 层 , 则 称 局 部 自由 层 人 为 X 
上 的 丰富 层 . 

半 丰 富 层 (semiample sheaf) [VE X 上 的 
一 类 特殊 的 可 逆 层 . Sup ES c4 是 半 丰 富 层 时 , 存 
E m>0 使 得 笃 8" 可 由 整体 截面 生成 . 也 就 是 说 ， 
Se" 可 以 确定 一 个 从 XX 到 某 个 射影 空间 里 的 态 射 . 

WE (tangent sheaf) {UR E B5 AA OS fü] 
构成 的 层 . SEC GL OSEE AUR X, 切 层 就 是 X 上 
一 次 微分 所 构成 的 层 Qx 的 对 偶 层 , 即 

Fy = Kom ,Ox). 
35 X 为 光滑 代数 艇 时 , 切 层 是 一 个 局 部 自由 层 , 其 
秩 等 于 X 的 维 数 ， 
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法 层 (normal sheaf) {RRR X WATE Y 
上 的 一 个 层 . 若 了 在 和 X 中 的 理想 层 为 LERRA 
AY dE X 中 的 余 法 层 . 它 的 对 偶 层 

Ny,x = om I/P ,0y) 
BRAY TE X 中 的 法 层 . 当 X 和 了 都 是 光滑 代数 得 
时 ,法 层 Ny/x 是 一 个 局 部 自由 层 , 其 秩 等 于 Y 了 在 X 
内 的 余 维 数 r 这 时 有 一 个 典范 的 正 合 列 
O07 y— 7 xC9Oy— N yx —0. 

余 法 层 (conormal sheaf) WAR”. 

RF (divisor) IPP BERT. RRR 
的 重要 工具 之 一 .不 可 约 租 X 上 余 维 数 为 1 的 不 可 
AF RA RAM. 具体 地 , 若 ED 表示 X PREF X 
的 奇异 轨迹 之 中 且 余 维 数 为 1 的 不 可 约 子 簇 的 全 
体 ,Div DO RRI Z ABH AT, 
Div CX) F BS 26 ARF. 设 4= 2>ni4; 是 一 个 除 
TA; dé n] Z TR E BUB BJ n; 宇 0, 则 称 4 为 有 
效 除 子 , 称 A 为 素 除 子 .例如 , 若 X 是 余 维 数 1 E 
则 的 ( 即 X 的 所 有 一 维 局 部 环 都 是 正则 环 ) 射 影 复 ， 
4 是 X 上 的 素 除 子 , 则 O04 是 一 个 离散 赋值 环 . 若 f 
是 X EASE & HAZ, MX} O4 的 赋值 vasva(}) 
是 个 整数 , 且 除 了 有 限 多 个 4 之 外 ,va(7f) 二 0. 因 
此 ,可 以 定义 f 的 除 子 

divs) = > wA, 

这 种 除 子 称 为 主 除 子 . BGAPTRF D,D' 的 差 等 于 
一 个 主 除 子 , 即 D 一 D'==div(f), 则 称 D A D'ER 
性 等 价 的 . Div(X) 关 于 线性 等 价 的 商 群 称 为 X 的 
除 子 类 群 , 记 为 CX). 

韦 伊 除 子 (Weil divisor) 即 “ 除 子 ” 

有 效 除 子 (effective divisor) WRT”. 

=F (prime divisor) 见 “ 除 子 ” 

+K F (principal divisor) WRT”. 


KF SEF (divisor class group) WRT”. 
SiRF (Cartier divisor) MES RAE 


FAEERE. E XERE, X 是 其 结构 层 Ox 
的 分 式 环 层 ,- 关 “是 环 层 oC 中 可 逆 元 组 成 的 乘法 
WEE Ox 是 Ox 的 可 道 元 层 , 则 XX 上 的 一 个 卡带 埃 
除 子 就 是 商 层 -%Y* /Ox 的 一 个 整体 截面 . FERRER 
子 也 可 表述 为 {(U,,f;)), 其 中 4U;}) 是 X 的 一 个 开 覆 
m f;€DQU A), HXI SOS 1,7 都 有 
f/f; € TU; N U; Ox). 
与 和 (XX,f)) 相 对 应 的 卡带 埃 除 子 称 为 主 除 子 . AW 
个 卡带 埃 除 子 的 差 是 一 个 主 除 子 , 则 称 它 们 是 线性 
等 价 的 . 当 X 是 光滑 射影 簇 时 ,卡带 埃 除 子 与 韦 伊 
除 子 成 一 一 对 应 ,并且 此 对 应 还 保持 线性 等 价 关 系 . 
线性 等 价 除 子 (linearly equivalent divisors) 
TRA AS HE IRR”. 
Æ TE K F (numerically effective divisor) KT 
909 
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概念 的 推广 . 设 X JEOGIB HIRD J& — PC ER d 68 
Xt X bf£—Am ur 23 gi Ze C, 相 交 数 DC 之 0, 则 称 D 
是 X 上 的 半 正 除 子 . 

8835 B& F (canonical divisor) fe EB 
类 特殊 的 除 子 . 具体 地 , 若 X JE GB TRE Ox 是 
和 上 的 正则 1 形式 芽 层 ,wx= A"Ox,r 一 dimX, 则 称 
AY GE wx 对 应 的 除 子 Kx 为 X 的 典范 除 子 . 等 价 
地 ,X 上 正则 > 形式 的 零点 和 极点 的 代数 和 (考虑 重 
数 ) 所 定义 的 除 子 称 为 典范 除 子 . 典范 除 子 在 射影 代 
数 簇 或 紧 复 流 形 的 分 类 中 起 重要 作用 . X 的 许多 不 
变量 就 是 通过 典范 除 子 及 其 上 同调 定义 的 . 

例外 除 子 (exceptional divisor) 被 某 个 态 射 收 
缩 的 除 子 . 设 Ss XY 是 两 个 正规 簇 之 间 的 正常 满 
ASHE 是 关上 的 一 个 有 效 除 子 , 奇 COD TE Y 中 的 
ZR HEC 2. WU ER E 是 了 SP BR. Bl AU, A RT SE 
数 之 2 的 入 YY 上 的 一 个 点 b TOR A N p 的 逆 像 就 
是 此 爆发 的 例外 除 子 ， 

线性 系 (linear system) SHARAN ZA X En 
一 个 除 子 集合 . Zi D 是 X BJ—^ ER fos fart fs 
AX LWA PER E div(f)+D0, SERT 
集合 

A= {div( Jaf) + Dla; € kai 不 全 为 零 
为 线性 系 . 奢 A 包含 所 有 与 D 线性 等 价 的 有 效 除 
子 , 则 称 A 是 DD 的 完全 线性 系 , 记 为 |1D|. 每 个 非 空 
线性 系 均 可 定义 从 XX 到 某 个 射影 空间 内 的 有 理 映 
射 . 

完全 线性 系 (complete linear system) 
HZ”. 

—f z& Cgeneric point) 近代 (19 HARES) 
代数 几何 的 一 个 基本 概念 . PX 是 域 & 上 的 一 个 
ERDRE, N FER 的 一 个 “足够 大 的 ” 扩 域 (可 以 
通过 添加 无 穷 多 个 不 定 元 的 超越 扩张 取代 数 闭 包 得 
P), M X 的 “坐标 在 Q2 中 的 ”点 称 为 2 点 ,用 概 形 
的 语言 ,这 相当 于 一 个 天 AH SpecQ>X. FX W 
点 的 坐标 满足 某 个 代数 关系 , 则 X E AP 
的 坐标 也 满足 这 个 关系 .在 书 的 坐标 除了 这 些 关系 
外 没有 其 他 代数 关系 , 则 称 P 是 XX 的 一 个 一 般 点 . 
HL SUE BIS A o Ar U = Spe RCX 是 一 个 包含 P: 
Spec Q— X B3 & 83 Dj 8] JF - H.W P 是 一 般 点 相当 
于 P 了 诱导 的 环 同 态 R 一 人 纺 是 单 射 . 事 实 上 , 藻 己 是 
一 般 点 , 则 P 的 像 包 含 于 X 的 任 一 扎 里 斯 基 非 空 开 
TRE. 因此 , 硅 一 个 一 般 点 了 的 坐标 满足 某 个 代 
ARR M X 的 所 有 点 的 坐标 都 满足 该 关系 . 在 概 
形 理 论 中 ,一 般 点 的 定义 略 有 不 同 .一 个 仿 射 概 形 
Spec R 的 一 个 一 般 点 指 的 是 R 的 一 个 极 小 素 理 想 ， 
而 一 个 概 形 的 一 般 点 指 的 是 它 的 所 有 仿 射 开 子 概 形 
的 一 般 点 全 体 . 
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奇 点 (Csingular point) 代数 几何 的 一 类 重要 概 
念 . BIG X 中 不 正则 的 点 .看 一 个 点 的 局 部 环 不 是 
正则 的 , 则 称 这 个 点 为 奇 点 .设立 是 不 可 约 代 数 簇 ， 
车 有 光滑 得 X 以 及 双 有 理 态 射 XX, MEX AX 
的 奇 点 解 消 . 广 中 平 禧 证 明了 特征 零 的 代数 簇 的 奇 
点 均 可 被 解 消 ,但 特征 pO 的 情形 至 今 尚 未 完全 
解决 . 

A uci (resolution of singularities) 
B. 

有 理 奇 点 (rational singular point) 最 简单 的 
奇 点 之 一 . 设 了 是 代数 艇 ,pp 是 XX 的 一 个 奇 点 (不 妨 
设 X 只 有 此 奇 点 )， XX =A 是 奇 点 解 消 ， #y p BT 
AW 120,388 R f.Ox = 0,0 p EX HAHA 
A. 例如 ,曲面 的 A-D-E 型 奇 点 就 是 有 理 奇 点 . 

R 8 -X HT FE (CRiemann-Roch theorem) {ft 
数 几 何 的 一 个 重要 定理 . TE ER RU 2X RET A 
X 上 的 局 部 自由 层 E 的 特征 标 与 和 XX 的 类 之 间 
的 关系 的 定理 .古典 的 黎 曼 - 罗 赫 定理 是 关于 亏 格 g 
的 代数 曲线 上 的 除 子 D 的, 它 可 表述 为 

ICD) —ICK —D) —deg D4-1— g. 
A & (Riemann, (G. F. )B. 2 Æ 19 世纪 时 建立 了 关 
T LOD) BIASES BE E d CRoch ,G. ) 得 到 上 
述 等 式 . SERRE AE EE A ETE E A eH B 
joe (Hirzebruch,F. ) 在 20 tlg Pa scm m. A X 
n EGAN BRS EX ETT Nama BE, 
5 IE pd ORT ah FE EREN : 

XE) = deg(ch(é)Dtd C7 x)), , 
KH chC/0J& & NR CER RED td C7 x) 是 X 的 
切 层 的 托 特 类 . 

扎 里 斯 基 定 理 (Zariski"s theorem) 亦 称 扎 里 
斯 基 主 要 定理 . 代数 几何 的 一 个 重要 定理 .该 定理 断 
言 : 若 f:X>Y 是 不 可 约 簇 间 的 正常 满 态 射 , 且 有 理 
函数 域 &(Y) 在 &(X) 内 是 可 分 代数 闭 的 , 则 对 于 正 
规 点 yEY, 其 完全 原 像 / '(y) 是 连通 的 . 扎 里 斯 基 
定理 也 可 表述 成 以 下 形式 : 设 了 :X 一 Y 是 射影 簇 之 
EBRA HRI, A XEM, p 是 了 没有 定义 的 点 ， 
则 完全 像 了 (pp) 是 维 数 宇 1 的 连通 集 . 

贝 祖 定理 (Bézout’s theorem) 齐 次 多 项 式 方 
程 组 解 的 个 数 的 定理 . Ent 个 未 知 量 的 ”个 齐 次 
多 项 式 方程 组 在 代数 闭 域 上 仅 有 有 限 多 个 不 成 比例 
的 非 零 解 , 则 考虑 到 重 数 的 解数 等 于 这 个 多 项 式 的 
次 数 的 乘积 . 应 用 到 平面 代数 曲线 ,定理 可 叙述 为 : 
m IX 5j n 次 代数 曲线 的 相交 数 等 于 mn. 

贝尔 蒂 尼 定理 (Bertini”s theorem) 关于 代数 
秘 上 线性 系 的 一 般 除 子 的 性 质 定理 . EX 是 特征 零 
代数 闭 域 上 的 代数 簇 , 是 们 上 不 含 固 定 部 分 的 线 
ER, A LAER X 到 射影 空间 内 的 映射 的 像 的 
维 数 大 于 1, 则 线性 系 工 中 几乎 所 有 的 除 子 都 是 既 
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HARRA 24 BOR IFA L 中 几乎 所 有 的 除 子 在 工 
的 基点 以 及 XX 的 奇 点 之 外 都 是 光滑 的 . 但 是 这 个 定 
理 对 于 正 特 征 的 域 不 对 . 

周 炜 良 定理 (Chow'’'s theorem) 阐述 代数 几何 
与 解析 几何 的 联系 ( 即 原则 ) 的 重要 定理 ,发 表 于 
1949 Œ. 该 定理 断言 : 复 射 影 空 间 的 任意 解析 子 集 
都 是 代数 簇 . 它 在 阐述 代数 几何 与 解析 几何 间 的 联 
系 的 GAGA 原则 中 占据 重要 的 地 位 . 

Æ XE (R Gerre's duality) ”代数 几何 中 上 同 
调 计 算 的 一 个 基本 定理 . 奋 X 是 2 维 光 滑 完 备 代 数 
fk 7 是 X 上 的 局 部 自由 层 ,wx BRE. Z E 
F WX BE, WW AX, +) oy Mt BS a) E 
H(X, FZ (X) wx) . FRI BE. H” CX , wx) I ya [8] A] 
于 基 域 &. 这 就 是 塞 尔 对 偶 定 理 . 

相伴 公式 (adjunction formula) 代数 几何 的 
一 个 重要 公式 . 指 建立 了 代数 簇 与 它 的 余 维 数 1 的 
子 复 的 典范 层 之 间 关 系 的 公式 .名 和 X 是 光滑 代数 
fe Y 是 X 的 光滑 的 余 维 数 1 的 子 簇 , 则 有 

wy = wxOx (Y 2)690y. 
称 其 为 相伴 公式 . 

有 理 映 射 (rational mapping) ”代数 艇 上 的 有 
理 函 数 概念 的 推广 . 但是, 它 并 不 是 集合 意义 下 的 映 
射 . 设 X MY RERNI, FETHU, g) AE 
价 类 称 为 一 个 有 理 上 映射 p: XY XBW U BX 
AEBSF F.C, :UV 一 是 一 个 态 射 ,(U ,9,) 与 (V， 
ev St, 24 EUM pu 和 Pv TE U(YV 上 相 重 合 . M 
Y 是 仿 射 直线 时 ,从 和 到 Y 的 有 理 映射 就 是 代数 簇 
X 上 的 有 理 函 数 . LIRA RU 的 并 集 U 称 为 有 理 
映射 9 的 定义 域 .U 在 g 下 的 像 称 为 有 理 映射 9 的 
像 , 并 被 记 为 p(X). 当 eO fe Y 内 稠密 时 ,yp 可 以 
ENA H R RRE A tk Ae" RY RODS RZ, 
A I R RUR A CA XC n] EA X. $8 Y 内 的 一 个 有 
理 映 射 . 当 oT FE &CYO SI &CXO E BS E PI BR STAT , o E 
称 为 双 有 理 映 射 . 

6 EB RR SY BJ XE X. d (domain of rational map- 
ping) 见 “ 有 理 映射 ” 

有 理 映 射 的 像 (range of rational mapping) Jil 
“有 理 映 射 ” 

双 有 理 上 映射 (birational mapping) 一 种 特殊 
的 有 理 映 射 . 它 诱 导 了 两 个 代数 簇 的 有 理 也 数 域 间 
的 同 构 . 双 有 理 映 射 9:X 一 Y BRT X MY 的 两 个 
稠密 开 子 秘 间 的 同 构 ,而 且 反 之 亦 正确 .这样 的 两 个 
代数 簇 被 称 为 是 双 有 理 等 价 的 或 双 有 理 同 构 的 . 利 
用 双 有 理 等 价 关系 对 代数 簇 进 行 分 类 是 代数 几何 的 
根本 问题 之 一 . 双 有 理 映 射 的 最 简单 的 例子 是 具有 
非 异 中 心 的 爆发 (或 称 独 异 变换 ). 对 于 维 数 三 2 的 
光滑 完备 徐 , 双 有 理 映射 一 定 可 分 解 为 上 述 的 爆发 
或 其 逆 映 射 的 复合 映射 . 
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3XU& 18 88 4r CL SE Cbirationally equivalent va- 
rieties) J“ A FERRET”. 

NAEH RW (birationally isomorphic va- 
rieties) WNA FB Bit Bsp". 

$F A&S Veronese map) 射影 空间 之 
间 的 一 种 航 入 映射 .具体 定义 如 下 : 设 太 为 P" 中 的 
一 个 超 平面 . 完全 线性 系 |d 五 | 定义 了 P" 到 PY 内 
NARA tn: PP, XE N =C l. EZ 
二 [zo : 3 t: z, D P" REER, (2^ moz, 
Utm) zB) d 次 单项 式 的 集合 ， 

d= |a| =a; +a +. +a, 

则 pan (z) = Le : z | .例如 ,当头 一] 时， 
qiu CP) ft P^ 中 次 数 为 4 的 非 退 化 曲线 , 称 为 有 理 
正规 曲线 .2 一 2 BE on CP XE P? 中 的 曲面 , 称 为 韦 
4 py3E h iln. 

有 理 正规 曲线 (rational normal curve) 
罗 内 塞 映 射 ”. 

ae X £a h (Cremona transformation) 一 
种 重要 的 双 有 理 变 换 . 指 域外 上 射影 空间 PiOU2) 
的 双 有 理 变 换 . 克 雷 蒙 纳 变换 构成 的 群 称 为 克 雷 蒙 
纳 群 , 记 为 CrCPD. 4n=2 时 ,除了 射影 变换 外 最 
简单 的 克 雷 蒙 纳 变换 是 二 次 变换 , 它 在 非 齐 次 坐标 
下 可 写成 以 下 的 分 式 线性 变换 形式 : 
Canes a r5 UE + boy -F €; 
a£ + boy + c; ax + byy + c, 
Bg fal HB] IK A (Cryer) (yz zzyzy). VE 
特 - 卡 斯 泰 尔 诺 活 定理 断言 : 当 & 是 代数 闭 域 时 , 射 
影 平面 上 的 克 雷 蒙 纳 变换 可 以 表示 成 有 限 多 个 二 次 
变换 的 复合 .但 是 , 当 n==3 时 ,此 定理 已 不 再 成 立 . 
雷 蒙 纳 群 (Cremona group) Wh“ 9g E 2 4 

变换 ” 


见 “ 韦 


二 次 变换 (quadratic transformation) W,“ 
雷 蒙 纳 变换 ” 
ee BHA (Segre embedding) 一 种 重要 的 


BOCA. 指 从 射影 空间 的 积 Pro Ph 到 射影 空间 P^ 里 
MA iH N= 二 rs 十 r 十 s. SETTE SR XA. EXE LJ 
PC [ Xo» »*** QX bye» TAD 
s [iesus]. 
FERS ERAB YP X PBR SE EI. 
E E fk (Segre variety) 见 “ 塞 格雷 能 人 ” 
独 异 变换 (monoidal transformation) 亦 称 爆 
发 . 一 种 特殊 的 双 有 理 态 射 . e X 是 一 个 诺 特 概 形 ， 
D 是 由 理想 层 和 所 定义 的 财 子 概 形 , 称 态 射 
a; X = Proj (Qu^) > X 
为 和 的 以 万 为 中 心 的 独 异 变换 .cc 诱导 了 和 一 
o (D)5 X —D 间 的 同 构 . 独 异 变换 在 奇 点 解 消 理 
论 中 起 着 重要 的 作用 . 广 中 平 禧 证 明 : 特 征 数 0 的 代 
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爆发 (blowing-up)” 即 “ 独 异 变换 ”. 

完全 交 (complete intersection) 射影 空间 P; 
中 的 一 类 特殊 的 闭 子 概 形 或 子 簇 . 特定 义 了 的 齐 次 
理想 可 由 n—dimY 个 元 素 生 成 , 则 称 Y 是 完全 交 . 
例如 ,Pi 中 的 7 个 不 可 约 超 曲 面 截 出 的 一 个 不 可 约 
的 n—r 维 子 复 就 是 一 个 完全 交 . 

局 部 完全 交 (local complete intersection) Së 
全 交 的 推广 . 设 工 是 代数 闭 域 上 的 非 异 代数 得 X 
的 财 子 概 形 , 它 的 余 维 数 是 ~, 大 并 在 X 中 的 理想 层 
在 每 个 点 上 均 可 由 > 个 元 局 部 生成 , 则 称 了 在 X 中 
是 局 部 完全 交 . $ Y 是 非 异 秘 时 , 它 一 定 是 局 部 完 
EX. 局 部 完全 交 子 概 形 有 很 多 好 的 性 质 . 例如 ,了 
EH, HN Y EREK 1 正则 的 . 

广 拓扑 (site) 为 了 推广 概 形 上 同调 理论 而 建 
立 的 一 个 范畴 论 概念 . 在 一 个 范畴 2 满足 下 述 的 两 
个 条 件 , 则 称 它 为 一 个 广 拓 扑 : 

1. 它 具有 纤维 积 , 即 对 任意 X,Y,TE KIE 
EH] S: XT, g: Y >T ,存在 ZE 及 态 射 ( 投 
Bt) p:Z X.qiZ >Y, WERI: 

Dg s aoe ea 

2) HAZ € € RAH p iz —X.qiz—Y 
使 得 1。p' = ged , 则 存在 惟一 的 态 射 8:Z' 一 和 使 
fF P = pe pd =a°P HH Z ERAS FE. 
ij XXY. 

2. 对 每 个 了 TE, 给 定 了 一 个 由 覆盖 ( 即 态 射 的 
集合 {T, 一 Tli€E7T)) 组 成 的 集合 ,满足 : 

D T 到 自身 的 单位 态 射 单独 组 成 一 个 覆盖 . 

2) (ERA TB EI EA a. 

Tel 是 的 覆盖 ,7 一 了 为 态 射 , 则 
(UX4Ti€ IHJ& U 的 覆盖 . 

4) X UBCDIETBAs B8 T:€15T, 
AB (US | j€ L),WQUSIEECICIOIÓAT HE 


Se 
mi. 


io 是 一 个 广 拓 扑 .2 上 的 一 个 预 层 指 的 是 
Z 到 阿 贝尔 群 范畴 的 一 个 反 变 图 子 . 谷 一 个 预 层 下 
对 任何 TE EB MX Tic), FERA 
ILF( 5) 
Il rcr) 
(9) “7 


o>F(T)—> |] rcr» 
T ILF 
是 正 合 的 ,其 中 p,q 分 别 是 T,XxzrT)j 8| T; 8 T; Hj 
投射 , 则 称 下 为 层 .9 上 所 有 层 的 范畴 称 为 一 个 ( 阿 
贝尔 群 的 ) 拓 扑 斯 , 记 为 Ab(2). 若 给 定 ER 
个 环 层 R, 则 SY 上 所 有 R 模 层 组 成 Ab(Y) 的 一 个 
T 1589 Mod (9 ,R), 也 称 为 一 个 拓扑 斯 . Ab) A 
Mod(25 ,R) 都 是 阿 贝 尔 范畴 ,而 且 都 有 足够 内 射 对 
象 ,因而 可 以 在 其 上 建立 上 同调 理论 . 
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拓扑 斯 (topos) W“ $njh". 

平展 上 同调 (etale cohomology) 通过 平展 拓 
扑 所 得 到 的 概 形 上 层 的 一 种 不 变量 . 一 个 概 形 X 上 
的 平展 广 拓扑 由 X 上 的 所 有 平展 态 射 f:Y 一 XX 组 
成 ,其 中 的 覆盖 即 平展 覆盖 .X 上 的 一 个 层 SY 诱导 
平展 广 拓 扑 上 的 一 个 层 下 :FFGZ)= 广 多 .下 在 平展 
拓扑 斯 中 的 (x 次 ) 上 同调 称 为 多 的 平展 上 同调 , 记 
为 H Xa 多 ). 它 主要 用 于 基 域 上 的 特征 非 零 的 情 
形 ( 如 计算 基本 群 、 贝 带 数 等 ), 因 为 在 这 种 情况 下 无 
法 建立 通用 和 覆盖. 

结晶 上 同调 (crystalline cohomology) 通过 结 
晶 拓 扑 所 得 到 的 特征 非 零 的 域 上 的 概 形 的 一 种 不 变 
量 . 设 4 是 一 个 变换 环 , 夺 对 于 4 的 一 个 理想 了 ,已 
经 定义 了 一 列 映射 7;:1 一 A(i 宇 0), 且 满足 条 件 : 

1. 对 所 有 XxEI,7Yo(7)= 二 1,71(X) 二 Xx, 而 当 il 
时 ,7Y,(x) ET; 

2.4 x. y € I W 

Y. Hy = DY); 


i 十 j 二 上 


3. 若 AEA,XET, 则 YGAr)= 二 XY(x); 
4. A LEI, M 


Y; Cx) Y; (r) = 


AO = Nila) 
则 称 了 是 一 个 PD 理想 . 此 时 称 A 是 4A/1 的 一 个 
PD yi E (x A d& Q (NCC, MWR Y, (0 — a" n1). X 
k 为 特征 0250 的 域 ,R 为 一 个 离散 赋值 PD 环 , 其 
极 大 理想 为 (p), 且 R/(p) D k (例如 维特 环 
W(k1)). 设 了 是 一 个 & 概 形 ,X ER EMA dh 
Th OX/ RO cis ATA X 的 仿 射 开 子 概 形 的 PD 加 厚 U 
>T AR APT AREE. ETH PDAS R 
的 PD 结构 相 容 . 1 Ox OX / RO AAE t I EB XT 
T OC/ Rcs LAY Ox, ER F iE 
T(X/R,F)= lim F(T). 


T€ (X/R) nig 
4 1 3X Ox re TES ia Fh ST Mod CCX/ desis Ox P 
的 一 个 单 射 分 解 , 则 Hii (X/R) = H'Q"COX/R, 
I' 0) GT" 为 超 上 同调 ) 称 为 X ER EAA mE 
a X 可 以 提升 到 一 个 R 概 形 Y, 且 YY 在 R 上 是 
分 离 、 光 滑 、 有 限 型 的 , 则 有 Hiis(X/R) 守 Hbr(Y/ 
R). 
周 环 (Chow ring) SWAN RARE 
数 闭 链 的 有 理 等 价 类 所 成 的 环 . 环 的 乘法 就 是 两 个 
闭 链 的 相交 . S X 的 周 环 
A(X) =QA'(X) 
是 一 个 交换 分 次 环 , 其 中 A'(X) 就 是 余 维 数 等 于 1 
的 闭 链 的 等 价 类 所 成 的 加 群 . ACP") = 
Z[&]/R"* . HE X 定义 在 复数 域 上 时 ,有 分 次 环 的 


G3- 321! 
i! j! 


A ACX) > A’ (X,Z) KB H*(X,Z)ÆEX HA 
异 上 同调 环 . 作为 周 环 的 一 个 应 用 ,X 上 有 限 秩 局 
部 自由 层 的 陈 类 就 是 在 周 环 里 取 值 的 . 这 个 概念 得 
名 于 华人 数学 家 周 炜 展 . 

周 炜 良 坐 标 (Chow coordinates) 刻画 域 上 射 
影 空间 Pi 中 代数 子 簇 的 齐 次 坐标 . 可 以 看 成 普 吕 
坐标 的 推广 . 设 V 是 中 4 次 r 维 代数 子 簇 . Pi 中 
的 > 十 1 SR EMA Ue ME PD UPR”, 
u P seu), IX r+1 个 超 平面 的 交集 与 V 相交 ， 
则 把 这 个 点 看 成 属于 集合 SOV). SV) COP m 
的 超 曲面 ,因而 可 由 一 个 不 可 约 d 次 齐 次 多 项 式 
Fy Qu? uM seu) 所 定义 .把 F 的 系数 看 成 齐 
次 坐标 ,就 称 为 了 的 周 炜 良 坐 标 . 从 而 每 个 4 次 x 
EN BM FR ABT XT OY Pi 中 的 一 个 点 ;这 里 vv 由 rr 和 
d 确定 . 周 炜 良 坐 标 可 以 推广 到 正 代 数 7 PER X= 
$ajV;(aj;20,a;€ 2). A: FA BY BOL“ J) 8 BÉ. 此 
概念 由 周 炜 良和 范 。 德 ， 瓦尔 登 (Van der Waer- 
den,B.L.)F 1937 年 提出 ， 

相交 理论 (intersection theory) 代数 几何 学 
中 最 基本 的 理论 之 一 . 若 X 是 2” 维 光 滑 拟 射影 代数 
fe oY AZ 是 X 的 余 维 数 为 r As AITTI, H Y 
和 Z 正 常 地 相交 ,也 就 是 说 Y 门 Z 的 不 可 约 分 文 的 
余 维 数 都 是 +r 十 ;, 则 可 以 定义 Y 和 2 沿 着 它们 交集 
的 某 个 不 可 约 分 支 W; 上 的 相交 重 数 i(Y,2Z;Wj)， 
使 得 它 与 几何 直观 相 容 . 然后 就 可 定义 YY 和 2 的 相 
交 积 Y. Z 为 一 个 余 维 数 > 十 * MAY. 2Z= DI, 
ZW OW ;. Æ Y Ml Z FPSB IE Fe He AA 36 . WU AR He Jl 
良 的 移动 定理 ,可 以 找 一 个 与 Z 代数 等 价 的 2 ,使 
得 了 5 Z EKME WY.: Z=Y -Z ,利用 双 线 
性 性 质 , 就 可 定义 任意 的 余 维 数 r 的 闭 链 与 余 维 数 s 
的 闭 链 的 相交 . 这 样 建立 的 相交 理论 满足 一 系列 公 
理 , 并 使 得 周 环 得 以 定义 . 

莫 德 尔 猜 想 (Mordell conjecture) 关于 算术 
曲线 的 有 理 点 的 重要 猜想 . 具体 地 , 设 & 为 有 理 数 域 
的 有 限 扩张 ,C 为 & 上 射影 光滑 (代数 ?曲线 , 莫 德 尔 
猜想 是 : 若 C 的 亏 格 大 于 1, 则 C 只 有 有 限 多 个 有 点 
( 即 坐标 在 & 中 的 点 ). 该 猜想 已 被 法 尔 廷 斯 (Falt- 
ings,G. ) 于 1984 年 证 明 . 

沙 法 列 维 奇 猜 想 (Shafarevich conjecture) 算 
术 几 何 中 的 重要 猜想 . 设 X 为 数 域 ( 即 有 理 数 域 的 
有 限 扩张 )K EKN RIE, P 是 OK 的 代数 整数 
BORA BAAR A X 可 以 扩张 成 Spec (Ok)r 上 的 阿 
WAR BOUE ER XX 在 具有 好 约 化 . Ub 1E PU 2E YAN 
想 是 :对 Ox 的 素 理想 的 任 一 有 限 集 9 ,在 同 构 之 下 
只 存在 有 限 多 个 天 EÉ g ERIEN RIR, ES 
外 处 处 具有 好 约 化 . 该 猜想 已 被 法 尔 廷 斯 (Faltings， 
G. ) 于 1984 年 证 明 . 


好 约 化 (good reduction) 见 “ 沙 法 列 维 奇 猜 


KR X oL du 


iH". 

韦 伊 猜想 (Weil conjecture) 关于 多 项 式 方程 
在 有 限 域 上 解 的 个 数 的 一 个 著名 猜想 , 它 揭 示 了 定 
义 在 有 限 域 上 的 代数 复 的 算术 与 定义 在 复数 域 上 的 
代数 得 拓扑 之 间 的 深刻 联系 . 韦 仇 猜想 被 德 利 涅 
(Deligne,P. )Æ 20 世纪 70 年 代 初 证 明 . 对 于 定义 
FARER F, EAE X, 可 以 联系 一 个 和 图 数 

" 

Ne 


550 
FPN, 是 XX 的 坐标 取 在 fr 里 的 点 的 个 数 . X Æ 
d 维 光 滑 射 影 复 时 , 韦 伊 猜测 : 
PIG o - 
jM = GaP Gy ,其 中 P(t)=1—t, 
P(t) 二 1 一 gt ,Pi(t) 都 是 整 系数 多 项 式 ,其 零点 的 
绝对 值 为 a i. 


2. Zo] — 4927), th EB XXX WY 


对 角 线 的 目 相 交 数 . 

3. i Y 是 定义 在 代数 整数 环 R 上 的 光滑 射影 
EX EYRE R 的 一 个 素 理 想 P 后 得 到 的 约 化 
RWW P; 的 次 数 恰 好 就 是 复 流 形 Y(C) 的 拓扑 贝蒂 
数 . 

代数 曲线 (algebraic curve) 代数 几何 的 一 个 
基本 概念 .一 维 代数 簇 称 为 代数 曲线 . 任意 一 条 代数 
曲线 都 可 通过 正规 化 把 奇 点 解 消 , 成 为 一 条 光 清 曲 
线 . 再 完备 化 后 就 得 到 一 条 光滑 射影 代数 曲线 . 由 于 
光滑 射影 曲线 间 的 双 有 理 映 射 必定 是 同 构 映射 , 因 
此 代数 曲线 的 双 有 理 分 类 问题 可 以 归结 为 光滑 射影 
代数 曲线 的 双 正 则 ( 即 同 构 ) 分 类 问题 . 以 下 只 考虑 
复数 的 情形 . 这 时 , 复 光 滑 射 影 代 数 曲 线 与 紧 黎 曼 面 
之 间 有 一 个 一 一 对 应 的 关系 . SRK TS ARS 
上 的 半 纯 隐 数 域 ,就 得 到 了 一 个 C 的 超越 次 数 等 于 
1 的 扩 域 .反之 ,从 C 的 一 个 超越 次 数 等 于 1 的 扩 域 
出 发 ,可 以 定义 一 条 抽象 射影 代数 曲线 . 这 就 是 著名 
的 “三 位 一 体 ”:; 光 滑 射 影 代数 曲线 、 紧 黎 曼 面 以 及 复 
数 域 上 超越 次 数 为 1 的 有 限 生成 扩 域 实质 上 是 同一 
个 对 象 的 三 种 不 同 表现 方式 .从 而 代数 曲线 的 最 重 
要 的 数值 不 变量 一 一 亏 格 也 可 用 各 种 不 同 的 方式 来 
EX: ERTIES, CEPA ARS 
面 上 的 整体 全 纯 微 分 形式 空间 的 维 数 或 以 结构 层 的 
第 一 级 上 同调 空间 的 维 数 来 定义 的 代数 不 变量 . 

艇 曼 (Riemann,(G.F.)B. ) 首 先 考虑 了 亏 格 ge 
的 所 有 紧 黎 曼 面 的 参量 空间 问题 ,并 发 现 这 个 参量 
空间 的 维 数 是 3g 一 3( 当 g 之 2 时 ), 但 黎 曼 未 能 严格 
证 明 它 的 存在 性 . 20 世纪 中 期 ,由 于 芒 福 德 (Mum- 
ford,D. B. ) 等 人 的 工作 ,人 们 对 代数 曲线 参量 空间 
fk A 已 经 有 了 较 深入 的 了 解 . 芒 福 德 把 格 罗 腾 迪 
ra (Grothendieck, A. ) 的 概 形 理论 用 到 古典 的 不 变 
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Z(t) = exp 
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量 理论 ,创立 了 几何 不 变量 理论 ,并且 , 用 它 证 明了 
A 的 存在 性 及 拟 射 影 性 . 目前 ,人 们 对 -Hs 的 结 
构 已 有 了 深入 的 研究 ,例如 ; 当 £223 DERA 是 一 
般 型 的 ; 当 gxl13 时 ,Ts 是 单 有 理 的 . 人 们 猜测 , 当 
8 一 23 时 ,A 是 单 直 纹 的 . 

对 偶 曲 线 (dual curve) 研究 平面 代数 曲线 的 
一 个 重要 工具 . E C ENE ER PRA m> 的 不 
可 约 曲 线 . C 的 所 有 非 奇 异 点 的 切线 的 全 体 确 定 了 
对 偶 平 面 上 的 一 个 集合 , 它 的 闭 包 是 一 条 代数 曲线 
C, 称 为 C 的 对 偶 曲 线 .C 的 对 偶 曲 线 就 是 C. C 的 次 
数 m' 称 为 C 的 类 , 它 是 一 个 射影 不 变量 ,正好 等 于 
射影 平面 上 过 一 个 一 般 位 置 的 点 与 C 相 切 的 直线 
数 . 

拐点 (inflection point, flex) 代数 几何 的 一 个 
基本 概念 . 代数 曲线 的 一 类 重要 的 点 .平面 代数 曲线 
C 上 的 一 个 非 奇 异 点 ,C 在 这 点 的 切线 与 C 的 相交 
重 数 宇 3. AKERS TF 3, 则 称 该 点 为 通常 抛 点 . 若 
CE m251 次 不 可 约 曲 线 , 由 齐 次 多 项 式 玉 所 定义 ， 
则 由 


定义 的 曲线 称 为 海 赛 曲线 .C 的 非 奇 异 点 p 为 拐点 
的 充分 必要 条 件 是 p TE C 的 海 赛 曲线 上 . 因此 ,C 
的 拐点 个 数 是 3m(m 一 2) (包括 重 数 ). 例如 ,一 条 光 
滑 椭圆 曲线 有 9 个 拐点 . 

通常 拐点 (ordinary inflection point) 
AC. 

普 只 克 公 式 (Pliicker formula) 曲线 计数 几何 
中 的 一 组 重要 公式 . 若 C 是 m 之 1 次 不 可 约 平面 射 
影 曲线 ,其 类 数 为 m',p 是 C 上 的 点 ,C 在 p 点 的 局 
部 方程 可 表 为 y= 二 x 十 高 阶 项 , 则 称 p WAR. AC 
恰 有 da 个 简单 二 重点 ,d' 条 与 C 在 两 个 不 同 点 相 切 
的 二 重 切 线 ,& 个 尖 点 ,有 个 通常 拐点 , 则 当 基 域 的 
特征 不 等 于 2 时 ,有 下 列 公 式 : 

1. m' =m(m—1)—2d—3k, 

m — m! (m! — 1) —2d' — 3k’. 
2. &' 3n (m—1) —6d —8h, 
k — 3m' (n! —1) — 6d' — 8k’. 

yt H6 A XE ER UJ E BE EX. REABA 
(Pliicker ,J. ) 于 1839 4E fi] FH DH 4H XE 38 (8: 8]. 

尖 点 (cusp)  DL"3$ BEHAR”. 

H E A (Hurwitz formula) 代数 几何 
中 的 一 个 重要 公式 .是 把 两 个 紧 黎 曼 面 ( 即 光滑 射影 
曲线 ) 的 亏 格 与 它们 的 覆盖 次 数 和 分 歧 点 重 数 相 联 
系 的 公式 . 设 R>R 是 两 个 紧 歼 曼 面 的 m SS ^r 
的 覆盖 ,分 歧 点 的 重 数 为 ki,ks，…,k;, 则 有 公式 

2g(R) — 2 2 m(2g(R) — 2) + Xi — D. 
这 里 e RAM g GO AE AR RA R 的 亏 格 . 
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克利 福 德 定理 (Clifford’s theorem) 给 出 代数 
曲线 上 的 特殊 除 子 的 维 数 上 界 的 定理 . 设 D 是 光滑 
射影 曲线 C 上 的 一 个 除 子 , 铬 hr(D) = 100) 70, 
ACD) — LK — D) Æ 0, MEK D 是 特殊 除 子 .克利 
福 德 定理 断言 :对 于 特殊 除 子 D. A 0D) < deg D/2 
十 1, MASS Rar,4AM4 D=0,D=K GR 
FORM C 是 超 椭 圆 曲 线 ,D 是 C 上 gs: 的 倍数 . 

特殊 除 子 (special divisor) ” 见 “ 克 利 福 德 定 
理 

外 尔 斯 特 拉 斯 点 (Weierstrass point) HAE 
一 类 重要 的 点 . cd g 的 光滑 射影 曲线 ( 即 紧 黎 曼 
MC 上 的 一 类 特殊 点 :存在 C SE Ff Bn A E R 
其 他 极点 .一 条 曲线 只 能 有 有 限 多 个 外 尔 斯 特 拉 斯 
点 ,但 是 , 当 亏 格 g 宇 2 时 ,外 尔 斯 特 拉 斯 点 必定 存 
在 ,并 且 至 少 有 2g 十 2 个. 一 条 亏 格 g C20] B 2X 
RA 2g 十 2 个 外 和 尔 斯 特 拉 斯 点 , 当 且 仅 当 它 是 一 条 
超 椭圆 曲线 . 

代数 对 应 (algebraic correspondence) ”代数 簇 
间 的 一 种 映射 . 设 X 和 Y 是 两 个 代数 簇 ,XXy 的 
一 个 扎 里 斯 基 闭 子 集 Z 就 给 出 了 XX 与 Y 间 的 一 个 
代数 对 应 . 对 于 p EX,gE€EY, 若 (p,g9)E2, 则 称 p 
Sq 互相 对 应 . 若 2 不 可 约 , 并 且 存 在 和 X 的 一 个 扎 
里 斯 基 开 子 集 上 UU, 使 得 U 中 的 每 个 点 仅 对 应 于 Y 中 
惟一 的 点 , 则 称 对 应 Z dE, X 30 Y 的 有 理 映 射 . 若 
Z 又 是 从 Y 到 X 的 有 理 映 射 , 则 称 这 个 对 应 是 双 有 
HHI. 

HF HË (rational curve) 一 类 重要 的 一 维 代 
TRE. 指 域 & 上 的 函数 域 同 构 于 k) (单纯 超越 扩 
张 ) 的 一 维 代 数 簇 ,也 就 是 双 有 理 等 价 于 射影 直线 
Pi 的 曲线 . 光滑 有 理 曲 线 只 有 射影 直线 Pi. RW 
复数 域 C 时 ,Pi 就 是 黎 曼 球面 . 

椭圆 曲线 (elliptic curve) 一 类 重要 的 代数 曲 
线 . 指 亏 格 等 于 1 的 光滑 射影 代数 曲线 . 现在 ,人 们 
一 般 认 为 代数 几何 起 源 于 对 椭圆 曲线 的 研究 ;从 历 
史上 看 ,椭圆 曲线 理论 来 源 于 椭圆 积分 和 椭圆 函数 ， 
因而 得 名 . 任 一 椭圆 曲线 都 同 构 于 射影 平面 上 的 一 
条 光滑 三 次 曲线 . 当 基 域 & 是 特征 数 异 于 2 或 3 的 
代数 闭 域 时 ,椭圆 曲线 X 同 构 于 射影 平面 上 的 方程 
y =r tarth 所 定义 的 三 次 代数 曲线 , 它 的 判别 
xt A 二 一 4a; 一 275? 关 0. 椭圆 曲线 X 的 j 不 变量 


wx 4 X 1728 
Q(X) = ae ws 


利用 7 不 变量 可 以 建立 起 椭圆 曲线 的 等 价 类 与 的 
元 素 间 的 一 一 对 应 关系 . 此 外 , 取 定 关上 一 点 Po» AR 
射 P—P—P.$&&or f X 的 点 与 X 的 零 次 皮卡 群 
Pic X 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ,因而 X 获得 了 群 结 
构 , 使 得 (X,Po) 成 为 阿 贝 尔 簇 . 当 基 域 上 是 复数 域 


a? € k. 


C 时 , 复 椭圆 曲线 就 是 亏 格 等 于 1 HARSH Ew 
是 一 个 复 交 换 李 群 或 一 个 一 维 复 环 面 C/A, 这 里 A 
是 复 平面 上 的 一 个 格 . 借助 于 以 A 作为 周期 的 外 尔 
斯 特 拉 斯 椭圆 函数 ,可 在 一 维 复 环 面 .C/A 和 一 条 三 
次 平面 曲线 X 之 间 建 立 一 个 双全 纯 同 构 . 当 基 域 
是 有 限 域 .局 部 域 或 整体 域 时 ,与 椭圆 曲线 关 的 & 
有 理 点 集 X(x) 有 关 的 性 质 称 为 算术 性 质 . RE UD LE 
名 的 英 德 尔 - 韦 伊 定 理 就 断言 : 当 & 是 素 域 上 的 有 限 
生成 扩 域 时 ,X(%) 是 一 个 有 限 生 成 群 . 

起 椭圆 曲线 (hyperelliptic curve) 一 类 重要 的 
代数 曲线 . 指 具 有 一 个 g 的 光滑 代数 曲线 C BD , 若 
亏 格 g 之 2 的 曲线 C 具有 一 个 次 数 为 2 HARA 
f:C>P' WW Cy AH HAR. 34 93 时 ,存在 非 
超 椭 圆 曲线 . 事实 上 ， 一 般 的 ?代数 曲线 都 是 非 超 椭 
圆 的 . E -Ws 表示 亏 格 g 的 曲线 的 参量 空间 , 则 当 e 
22M Als 是 一 个 3g 一 3 维 的 不 可 约 拟 射 影 簇 . 而 
超 椭圆 曲线 对 应 于 -Hs 的 一 个 2g 一 1 维 不 可 约 子 
fe. 超 椭圆 曲线 的 典范 映射 就 是 到 有 理 直 线 P! 上 的 
二 次 有 限 态 射 . 而 亏 格 g 之 3 的 非 超 椭圆 曲线 的 典 
范 映射 是 到 P* “的 一 个 典范 藤 和 ,其 像 是 一 个 2g 一 
2 次 的 曲线 , 称 为 典范 曲线 . 

典范 曲线 (canonical curve) 见 “ 超 椭圆 曲线 ” 

HE AY bk $e (Jacobian variety) 与 代数 曲线 相 联 
FA — TP BEER RR. 具体 地 , 任 一 域 上 的 任 一 光滑 射 
影 曲线 C 的 皮卡 复 Pic’C AE AY Bal AK BEE Bt 
Alb(C) 典 范 同 构 , 称 为 C BE RT teak ic Ay J CC). 
因此 ,J(C) 是 有 下 述 性 质 的 主 极 化 阿 贝 尔 簇 ; 

1. 存在 CXJ(C) 上 的 可 道 层 52 CE E EO , 若 
2 是 C 上 的 可 道 层 且 cl(G)=0, 则 存在 惟一 的 点 
E JOR P 在 CX{(z} 上 的 限制 同 构 于 E. 

2. 存在 典范 态 射 ui C—J (C) o8 £E— B] DE AR f 
X 及 任 一 态 射 y/:C 一 XX, 存 在 惟一 态 射 f:J(C) 一 X 
使 得 jy/ —f p. 

3. GER RUE EDC 在 同 构 之 下 由 J(C) 及 其 主 
极 化 惟一 决定 , 硅 C 是 复数 域 C 上 亏 格 g> 的 光 
滑 射影 曲线 , 则 J(C) 也 可 如 下 构造 :取石 ,(C,Z) 的 
一 组 基 01,05, ,02 以 及 整体 微分 形式 空间 HOC, 
fc) 中 的 一 组 基 w swz, *** wr Al LAR Bi ARS A OC 的 
周期 矩阵 

(-— "UC . 


J 


OW 2g 个 列 向 量 在 C* 中 生成 一 个 格 4, 于 是 ,g IE 
A WB SOSCA 就 是 C B3 n] EL CAS DL" Bu] Dd 
REH”). — I ER 4 ERE DL AR S E T ABE I ZEE 
AR 2 HH Ze B] Te PI EL EE n B) PNE S IR] T. 

肖 特 基 问 题 (Schottky problem) J “WE BY th 
fe”. 


JE% EE (Torelli theorem) 关于 光滑 曲线 


代 数 JU du 


同 构 条 件 的 定理 . 指 域 上 上 的 两 条 光滑 射影 曲线 同 
构 , 当 且 仪 当 它 们 的 雅 可 比 徐 作 为 极 化 阿 贝 尔 簇 是 
同 构 的 . p o, 是 g EEREN REZ EMO 
粗糙 参量 空间 ,7(C)? 是 曲线 C 的 雅 可 比 徐 , 则 对 应 
CJ(C) 定 义 了 一 个 态 射 1: Hs 一 Yo. 托 莱 里 定理 
断言 :i 是 单 射 . 实际 上 ,i 还 是 一 个 开 淄 入 . CRE 
定理 说 明代 数 曲线 的 全 部 信息 都 包含 在 它 的 雅 可 比 
fk rp. 

代数 曲线 的 参量 空间 (moduli space of algebra- 
ic curves) 代数 几何 的 一 个 概念 . 指 给 定 亏 格 g 的 
所 有 光滑 代数 曲线 的 参量 空间 . 亏 格 g 曲线 的 粗糙 
参量 空间 A 是 一 个 正规 拟 射 影 徐 , 当 970 时 ,不 
是 完备 的 . A, 的 维 数 二 0C(g= 二 0),1(g= 二 1),3g 一 
3(gz2)0. 4, 只 有 商 奇 点 . 当 8g 全 13 时 ,A 是 单 有 
PE; 4 22223 时 ,As 是 一 般 型 的 . 人 们 猜测 , 当 gg 
«23 F, A, 是 单 直 纹 的 . 另 一 方面 , 亏 格 g 曲线 的 
精细 参量 空间 不 存在 . 

代数 曲线 的 自 同 构 群 (automorphism group of 
an algebraic curve) 代数 几何 的 一 个 概念 . ERE 
AKA bc g 的 光滑 射影 曲线 的 自 同 构 群 , 记 为 
Aut(C). 4 g=0 M,C Pix Aut (PHH PI W 
所 有 分 式 线 性 变换 组 成 , 即 它 同 构 于 射影 一 般 线性 
群 PGL (2,&). 34 g — 1 E, C 为 椭圆 曲线 ,此 时 
Aut(C) 是 C 的 平移 群 与 一 个 有 限 群 G 的 半 直 积 . 
当 域 & 的 特征 p 关 2,3 时 ,G 的 阶 只 可 能 是 2.4.6. 
当 g>2 时 ,Aut(C) 是 有 限 群 . 4k 的 特征 为 零 
时 , 赫 尔 维 茨 不 等 式 断 言 :Aut(C) 的 阶 委 84(g 一 1). 
当 域 的 特征 数 非 零 时 ,此 不 等 式 不 再 成 立 , 但 除了 
一 些 已 知 的 例外 情形 外 ,其 阶 数 三 16g“. 

代数 曲面 (algebraic surface) 代数 几何 的 一 
个 基本 概念 . 二 维 代数 簇 称 为 代数 曲面 . 以 下 只 考虑 
复 代 数 曲 面 . 代数 曲面 的 双 有 理 分 类 的 研究 是 从 19 
世纪 末 开 始 的 . 人 们 在 代数 曲面 的 双 有 理 等 价 类 中 
找到 一 个 极 小 模型 ( 即 一 个 不 含 第 一 类 例外 曲线 的 
光滑 曲面 ) ,使 得 等 价 类 中 其 他 的 光滑 曲面 都 可 通过 
对 极 小 模型 的 爆发 得 到 . 这 样 , 就 只 需 对 极 小 模型 作 
双 有 理 分 类 . 按 恩 里 奎 斯 (Enriques,E. ) 的 分 类 , 极 
小 曲面 可 分 为 四 类 . 用 现代 的 语言 来 讲 , 就 是 小 平 维 
数 等 于 一 oo ,0,1,2 的 四 类 : 

1. 小 平 维 数 为 一 ce 的 极 小 曲面 是 射影 平面 ,或 
者 是 某 条 曲线 上 的 直 纹 曲面 . 

2. 小 乎 维 数 为 0 的 曲面 只 有 四 种 :K3 曲面 、 轧 
里 硅 斯 曲面 \ 阿 贝尔 曲面 和 双 椭 圆 曲 面 . 

3. 小 平 维 数 为 1 的 曲面 一 定 是 椭圆 曲面 , 即 其 
上 有 一 个 亏 格 1 的 纤维 化 . 

4. 小 平 维 数 为 2 的 曲面 称 为 一 般 型 曲面 . 

前 两 类 曲面 的 分 类 是 很 清楚 的 .到 了 20 世纪 
60 年 代 中 期 ,小 平 邦彦 彻底 弄 清 了 椭圆 曲面 的 分 类 
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及 性 质 . 从 某 种 意义 上 来 讲 , 几乎 所 有 的 曲面 都 是 一 
般 型 的 .例如 ,三 维 空间 中 5 次 以 上 的 光滑 曲面 ,两 
条 亏 格 之 2 的 曲线 的 纤维 积 ,都 是 一 般 型 曲面 的 例 
T. 丘成桐 用 微分 几何 的 方法 证 明了 联系 一 般 型 曲 
面 的 陈 数 的 重要 不 等 式 , 即 官 冈 - 丘 不 等 式 :ci 委 3c:. 
吉 塞 克 (CGieseker) 于 1977 年 证 明了 一 般 型 极 小 曲 
面 有 一 个 满意 的 参数 化 , 即 具 有 取 定 陈 不 变量 cic 
的 一 般 型 极 小 曲面 有 一 个 拟 射 影 的 粗糙 参量 空间 
Me. MAE pz. 的 结构 却 知 之 黄 少 . 邦 别 里 
(Bombieri , E. ) 和 芒 福 德 (Mumford,D. B. ) 把 复数 
域 上 的 恩 里 奎 斯 分 类 推广 到 特征 数 p 0 的 基 域 
上 ,并 发 现 当 p252.3 时 ,它们 的 分 类 与 复数 域 上 的 

极 小 曲面 (minimal surface) ”代数 几何 的 一 个 
基本 概念 . 是 指 一 种 光滑 射影 代数 曲面 , 它 到 任何 光 
滑 曲面 的 双 有 理 态 射 都 是 同 构 映射 . 与 一 个 代数 曲 
面 S' 双 有 理 等 价 的 极 小 曲面 S 称 为 S' 的 极 小 模型 ， 
S 可 以 通过 收缩 S' 的 奇 点 解 消 曲 面 上 的 所 有 (一 1) 
曲线 ( 即 自 交 数 为 (一 1) 的 射影 直线 ) 而 得 到 ., 因此， 
光滑 射影 曲面 9 为 极 小 曲面 的 充分 必要 条 件 是 S 
不 含 ( 一 1) 曲 线 .但 是 ,一 个 曲面 的 极 小 模型 不 一 定 
惟一 ,例如 ,P* A PXP 都 是 有 理 曲 面 的 极 小 模 
型 , 实际 上 ,S 有 惟一 极 小 模型 的 充分 必要 条 件 是 $ 
不 双 有 理 等 价 于 直 纹 面 . 

极 小 模型 (minimal model) 见 “ 极 小 曲面 ” 

卡 斯 泰 尔 诺 沃 定理 (Castelnuovo theorem) 给 
出 代数 曲面 有 理性 的 数值 判别 法 的 定理 . 该 定理 断 
言 :一 个 非 异 射影 曲面 $ 是 有 理 曲 面 的 充分 必要 条 
件 是 q CS) — P,CS)—0. 

5 H H A (rational surface) 与 射影 平面 P? 
双 有 理 等 价 的 曲面 ,或 者 说 函数 域 是 域 & 的 2 次 纯 
超越 扩张 的 二 维 代数 簇 . 卡 斯 泰 尔 诺 沃 (Castelnuo- 
vo,G. ) 的 有 理性 判别 准则 断言 :满足 9 二 PP; 二 0 的 
非 异 完备 代数 曲面 必 是 有 理 曲 面 . 男 一 个 有 理性 判 
别 准 则 是 : 非 异 完备 曲面 是 有 理 曲 面 的 充分 必要 条 
件 是 在 此 曲面 上 存在 自 交 数 大 于 零 的 非 异 有 理 曲 
线 . 极 小 有 理 曲 面 除 了 射影 平面 Pi 之 外 ,还 有 和 希 策 
fu & x9 CHirzebruch.F. ) 的 有 理 直 纹 面 

F,—P(QOpQOprp OD), 
其 中 nn 宇 0,n 关 1. 

+ p psg pda m (Veronese surface) 5 HEB E 
空间 Pi 中 的 一 个 特殊 的 4 次 曲面 , 它 是 已 上 的 二 
次 线性 系 O(2) 所 定义 的 艇 入 映射 已 一 已 的 像 . 该 
曲面 是 韦 罗 内 塞 (Veronese,G. ) F 1884 年 发 现 的 . 
这 个 曲面 有 一 个 车 名 的 性 质 : 其 上 的 不 可 约 曲 线 都 
是 偶 次 数 的 , 它 还 包含 有 一 个 2 维 二 次 线性 系 , 它 们 
恰好 是 P 中 直线 的 像 . 
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B&H (ruled surface) 由 一 族 射影 直线 构成 
的 曲面 .具体 地 ,在 代数 几何 中 是 指 一 个 光滑 射影 曲 
面 X, 它 具有 一 个 亏 格 0 的 纤维 化 n: X B. BI SOC 
滑 曲 线 B 上 的 满 态 射 ,使 得 7 的 每 条 纤维 都 同 构 于 
射影 直线 P'. 有 了 时 也 被 称 为 几何 直 纹 面 . 这 种 曲面 
的 小 平 维 数 为 一 ce. 若 一 个 曲面 双 有 理 等 价 于 一 条 
光滑 射影 曲线 与 P' 的 积 , 则 称 这 个 曲面 为 双 有 理 直 
纹 面 . 它 可 用 Pip =A°C12K x) =0 KAl ii. 几何 直 纹 
面 必定 是 双 有 理 直 纹 面 ,反之 不 对 . 

JL ÉL £x Ti (geometrically ruled surface) 见 
“AA”. 

WA XE BAA Cbirationally ruled surface) W 
“HAT”. 

K3 曲面 (K3 surface) 具有 平凡 典范 丛 的 单 
连通 紧 复 解析 曲面 . K3 曲面 的 小 平 维 数 为 0, 天 3 曲 
面 的 形变 仍 是 一 个 天 3 曲面 . 小 平 邦彦 证 得 了 K3 
曲面 都 是 Po 中 4 次 光滑 曲面 的 形变 . 但 是 ,并 非 所 
有 天 3 曲面 都 是 代数 曲面 ,不 过 菇 荫 党 证 得 KK3 h 
面 都 是 克 勒 曲面 . 所 有 K3 曲面 的 同 构 类 构成 一 个 
不 可 约 的 20 维 簇 3, 而 所 有 代数 AS 曲面 对 应 于 之 
的 可 列 个 19 AEA AFR. PE 中 具有 16 个 奇 点 的 
4 次 曲面 称 为 库 默 尔 曲 面 ,其 极 小 光滑 模型 就 是 一 
个 天 3 曲面 . K3 曲面 由 研究 它 的 三 位 天 字 当 头 的 
数学 家 而 得 名 ,他 们 是 : 库 默 尔 (Kummer ,EE. Ey Ys 
wø (Káhler,E. ) ,小 平 邦彦 . 

E B = Bt HE TEE (Enriques surface) 一 类 代数 
曲面 , 它 是 满足 p, =qg=0,K°=0 的 光滑 射影 曲面 . 
恩 里 奎 斯 曲面 的 二 次 覆盖 曲面 是 一 个 天 3 曲面 ,后 
者 因 是 单 连通 的 ,所 以 是 恩 里 奎 斯 曲面 的 万 有 覆盖 
空间 . 恩 里 奎 斯 曲面 是 一 个 代数 椭圆 曲面 ,其 小 平 维 
RS TS. 

椭圆 曲面 (elliptic surface) 478 — SME A 
维 化 的 代数 曲面 .具体 地 ,一 个 光滑 的 紧 复 解析 曲面 
X, 它 具有 一 个 椭圆 纤维 化 n XB th we BE 
曲线 B 上 的 态 射 ,使 的 一 般 纤维 是 一 条 椭圆 旧 
线 . HASCE A EHS E TE 20 世纪 60 年 代 对 这 类 
曲面 做 了 开创 性 的 、 深 入 的 研究 .椭圆 曲面 的 小 平 维 
SUE CX) S1. &CX) = 1 的 椭圆 曲面 称 为 基本 型 的 ， 
它 可 以 是 代数 的 或 非 代数 的 . e CX) = — oo RS AR [E31 Hi 
mY BS. e X) — 0. 的 椭圆 曲 面 有 以 下 一 些 类 
n. 

1. 椭圆 K3 曲面 . 

. 恩 里 奎 斯 曲面 , 它 一 定 是 代数 的 . 
. 二 维 复 环 面 . 
. 超 椭圆 曲面 ,也 称 双 椭圆 曲面 , 它 必 是 代数 


A w N 


Hy. 


On 


-小平 曲面 ( 非 代 数 的 ). 


XB 8 al HE TE] (hyperelliptic surface) JPR XN AR 


圆 曲面 ,一 种 小 平 维 数 等 于 零 的 兴 消 射影 曲面 . 它 是 
两 条 椭圆 曲线 和 FF 的 积 关 于 一 个 有 限 群 G 的 商 
曲面 ,这 个 有 限 群 G 作用 在 上 相当 于 平移 ,而 作 
HEF 上 则 使 得 关于 G 的 商 是 一 条 有 理 曲 线 . 它 
的 数值 特征 是 p, 0.q— 1. 

N #6 Gl FA Cbielliptic surface) — B[ "38 A68 [53] HH 
H”. | 

#5 ^R 4E FS 48 AA (Hilbert modular surface) 

模 形式 的 2 维 推广 . 设 O 是 一 个 判别 式 为 d 的 实 二 
次 域 的 代数 整数 环 . ir OR A HE G = SL (2,0) 
/{ 士 1) 作 用 于 2 维 的 上 半 复 平面 H7» np AS JUR 
有 限 多 个 点 使 正规 复 空 间 H/G 紧 致 化 ,从 而 得 到 
一 个 正规 曲面 .通过 一 个 典范 的 方法 可 解 消 其 上 的 
奇 点 ,得 到 光滑 紧 复 曲面 YCd) KY OHARA 
std 的 希 尔 伯 特 模 曲 面 .Y(d) 是 单 连通 的 ,所 以 有 
gCYG22)50. 244 55 8 125135175 2152452833560 
时 ,Y(Z) 是 有 理 曲面 . 24 d = 29, 37,40,41, 44,56, 
57,69,105 时 ,7Y(d) 双 有 理 等 价 于 一 个 天 3 曲面 . 当 
d —53,61,65,73,76,77,85,88,92,93, 120, 140, 
165 时 ,Y(4) 为 椭圆 曲面 . 其 他 情形 的 Y(d) 是 一 般 
型 极 小 曲面 . 

一 般 型 代数 曲面 (algebraic surface of general 
type) 小 平 维 数 为 2 的 紧 复 曲面 . 一 般 型 代数 曲面 
还 可 刻画 为 :其 极 小 模型 S 满足 PS>, cil> 
0, 这 里 ci 是 陈 数 .S 的 形变 仍 是 一 般 型 的 .S 的 多 重 
典范 映射 gr 在 m 宇 5 时 是 双 有 理 态 射 , 它 在 S 上 的 
(一 2)- 曲 线 ( 只 有 有 限 多 条 ) 以 外 是 同 构 映射 ,而 将 
每 一 条 (一 2)- 曲 线 收缩 到 一 个 有 理 奇 点 . 对 于 一 般 
型 极 小 曲面 S ,其 基本 不 变量 满足 : 

60). 05 XO 9 0. «(992 2X(QQ4 =—6 
( 诺 特 不 等 式 ) 01690 < 9X(Os) ( 富 冈 -丘成桐 不 等 
式 ). 从 某 种 意义 上 来 说 ,几乎 所 有 的 曲面 都 是 一 般 
型 . 吉 塞 克 (Gieseker) 证 明 : 陈 数 ci. c, 固定 的 所 有 
一 般 型 极 小 曲面 的 参量 空间 是 一 个 拟 射 影 概 形 . 

诺 特 不 等 式 (Noether inequality) 见 “ 一 般 型 
代数 曲面 ”. 

宫 冈 -丘成桐 不 等 式 (Miyaoka-Yau inequality) 
见 “ 一 般 型 代数 曲面 ”. 

曲面 地 理学 (geography of surfaces) 亦 称 陈 
数 的 地 理学 ,研究 陈 数 的 值 与 线 数 曲面 的 性 质 间 的 
关系 的 分 支 . 这 是 对 一 般 型 极 小 复 代数 曲面 而 言 的 . 
每 个 一 般 型 极 小 曲面 有 一 对 陈 数 ci A c ET 
Est S000 = 2500000129556; — ey a 
36 = 0,ci 委 3c, .这 些 不 等 式 刻 画 了 陈 数 的 存在 范 
FE]. 所 谓 曲面 地 理学 就 是 研究 以 下 两 类 问题 s 

1. 若 把 不 变量 限制 在 某 个 范围 内 , 则 相应 的 曲 
面 会 有 什么 特殊 的 性 质 ? 

2. 知 对 曲面 加 上 一 些 自然 的 条 件 , 则 相应 的 不 


代 X JL du 


变量 会 有 什么 限制 ? 

与 上 述 范 围 内 的 陈 数 相 对 应 的 曲面 的 存在 性 问 
题 也 是 一 个 基本 的 问题 . 这 个 问题 目前 已 大 体 上 解 
BR 

iE F§ 9 AA @ (surface with positive index) BR 
数 满足 ci > 2c. 的 光滑 复 射 影 曲面 .因为 射影 曲面 的 
相交 二 次 型 的 指数 (ci 一 2cs)/3 在 这 种 情况 下 大 于 
零 而 得 名 . 由 于 这 样 的 曲面 的 结构 比较 复杂 ,长 期 以 
来 例子 也 很 少 , 所 以 曾 被 认为 是 很 神秘 的 曲面 . 

算术 曲面 (arithmetic surface) 算术 代数 几何 
里 的 重要 研究 对 象 . 设 RR 是 一 个 戴 德 金 环 ,fF ÆR 
oth. in Y= Spec R, Æ X 是 一 个 Y BRB. 
得 X>Y 是 一 个 正常 .平坦 态 射 ,并 且 一 般 纤维 X. 
是 一 条 非 奇 异 曲 线 , 则 称 X 为 算术 曲面 . 算术 曲面 
最 简单 的 例子 就 是 费 马 曲面 , 即 取 

R=2Z, X= Pojav yatay =ar"). 
这 时 了 二 SpecZ 是 与 整数 环 对 应 的 算术 曲线 ,X 就 
相当 于 Y 上 的 一 个 纤维 化 曲面 . 因此 研究 算术 曲面 
的 目的 之 一 就 是 为 了 解决 费 马 猜想 . 

e 4E EAR (algebraic variety of higher dimen- 
sion) 维 数 不 小 于 3 的 代数 簇 . 假设 基 域 是 特征 0 
的 域 . 高 维 代数 簇 的 双 有 理 分 类 是 从 20 世纪 70 年 
代 开 始 的 . 同 曲面 的 情形 相似 ,首先 使 用 的 工具 仍然 
是 多 重典 范 映射 和 小 平 维 数 . 饭 高 首先 证 明 : 若 X 
的 小 平 维 数 不 为 一 sp ,0 或 dimX, 则 多 重典 范 上 映射 
有 一 个 纤维 空间 结构 . 从 这 个 意义 上 来 说 ,高 维 代数 
徐 的 分 类 可 归结 为 对 小 平 维 数 为 一 oo,0,dimX 的 
代数 簇 的 分 类 . 在 分 类 理论 中 ,一 个 本 质 性 的 猜测 便 
是 C, AW: S XY 是 一 个 纤维 空间 dim X =n, 
dim Y =m, — MA EW FM TT 89 7 SE 2E 2 TS 
AE KCX OZ CF) H- k&CYO. JR ifi HB nom 很 小 时 ,或 
3 KCXOZ20,Y 是 一 般 型 时 ,C,v* 猜 测 得 到 证 明 . TE 
20 世纪 80 年 代 , 由 于 森 重 文 (Mori,S. ) 引 进 了 几 个 
新 的 思想 ,大 大 推进 了 高 维 代 数 复 的 分 类 . 同 曲面 的 
情形 不 一 样 ,为 了 找到 高 维 代数 复 的 极 小 模型 ,不 可 
避免 地 要 碰 到 一 些 奇 点 :典范 奇 点 和 末端 奇 点 . 然后 
可 和 定义 极 小 模型 为 :典范 除 子 为 半 正 的 、 仅 含 末 端 奇 
点 的 射影 簇 . 极 小 模型 猜想 认为 小 平 维 数 非 负 的 光 
滑 射 影 篮 必 有 极 小 模型 . 在 三 维 的 情形 这 个 猜想 已 
被 森 重 文 证 明 , 从 而 完成 了 三 维 代 数 簇 双 有 理 分 类 
的 第 一 步 . 为 找到 射影 簇 的 极 小 模型 ARO AE IB T 
一 个 程序 :通过 有 限 次 收缩 以 及 翻转 以 得 到 极 小 模 
型 . 而 当 维 数 大 于 三 时 ,由 于 翻转 猜想 .良性 猜想 都 
没有 解决 ,所 以 这 个 程序 还 无 法 实现 . 高 维 代数 簇 的 
精细 分 类 都 紧 紧 依赖 于 森 重 文 的 程序 . 到 目前 为 止 
只 有 很 少 一 类 簇 ( 例 如 法 诺 徐 ) 有 了 较 完 整 的 分 类 . 

Q 卡 蒂 埃 除 子 (Q-Cartier divisor) FE RiR 
子 的 推广 . 设 有 正规 艇 X 上 的 韦 伊 除 子 D, 若 存在 
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自然 数 ”使 n D 是 一 个 卡带 埃 除 子 , 则 称 DD 是 @ 卡 
蒂 埃 除 子 . 

BR 35 EPA (canonical singularity) 一 种 在 代数 
簇 的 典范 模型 和 极 小 模型 上 不 可 避免 的 奇 点 . 具体 
定义 如 下 : 设 (X,z) 是 正规 代数 (或 解析 ) 奇 点 芽 , 若 
它 满足 下 述 两 个 条 件 , 则 称 p 是 X 的 一 个 典范 奇 
点 : 

1. 存在 一 个 正 整 数 x, 使 得 韦 伊 除 子 rKx 是 卡 
蒂 埃 除 子 (这 里 最 小 的 - 称 为 和 在 嫁 点 的 指数 ). 

2. 对 任何 (或 等 价 地 ,对 某 个 ) 解 消 AY X8 

rKy = f* (rKy) + bacrom 


其 中 对 任意 i,a; 宇 0,E; 跑 遍 所 有 例外 除 子 . 

进一步 地 , 若 还 要 求 对 任意 BA a: 0 DU PR p 
为 X 的 末端 奇 点 .特别 地 ,指数 为 1 的 典范 奇 点 称 
为 戈 朗 斯 坦 奇 点 .例如 ,曲面 典范 奇 点 就 是 有 理 二 重 
点 ,末端 奇 点 就 是 光滑 点 . 

末端 育 点 (terminal singularity) 
A. 

整合 态 射 (crepant morphism) {CMHC B5 
一 类 特殊 的 态 射 . 即 指 两 个 只 有 典范 奇 点 的 正规 簇 
BESH S: XY, CME rK =f" (rKy) ,其 中 > 
E Y 的 指数 (使 rKy 是 卡 蒂 埃 除 子 的 最 小 整数 ). — 

端 射 线 (extremal ray) 代数 复 锥 理论 里 的 一 
个 基本 概念 . AX 是 仅 具 有 典范 奇 点 的 复 射 影 簇 ， 
Wu X 的 1 团 链 群 模 数 值 等 价 关 系 是 一 个 有 限 生成 
阿 贝 尔 群 , 它 到 实数 域 上 的 扩张 N(X) 是 内 隆 - 塞 维 
里 群 NSC(X) 的 实 扩张 NS COGOR 的 对 偶 , 其 维 数 
P(X) (<00) , PRA X 的 皮卡 数 .在 有 限 维 和 癌 量 空间 
N(X) 中 ,NE(X) 二 {2aiLCij]|Ci 是 不 可 约 曲 线 ,a; 
ER,a; 之 0)} 是 一 个 锥 , 它 在 N(X) 的 度量 拓扑 下 的 
闭 包 NE(CX) 称 为 X 的 曲线 闭 锥 ,而 NECK) RAH 
线 锥 . 曲线 闭 锥 是 凸 锥 . 设 R=RiLZ]={rZIr€ER,r 
>0} 为 ZENE(CX) 生 成 的 半 直 线 , 称 R 是 一 条 端 射 
ARE RWE: 

1.2 与 X 的 典范 除 子 Kx 的 相交 数 ZKx «0. 

2. £ Zi -Zi€ R,Z,,Z,€ NE(X), 则 Z,, 
ZE R: 

端 射 线 是 研究 高 维 射影 簇 态 射 的 有 效 工 具 ( 参 
见 “ 锥 定理 ”). 

皮卡 数 (Picard number) 见 “ 端 射线 ” 

锥 定理 (cone theorem) 高 维 射影 簇 双 有 理 分 
类 理论 中 的 一 个 重要 定理 . 设 X 是 仅 具 有 典范 奇 点 
的 复 射影 复 . 刀 是 和 X 上 的 一 个 除 子 . 记 

站 -一 (Z1Z。D>0ICNE(CX). 
类 似 地 ,可 定义 站 >o,D-o,D<o,D-,. 锥 定理 包括 以 
下 两 条 结论 : 
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见 “" 典 范 奇 


1. NECX) =NECX) (1) (Kx) 50+ XR [C] 
里 C; WE C;* 天 x<0, 这 个 和 式 具 有 这 样 的 性 质 : 
集合 {C i de B NN, ERNECX) 1 (Kx) sof RT 
ECX) 的 一 组 极 小 生成 元 ， 这 里 R+ LC; JÆ bs ER 
2. 对 任意 e>0 和 丰富 除 子 五 ,由 
下 等 式 
NECX) N (Kx + EH )« 
= NE(X) N (Kx + eH). + 2 R, [C;]. 


实际 上 , 锥 定理 还 包括 无 基 点 定理 、 不 消失 征 
理 ` 有 理性 定理 和 收缩 定理 . 

无 基点 定理 (base point free theorem) 有 关 
高 维 射影 复 双 有 理 分 类 的 一 个 定理 . 设 刀 是 半 正 卡 
蒂 埃 除 子 , 若 某 个 正 整 数 < ,使 aD— Kx 是 大 的 ( 即 
Ej 3:380) , WW 34 m220 时 ,1mD| 没 有 基点 . 

不 消失 定理 (nonvanishing theorem) 有 关 高 
维 射 影 簇 双 有 理 分 类 的 一 个 定理 . 设 刀 是 半 正 卡 蒂 
M ER A8 XT IX a Te aD — Kx 是 大 的 ( 即 
H S39 00 ,W] 94 m>0 Bb. [mD ASD. 

有 理性 定理 (rationality theorem) 有 关 高 维 
射影 储 双 有 理 分 类 的 一 个 定理 . 若 Kx 不 是 半 正 的 ， 
则 存在 一 个 自然 数 ,使 得 对 任何 丰富 除 子 右 , 当 
tCH) = max (t| H + tKx ?ETE) Bf dt CH) 是 整数 . 

Kr 4a XE X8 (contraction theorem) @xX AES] 
LA FED RM —]- xg PE. 对 任何 端 射线 R, 存 在 
— SITE SR Y 上 的 态 射 f:X 一 Y, 它 具有 连通 纤 
维 ,并 且 使 得 :不 可 约 曲 线 C 被 了 收缩, 当 和 且 仅 当 
[C]€ R. 

典范 模型 (canonical model) 一 类 特殊 的 代数 
复 . 设 X 是 仅 具 有 典范 (相应 地 ,未 端 ) 奇 点 的 复 射 
OR. AIR Kx 是 一 个 丰富 (相应 地 , 半 正 )Q 
除 子 , 则 称 X 是 典范 (相应 地 , 极 小 ) 模 型 . ZEE Y XX 
有 理 等 价 于 一 个 典范 (或 极 小 ) 模 型 , 则 称 徐 Y 有 典 
范 ( 或 极 小 ) 模 型 . 典范 模型 和 极 小 模型 的 存在 性 问 
题 是 代数 几何 的 一 个 基本 问题 . 若 Y 是 一 般 型 光滑 
BN ei , 则 Y 有 典范 模型 X 的 充分 必要 条 件 是 V 
的 典范 环 RV) EA BR AE LBS 3x B]. X — Proj RC). 
著名 的 极 小 模型 猪 想 是 :任何 小 平 维 数 宇 0 的 光滑 
射影 徐 有 一 个 极 小 模型 . 在 3 维 的 情形 这 个 猜想 已 
T FR x XCUEBR. 

th /\\# BY (minimal model) JL“ st vb Es iU ". 

饭 高 纤维 化 (Jitaka fibration) B ÆRA EA 
类 理论 中 用 到 的 一 类 特殊 的 纤维 化 . 若 Y 是 小 平 维 
数 非 负 的 复 光 滑 簇 , 则 存在 一 个 整数 x 和 一 个 纤维 
化 f:V 一 W ,使 得 V AMS TVW 双 有 理 等 
价 于 Park, V) RE mo. 这 个 纤维 化 满足 :dim W 
—k().«(,)—0,V,—9 (wk 了 的 一 般 纤维 . 


结论 1 得 出 以 


Vice £F 2E 1o 58 18 AR BY St 28 a RR T EL S8 ADSENSE 
维 数 (V)-——9o,0,dimV ALM V 的 分 类 . 

数值 小 平 维 数 (numerical Kodaira dimension) 
高 维 代数 簇 分 类 理论 中 用 到 的 一 个 数值 不 变量 . A 
BUR X EA n 维 的 极 小 模型 , 则 可 定义 v(X) 
为 使 得 (n 一 v) 闭 链 x 不 能 数值 等 价 于 零 的 最 大 整 
Wu X)A X 的 数值 小 平 维 数 ,有 了 时 也 记 为 
Ks CX). 显然 Ocio CX) x n. 对 于 极 小 模型 X UR 
K(X) xu OX). ifj 4 v(X) =n 时 ,说 明 Kt 0, 3X HT 
必定 有 «x(X)==v(X). 

法 诺 艇 (Fano variety) 一 种 特殊 的 代数 簇 . E 
X ER k 上 的 光滑 .完备 .不 可 约 代 数 秘 , 它 的 逆 典 
We Kx' 是 丰富 层 , 则 称 X AKER. 因 意 大 利 数 
学 家 法 诺 (Fano,G. ) F 1931 年 首先 研究 三 维 的 情 
形 而 得 名 . 一 维 法 诺 徐 就 是 射影 直线 . 二 维 法 诺 簇 称 
为 德尔 佩 佐 曲面 . 德尔 佩 佐 曲面 可 以 通过 爆发 射影 
平面 已 :上 的 & 个 (0 委 d 委 6) 适 当选 取 的 点 而 得 到 ， 
因而 它 是 有 理 曲 面 . 维 数 超过 2 的 法 诺 簇 不 一 定 是 
有 理 的 ,但 一 定 是 单 直 纹 的 . 法 诺 簇 的 小 平 维 数 等 于 
一 00, 因 而 它 是 相当 特殊 的 代数 簇 ,比较 易于 着 手 研 
R. 近 20 年 来 ,复数 域 上 三 维 法 诺 簇 的 研究 已 有 很 
大 的 进展 ,但 三 维 以 上 的 法 诺 艇 仍然 只 有 一 些 零 星 
HJ AR. 

德尔 佩 优 曲面 (Del Pezzo surface) 
fe. 

饭 高 猜想 (JIitaka conjecture) JKR C, 848. 
高 维 代数 簇 分 类 理论 中 的 一 个 重要 猜想 . A. a 
对 一 个 代数 得 的 纤维 化 f:V 一 W dim W —m,dimV 
—n,F 为 一 般 纤 维 , 则 它们 的 小 平 维 数 满足 c(Y) 之 
k CF) Ek QV). 这 个 猜想 在 非 一 般 型 射影 簇 的 分 类 
中 起 着 很 重要 的 作用 . 当 «(020 HW 是 一 般 型 
时 ,此 猜想 已 被 证 明 .W 为 曲线 时 也 已 被 证 明 . 

Cnm AE (Cn mn conjecture) 即 “ 饭 高 猜想 ” 

翻转 猜想 (flip conjecture) 对 坏 的 收缩 进行 
修正 的 一 个 猜想 .在 代数 簇 的 极 小 模型 理论 中 起 着 
重要 作用 . 设 f:X 一 Z 是 正规 秘 之 间 的 非 平 凡 双 有 
38 45 5] X 仅 具 有 末端 奇 点 ,了 是 不 收缩 除 子 , 而且 
一 Kx Æ S 相对 丰富 的 (这 种 态 射 了 称 为 坏 的 收 
缩 ) ,翻转 猜想 称 :存在 一 个 双 有 理 态 射 广 Xt, 
使 得 X^ 5 X 除去 一 个 余 维 数 大 于 1 的 子 集 后 同 
HX ERER MAA, S A SRK xt Æ 
S RXTE BB). XC 通常 称 为 X 的 翻转 . 

良性 猜想 (goodness conjecture) KFARA IR 
的 极 小 模型 X 的 一 个 猜想 . 它 提出 X 的 小 平 维 数 应 
等 于 它 的 数值 小 平 维 数 . LOADS Z4 00X0—0 或 
dim X 时 , 良性 猜想 成 立 . 当 dim X = 3 时 ,对 于 
v(X)=1 的 极 小 模型 ,良性 猜想 也 成 立 . 

阿 贝 尔 簇 (Abelian variety) 域 上 的 几何 整 的 


Wh “EG 


K X 几 何 


完备 群 概 形 . 它 一 定 是 射影 、. 光滑、 交换 的 . 椭圆 曲线 
CP? 中 的 非 奇 异 三 次 曲线 ) 是 阿 贝 尔 艇 的 一 个 例子 . 
当 基 域 为 复数 域 C 时 , 阿 贝 尔 簇 可 以 如 下 定义 .C” 
中 的 一 个 格 指 的 是 C" 的 一 个 有 限 生 成 的 加 法 子 群 
人, 使 得 4cozR 估 CC" /4A 称 为 一 个 复 环 面 . 一 个 阿 
贝尔 簇 是 二 个 具有 代数 结构 的 复 环 面 C"/4, 这 等 价 
T C/A 可 以 解析 地 租 入 射影 空间 ;也 等 价 于 存在 
一 个 黎 曙 形式 , 即 一 个 C” 上 的 非 退 化 R 交错 二 次 型 
匹 ,满足 下 述 的 莱 夫 谢 茨 (Lefschetz,S. ) 条 件 : 
eA AD CZ. 

2. ECr Ay) WIE NTH. 

C"/A 上 的 半 纯 (代数 ) 函 数 可 以 看 做 是 C” 上 的 
以 A 为 周期 的 半 纯 消 数 ,这 样 的 函数 称 为 C"” 上 的 0 
PRU. 

Sik (complex torus) Jl “Bal RR”. 

0 &j XX (theta function) J“ Bay N ZR $& "". 

同 源 (isogeny) 阿 贝 尔 簇 间 的 有 限 满 同 态 . 对 
FEX ERI UL ARE X,Y EAR XY, WU BK X 
5 Y 是 同 源 的 . 同 源 是 一 个 等 价 关 系 . 任意 阿 贝 尔 
fe X SACK MEX 都 是 同 源 的 .X 上 的 任 一 丰 
富 层 诱导 一 个 同 源 X- 一 和 ,这 样 一 个 同 源 称 为 的 
一 个 极 化 . 奉 这 个 同 源 是 一 个 同 构 , 则 称 它 为 一 个 主 
极 化 . 当 基 域 为 C 时 ,一 个 阿 贝尔 簇 C/A 的 极 化 可 
以 刻画 为 4 上 的 一 个 整 值 二 次 型 , 即 黎 曼 形 式 ( 参 
Jy, Bay TL ZR SO. — 1 Bay OL ZR $e HE [8] E HJ — TR 165 
CE BR AO E — AP C ERE DI ZR S CE C4 BT DE ZR 
fie). 

极 化 (polarization) Ji“ [n] I”. 

主 极 化 (principal polarization) — V," [m8] Ji ". 

th 4Y, Bay U17R RE (polarized Abelian variety) J 
“ 同 源 ” 

主 极 化 阿 贝 尔 艇 (principally polarized Abelian 
variety) 见 “ 同 源 ” 

周期 矩阵 (period matrix) Zi ii Pa D1 OR RE aR HY 
的 一 种 特殊 矩阵. 设 M=V/A 为 & 维 复 环 面 TP 
… Aa FER A 的 整 基 7E19E29 ”9Cr 是 V 的 复 基 ,从 而 


Ài = Daila s 


称 Q— wD K A TE V 内 的 周期 矩阵 . ELA M= 
V/A RAM NRE, SENARE P. 满足 以 
下 的 黎 曼 条 件 :存在 A 的 适当 的 整 基 ÀisAg stt s À2g FH 
V 的 复 基 €1 ,ez，"… ,eg， 使 得 周期 矩阵 Q= (AZ), H 
中 ,2Z 是 对 称 方 阵 ,其 虚 部 ImZ 正定 ,As 为 整 系数 非 
异 对 角 阵 , 即 
A; = diag (d; dd). di |d; |e. |d,. 

上 述 条 件 又 可 等 价 地 表述 成 以 下 条 件 :存在 一 个 整 
数 反 对 称 和 矩阵 Q ,使 得 


NQ =0, —/—1NE > 0. 


代数 几何 


前 一 个 等 式 称 为 黎 曼 关系 式 , 后 一 个 不 等 式 称 为 黎 
曼 周 期 不 等 式 . 上 述 条 件 也 等 价 于 莱 夫 谢 茨 条 件 ( 参 
B, Bay Dl RR”). 

BK RAK (Riemann’s relation) W “JHE 
We". 

5X & ERRAT SS XC (Riemann's period inequality) 

见 “ 周 期 矩阵 ” 

阿 贝 尔 定理 (Abel theorem) 揭示 代数 曲线 的 
除 子 群 与 雅 可 比 簇 间 的 关系 的 重要 定理 . 设 C 是 复 
ZUR CO EMT o> 0 的 光滑 射影 曲线 ( 即 紧 黎 曼 
面 ). 可 以 构造 C ERT Eo SS CC) —-C*/ A. 对 于 C 
上 任意 一 个 次 数 为 0 的 除 子 A— 3Q;— SP, HA 
4E Xu CA) JJ 


— Q; Q; Q; i 

| Xj. , NS E. Sf e 
TE J(C) 中 的 等 价 类 ,这 里 的 WI s W , *** , C0, 是 C E 
体 全 纯 微 分 形式 的 基 . 记 Div! (CC) 7g C. 中 零 次 除 子 


所 生成 的 子 群 , 就 有 群 的 同 态 &:Div (C07 (OO. Bay 


贝尔 定理 断言 :w 的 核 就 是 C 上 的 主 除 子 群 , 即 由 C 
RSE A H ek Br BE RE PA u 是 满 射 . 
上 面 提 到 的 w 的 满 射 性 就 是 所 谓 的 雅 可 比 反 演 问 
题 , 它 也 可 表述 为 :给 定 C* 中 任 一 向 量 (wi ues, 
UVR EPR a a O a CP es 
Qi .Q;. Q [1B 
Q, Q. 

| Xj mem MIR, 

雅 可 比 反 演 问 题 (Jacobi’s inverse problem) 
见 “ 阿 贝尔 定理 ” 

Bay Ol A $& BJ xd 4 (dual of an Abelian variety) 
— 3E Eg Bry D ZR S JH SE EX BY BE > BD Bay DI 2 e BJ BES 
fe. LL ZR X 的 对 偶 一 般 记 为 .和 的 对 偶 同 构 
FX. X 的 闭 点 组 成 的 群 可 以 看 做 和 上 所 有 在 平移 
之 下 不 变 的 可 逆 层 的 同 构 类 的 集合 . 当 基 域 为 C 
时 ,一 个 阿 贝尔 徐 C'/A 的 对 偶 也 可 以 定义 为 4 的 
对 偶 格 所 决定 的 阿 贝 尔 簇 . 

F IR Ot (Cartier dual) ” 群 概 形 的 一 个 对 
偶 群 概 形 . 若 C= Spec R ÆR k 上 的 有 限 交 换 群 概 
形 , 记 R= 二 Homx(R,K), 则 G 的 群 概 形 结 构 给 出 R 
的 一 个 交换 代数 结构 ,而 R 的 交换 代数 结构 又 
给 出 G=SpecR 的 一 个 有 限 交 换 群 概 形 结构 . 这 个 
群 概 形 G 称 为 G 的 卡 蒂 埃 对 偶 .C 的 卡 蒂 埃 对 偶 同 
构 于 G. 这 个 定义 不 难 推广 到 任意 诺 特 概 形 S 上 的 
有 限 平 坦 交 换 群 概 形 . 当天 为 特征 零 的 代数 闭 域 
时 ,G 的 卡带 埃 对 偶 就 是 它 的 对 偶 群 , 即 C 上 的 所 
有 C 特征 标 组 成 的 乘法 群 . FR PRT PB EBay OL OS HR 
lie PRE A 6 J: XY 是 阿 贝尔 得 的 同 源 , 则 
ker f) Zzker CJ). 3X # /.Y— X 是 了 的 对 偶 同 源 ,而 
ker /) && ker CO B E EAR ES. 
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= (u,,u5,**,u,) modA, 


db SW fe SASS Frobenius morphism) 特 
征 p 的 概 形 上 特有 的 态 射 . 设 & 是 
一 个 特征 p> 0 的 域 . 对 任意 一 个 X? X 
k 上 的 概 形 和 ,可 以 定义 一 个 和 到 
自身 的 态 射 Fx:X 一 了 X, 它 把 每 个 | 
点 映 到 自身 ,而 把 每 个 (定义 在 开 y 5.4 
CT $E EA) PR CB Me ERR p X 
Té. Fx AX WANT 2B S JE S AR. Uu SEK 
HEIL .m X fe S 概 形 .做 纤维 积 , 于 是 存在 惟一 的 S 
aS AY Fyjs3;X>X ,使 得 O° Fyxs = Fx. Fx, Bf 
Fy sh X TES ERAT B E Dl JE 
乌 斯 态 射 . 绝对 弗 罗 贝 尼 乌 斯 态 射 X X 
和 相对 弗 罗 贝 尼 乌 斯 态 射 统称 弗 
罗 贝 尼 乌 斯 态 射 . 弗 罗 贝 尼 乌 斯 态 / | 
射 是 典范 的 , 即 对 任何 天 概 形 的 py "ly 
态 射 f:X 一 了 ,有 右面 的 图 交换 . 

莫 德 尔 - 韦 伊 定 理 (Mordell-Weil theorem) X 
于 数 域 上 阿 贝 尔 复 的 有 理 点 群 的 定理 . 设 & 是 数 域 ， 
Ak EMNI, 

Atk) =Mork (Spec (k), A), 

即 4 上 的 & 有 理 点 组 成 的 群 . 莫 德 尔 - 韦 伊 定理 断 
言 :4() 是 有 限 生 成 的 . 

塔 特 群 (Tate group) 与 阿 贝 尔 徐 相 关联 的 
HE. 设 & 为 域 ,为 的 代数 闭 包 ,G 一 Gal(&/&). X} k 
上 的 任 一 阿 贝 尔 徐 X diu 


Xn |=ker(X cy y , 


对 任 一 素数 pic 
T CX) = lim X[L2*] = Hom(Q,/Z,,X(&k)), 


PA X TE p 的 塔 特 群 . 24 p 关 ch(%) 时 ， 
T,OOZmZF, 

其 中 g=dim(X).G fF AT ,(X) E. 卫生 -一 了 

是 & 阿 贝尔 簇 同 态 , 则 了 诱导 一 个 同 态 

T,(X)>T,(Y), 
它 与 G 的 作用 相 容 . 4 Home (OL, OO , T,CYOD XI 
有 G 相 容 同 态 的 集合 , 则 有 同 态 
Hom CX ,Y)69Z,—Homc T,X),T,(Y)) (x*) 

塔 特 猜 想 : 当 & 为 数 域 ( 即 有 理 数 域 的 有 限 扩张 ) 时 ， 

C x ) 是 同 构 . 这 个 猜想 已 被 法 尔 廷 斯 (Faltings,G. ) 

T 1984 年 证 明 . 

塔 特 猜想 (Tate's conjecture) A," IE BRE". 

塔 特 模 (Tate module) 塔 特 群 可 以 看 做 Z。 上 
的 模 , 称 为 塔 特 模 . 

阿 贝 尔 S 概 形 (Abelian S scheme) 纤维 都 是 
阿 贝 尔 簇 的 光滑 S 群 概 形 . 一 个 光滑 的 S 群 概 形 ， 
EY A EBB FE Bey OU OR RE. BOY R S 概 形 也 可 以 等 价 
地 定义 为 具有 几何 连通 纤维 的 正常 光滑 S NOE. 阿 


Fx 
F 


贝尔 S BUE A 是 交换 的 S 群 概 形 , 当 S 是 正规 概 形 
时 ,4 是 射影 $ BIB. 从 直观 来 看 , 阿 贝尔 S 概 形 就 
是 以 概 形 S 作为 参量 的 一 族 阿 贝尔 簇 . 因此 , 它 主 
要 应 用 于 研究 阿 贝 尔 簇 的 参量 概 形 以 及 阿 贝 尔 簇 
的 约 化 . 

皮卡 概 形 (Picard scheme) 与 射影 光滑 代数 
徐 相 关联 的 一 个 群 概 形 . 对 一 个 代数 闭 域 & 上 的 任 
意 射 影 光 滑 代 数 簇 XX, 存 在 一 个 上 的 群 概 形 
Pic(X), AR X X Pie CX) E 89 n] 3X ee CH Jon 3€ Ez 
P, AAUP FEE UET RE RBS JE X XY 
上 任意 可 逆 层 , 则 存在 惟一 的 态 射 pg:T 一 Pic(X), 使 
得 

Y= dy X 9)' 5&2) prz 4, 

其 中 .二 是 了 上 的 可 道 层 , P 所 对 应 的 直线 丛 称 为 
BE TSE JA. Pic CXO PROS X 的 皮卡 概 形 , 它 是 一 个 群 
BOUE. 它 的 闭 点 组 成 的 集合 ,可 以 看 做 XX 上 的 可 首 
层 的 同 构 类 组 成 的 以 张 量 积 为 乘法 的 群 , 即 X 的 皮 
FEF. Pic HKEE 0 的 分 支 是 一 个 射影 概 形 , 它 
的 既 约 结构 是 一 个 阿 贝 尔 簇 , 称 为 X OR RRR. IC 
为 Pic? (X). Pic CX) /Pic? (X) HARA PRA X 的 内 
隆 - 塞 维 里 群 , 记 为 NS(X). 它 是 一 个 有 限 生 成 的 阿 
WORE. BG K=C.W Pic*( 久 ) 也 可 以 定义 为 H'i(X， 
Ox)/HH'( 了 X,Z), 而 内 隆 - 塞 维 里 群 可 以 定义 为 coker 
CH OX ,030 H'OX,03 D, BP e 由 指数 映射 诱 
zm. 

HDZ JA (Poincaré bundle) J“ Hz -E EIE". 

BER (Picard variety) AW“ Ez FEJE”. 

(A) RE - Se 4E E BE (Néron-Severi group) 
卡 概 形 ”. 

希 尔 伯 特 概 形 (Hilbert scheme) 一 种 特殊 概 
形 . 设 人 是 一 个 诺 特 概 形 ,X 是 了 上 的 射影 概 形 ,Cr 
是 所 有 局 部 诺 特 TT 概 形 的 范畴 .定义 一 个 从 Cr 到 
A EF T Hilbxz 如 下 :Hilbxz(GS) 王 (在 S 上 
平坦 的 闭 子 概 形 ZOX X rS). Hilbxr 由 一 个 局 部 庄 
特 概 形 Hilbxjt 表 示 ,换言之 ,存在 一 个 团子 概 形 W 
CX X4 Hilbx;r, E TE Hilbxz 上 平坦 , 且 对 任意 SE 
Cr 及 任意 在 S 上 平坦 的 闭 子 概 形 ZCXXrs ,存在 
惟一 的 7 态 射 f:S 一 Hilbxwr, 使 得 Z= (dx X427 
W. Hilbxr iA X ET 上 的 希 尔 伯 特 概 形 . 

Py 4R BE PE RE HEC Albanese variety) 与 射影 3 
SRE KK — TR. 一 个 射影 光滑 代数 得 X 
的 阿尔 班 尼斯 复 指 的 是 它 的 皮卡 复 的 对 偶 阿 贝尔 
f& icy Alb(X). X X Pic (X) E BS HE ISEB 3$ 8: — 
个 典范 态 射 w:X-~Alb(X), 具 有 如 下 性 质 : 若 4 是 
TES nf Dl S:X>A 是 任意 态 射 , 则 存在 惟一 态 
射 :Alb(X) 一 4, 使 得 Hee u. 这 一 定义 可 以 推 
广 到 任意 代数 簇 . & ERA C, Il] Alb(X) 也 可 以 定 


UE 


代 XU OL du 


MA H'CX ,010" / Hu CX ,2). 

T& fi Hr B $E (Grassmannian variety) JR ERA 
拉 斯 曼 空 间 . 线性 空间 的 同 维 子 空间 构成 的 簇 .一 个 
n 维 线 性 空间 的 所 有 m 维 线性 子 空间 的 集合 , 记 为 
Gm. 格拉 斯 曼 徐 具有 如 下 的 代数 几何 结构 ;者 所 给 
n 维 线 性 空间 为 V, 具 有 基 vvv AV 的 
维 数 为 N= 二 C”. 一 个 V 的 m ERRETZEN W 相当 
T AV 的 一 个 1 维 线 性 子 空间 AW, R H F 
PX 1! 中 的 一 个 点 . 对 任意 一 个 人 ”W 的 生成 元 


ü teal Ue Jic E 
px, xn 


系数 MM IKL Lin SN) RA A "Ww 的 普 B DJ 
坐标 . 它们 满足 关系 式 

m+] 

ES = VM Gi iyin AAA at ot Oat Cy 


k=] 


其 中 tisis. Y ， 712， ,jm+1 为 任意 不 大 于 n 的 
正 整 数 , 且 规定 当 有 两 个 立 相 等 时 ,av 一 0; 对 
simn 的 任 一 置换 o, sG oua) emu) —— 
(一 Da .1s 其 中 (一 1)" 当 HAR EF], 
而 当 o 为 奇 置换 时 等 于 一 1. 对 任意 一 组 Ince 
<in es G, PIE gos, 0 的 点 组 成 的 子 集 同 
构 于 一 个 m(n 一 m) 维 线性 空间 . 因此 ,G,,% 可 以 刻画 
成 P^ 中 由 (x ) 定 义 的 mln 一 m) 维 射影 光滑 代数 
簇 , 而 且 可 以 定义 在 SpecZ 上 .Co 的 定义 给 出 Cn 
XV 的 典范 m 秩 子 向 量 从 B( 在 对 应 于 人 入”*W 的 点 
EB 的 纤维 为 W). 它 具有 下 述 性 质 : 知 了 7 了 是 任意 
BIG BET XV 的 任意 m 秩 子 向 量 从 , 则 存在 惟 
一 态 射 p: T Grim» (HIE B' = (ex idy)* BOER TX 
V 的 子 从 ). 换言之 ,Cn 是 的 m 秩 子 问 量 从 的 精 
细 参 量 空间 . 

T& fv Hr & S [B] (Grassmannian space? 
DD eS. 

Be EN XA BR (Plucker coordinates) 
E. 

Fal E R $E (Chow variety) 一 个 特殊 的 代数 
fie. 用 来 刻画 域 上 射影 空间 中 具有 固定 的 次 数 和 维 
数 的 所 有 代数 子 簇 的 集合 的 代数 簇 . 利用 周 炜 良 坐 
tp Pi 中 的 每 个 4 Kr ETIE V 都 可 对 应 于 射影 空 
间 PP 中 的 一 个 点 ,这 个 映射 是 单 的 ,得 到 的 像 集 
Cr 是 Pi 中 的 一 个 拟 射 影 徐 , 称 为 周 炜 良 簇 . 若 把 
映射 扩大 到 所 有 的 d XX n 维 正 代数 7 闭 链 , 则 得 到 
的 像 集 C,,,,s 成 为 一 个 射影 徐 , 仍 称 周 炜 良 簇 . A X 
CP: 是 一 个 子 簇 , 则 包含 在 XX 中 的 所 有 dad Kr 维 正 
代数 7 闭 链 在 上 述 映 射 下 的 像 也 构成 一 个 子 簇 

Coat EO 

€f 4B 45 $E (Schubert variety) 

Ja]. 一 个 特殊 的 代数 簇 . 给 


Lio los ene 


B “ 格 


见 “ 格 拉 斯 


亦 称 舒 伯 特 空 
— n 维 线性 空间 V 
521 


代 2 JL 何 


RE r HEF 23 [A] Vo WA RR EER mn M smin, 
m), V 中 所 有 与 Vo 的 交 的 维 数 宇 S 的 m 维 子 空间 
NARA ARR IN Onm 它 可 以 刻画 成 
DLT BHR G;,% 的 一 个 闭 代 数 子 集 . SRM SR 
相似 , 舒 伯 特 簇 也 可 以 用 线性 空间 覆盖 ,因而 是 光滑 
B] ELTE. 它 可 以 定义 在 SpecZ E. 当 nn 十 s 衬 m 十 r 
时 , 写 , n AI ER FE (Cn — m) Cm — 5) Hsr — s). Gam 
XV 上 的 典范 m 秩 子 向 量 从 BE On, nr EY PR f 
给 出 已,,,,,: 上 的 典范 向 量 从 . 因此 , 舒 伯 特 艇 也 是 
一 个 精细 参量 空间 . 

舒 伯 特 空间 (Schubert space)” 即 “ 舒 伯 特 簇 ”. 

M fE (lag variety) ” 亦 称 旗 空 间 . 一 个 特殊 的 
代数 簇 . 一 个 旗 指 的 是 一 个 向 量 空间 串 V Vs 
V,, 它 的 指标 为 数组 (dim Vi,dimV,,…,dimV,). 给 
&E — ^h n 维 向 量 空间 V 及 一 串 整 数 nnne 
n,2^0,V 中 所 有 由 子 空间 组 成 的 指标 为 (n,ns,…， 
六) 的 旗 的 集合 称 为 一 个 旗 能 , 记 为 Flage ue 
它 可 以 刻画 成 G, X XG 的 一 个 闭 代数 子 集 ， 
其 中 Grn ARRI EIR. 与 格拉 斯 曼 徐 相似, 旗 簇 也 
可 以 用 线性 空间 覆盖 ,因而 是 光滑 射影 得 . 它 可 以 定 
SFE SpecZ E. Flago, n,n AERE na(n — n) + 
Ny Nena) ny ng 7» 在 Flago asa A 
一 个 由 Flago, na XV 的 子 向 量 从 组 成 的 旗 称 为 
PE NEST EET TIT 
该 点 所 代表 的 旗 . 换言之 ,Flagw so EV 的 子 向 
量 丛 组 成 的 指标 为 (zzz,……2) 的 旗 的 精细 参量 空 
[B 

ME zs iB) (flag space) 

(flag) Jl“ WER”. 


Bp ^ YR SA "m 


典范 旗 (canonical flag) JL “HERR”. 
A JẸ $$ (rational variety) 双 有 理 等 价 于 代数 


闭 域 上 的 射影 空间 的 代数 簇 . 它 当 然 是 最 简单 的 代 
AU. 它 可 以 等 价 地 定义 为 代数 闭 域 上 的 代数 入 
XX AA BE pw Re eh RX) fa) Pa aR 的 有 限 生 成 纯 
超越 扩张 .完备 光滑 有 理 复 的 小 平 维 数 必 为 一 co ,但 
反之 不 对 . 亏 格 等 于 0( 即 小 平 维 数 是 一 se) 的 完备 
光滑 曲线 一 定 是 有 理 曲线 . 当 X 是 完备 光滑 曲面 
时 ,X 是 有 理 曲面 的 充分 必要 条 件 是 xO) =l, 
P,(X)=0. 但 是 ,对 于 维 数 超过 2 的 情形 , 尚 无 一 般 
的 判别 法 则 . 

单 有 理 答 Cunirational variety) 一 类 特殊 的 代 
BIR. F AX 是 域 * 上 代数 簇 ,存在 射影 空间 的 支配 
BRT PP" > XX, TEE A BE pw R Kk CP”) 
/&k(X) 是 可 分 扩张 , 则 称 X ARAA. BD X 中 的 一 
般 元 可 以 用 nn 十 1 个 变量 的 有 理 阴 数 做 参数 化 .有理 
徐 和 单 有 理 簇 是 两 个 非常 接近 的 概念 . 当 X 的 维 数 
<2 时 ,这 两 个 概念 是 一 致 的 .但 高 维 的 情形 则 不 

Dd 


JA. 这 就 是 著名 的 吕 罗 特 问题 . 

E S + iE (Lüroth problem) 
eU. 

BA £r $& Cuniruled variety) 一 种 特殊 的 代数 
fk. Fr X JE n 维 代数 艇 ,存在 一 个 一 1 FER W 以 
及 在 一 般 点 有 限 的 有 理 映 射 WXP' 一 XX, 则 称 X 为 
HAIR. 

参量 空间 (moduli space) JRERÉ E BUE . [8] T4 
类 的 连续 参数 所 构成 的 空间 . 设 & 是 概 形 范畴 的 一 
个 子 范畴 ,Ff 是 & 到 集合 范畴 (或 其 子 范畴 ) 的 一 个 
(FER MRE) RF 由 G 的 一 个 对 象 O 表示 
(例如 ,对 于 反 变 明子 ,存在 FC FCOD ,使 得 

Mor(X ,O)>F(X), f >F) 

对 一 切 XEG 成 立 ), 则 称 O 为 F 的 一 个 精细 参量 
空间 (或 精细 参量 概 形 ). 设 人 是 域 K 上 的 概 形 范畴 
的 一 个 子 范畴 . 称 S 是 到 的 粗糙 参量 空间 (或 粗糙 
BEBE) ARTE LINES 及 上 自然 变换 本 ;FF 
一 Mor《(。,S) 满 足 : 

1. 该 自然 变换 在 Speck 上 是 一 一 对 应 . 

2. 对 任意 & 概 形 及 任意 满足 1 的 自然 变换 了 7". 
F 一 Mor( S), 存在 惟一 的 有 态 射 p: S> S 使 得 
T'=9° TORT’ x(O=¢° Tx OMY XECO RE 
CFOONR Y). 

精细 参量 空间 和 粗糙 参量 空间 统称 参量 空间 . 
精细 参量 空间 是 粗糙 参量 空间 . PAL SRR R 
形 都 是 精细 参量 空间 的 例子 . 域 玉 上 的 所 有 椭圆 曲 
线 的 雅 可 比 不 变量 组 成 的 空间 (人 4 一 40,1) 是 一 
个 粗糙 参量 空间 的 例子 . 

$ E HA (moduli scheme) 即 “ 参 量 空间 ”. 

精细 参量 空间 (fine moduli space?) 见 “ 参 量 空 
IR] ". 


见 “ 单 有 理 数 


精细 参量 概 形 (fine moduli scheme) 即 “ 精 细 
参量 空间 ” 

粗糙 参量 空间 (coarse moduli space) ” 见 “ 参 量 
空间 ” 

粗糙 参量 概 形 (coarse moduli scheme) RP% 
糙 参 量 空间 ”. 

实 代 数 集 (real algebraic set) 坐标 域 为 实 团 


域 的 代数 集 . 设 R 是 一 个 实 闭 域 ,RLX,,X,,…,X, | 
是 R 上 的 nn 元 多 项 式 环 . Gn 维 仿 射 空间 R 的 一 
个 子 集 S 是 RUX: Xi, X, 的 某 个 子 集 的 零点 
集 ,换言之 ,存在 RUX: X2: X | 的 一 个 子 集 T, 
使 得 S= {aE R"]f(0—0,V FET} WRS ARE 
的 实 代数 集 . R 中 每 个 实 代 数 集 是 RUX Xen 
X,j 中 某 个 多 项 式 的 零点 集 . 仿 射 空间 RT 同样 具有 
所 谓 的 扎 里 斯 基 拓 扑 , 其 财 子 集 恰 为 实 代 数 集 . 对 于 
扎 里 斯 基 拓 扑 , 不 可 约 的 实 代 数 集 称 为 R 上 


HSER. 

Kfk (real variety) 见 “ 实 代数 集 ” 

半 代 数 集 (semialgebraic set) ” 实 代 数 几 何 中 
特有 的 术语 . 它 给 出 比 实 代数 集 更 广泛 的 一 类 集合 . 
wR 是 一 个 实 团 域 ,RLX Xatt X, | 是 R 上 nn 元 
多 项 式 环 . 对 于 Fd VERUS hi hos 
ees h © RLX1 X25, Xa] HP r,s,t 均 为 非 负 整 
数 ,可 以 如 下 定义 R 的 一 个 子 集 ; (a€ R”|fi(a)== 
0,2—1,2,:"75;g,(2)220,;— 1,2, ,5;hi(a)>0,k 
=1,2,°°,t}).& R 的 一 个 子 集 可 以 表 为 有 限 个 如 
上 所 示 子 集 的 并 , 则 称 该 子 集 为 R 上 的 一 个 半 代 数 
Se. 实 代 数 集 目 然 也 是 半 代 数 集 . 由 定义 知 ,R” 和 空 
SED FEA ARSE. 两 个 半 代 数 集 的 并 与 交 都 是 半 代 
TUE. 此 外 , 半 代 数 集 的 补 集 仍 是 一 个 半 代 数 集 . A 
IE, R” 的 所 有 半 代 数 集 组 成 一 个 布尔 代数 . 

实 理想 (real ideal) 实 交 换代 数 所 讨论 的 一 类 
具有 所 谓 实 性 的 理想 . 设 4 是 一 个 有 单位 元 的 交换 
环 ,J 了 是 4 的 一 个 理想 ARE aitat ta EJ, 
其 中 415025 '**,aà, € A DA a, € J , WR J 为 4 的 实 
理想 .任意 多 个 实 理想 的 交集 还 是 一 个 实 理想 . 于 
是 ,对 于 4 的 任意 一 个 理想 了 ,总 有 一 个 包含 了 的 最 
小 实 理想 (可 能 为 4 本身), 这 个 最 小 实 理想 称 为 理 
AT ASCH. AAT. SE KRVI AP 
结构 ， YT 二 {rE€h| 对 于 某 个 kEN 以 及 bi sbs, 
b, € A, r*+ tbt e tE). FE, XERA 
刻画 如 下 : 环 4 的 一 个 理想 了 是 实 的 , 当 且 仅 当 
V I —I. 

理想 的 实 根 (real radical of an ideal) 
8". 

Sci (real spectrum) 由 交换 环 上 的 序 组 成 的 
拓扑 空间 . 它 可 以 看 做 域 的 序 空间 在 交换 环 上 的 推 
广 . 设 4 是 一 个 有 单位 元 1 的 环 ,P 为 4 的 一 个 子 
RE: 

oor ear 

Zo I epu 

3. —PUP—A; 

4. CP(] P 是 A 的 一 个 素 理 想 ，; 

We PA 4 的 一 个 序 . AA Spec, A 表示 环 A 的 所 
有 序 组 成 的 集合 , 则 Spec, A= OS 24 EL [24 — 1 不 能 
表 为 4 中 元 素 的 平方 和 . 此 时 ,同样 可 赋予 集合 
Spec, A 一 个 所 谓 的 哈里 逊 拓 扑 , 它 的 子 基 由 形 如 
H (a) - (P€Spec, Ala& —P)(a€ A) WEAN. 由 
上 所 得 的 拓扑 空间 Spec, 4 称 为 环 4 的 实 谱 , 它 是 
一 个 拟 紧 的 拓扑 空间 . 当 ARAE F H}, Spec, F 5 
Xr 是 一 致 的 . 

点 定理 (point theorem) 关于 实 闭 域 上 的 一 类 
多 项 式 取 值 情况 的 定理 . 内 容 包括 三 个 方面 : 实 零点 


见 “ 实 理 


代 数 几 何 


定理 , 非 负 点 定理 与 正点 定理 . 这 三 个 定理 分 别 刻画 
了 这 样 的 多 项 式 函 数 , 该 函数 在 给 定 的 实 代 数 集 或 
半 代 数 集 上 所 取 的 值 恒 是 零 . 非 负 和 正 . 若 尺 是 一 
个 实 闭 域 ,7 是 多 项 式 环 REX),,X,,… X, 的 一 个 理 
想 , 日 Z(1) = {a € R'|g(a) —0,V g € 7), 则 对 于 
Í e R[X,,X,,-,X,] A: 

L GE 2E S ERD S HZ) EMBASE, YAY 

fEVT. 

2. GER REEDS ZU) LAER. YAW 
HAARR” 4-9) f=q' (mod 7). 

3.《 正 点 定理 )f YE ZOD E TEC IE SAW 4A 
IH] x 3X q/91--9g' (mod 7), 其 中 ,4 表示 某 自然 数 ,gq 
与 g' 表示 R[X,,X;,,X, | 中 多 项 式 的 平方 和 . 

上 面 的 结论 即 是 点 定理 .一 个 更 为 一 般 的 结论 
是 下 面 的 所 谓 半 代 数 点 定理 : 若 E= {a € R |f) 
= 0,2 = 1,2,*,7,2,000 之 0,7 = 1,2,° ,Ssh,(a) 
> 0,k 二 1,2,…,t) ER 中 的 一 个 半 代 数 集 , 其 中 
fogoh€RLDX XX.) 则 对 于 fE RLX,,X,, 
… ,XX, b: 

1.( 半 代数 实 零点 定理 ) (HEE LAS. 4A 
仅 当 有 

zj 十 lug € I. 


2.〈 半 代数 非 负 点 定理 ) f 在 上 恒 为 非 负 , 当 
且 仅 当 有 
(vf? + Du a?) f= Sut e'i(nodI). 


3.〈 半 代数 正点 定理 ) f T€ E FATE, 4AM 
当 有 
X uff =v + us e'ianod D, 
e d 
其 中 ,4 为 某 自然 数 ,7 是 由 了 生成 的 多 
Ji sh BAB gd; € RLXi,Xi s Xn], us uy 是 819 
823 ey 23h shes i 中 若干 个 元 素 的 乘积 ,> 是 
hishzs**sh, TERT PIR H3 He H, 
SE 3E HE XE XE (real null point theorem) 
定理 ” 
JE fa A E (non-negative point theorem) M 
“点 定理 ”. 
正点 定理 (positive point theorem) 
理 ”. 
半 代 数 点 定理 (semialgebraic point theorem) 
U REH”. 
B A GE 陈 志 杰 谈 胜利 
审 阅 ST RAP 


éé 
见 “ 点 


JL U XE 


8I X 
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m 分 JL 何 学 


微分 几何 学 (differential geometry) ”简称 微分 
几何 . 数学 的 一 个 重要 分 支 , 主 要 研究 可 微分 的 形体 
(曲线 .曲面 、 微 分 流 形 等 ) 的 几何 性 质 . 微分 几何 几 
乎 与 微 积 分 同时 产生 和 发 展 . 当初 ,牛顿 (Newton， 
I. ) 和 莱 布 尼 芯 (Leibniz,G. W. ) 创 立 微 积 分 的 动机 
之 一 ,就 是 为 了 解决 计算 一 般 曲 线 的 切线 和 长 度 、 曲 
线 所 围 区 域 的 面积 等 几何 问题 . 微分 几何 的 第 一 本 
著作 当 推 蒙 日 (Monge,G.) 的 (分 析 对 几何 的 应 
用 》, 他 和 欧 拉 (Euler,L. ) 及 他 们 的 学 生 们 对 微分 几 
何 的 早期 发 展 做 出 了 重要 责 献 . 曲面 论 的 真正 基础 
是 由 高 斯 (Gauss,C.F. ) 葛 定 的 ,他 于 1827 年 出 版 
了 专著 《关于 弯曲 曲面 的 一 般 研 究 》, 书 中 证 明 :曲面 
的 总 曲率 由 它 的 第 一 基本 形式 完全 确定 . 这 就 是 曲 
面 论 的 高 斯 方程 ,被 称 为 极 妙 定理 . 从 此 以 后 ,微分 
几何 不 再 仅仅 是 微 积 分 的 一 种 应 用 , 而 成 为 数学 的 
— 3A. 

高 斯 建立 的 仪 与 曲面 第 一 基本 形式 有 关 的 内 蕴 
几何 是 微分 几何 发 展 史上 的 一 次 关键 性 的 突破 ,这 
— E 48 Jr; OK gi 4 & (Riemann, (G. F. 2B. 2 RHE 
K. AE T1854 年 在 格 丁 根 大 学 发 表 了 题 为 “关于 
作为 几何 学 基础 的 假设 ?的 就 职 演 说 ,商定 了 黎 曼 几 
何 的 基础 . 他 发 展 了 空间 的 概念 ,把 后 来 称 之 为 黎 受 
度量 的 对 称 正 定 二 次 微分 形式 赋予 2 维 流 形 , 并 以 
此 作为 几何 学 的 出 发 点 . 这 就 包括 了 一 大 类 非 欧 几 
何 ( 如 椭圆 几何 、 双 曲 几 何 ( 又 称 罗 巴 切 夫 斯 茜 几 
fap)o. TE FE A E JL fup 4: 28 A E38 (Einstein, A. ) 用 来 
建立 广义 相对 论 ,并 且 相 对 论 反 过 来 促进 了 黎 曼 几 
何 学 的 发 展 . 

353E Al (Klein, (C. )F. ) 于 1870 年 在 他 的 《 埃 
尔 朗 根 纲 领 》(Erlanger program) 中 提出 ,几何 学 应 
是 研究 空间 在 变换 群 作用 下 不 变 的 性 质 . 根据 不 同 
的 变换 群 ,就 有 欧 氏 几何 .射影 几何 \ 仿 射 几何 、 共 形 
几何 等 . 这 种 用 群 论 观 点 统一 几何 学 的 思想 ,在 《 埃 
尔 朗 根 纲领 ) 发 表 后 的 半 个 世纪 内 ,成 了 几何 学 的 指 
FRA. 20 世纪 初期 ,射影 微分 几何 的 研究 相当 活 
BR PEA T ARI CWilezynski, E. J.) ARR 
的 美国 学 派 , 以 富 比 尼 (Fubini,G. ) 为 代表 的 意大利 
学 派 和 以 苏 步 青 教 授 为 代表 的 中 国学 派 . 仿 射 微分 
几何 和 共 形 微分 几何 的 决定 性 工作 是 由 布 拉 施 克 
(Blaschke,W.J.E.) 所 做 的 . 融 黎 曼 和 克 莱 因 之 思 
AH = — E AY) FE 24 (Cartan, E. ) ,他 把 李 群 和 微分 几 
fuf Z5 A EE OK SLE A ALE [RI CSF 2E DAY f E HJ 
主要 几何 对 象 ,成 功 地 发 展 了 外 微分 理论 和 活动 标 
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架 法 . 尤其 是 李 群 在 流 形 上 的 作用 ,导致 了 齐 性 空间 
和 对 称 空 间 的 深入 人 研究 . 这 些 都 为 现代 微分 几何 芮 
定 了 基础 . 黎 曼 几何 还 有 另外 的 推广 , 即 把 作为 空间 
度量 的 正定 二 次 型 用 更 一 般 的 正二 次 齐 次 函数 来 代 
蔡 , 其 实 这 也 是 黎 曼 的 本 意 . 这 种 度量 空间 被 分 斯 勒 
(Finsler, P. ), ££ f (Rund, H. ) 等 发 展 成 芬 斯 勒 几 
何 . 

20 世纪 40 年 代 以 后 ,微分 几何 的 一 个 发 展 趋 
势 是 研究 空间 或 流 形 的 整体 性 质 , 尤 其 是 局 部 性 质 
与 整体 性 质 的 联系 . 著名 的 高 斯 - 博 内 公式 即 是 一 
例 ,陈省身 在 高 维 黎 曼 流 形 上 的 推广 方面 做 出 了 重 
要 贡献 . Æ a (Hodge, W. V. D. ) 的 调和 积分 理论 和 
德 。 拉 姆 ( de Rham,G.-W. ) 的 上 同调 理论 揭示 了 
微分 流 形 上 微分 结构 .拓扑 结构 和 黎 曼 结构 之 间 的 
深刻 联系 ,具有 十 分 重要 的 意义 .在 一 定 几 何 条 件 
下 ,根据 调和 理论 ,可 用 博 赫 纳 (Bochner,S. ) 方 法 得 
出 各 种 消 没 定理 . UL E ri IB DIS. RE ME 
上 的 测 地 线 理论 是 整体 黎 曼 几何 学 的 核心 之 一 . 从 
测 地 线 - 的 无 限 延伸 要 求 引出 黎 曼 流 形 的 完备 性 概 
E, EÉ K Hopf, H. ) 和 里 诺 (Rinow,W. ) 对 此 作 
出 了 贡献 . 完备 性 是 整体 微分 几何 研究 中 对 流 形 所 
加 的 最 起 码 和 最 自然 的 假设 , 它 比 紧 致 性 更 弱 . 测 地 
线 的 变 分 理论 导致 了 黎 曼 流 形 上 各 种 曲率 与 拓扑 的 
深刻 结果 . 进一步 的 发 展 包括 著名 的 球面 定理 , 非 负 
曲率 的 完备 流 形 和 非 正 曲率 的 紧 致 流 形 的 结构 等 . 
测 地 线 理论 也 促进 了 流 形 上 分 析 的 发 展 . 

微分 几何 的 另 一 重要 研究 方向 是 等 距 漫 入 和 子 
流 形 几何 . 1926 4 , HEA BR (Janet, N. ) 和 嘉 当 分 别 
独立 证 明了 任何 维 解析 黎 曼 流 形 均 可 局 部 等 距 骨 
入 到 n(n 十 1)/2 维 欧 氏 空间 中 ,但 是 , 若 去 掉 流 形 的 
解析 性 要 求 ,问题 至 今 尚 未 完满 解决 .尤其 是 高 斯 曲 
率 变 号 的 二 维 歼 曼 流 形 是 否 总 可 以 局 部 等 距 租 入 三 
维 欧 氏 空 间 中 , 仍 是 一 个 令 人 感 兴趣 的 问题 . 关于 整 
体 等 距 租 入 问题 ,纳什 (Nash,J.F. ) 于 1954 一 1956 
年 给 出 了 一 般 性 结果 :任何 完备 ( 紧 致 ) 黎 曼 流 形 均 
可 整体 等 距 族 人 到 充分 高 维 数 的 欧 氏 空间 中 作为 子 
WE. 纳什 的 方法 后 来 对 非 线 性 分 析 产 生 重 要 影响 . 
虽然 有 纳什 的 结果 ,但 对 于 一 个 具体 的 黎 曼 流 形 , 要 
确定 它 能 等 距 戏 人 进去 的 欧 氏 空间 的 最 低 维 数 , 仍 
是 一 个 相当 困难 的 问题 . 黎 曼 流 形 的 子 流 形 几 何 是 
古典 曲面 论 的 直接 推广 , 子 流 形 的 第 二 基本 形式 起 
着 十 分 重要 的 作用 . 第 二 基本 形式 的 迹 称 为 子 流 形 
的 平均 曲率 (向 量 ). 如 同 曲面 论 一 样 ,平均 曲率 为 零 


的 子 流 形 称 为 极 小 子 流 形 . 极 小 子 流 形 具有 明显 的 
几何 变 分 特征 , 它 是 体积 泛 困 的 临界 点 . 极 小 子 流 
JE ,特别 是 极 小 曲面 ,它们 的 整体 存在 性 .惟一 性 和 
分 类 问题 是 子 流 形 研 究 中 最 重要 和 最 有 吸引 力 的 一 
个 课题 . 

几何 变 分 问题 在 现代 微分 几何 中 越 来 越 占 有 重 
要 的 地 位 ,这 不 仅 在 于 它 具 有 深刻 的 几何 背景 ,而 且 
还 在 于 它 和 众多 的 其 他 数学 分 文 相关 联 , 如 变 分 学 、 
偏 微 分 方程 .近世 代数 、 非 线性 分 析 、 多 复 变 函数 论 
等 . 此 外 它 还 和 理论 物理 .生物 工程 等 相 沟 通 . 调和 
映射 便 是 近年 来 发 展 十 分 迅速 的 一 类 几何 变 分 间 
题 . 黎 曼 流 形 间 的 调和 映射 是 其 能 量 泛 好 的 临界 点 . 
当 起 始 流 形 为 1 维 时 便 化 为 测 地 线 . 调和 的 等 距 浸 
入 便 是 极 小 子 流 形 . 调和 映射 的 第 一 个 整体 存在 性 
定理 是 由 伊 尔 斯 (Eells ,J. ) 50 38 3£ E (Sampson, J. 
H. ) 于 1964 年 共同 给 出 的 . 从 调和 理论 观点 来 看 ， 
调和 映射 是 调和 的 1 形式 . 其 他 重要 的 几何 变 分 问 
题 还 有 杨 - 米 尔 斯 场 、 爱 因 斯 坦 度量 、 元 勒 - 爱 因 斯 坦 
度量 等 . 它们 不 仅 对 现代 微分 儿 何 学 ,而 且 对 现代 数 
学 的 发 展 都 起 了 很 大 的 促进 作用 . 

微分 几何 是 一 门 既 古老 又 年 轻 的 学 科 , 它 的 新 
概念 和 新 方法 层出不穷 .今天 ,无 论 在 基础 理论 上 还 
是 在 实际 应 用 上 ,都 日 益 显示 出 它 的 强大 生命 力 . 著 
名 几何 学 大 师 陈省身 教授 说 :“ 我 希望 它 不 要 像 其 他 
一 些 数学 分 支那 样 被 公理 化 . 保持 它 跟 数学 中 别 的 
分 支 以 及 其 他 学 科 的 许多 领域 的 联系 ,保持 着 它 把 
局 部 和 整体 相 结 合 的 精神 . 它 在 今后 长 时 期 中 仍 将 
是 一 请 肥沃 的 疆域 .” 

微分 几何 (differential geometry) 
的 简称 . 


微分 几何 学 


R? 中 的 曲线 和 曲面 


[9] mt E AY (vector function) 向 量 分 析 中 的 基 
本 概念 . 给 出 一 个 点 集 G, 并 在 G 上 选 定 一 个 坐标 
AR. 若 对 于 G 中 每 一 个 点 p, 总 有 三 维 欧 氏 空 间 R? 
中 的 一 个 确定 的 向 量 r 和 它 对 应 , 则 称 > 为 定义 在 
G ERSg— In] & eR ZG IO r=r(p) p € C. G Æ 
一 个 实数 区 间 e scis, WG — 76 I6] E ES XX nr = 
rt). rE R 的 一 个 直角 坐标 系 下 的 三 个 分 量 都 
是 1 BER BU ro — (0 y GO z CO ) GEO. 
@G#H-—7t+¥R KR. (uv) € GL DUI 48 — 765 Se 
数 r 二 rtu,v) ,rlu,v) 的 三 个 分 量 都 是 wx 和 w 的 二 元 
PACA B r= (x (uv) ,yuv) z(u,v)}, (uv)EG. 

[in] E PCI E RI ELDETEJ RE EPH EX ES 
空间 R PA. 像 数学 分 析 中 讨论 实 函 数 那样 ,对 回 
量 函 数 也 可 以 定义 极限 .连续 、 导数、 微分 .积分 等 概 
念 .如 设 r( 刀 是 定义 在 区 间 c mto E RS pe] E | C 


R> Fp Bo dà £x 30 fü mi 


ZR 


lim rt + At) — r(t) 
At>0 At 


存在 , 则 称 rO c d Xe n] AH xx T TR PRO ra) 
在 上 点 的 导 回 量 , 用 dr/d K r ORR. dr=r' GOdt 
称 为 r() 的 微分 .类似 地 可 定义 回 量 困 数 的 高 阶 导 
数 与 高 阶 微分 ,以 及 偏 导 回 量 等 . 同样 ,也 可 以 定义 
[a] at PA BAY FR Sp, Ar e) et PA A r(t)-— ira) yC), 
z(t?)}) 在 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 积分 


b 
| radi 
存在 , 且 
b b b h 
| rad = i x(t)dit, | yode, | «oot. 


总 之 , 回 量 函数 的 微分 法 和 积分 法 都 可 以 通过 它 的 
各 分 量 的 相应 运算 去 进行 . 同 量 代数 与 向 量 分析 在 
经 典 的 曲线 曲面 理论 中 有 着 重要 应 用 (参见 "向量 分 
pr). 

& fe] E (derivative vector) Jl“ [n] & AM”. 

空间 曲线 (space curves) 经典 微分 几何 的 主 
要 研究 对 象 之 一 .在 直观 上 ,曲线 可 看 成 空间 一 个 自 
由 度 的 质点 运动 的 轨迹 . 在 三 维 欧 氏 空间 Ri 的 直角 
坐标 系 中 ,点 的 运动 可 表示 为 一 组 方程 x c. y 
二 y(t),z 二 z(?), 其 中 为 参数 ,这 个 点 运动 的 轨迹 
就 是 满足 上 述 方程 的 点 的 集合 . 所 以 ,空间 曲线 就 是 
R’ 中 的 一 个 点 集 , 这 个 点 集 可 由 上 述 参 数 方程 来 表 
示 . 空间 曲线 可 定义 为 : 数 轴 上 的 区 间 (a,5) 到 R* 中 
的 一 一 连续 的 映射 r: (a,b) >R? tlr), y CO, 
zü)) tE Cab) ,也 把 该 映射 的 像 称 为 曲线 .在 Ri 的 
直角 坐标 系 中 ,这 个 映射 可 表示 为 =r), y= 
y(G),z 一 z()，a<t<o, 此 方程 称 为 曲线 的 参数 方 
程 ,t 为 参数 . Ar 为 曲线 上 点 的 向 径 , 则 此 参数 方程 
th nJ 5j Jy [5] C EC BTE X irr G0 — (r0, y (OD, 
z(t)}, t€ (a,b), B £X B5 77 ri] 4 Z8 28095 OM AY Fr [61 Hf 
定 正 向 .在 曲线 论 中 讨论 的 曲线 ,还 要 加 上 一 些 条 
件 ,如 可 微 性 和 正则 性 等 . 

曲线 的 参数 方程 (parametric equation of a cur- 
ve) 见 “" 空 间 曲 线 ” 

C 阶 曲线 (C -curve) 一 类 重要 的 曲线 . CR 
HA k 阶 可 微 性 的 曲线 . AH A BR RIA z= 
zlt),y= yt), z=z(t), tE (a,b), 或 rr 一 rt) 中 的 项 
数 是 & 阶 连续 可 微 的 函数 , 则 称 这 曲线 为 C" r ih 
线 . 当 &-~>ce 时 , 即 r(G) 中 的 函数 具有 任意 阶 的 导 
数 , 则 称 为 光滑 曲线 ,或 C~“ 阶 曲线 . 

C” 阶 曲线 CC” -curve) 见 “C 阶 曲线 ”. 

光滑 曲线 (smooth curve)  UJL^C^ Bir ge". 

正则 曲线 (regular curve) 一 类 重要 的 曲线 . 
它 是 处 处 存在 惟一 切线 的 曲线 . 设 曲 线 的 参数 方程 
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H r=r S= Lra) ya) za) EE tSt 时 ,其 切 
E r' (2 250, MER =o 处 曲线 上 的 点 为 正则 点 ; 
在 曲线 的 参数 方程 中 的 坐标 函数 都 是 上 的 连续 可 微 
鹃 数 , 且 曲线 上 的 点 都 是 正则 点 ( 即 r^ G2 2500 , Wü fy 
此 曲线 为 正则 曲线 , 称 此 参数 方程 为 正则 参数 方程 ， 
称 上 为 此 曲线 的 一 个 正则 参数 . 

正则 参数 方程 (regular parametric equation) 
见 “ 正 则 曲线 ”. 

正则 参数 (regular parameter) 
£y". 

曲线 的 弧 长 (arc length of a curve) 曲线 段 的 
KE. 曲线 r—r GM A A rGO8| rGOBIJEIS 


s(t) = | |r’ Ct) | dé. 


Am s Go — |r @) | > 0. Bf ZEB SII s 为 参数 , 称 
为 曲线 的 自然 参数 ,这 时 曲线 方程 可 表示 为 


TL “IE D h 


r=r(s), |r (s)| = or =]. 
[a] && PRA NT A AB NY FRUE a] LAN A 
. dr . dr 


r= de "Tds 
等 . 弧 长 是 曲线 的 运动 不 变量 ,以 它 作 为 参数 ,许多 
公式 都 大 为 简化 . 

自然 参数 (natural parameter) 
IS 

切 向 量 (tangent vector) 与 曲线 相 切 的 向 量 . 
给 定 曲 线 C 上 一 点 P,Q 是 C 上 与 P 的 邻近 一 点 ， 
当 QQ 点 沿 曲 线 趋 近 于 PP 时, 制 线 PQ 的 极限 位 置 称 
为 曲线 C 在 PP 点 的 切线 ,P 点 称 为 切 点 .者 曲线 C 
的 参数 方程 为 r=r(2), 切 点 PP 对 应 的 参数 为 to,Q 
点 对 应 的 参数 为 to + At, W 
(s + AD — rt) 

At 

Re D 点 的 切 向 量 . 若 曲线 C 的 参数 方程 取 弧 长 为 
参数 , 即 r=r(s) TE ACTU s 的 导数 是 单位 辐 
量 dr/ds 王 六 在 曲线 论 中 , 记 了 (s) 王 rs) , 称 了 (s) 为 
曲线 C 在 一 点 的 单位 切 向 量 , 有 些 教科 书 中 也 记 为 
als) 二 i(s), 切 向 量 T(s) 指 向 曲线 的 正方 向 . 

单位 切 向 量 (Cunit tangent vector) J“ [Ay 
ft”. 

主 法 向 量 (Cprincipal normal vector) 一 种 特殊 
向 量 . 它 是 指明 曲线 止 向 的 一 个 法 向 量 . 设 曲 线 C 
的 参数 方程 为 一 rs 为 弧 长 参数 , 称 
FG / |FGO | 为 曲线 C 在 一 点 的 主 法 向 量 , 记 为 


见 “ 曲 线 的 弧 


r1 = lim 
Atc 


N(s) = 4L 
[ë| 
CZ FAO) , FR T GO XN GO A HA C. 在 一 点 的 从 法 向 
量 或 副 法 向 量 , 记 为 BGs) 二 Ts) XN(s).N(s) 指 向 
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曲线 C 四 入 的 方向 .TCs) ,NCs) ,BC ) 依 顺序 构成 右 
的 弗 雷 内 标 架 (参见 “ 弗 雷 内 标 架 ”). 

从 法 向 量 (binormal vector) 见 “ 主 法 癌 量 ”. 

副 法 向 量 (secondary vector) ” 即 “ 从 法 向 量 ”. 

密切 平面 (osculating plane) ”一 种 切 平面 . 它 
是 同 曲线 在 该 点 最 贴近 的 ( 即 有 最 高 阶 切 触 的 ) 切 平 
面 . 过 空间 曲线 C 上 一 点 了 的 切线 和 PP 点 的 邻近 一 
点 @ 可 做 一 平面 . 当 QQ 点 沿 曲线 C TF P 时 ,该 平 
面 的 极限 位 置 x 称 为 曲线 C 在 PP 点 的 密切 平面 . 它 
在 PP 点 的 法 线 称 为 曲线 C 在 P 点 的 从 法 线 .大 曲线 
C 的 自然 参数 表示 为 r==rCs), 则 曲线 在 P 点 的 密切 
平面 的 方程 为 (p 一 r,, 门 二 0, 其 中 pp 为 P 扣 的 密切 
平面 上 任 一 点 的 向 径 . aH AA RB RRA r= 
r@) WE t=. 点 的 密切 平面 的 方程 为 

(p—r (to) or! Gor" (to)) 一 0 G'GOOxXr"GQ350). 

从 法 线 (binormal) W“ Ym”. 

法 平面 (normal plane) 垂直 于 曲线 的 切线 的 
平面 .由 切线 和 从 法 线 确定 的 平面 称 为 曲线 在 该 点 
的 从 切 平面 . 若 曲 线 的 参数 方程 为 r=r《s), 则 法 平 
面 与 从 切 平面 的 方程 分 别 为 (p 一 r)*7 二 0 及 (p 一 7) 
e P220, HP p 为 该 平面 上 任 一 点 的 向 径 . 

从 切 平 面 (rectifying plane) W“ H”. 

弗 雷 内 标 架 (Frenet frames) 一 组 单位 向 量 . 
它 是 伴随 于 曲线 每 点 的 三 个 特殊 的 相互 正 交 的 单位 
向 量 . 曲线 C;r 二 r《s)( 至 少 是 C? 阶 的 ) 在 点 P 卫 的 单 
位 切 向 量 T=7, 主 法 向 
& N-—rF/|PI A AES 
量 B=TXN KAFRA 
顺序 构成 的 正 交 标 架 ， 
记 为 {r(s);T(s),N(s)， 
BG»). T 481 N 决定 的 
平面 就 是 曲线 在 PP 点 的 密切 平面 ,N 和 B 决定 的 平 
面 就 是 曲线 在 P 点 的 法 平面 ,T 和 如 决定 的 平面 就 
是 PP 点 的 从 切 平面 . 由 三 个 基本 向 量 T,N,B 和 密 
切 平面 法 平面 .从 切 平面 所 构成 的 三 棱 形 也 称 为 曲 
线 在 尸 点 的 基本 三 棱 形 .用 这 种 活动 标 架 来 研究 曲 
线 在 一 点 邻近 的 性 质 正 是 经 典 曲 线 论 的 内 容 ( 见 
图 ). 

基本 三 棱 形 (fundamental triangular Prism ) 
JL" 35 88 VI RARE. 

弗 雷 内 公式 (Frenet formula) 亦 称 经 典 曲 线 
论 的 基本 公式 . 弗 雷 内 标 架 的 微分 公式 .在 光滑 曲线 
C:r 二 rs) 的 每 一 点 都 有 莫 雷 内 标 架 . 曲线 的 弯曲 性 
质 反 映 为 邻近 点 上 弗 雷 内 标 洪 之 间 的 相对 位 置 关 
R. 为 此 要 考虑 T(s),N(s) BOOKFMK s 的 导向 
BH T(s).N(s), Bs) MENT mbi T.N.B 
线性 表示 , 即 弗 雷 内 公式 


N(s) =— kGOT (s) + t(s)B (s), 
B(s) =— t(s)N(s), 
HP R(s) cGOA APR 2S HA C TE— a BY Bl CRI DR 
率 , 它 们 是 曲线 的 两 个 基本 运动 不 变量 . 
经 典 曲 线 论 的 基本 公式 (fundamental formula 
of classial theory of curves) 即 “ 弗 雷 内 公式 ” 
Hy Æ (curvature) 表示 曲线 弯曲 程度 的 一 个 
运动 不 变量 . 设 曲 线 r=r(s) 的 单位 切 向 量 为 了 (s)， 
称 


we = k(s)N(s), 


k= FC) = lim | | 

为 曲线 r=r(s) E s 处 的 曲率 ,其 中 Ab 是 切 向 量 
T G)fI T (s+ As) Z [Al AY Se FA. 曲率 度量 了 曲线 上 相 
邻 两 点 的 切 向 量 的 夹 角 关于 弧 长 的 变化 率 , 它 刻画 
了 曲线 弯曲 程度 . 如 曲率 & 恒 为 0 的 曲线 是 直线 . 称 
T(s) 为 该 曲线 的 曲率 向 量 , 当 关 0 时 ,曲率 的 倒 
数 1/k(s) 称 为 曲线 r==r(s) 在 s 处 的 曲率 半径 . 24 Bi 
线 用 一 般 参 数 1 表示 , 即 r==r(z) 时 ,曲率 的 计算 公 
式 为 
TIE 

H £m (curvature vector) Jl“ gg zx". 

曲率 半径 Ccurvature radius) Jl“ pt x". 

H (torsion) 表示 曲线 扭曲 程度 的 一 个 运动 
不 变量 . AHA =”(s) 的 主 法 回 量 和 次 法 回 量 分 别 
OA NGÓORIBGO. ER 7——B* N(S) AHR r—rGOTE 
s 处 的 挠 率 . 它 的 绝对 值 |rCs)|== | BGO| RE RET HA 
EH 4B PS ex B5 MK [6] Et [8] E le f e T JU B AE [E 
率 , 它 刻画 了 曲线 偏离 平面 曲线 的 程度 ( 即 曲 线 的 扭 
曲 程度 ). 挠 率 = 恒 为 零 的 曲线 是 平面 曲线 . 挠 率 计 
BAKA 


E up 
当 曲 线 用 一 般 参 数 t HAN Bl r=r GO BST vB] 
or aub 
密切 圆 (osculating circle) 亦 称 曲率 圆 . SH 
线 在 该 点 邻近 最 贴近 的 圆 . 沿 空间 曲线 C 上 一 点 书 
的 主 法 线 的 正 侧 取 线 段 PQ， 
使 PQ 的 长 等 于 该 点 曲率 的 
倒数 1/&, 以 QQ@ 为 圆心 ,以 1/ 
& 为 半径 在 密切 平面 上 确定 P 
一 个 圆 ,这 个 圆 称 为 曲线 C 在 
点 了 的 密切 圆 ( 或 曲率 圆 ). 
曲率 圆 的 中 心 称 为 曲率 中 心 ， 
曲率 圆 的 半径 称 为 曲率 半径 . 
TREE P 点 和 曲线 C 有 至 少 二 阶 切 触 的 圆 . 


[4 


C 


R 中 的 曲线 和 赐 面 


曲率 圆 (curvature circle) 即 “ 密 切 圆 ” 
曲率 中 心 (curvature center) 见 “ 密 切 圆 ” 
曲线 在 一 点 邻近 的 形状 (form of a curve in a 
neighborhood of a point) ”曲线 的 局 部 形态 的 描 
yh. WHA r—rGO ERA Po 对 应 于 参数 ;二 0, 在 
R? 中 取 笛 卡 儿 坐标 系 , 使 得 P 为 坐标 原点 ,并 以 在 
P, 点 的 弗 雷 内 标 架 {Po;T(0),N(0),B(0)}) 为 参考 
系 , 则 曲线 在 P. 附近 的 部 分 可 以 表示 为 
z=s— Ps VR, 
Ro ki 
y= D5 十 re + R,, 
2=> “ots + R,, 


其 中 kyo =k (0),R,,R,,R. 均 为 高 于 S 的 无 穷 小 
E. 上 式 称 为 曲线 在 Po 附近 的 标准 表示 . 当 kot) AO 
时 ,曲线 在 Po 附近 与 下 列 曲线 


= Ro 2 _ Roto 
Lı Ss Te 


EE eee ae 之 1 6 


近似 ,后 者 在 点 Po 与 原 曲 线 有 相同 的 曲率 和 挠 率 ， 
并 且 有 相同 的 弗 雷 内 标 架 . 因此 ,这 两 条 曲线 在 Po 
点 有 相同 的 密切 平面 \、 法 平面 和 从 切 平面 ,可 以 用 近 
似 曲 线 Cni GO yi (5) 524 Cs) ) He di He UR BA 2X TE P, 4p 
近 的 形状 和 性 质 . 见 下 图 ， 


曲线 论 的 基本 定理 (fundamental theorem for 
曲线 的 局 部 存在 性 、 惟 一 性 
定理 . 若 给 定 了 区 间 La,5] 上 两 个 连续 可 微 函 数 kC) 
0 及 r(s) WME R? 中 存在 以 ;为 弧 长 ,以 ls) 和 
rs) 分 别 为 其 曲率 和 挠 率 的 曲线 r(*),a 委 s 委 0 并 
且 任 意 两 条 这 样 的 曲线 经 过 空间 的 运动 可 以 互相 释 
合 . 曲线 论 基 本 定理 说 明了 曲线 的 曲率 与 挠 率 完全 
决定 了 曲线 的 形状 . 

平面 曲线 (plane curves) 
在 欧 氏 平面 R? AY S E 
儿 坐 标 系 下 ,平面 曲线 
的 参数 方程 为 一 r(s) 
—ixGNyG],.s We 
长 参数 , 它 的 单位 切 向 
BET(s) = (x(s), 
3(s)). 将 T(s) 在 有 问 平 面 R* 上 沿 正 向 旋转 72,18 
到 与 T(;) 正 交 的 单位 向 量 NL GO m (— 3s) ,x(s))， 
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the theory of curves) 


挠 率 恒 为 零 的 曲线 , 


N, ui 


im 分 JL fW 学 


Ni BAA 
T(s) = EON Gy; 
res =— RGT(G), 


PR RCs) AE pr Hill Zr — r GO B EDGE KR, OO 表示 
HH 2X N, 所 指 的 一 侧 弯曲 ,&<0 表示 曲线 朝 一 NA， 
所 指 一 侧 弯 曲 ( 见 上 图 ). 相对 曲率 的 计算 公式 是 k, 
—i$—dy. X —EES3 GL BD r— CO , 则 


(pee yy 

TB Xf h Æ (relative curvature) 
线 ”. 

平面 曲线 的 基本 定理 (fundamental theorem 
for plane curves) 平面 曲线 的 局 部 存在 性 、 惟 一 性 
定理 . 46 E DX IB] Lsossi 上 的 连续 函数 已 Cs) , 则 除了 
位 置 差 别 外 ,惟一 地 存在 一 条 有 向 平面 曲线 ,以 * 为 
IMR, B k, CG) AIX HK. 基本 定理 说 明 有 向 平面 
曲线 的 形状 由 相对 曲率 &,(;) 完 全 确定 ,因此 , 称 &, 
二 k,(s) 为 有 向 平面 曲线 的 自然 方程 . 

3E mg d ££ By B AA fx (natural equation of 
plane curve) 见 “ 平 面 曲线 的 基本 定理 ”. 

渐 伸 线 (evolvent) 一 类 特殊 的 曲线 . 若 一 条 
曲线 C, 的 切线 是 为 一 条 曲线 C 的 法 线 , 则 C, 称 为 
C, B EH A LC. 称 为 Ci 的 渐 伸 线 . 若 曲 线 Ci 的 方 
FEN r=r (s), s 是 弧 长 参数 , 则 Ci 的 渐 伸 线 Ci 的 
AEA ri GO — ri Go - C —5TiGO. RB e HER, 
T, GO RE C, B3 E [UJ 6] RE AKC, 的 方程 是 += 
r(s), M) C; 的 渐 缩 线 Ci HARA ri GO — ri GO 4- 
RGON,GO--RCOtan0 * B: (s), È RG) X C, WHA 
FRAME AR , 


@=cr- | t(s)ds (c 为 常数 sT ^ C, 的 挠 率 )， 


B: (s) Æ C; 的 从 法 向 量 . 齿轮 的 齿 廓 曲线 多 采用 圆 
的 渐 伸 线 , 以 使 二 人 具 5 面 能 很 好 地 哮 合 ,在 传动 中 保持 
平稳 . 机 械 设 计 关 于 嗜 合 条 件 的 研究 中 ,曲线 论 的 知 
识 得 到 了 具体 的 应 用 . 

渐 缩 线 (evolute) 见 “ 渐 伸 线 ” 

螺 线 helix) 亦 称 定 倾 曲 线 .一 类 特殊 曲线 . 
它 是 切 向 量 与 一 个 固定 的 方向 成 定 角 的 曲线 . 曲线 
为 一 般 螺 线 的 充分 必要 条 件 是 它 的 挠 率 与 曲率 之 比 
为 常数 . 这 类 特殊 曲线 在 工程 技术 中 有 着 广泛 的 应 
FA. 

5E (Hi H £E (curve of constant inclination) Bp 
“ 螺 线 ” 

圆柱 螺 线 (circular helix) 一 类 特殊 曲线 . €E 
是 曲率 和 挠 率 分别 是 常数 ho To (6770 0,7500 BY HH 
线 . 它 位 于 圆柱 面 上 且 与 直 母 线 成 定 角 ,也 可 看 成 一 
动 点 一 边 绕 一 直线 做 匀速 旋转 ,一 边沿 这 直线 方向 
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见 “ 平 面 曲 


做 习 速 移动 时 的 轨迹 . 它 的 参数 方程 可 表 为 了 一 
lacost,asint,bt) (a>0), JG B Ez BJ AAR A S A 
别 为 
一 
a’ + 6?’ |a b 

[8] SFE 842 £E (circular conical helix) 亦 称 圆锥 对 
数 螺 线 . 一 类 特殊 曲线 . 它 是 切线 与 圆锥 面 的 直 母 线 


成 国定 角 的 曲线 (如 图 ). 它 的 
CS 
P= Po€XP ae! 


方程 为 
RP a 为 圆锥 面 的 半 顶 角 8 U 
O 


z=p cosa, 


其 中 


r=psinacosé, 
t — o sina sing, 
为 螺旋 角 , po,a,B 都 是 常数 . 
把 该 曲线 投影 到 rOy 平面 上 y 
是 对 数 螺 线 ,因此 又 称 它 为 圆 
锥 对 数 螺 线 . 
Tl 45 BA di £k (Bertrand curves) 一 对 特殊 曲 
线 . 它们 是 具有 公共 主 法 向 量 的 曲线 . EP Ha zx C 
5 C 的 点 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 ,使 得 在 对 应 点 的 
主 法 线 重 合 , 则 这 样 的 曲线 称 为 贝 特 朗 曲线 ,其 中 一 
条 称 为 另 一 条 的 侣 线 . 一 条 挠 曲线 为 贝 特 朗 曲线 的 
充分 必要 条 件 是 它 的 曲率 &(s) 与 挠 率 (SIE AR 
+ yt=1, RP Au 为 常数 , 且 AO. PS ZR DUE BAG 
线 之 间 沿 它们 的 公共 主 法 线 的 距离 是 固定 的 ,而 且 
它们 在 对 应 点 的 切线 夹 成 固定 角 . 
(B£k (companion line) JU“ Ul FE BH gH £k ". 
平面 曲线 族 的 包 络 (the envelope of the family 
of plane curves) 由 平面 曲线 族 确定 的 一 条 特殊 曲 
线 .在 xy 平面 上 给 定 依赖 于 一 个 参数 4 的 曲线 族 
Fo C* ) 
(对 4 的 每 一 个 固定 值 ,方程 (x ) 表 示 一 条 平面 曲 
线 ), 而 且 , 假 设 F(r,y,) 是 三 个 变数 的 连续 可 微 函 
数 . 所 谓 曲 线 族 的 包 络 是 指 这 样 一 条 曲线 ,在 它 的 每 
一 点 都 与 族 中 一 条 曲线 相 切 . 包 络 与 族 中 曲线 的 切 
点 称 为 曲线 族 的 特征 点 . 奉 曲 线 族 (* ) 的 包 络 存在 ， 
则 它 由 方程 组 
F(x,y, à) = 0， 
Fi(r,y,.2 = 0 
消去 4 而 得 . 对 4 的 每 一 个 固定 值 , 则 上 述 方程 组 确 
定 一 个 特征 点 . 包 络 是 由 特征 点 构成 的 .例如 :曲线 
在 每 一 点 都 和 它 的 渐 伸 线 的 一 条 法 线 相 切 ,因此 ,该 
曲线 是 它 的 渐 伸 线 的 法 线 族 的 包 络 . 
平面 曲线 族 的 特征 点 (characteristic point of 
见 “ 平 面 曲 线 族 


the family of plane curves) 


的 包 络 ”. 

Bj Bü £k AY de BR XE (total curvature of a closed 
curve) 研究 曲线 整体 性 质 的 一 个 基本 概念 . CH 
闭 曲线 的 切线 像 的 长 度 . Er HK C ir r G0 COSS 
/) 是 一 条 连续 可 微 曲线 ,其 中 * 为 曲线 的 弧 长 参数 ,/ 
为 曲线 的 长 度 . rs) RES FRE s=0,s= 处 
相同 , 则 称 曲 线 C 为 闭 曲 线 . 奇 曲线 C 自身 不 相交 ， 
即 当 $17É $2 时 ,有 ri) ser (sz) , WER H x C 为 简单 
曲线 . 对 于 闭 曲 线 C VA 


i 
| k(s)ds 


称 为 曲线 C 的 全 曲率 , 记 为 KK. 这 里 &(s) 是 曲线 C 
的 曲率 . 利用 弗 雷 内 (Frenet ,J.F. ) 公 式 ， 


K= | &cods = | ITCs) |ds. 


式 中 了 是 曲线 C 的 单位 切 向 量 ，。 RRA s 的 求 
导 , 因 此 , 闭 曲线 的 全 曲率 是 曲线 的 切线 像 "一 TGs) 
的 全 长 . 对 于 平面 闭 曲 线 , 积 


i 
| b. (s)ds 


称 为 相对 全 曲率 , 记 为 Ke 式 中 &,(s) 是 平面 曲线 的 
相对 曲率 . 

相对 全 曲率 (relative total curvature) 
曲线 的 全 曲率 ”. 

切线 旋转 指标 定理 (the rotation index theorem 
of the tangent lines for a curve) 平面 简单 闭 曲 线 
的 一 个 重要 性 质 .平面 闭 曲 线 C 的 切线 像 在 单位 圆 
周 上 环绕 的 圈 数 i, 称 为 C 的 旋转 指标 , 亦 称 旋 转 数 
CR Ht ET ERS AT i, > 0 5 ELSE Ft E RAT S00. 具 
体例 子 见 图 ). 


JL" Bj 


图 1 正 问 绕 一 周 i,=1 图 2 反问 绕 一 周 i,== 一 1 
若 平 面 闭 曲 线 C:r 二 rr) 的 长 度 为 1,0(s) 是 从 
x 轴 正 向 到 ;处 切 向 量 T(s) 的 交角 , 则 
jj ad) 一 00) _ 1 [o c 


2 2n 
1 


1 
_ = 
— 去 | cos = ME 


式 中 心 (*) 是 曲线 C 的 相对 曲率 ,天 . 是 曲线 C 的 相 
对 全 曲率 , 对 于 平面 简单 财 曲 线 ,旋转 指标 等 于 士 1， 


R 中 的 曲线 各 曲面 


图 3 正 . 反 方向 旋转 相同 图 4 反问 绕 两 周 i,=? 
ARTEA i, 二 0 

这 就 是 切线 旋转 指标 定理 . 

等 周 不 等 式 (isoperimetric inequality) KF 
面 闭 曲线 的 一 个 重要 不 等 式 . Ep HR C 是 平面 简单 
H H, CKE N L, HA C 所 围 区 域 的 面积 
A4, 则 有 不 等 式 DP — 4xAZRO. 这 就 是 著名 的 等 周 不 等 
式 , 式 中 等 号 当 且 仅 当 曲线 C 是 圆 时 成 立 . 由 等 周 
不 等 式 可 知 , 平 面 上 周 长 固 定 的 一 切 简单 财 曲线 中 ， 


”以 圆周 所 围 成 的 区 域 面积 最 大 . 这 个 事实 , 古 希 腊 人 


早已 知晓 ;但 是 ,等 周 不 等 式 的 第 一 个 严格 证 明 , 直 
至 1870 年 才 由 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,(K. 开 .) 
W. ) 给 出 . 

凸 闭 曲线 (convex closed curves) 一 类 具有 人 鲜 
明 几 何 特 征 的 平面 闭 曲 线 . 知 一 平面 曲线 总 是 位 于 
它 的 每 一 点 切线 的 同一 侧 , 则 此 曲线 称 为 凸 曲线 . HH] 
的 凸 曲线 称 为 凸 闭 曲线 .平面 简单 闭 曲线 是 凸 闭 曲 
线 的 充分 必要 条 件 是 它 的 相对 曲率 &,(s) 不 变 号 , 即 
k, (s) 20 或 &,(s) 三 0. 硅 平 面 凹 闭 曲 线 的 相对 曲率 
k, 处 处 不 为 零 , 则 称 为 卵 形 线 . 

fy dhe (convex curve) — D," gh ET] gig Ze ". 

卵 形 线 (oval〉 W“ A h”. 

四 顶点 定理 (four-vertex theorem) DAHA 
的 一 个 重要 性 质 .平面 曲线 的 顶点 是 指使 相对 曲率 
的 导数 为 零 的 点 .平面 上 一 条 凸 闭 曲线 至 少 有 四 个 
顶点 ,这 就 是 四 顶点 定理 . 此 定理 最 早 由 印度 的 莫 克 
dH X (Mukhopadhyaya) F 1909 FRM. 它 不 能 
进一步 改进 ,因为 当 椭 圆 有 不 等 的 长 短 轴 时 ,恰好 有 
四 个 顶点 , 即 椭圆 和 两 主轴 的 交点 . 此 外 ,这 个 定理 
对 某 些 非 凸 曲线 也 成 立 ,但 证 明 比 较 困 难 . 

$% REE (Schur theorem) 关于 平面 曲线 的 
一 个 定理 . 它 是 描述 平面 曲线 在 无 伸缩 的 弯曲 下 性 
态 变 化 的 . 设 C EH SERGO |k, GO | 的 平面 曲线 弧 
段 ( 其 中 &,(;) 为 相对 曲率 ), 且 它 和 连接 两 端点 的 弦 
形成 一 条 凸 曲线 :又 C "是 和 C 有 相同 弧 长 参数 s， 
又 有 相同 长 度 /的 一 条 平面 曲线 弧 段 , 它 的 曲率 
k* (s\<k(s) (RN) 一 | 人 (| ). 若 dd 分别 表示 
连接 曲线 C,C "两 端点 的 弦 长 , 则 dd" ,其 中 等 号 
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微 分 几何 学 
当 且 仅 当 C 和 C ”合同 时 成 立 . 直观 地 说 ,车 把 一 条 
平面 凸 曲 线 弧 弯曲 得 厉害 些 , 则 它 的 两 端点 之 间 的 
距离 就 会 变 短 些 . 舒 尔 定理 也 可 以 推广 到 逐 段 光滑 
的 曲线 弧 . 

EEL He FE FE (Schwarz theorem) 关于 某 些 平 
red HH 2 SM. I BE REL] — Se. 设 平 面 上 两 定点 A, 
B 的 距离 为 4,C 是 连接 A.B 的 平面 曲线 弧 , 它 的 
长 度 为 !, 它 的 曲率 RGOSCI/RCOR EX H RE 
1/24). Æ S RMU A BAR OKBA RAE. 


或 者 不 小 于 S 上 的 优 弧 AB, 或 者 不 大 小 S EMF 


«LAB. 这 个 定理 的 证 明 要 应 用 平面 曲线 弧 形变 的 舒 
尔 定理 . 

柯 西 - 殉 罗 夫 顿 公式 (Cauchy-Crofton formula) 
计算 平面 曲线 长 度 的 一 个 公式 . 设 C 为 平面 上 一 曲 
线 , 它 的 长 度 为 L. 对 于 平面 上 任意 一 条 直线 1, 记 
nO) EZ /与 曲线 C 的 交点 数 . 由 于 在 直角 坐标 
系 下 ,每 条 直线 能 用 一 对 数 (9,p) 完 全 确定 ,其 中 8 
表示 x 轴 与 直线 D 的 交角 ,p 表示 原点 到 直线 的 距 
离 , 因 此 n(/) 可 看 做 9,p 的 二 元 水 数 n(9,p). 柯 西 - 
TE AE 


| |nco, prdadp E 
XP D Ray BAZ C 相交 的 直线 上 所 对 应 的 点 (0， 
PP) 在 (0,p) 平 面 上 的 变动 区 域 . 利用 柯 西 - 克 罗 夫 顿 
公式 ,能 够 对 可 求 长 曲线 的 长 度 进行 近似 计算 . 例 
如 , 取 一 族 平行 线 , 设 它们 之 间 的 间距 为 +, 然后 将 
它们 依次 旋转 r/4,2r/4,3r/4, 共 得 四 族 平行 线 , 若 
曲线 C 与 这 些 直线 共有 n 个 交点 , 则 C 的 长 度 为 

js Z| [nc0, prdedp 


D 

1 

ae 3200 pIAB.AP: 
E 
2 


T 


球面 曲线 的 克 罗 夫 顿 公式 (Crofton formula for 
curves on a sphere) 计算 单位 球面 上 曲线 长 度 的 
一 个 公式 . 设 W- 表 示 单 位 球面 S* 上 的 一 个 规定 方 
向 的 大 圆 ,W-+ 所 在 平面 的 单位 法 向 量 为 W( 选 取 W 
的 方向 与 大 圆 的 定向 构成 右手 系 ). 将 W 的 起 点 放 
在 大 圆 的 中 心 ,W 的 末端 用 W 表示 , 它 是 单位 球面 
上 的 点 , 称 为 大 圆 WHR. AC 是 单位 球面 S 
上 的 一 条 曲线 ,大 圆 你 -与 曲线 C 的 交点 数 记 为 
n (QV) , WA 


[[navoaw =i. 
式 中 工 是 曲线 C 的 长 度 ,dW 是 单位 球面 3$: 上 的 面 


HU «D Æ S? 上 与 C 相交 的 大 圆 所 对 应 的 极点 全 
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体 构 成 的 区 域 . 这 就 是 球面 曲线 的 克 罗 夫 顿 公式 . 

43 #5 ORE FE (Fenchel theorem) 空间 曲线 论 
中 著名 的 整体 性 定理 . 若 C 是 一 条 空间 简单 正则 闭 
曲线 ,长 度 为 2, 则 它 的 全 曲率 


K= | kods Lm, 
0 


xc ACs) Ae BR ZEB HR PES AC 是 平 
面 凸 闭 曲 线 时 成 立 . 从 而 ,对 于 一 条 曲率 (5s) <1/R 
CR 为 正常 数 ) 的 空间 简单 闭 曲 线 , 它 的 长 度 /过 
2xR. 因此 ,曲率 &(C*) 委 1/RCR 为 正常 数 ) 的 最 短 简 
单 闭 曲线 是 半径 为 尺 的 圆 .该 定理 由 分 格 尔 
(Fenchel, W. ) F 1928 年 获得 . 芬 格 尔 定理 对 于 分 
段 光 滑 曲 线 也 成 立 . 

法 里 -米尔 诺 定 理 (Farey-Milnor theorem). X 
于 空间 打 结 曲线 的 全 曲率 的 一 个 定理 . 对 于 一 条 空 
间 闭 曲线 C, 若 存在 一 个 平面 中 的 单位 贺 盘 D 到 三 
维 欧 氏 空 间 的 连续 映射 ,使 得 曲线 C 正好 是 D 的 边 
界 S'( 单 位 圆 ) 在 此 映射 下 的 像 , 则 称 C 是 一 条 不 打 
结 曲 线 , 亦 称 非 扭 结 曲 线 ; 否 则 , 称 C 为 打 结 曲线 ， 
亦 称 C 为 扭 结 曲线 (如 图 ). 法 里 -米尔 诺 定理 断言 : 
对 于 打 结 的 简单 正则 空间 闭 曲线 , 它 的 全 曲率 不 小 
于 47, Bl 


l 
K = | kods 之 4n, 
0 


式 中 /为 闭 曲 线 的 长 度 ,k(;) 为 曲线 的 曲率 . 这 个 定 
理 可 看 做 分 格 尔 定理 的 推广 , 它 是 由 法 里 (Farey， 
J. ) 和 米尔 庄 (Milnor,J. W. ) 分 别 独 立 得 到 的 . 


扭 结 曲 线 (knot curves) 
理 ”. 

B] H £k AY & X (total torsion of a closed 
curve) 人 研究 空间 曲线 整体 性 质 的 重要 概念 之 一 . 
设 曲线 Cir—rG) (0 委 * 委 /) 是 一 条 连续 可 微 闭 曲 
线 , 其 中 * 为 曲线 的 弧 长 参数 ,! 为 曲线 的 长 度 . E 
rls) 是 曲线 的 抄 率 , 则 


| «Gods (mod (27)) 
称 为 曲线 C 的 全 挠 率 .球面 上 闭 曲线 的 全 挠 率 等 于 
零 ; 反 之 ,车 曲面 $ 上 的 任何 闭 曲 线 的 全 挠 率 均 为 


零 , 则 S 必 为 平面 或 球面 的 一 部 分 .因此 ,和 在 S 是 紧 
致 连通 闭 曲 面 , 其 上 任何 闭 曲线 的 全 挠 率 均 为 零 , 则 


见 “ 法 里 -米尔 庄 定 


S 必 是 整个 球面 . 
曲面 (surfaces) ”经典 微分 几何 的 主要 研究 对 
象 之 一 . 设 {0;z,y,z) 是 Rs 中 的 笠 卡 儿 直 角 和 坐标 


系 , 而 
p cb), 
oem (x) 
z — z(u,v) 
都 是 u,v BY BYE EZ ww. 设 这 些 函 数 的 定义 域 是 
uv 平面 R 中 的 一 个 单 连通 区 域 乙 .(* ) 式 给 出 从 
D 到 Ri 中 的 一 个 映射 : 
(uv) (x (uv) y Qu v), zCu,v)]. 
若 这 个 映射 是 一 一 双方 连续 的 , 则 在 这 个 映射 下 , 称 
D 的 像 为 R 中 的 一 个 简单 曲面 ,简称 曲面 . C ) 式 
的 矢量 形式 为 
i dD LD 52ND) } 

ak r—r(us,v). Gov) € D. 此 式 或 (x ) 式 称 为 曲面 
的 参数 表示 或 参数 方程 ,u,v 称 为 曲面 的 参数 . 

在 曲面 的 参数 方程 中 , 阁 固 定 v 值 vv 一 vi,; 则 r 
二 rl(w,v1) 一 般 是 曲面 上 的 一 条 曲线 , 称 为 w 线 , 其 
切线 沿 着 r 的 方向 . 当 vi 值 变 动 时 ,可 得 不 同 的 妈 
线 . 若 固定 x f uu NAR v ZX rra 70. RUE 
沿 着 产 的 方向 . 24 u 值 改变 时 ,可 得 不 同 的 v 线 .这 
标 曲 线 或 坐标 网 .在 曲面 上 一 点 Po luos vo), Æ 
r, Xr, 0, WIE Po 点 为 曲面 的 正则 点 ;否则 ,就 称 为 
奇 点 .在 曲面 的 正则 点 ,只 有 一 条 2 RAK v AX. 
而 且 这 两 条 曲线 不 相 切 . 参数 uv 可 作为 曲面 上 点 


的 坐标 , 称 为 曲线 坐标 或 曲 纹 坐 标 ( 如 图 ). 例如 , 球 
ll r= {Rcos bcos e, RcosÜsing, Rsin0] , 24 g= FR 
时 ,给 出 0 线 ( 子 午 线 或 经 线 ); 当 0 王 和 常数 时 ,给 出 9 
线 ( 球 面 的 纬 线 ). 
简单 曲面 (simple surfaces) 
曲面 的 参数 方程 (parametric equation of sur- 


Ud“ 曲 面 ”. 


faces) T“ dh i”. 
4^ RR HH ER coordinate curves) — Ul" pi rfj". 
AKER AY (coordinate net) — D," Bi im”. 


曲面 的 正则 点 (regular point of surfaces) Ji 
“曲面 ” 

曲面 的 育 点 (singular point of surfaces) Jil 
“oh m”. 


曲 纹 坐标 (curve coordinate) J“ HH”. 
正则 曲面 (regular surface) 一 类 重要 的 曲面 . 


R> 中 的 曲线 积 曲面 


指 处 处 都 是 正则 点 的 曲面 .者 曲面 的 参数 方程 > 一 
r(u,v)Ón, r—r(usv).y-—y(u,v),z-—z(u,v)"hBimA 


a ay æ 
du du Qu 
ar ay a 
dv du av 
的 秩 处 处 为 2( 即 处 处 为 正则 点 rXrVzE0 DER IC 


曲面 为 正则 曲面 ， 

C* Bra TE (C surface) HA k 阶 可 微 性 的 曲 
面 . 车 正则 曲面 的 参数 方程 r==r(u,v) 中 的 函数 有 
直到 & 阶 的 连续 偏 导数 , 则 称 此 曲面 为 C” BT IE DU 
面 , 也 简称 C 阶 曲面 . 曲面 论 中 讨论 的 至 少 是 C? 阶 
曲面 . 

YEH (tangent plane) 与 曲面 相 切 的 平面 . 
曲面 > 一 r(x,z) 上 一 条 曲线 可 用 曲线 坐标 表示 为 zx 
—u(t),v—v() (€ Dk r—r(uGo.v(GOD. E INI 
回 量 是 

dr du dv 
m E. de cr, EP 
曲面 上 过 一 点 Po 的 任意 曲线 在 这 点 的 切 向 量 dr/di 
都 位 于 在 该 点 的 切 向 量 r, 和 ,所 决定 的 平面 上 (如 
KD. 称 这 个 平面 为 曲面 在 Po 点 的 切 平面 .过 点 Po 
垂直 于 切 平 面 的 直线 称 为 曲面 在 Po 点 的 法 线 . 若 
P, 点 的 曲线 坐标 为 
(uos vo), WF HE EER 
A R EA R, hF 
R—r, Ej r, ,Tw 共 面 Cro， 
ru, T ro PBA ror. 和 
r, 在 P. 点 的 值 ), 则 曲 
面 上 过 Po 点 的 切 平面 方程 为 

(R — ror, sr») —0. 
Bit P. RWIER EER ADEA P.A 为 参数 , 则 
过 Po MMR AEA P5 ro tan, X To) ra, X 
r,,) WR 2S Bi TEL 2K [8] E. 曲面 r— rr (uv XE — rà P. AY 
单位 法 向 量 定义 为 


n 


r, XT, 
~ Tr X Fol’ 
Hr, Sr. THEME 已 点 的 坐标 曲线 的 切 向 
量 . 规定 闫 的 正 加 所 指 的 一 侧 是 曲面 的 正 侧 , 另 一 便 
KAM. ror on 依 序 构成 右手 系 . 曲面 正 侧 的 确定 
与 参数 选取 有 关 . 

法 向 量 (normal vector) YW“ YR”. 

曲面 的 第 一 基本 形式 (first fundamental form 
of a surface) 表示 曲面 度量 的 一 个 二 次 微分 形式 . 
EA s XR Bü r—r(G v ERRIME . Ww 

I = ds? = |dr |? = Edw? + 2Fdudv + Gdv? 
称 为 曲面 的 第 一 基本 形式 或 曲线 的 线 素 ,其 中 系数 
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E=r eps k Srn GERA 
称 为 曲面 的 第 一 类 基本 量 . 对 于 曲面 的 特殊 参数 表 
s 


z= z(r.y), 
F-—r nr=, 
G =r, r=1+/F). 


曲面 的 第 一 基本 形式 为 
Ej... dA 
1 =[1+ =| Jax? + 2 = dzdy 
az\? 7, , 

第 一 类 基本 量 满 足 E20,G790, EG— F* 70, BD 2S — 
基本 形式 是 正定 的 . 它 在 曲面 论 中 占有 非常 重要 的 
地 位 , 它 决 定 曲面 的 内 列 性 质 . 

曲面 的 第 一 类 基本 量 (fundamental quantities 
of first kind for surfaces)” 见 “曲面 的 第 一 基本 形 
sm 

面积 元 (area element) 曲面 面积 的 微分 . Æ hh 
面 S 的 参数 方程 为 r—r(u,v), (u,v) € D , Ml S 的 
面积 为 

g 一 | VEG — F*dudv, 


AKCB.E.F.G 是 曲面 S By 55 — 25 dE E, d= 
V EG— F'dudv 称 为 面积 元 . 

等 距 对 应 (isometric correspondence) 保持 长 
度 不 变 的 一 种 对 应 . 若 两 个 曲面 的 点 之 间 存 在 一 一 
对 应 ,使 它们 上 面 的 对 应 曲线 有 相同 的 弧 长 , 则 称 这 
两 个 曲面 是 等 距 的 ,或 称 两 曲面 等 距 等 价 ,这 样 的 对 
应 称 为 等 距 对 应 ,而 一 个 曲面 到 男 一 个 曲面 的 这 样 
的 映射 称 为 等 距 映 射 . 特别 地 ,将 一 个 曲面 到 自身 的 
等 距 映 射 称 为 等 中 变换 . 曲面 在 等 距 映 射 下 不 变 的 
几何 量 称 为 曲面 的 等 距 不 变量 或 内 欧 量 . 在 等 距 映 
射 下 ,不 变 的 几何 性 质 称 为 曲面 的 等 距 性 质 或 内 蕴 
性 质 ( 也 称 内 在 性 质 ). 等 距 上 映射 的 一 种 具体 刻画 是 
把 一 个 曲面 经 过 保持 曲面 上 所 有 曲线 长 度 不 变 的 变 
形变 成 男 外 一 个 曲面 . 因此 ,一 般 地 也 把 这 类 等 距 称 
为 弯曲 形变 ,而 把 等 距 的 曲面 称 为 可 以 贴 合 的 曲面 . 

等 距 等 价 (isometric equivalence) J)“ E Xt 
M”. 

等 RE JP A (isometric transformation) 
距 对 应 ” 


等 距 不 变量 (isometric invariant) 


见 “ 等 


见 “ 等 距 对 


曲面 的 内 蕴 几 何 学 (intrinsic geometry for sur- 
Doc 


faces) 研究 曲面 上 仅 依 赖 于 它 的 第 一 基本 形式 的 
量 、 图 形 及 其 性 质 的 几何 学 . ST (Gauss. C. F.) E 
现 高 斯 曲率 天 仪 依赖 曲面 的 第 一 基本 形式 (参见 
“高 斯 绝妙 定理 ,开创 了 曲面 的 内 区 几何 学 的 研 
究 . 曲面 的 内 北 几 何 学 的 主要 内 容 还 包括 曲面 上 曲 
线 的 测 地 曲率 、 测 地 线 , 以 及 曲面 上 沿 曲 线 定义 的 切 
向量 场 的 列 维 - 齐 维 塔 平行 性 等 . 曲面 的 内 区 几何 学 
在 高 维 的 推广 就 是 黎 曼 几何 学 ， 

保 角 对 应 (conformal correspondence) ”保持 
角度 不 变 的 一 种 对 应 . 知 在 两 个 曲面 的 点 之 间 建 立 
一 一 对 应 ,使 任意 两 条 曲线 的 交角 在 对 应 下 保持 不 
变 , 则 此 种 对 应 称 为 保 角 对 应 , 而 一 个 曲面 到 另 一 个 
曲面 的 映射 称 为 保 角 映射 ,或 共 形 ( 保 形 ) 映 射 . 特别 
地 ,将 一 个 曲面 到 自身 的 保 角 映射 称 为 保 角 变换 . A 
在 两 曲面 $ 和 "的 点 之 间 存 在 一 一 对 应 , 且 对 应 点 
取 相 同 的 参数 , 则 该 对 应 为 保 角 对 应 的 充分 必要 条 
件 是 这 两 个 曲面 的 第 一 类 基本 量 成 比例 , 即 

E:F:G=E*:F*:G", 
CK fü AR Bt (conformal mapping) J “te fg XT 


tt FZ AR BY (conformal mapping) W “48 AA XJ 


球 极 投影 (stereographic projection) 一 种 特 
殊 的 投影 . 指 以 北极 为 心 从 球面 上 的 点 ( 除 北极 点 》 


到 在 南极 的 切 平面 (或 赤道 平面 上 ) 的 投影 (如 图 ). 
球 极 投 影 建立 了 球面 与 平面 的 保 角 对 应 . 如 图 所 示 
建立 直角 坐标 系 , 则 对 应 点 P 了 和 P 的 坐标 ( 即 球 面 
和 平面 参数 表示 ) 分 别 为 

x= 2Rsinucosucosv, 

y= 2Rsinucosusinv, 

z= 2Rsin'u; 
= 2Rtanucosv, 


= 2Rtanusinv, 


| Se] KI 


z= 0. 
在 球 极 投影 下 ,它们 的 第 一 基本 形式 成 比例 . 在 地 图 
学 中 常用 保 角 对 应 来 绘制 地 图 . 


W ig 44 E HK (isothermal coordinate system) 
曲面 上 的 一 种 特殊 坐标 系 . 若 曲面 的 第 一 基本 形式 
I EAS BRA Cuv) P RI EAT Fi 

I =A’ (du’?+dv’), 

其 中 4 二 4(w,v), 则 称 (w,v) 为 曲面 的 等 温 坐 标 系 . 
当 曲 面 的 第 一 类 基本 量 ,F,G 是 u,v 的 解析 函数 
时 ,存在 容许 的 参数 变换 将 (u,v) 变 为 等 温 坐 标 系 . 
u 和 vw 分 别称 为 曲面 的 等 温 参 数 . ELC 的 解 
析 性 要 求 可 以 减弱 到 一 次 以 上 连续 可 微 , 并 且 高 斯 
曲率 K dE (u,v) BE SE PRU TROP C4 E, F, GEN 
次 以 上 连续 可 微 时 ,上 述 要 求 都 能 满足 ). 当 曲 面 上 
选择 等 温 坐 标 系 (u,v) 时 , 它 建立 了 从 曲面 到 平面 的 
保 角 对 应 . 前 面 提 到 的 结果 说 明 :正则 曲面 在 局 部 上 
总 是 可 以 与 平面 建立 保 角 对 应 的 .在 等 温 坐 标 系 下 ， 
大 引入 复 坐标 :—uc v 一 1z, 则 ds =) [dz i?, Jf 
确定 了 一 个 复 结构 . 这 表明 曲面 在 局 部 上 总 可 以 看 
成 黎 曼 面 . 

等 温 参 数 (isothermal parametric) 
标 系 ”. 

曲面 的 第 二 基本 形式 (second fundamental 
form of a surface) 刻画 曲面 的 局 部 弯曲 性 质 的 一 
个 二 次 微分 形式 . 设 曲 面 方 程 为 r= 二 r (u,v). 

I =Ldu’+2Mdudv+ Ndv? 
称 为 曲面 的 第 二 基本 形式 ,L, M,N 称 为 曲面 的 第 
二 类 基本 量 . 这 里 
L-—r,*n,.M-r,*n, 
n 是 曲面 的 单位 法 向 量 .第 二 基本 形式 工 的 直接 的 
几何 意义 是 : 它 等 于 曲面 上 的 点 (xz) 的 邻近 点 (zx 
十 dx 十 dz) 到 点 (xz)? 处 的 切 平面 的 有 向 距离 (看 
做 V du^ tdr 的 无 穷 小 量 ? 的 主要 部 分 的 两 倍 . 借助 
于 曲面 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 可 以 定义 曲 
面 上 的 各 种 曲率 (如 法 曲率 、 主 曲率 .平均 曲率 和 高 
斯 曲率 ). 

曲面 的 第 二 类 基本 量 (fundamental quantities 

见 “ 曲 面 的 第 二 基本 


见 “ 等 温 坐 


N=r,,* Ms 


of second kind for surfaces) 
形式 ” 

法 曲率 (normal curvature) 刻画 曲面 在 某 一 
方向 的 弯曲 程度 的 量 , 设 曲面 SS 的 第 一 基本 形式 和 
第 二 基本 形式 分 别 是 

I =Edu’+2Fdudv+Gdv’, 
I =Ldu’+2Mdudv+ Ndv’, 
则 ke LONP Ldu? + 2Mdudv + Ndv? 
i I Edw + 2Fdudv + Gdv? 
是 曲面 $ TE ex Cu v2 H9] 7j F6] du: dv 的 函数 , 即 它 
TX. fk Hi u,v Fl du/dv. $R k, AHH S 在 点 (xz) 处 
沿 切 方向 du : dv 的 法 曲率 . 法 曲率 是 描述 曲面 在 
局 部 上 的 弯曲 情形 的 最 基本 的 量 , 它 的 直观 几何 意 


R* ch AY di ék 40 fh A 


义 是 : 设 曲 面 $ 
的 方程 是 r= 
rlusv), n =r, X 
r, / |ru Xr, | 是 曲 
面 的 单位 法 向 量 
场 . 在 点 已 (xyv) 
的 切 方向 dx : dv 
与 点 已 处 的 单位 
法 向 量 n 确定 的 
平面 称 为 沿 方 向 du : dv 的 法 截面 ,而 法 截面 与 S 
的 交 线 称 为 曲面 在 点 DP 的 一 条 法 截 线 . 那么 法 截 线 
在 点 书 的 曲率 恰好 等 于 曲面 在 该 点 沿 切 方向 du : 
dv 的 法 曲率 的 绝对 值 | | JF HL 34 8,70 时 ,法 截 线 
i] n 所 指 的 一 侧 弯 曲 , 当 &, 二 0 时 ,法 截 线 向 的 相 
B8 m — 035 di. 

法 截 线 (normal section) MAHA”. 

法 截面 (normal section) MEHE”. 

迪 潘 标 线 (Dupin indicatrix) 表示 曲面 在 一 点 
的 法 曲率 随 着 切 方向 的 变化 规律 . 在 曲面 Ss r= 
rCu.v) EU — A P 为 原点 , 取 曲 面 $ 的 坐标 曲线 在 
P 点 的 切 向 量 关 和 产 为 基 向 量 , 则 它们 构成 曲面 $ 
在 PP 点 的 切 平面 上 的 坐标 系 . 设 &, 是 曲面 S$ 在 P 
点 党 一 个 切 方向 dr WAHR, ak AOE P RIEN 
DE m Ei P 点 治 方向 dr 画 一 线段 PQ ,使 其 长 为 


Vu 


NY Q ri B S FER HHS 在 己 点 的 迪 潘 标 线 ( 如 
图 ). 在 上 述 坐 标 系 下 ,者 QQ 点 坐标 为 (z,y), 则 迪 潘 
标 线 的 方程 可 化 为 
Lx 4-2Mzxy Ny — 41. 

根据 这 个 二 次 曲线 方程 
可 以 对 曲面 上 的 点 进行 
分 类 : 

1. # LN-—M>0, 
则 已 点 称 为 曲面 的 椭圆 
AA» XX BI XE PR ty Be us W 
圆 . 

2. 知 ZN 一 AM 一 0, 则 己 点 称 为 曲面 的 双 曲 点 ， 
这 时 迪 语 标 线 是 一 对 共 罗 双 曲线 . 

3. Æ LN—M’=0, W] P 称 为 曲面 的 抛物 点 ， 
这 时 迪 潘 标 线 是 一 对 平行 直线 . rp UE L=M=N 
二 0, 则 了 点 称 为 曲面 的 平 点 ,这 时 迪 潘 标 线 不 存 
在 . 

曲面 上 的 点 的 类 型 也 可 以 按 高 斯 曲率 K 的 符 
号 分 类 . 

曲面 的 椭圆 点 《elliptic point of surfaces) W, 
“ 迪 潘 标 线 ” 
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曲面 的 双 曲 点 (hyperbolic point of surfaces) 
见 “ 迪 潘 标 线 ”. 

曲面 的 抛物 点 (parabolic point of surfaces) 
见 “ 迪 潘 标 线 ”. 

脐 点 (umbilical point) 曲面 上 的 一 类 特殊 点 ， 
它 是 第 一 基本 形式 与 第 二 基本 形式 成 比例 的 点 . 若 
曲面 在 某 一 点 处 的 第 一 、 二 类 基本 量 适 合 
LL_M_N 


E F G’ 
则 称 该 点 为 曲面 的 脐 点 . 曲面 在 脐 点 处 的 每 一 个 切 
方向 都 是 主 方向 , 沿 各 方向 的 法 曲率 都 相等 .二 一 M 
=N=0 的 脐 点 称 为 平 点 ,L,M,N 不 全 为 零 的 脐 点 
称 为 圆 点 .平面 上 的 点 都 是 平 点 .球面 上 的 点 都 是 圆 
A. 

平 点 (flat point) “RA”. 

AA (circular point) W“ A”. 

ah it H Ze (asymptotic curves) 曲面 上 的 一 类 
特殊 曲线 . 曲面 上 在 点 P ABATE HK, = 0 的 切 方 
回 称 为 曲面 在 己 点 的 渐 近 方向 . 曲面 的 渐 近 方向 
du : dv 适合 微分 方程 

Lidu? 4-2M,dudv + Nodv? —0, 
其 中 LoM N 是 曲面 的 第 二 类 基本 量 在 了 点 的 
值 . 曲面 上 的 一 条 曲线 , 篆 它 在 每 一 点 的 切 方向 都 是 
曲面 在 该 点 的 渐 近 方向 , 则 称 这 条 曲线 为 曲面 上 的 
一 条 渐 近 曲线 . 渐 近 曲线 的 微分 方程 是 

Ldu’ +2Mdudv + Ndv?! — 0. 
zi BH TÉ] kA BA DU] o c h E EI RET HE E. 曲面 上 
的 参数 曲线 网 由 渐 近 曲线 构成 的 充分 必要 条 件 是 世 
=N=0. 

iW Xr 7j E (asymptotic direction) 
ze". 

+ H XE (principal curvature) 一 类 特殊 的 法 
曲率 . 它 是 法 曲率 的 极 值 . 对 于 曲面 S:r=r(u,v) 上 
的 非 脐 点 了 ,法 曲率 在 两 个 互相 垂直 的 切 方 向 上 分 
别 达 到 最 大 值 k 和 最 小 值 ;, 称 为 曲面 在 该 点 的 主 
曲率 ,与 主 曲率 相应 的 这 两 个 切 方向 称 为 曲面 在 该 
点 的 主 方向 . EE P 的 一 个 切 方 向 与 该 点 相应 于 k 
的 主 方 同 的 夹 角 为 0, 则 曲面 治 这 个 给 定 方向 的 法 
曲率 &, 为 


见 “ 渐 近 曲 


k.(0)=kicos’0tk,sin’0, 
此 公式 称 为 欧 拉 公式 .在 曲面 上 一 条 曲线 在 每 一 点 
的 切 方向 都 是 曲面 在 该 点 的 主 方向 , 则 称 此 曲线 为 
曲率 线 . 确定 曲率 线 的 微分 方程 是 
(EM—FL)du*+ (EN—GL)dudv 
+(FN—GM)dv’=0. 

H Æ 2e (curvature lines) 见 “ 主 曲率 ” 

+H i (principal direction) J)“ += fh”. 

高 斯 曲率 (Gauss curvature) ” 亦 称 总 曲率 . Hi 
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面 论 中 十 分 重要 的 不 变量 . 两 主 曲率 之 积 . 曲面 在 一 
点 的 两 个 主 曲 率 & A ke 的 乘积 称 为 曲面 在 该 点 的 
AWAR, wA K. EHK k Ak, HEHE Ck + 
kz) /2 称 为 曲面 在 该 点 的 平均 曲率 (中 曲率 ), 记 为 
H.E BR ELI £8 2g r=r(u,v), Ml 


LN —M* 
SEEN: EE E 
pg hh. LG—2MF t NE 
CUM c REGS C 


曲面 上 的 点 可 以 按 高 斯 曲率 的 符号 进行 分 类 :天 >0 
的 点 是 椭圆 点 ,天 天 0 的 点 是 双 曲 点 ,天 三 0 的 点 是 
抛物 点 (包括 平 点 ). 
总 曲率 (total curvature) BI“ RAR”. 
平均 曲率 (mean curvature) Jl“ BAR”. 
中 曲率 (mean curvature) Bf “32 gi sx". 
曲面 在 一 点 邻近 的 形状 (form of a surface in a 
neighborhood of a point) ”曲面 的 局 部 形态 的 描 
述 . ARERR A KSOMTERASAS WER 
方向 的 法 曲率 都 与 主 曲率 同 
号 . 因此 曲面 沿 所 有 方向 的 法 
截 线 朝 切 平面 的 同一 侧 弯 曲 . 
曲面 在 椭圆 点 邻近 的 形状 近 
似 于 椭圆 抛物 面 或 硫 形 (如 图 
1). BH TE] TE OC B] ex CK «00 PR 
个 主 曲率 异 号 ,曲面 在 渐 近 方 
[ey BY BAT RT Tal FP > a A 图 1 
平面 的 两 侧 弯曲 .曲面 的 形状 
近似 于 双 曲 抛物 面 或 马鞍 面 ( 如 图 2). 曲面 在 抛物 
点 (KK 一 0) 至少 有 一 个 主 曲 率 为 零 . 知 另 一 个 主 曲率 
不 为 零 , 则 除 渐 近 方向 外 ,一 切 法 截 线 朝 切 平面 同一 
侧 弯 曲 . 曲面 在 抛物 点 的 形状 像 半 马 鞍 面 (如 图 3). 


n n 
主 方向 
渐 近 方向 主 方向 
主 方向 
主 方向 渐 近 方向 
图 2 图 3 
高 斯 映射 (Gauss map) 曲面 到 单位 球面 的 一 


种 映射 .曲面 9:r 一 r(xz,z) 上 每 一 点 一 对 应 一 个 单 
位 法 向 量 ,把 nn 平移 到 坐标 原点 ,n 的 终点 就 是 单 
位 球面 上 一 点 P. 曲面 $ 上 的 点 已 与 单位 球面 上 的 
点 忆 的 这 种 对 应 称 为 曲面 $ 的 球面 表示 或 高 斯 映 
射 . 曲面 的 球面 表示 的 第 一 基本 形式 称 为 原 曲 面 的 
第 三 基本 形式 : 
a: an od: Phas a pa 

Hp e=n, +n, f =n, * n gan, nu,,e,f,g KH 
曲面 的 第 三 类 基本 量 . 曲面 的 三 种 基本 形式 之 间 有 
如 下 的 线性 关系 : 


Bp 
e— —KE--2HL., 
f=—KF+2HM, 
g=—KG+2AN. 
曲面 的 球面 表示 (spherical representation of 
surfaces) Jl“ Hrki”. 


曲面 的 第 三 基本 形式 人 (third fundamental form 
ofa surface) 见 “ 高 斯 映射 ”. 

曲面 的 第 三 类 基本 量 (fundamental quantities 
of third kind of surfaces) 见 “ 高 斯 映射 ” 

曲面 的 基本 公式 (fundamental formulas for 
surfaces) ”曲面 上 标 架 场 的 运动 公式 . 设 曲 面 的 方 
BUS r—r( uw). EER Plu AAR RAP; 
ris ri n) KP ri —or/2w sn 是 单位 法 向 量 .7 ,nr 
T n RF uu 的 偏 导 向 量 公式 为 


or 
Ou 
Jr; 
à) Dae bn (i,j — 1,2,), (*) 
an 
Qu 


-一 一 2 irj, 
其 中 
jy 二 Tj en, wi = Shae” 
k 
he © rl » En = ài) , 


Memo ELM | Bim | 


Qui au" 


Cipro =" 142). 
公式 (x ) 称 为 曲面 的 基本 公式 .(* ) 中 的 第 二 组 公 
式 称 为 高 斯 公式 ,第 三 组 公式 称 为 外 恩 加 滕 公式 ， 
中 称 为 联络 系数 . 这 些 公式 在 曲面 论 中 占有 极 重要 
地 位 , 它 的 作用 相当 于 弗 雷 内 公式 在 曲线 论 中 的 作 
用 . 

曲面 的 外 恩 加 滕 公式 (Weingarten formula of 
surfaces) UL" BB m Bg dU. 

联络 系数 人 (coefficient of connection) 
的 基本 公式 ”. 

曲面 的 高 斯 公式 (Gauss formula of surfaces) 
见 “ 曲 面 的 基本 公式 ”. 

Sh FA Jn Be 35 He (Weingarten transformation) 
曲面 论 的 一 种 重要 变换 . 指 曲 面 $ 在 每 点 切 空间 
7e(S) 中 的 线性 变换 三 :To(S) 一 TGS), 它 将 切 空 
IR] TCS) rn B AE [n] Eb rn; BH wirj, 其 中 Cw?) 为 外 恩 
Jit B ZS AP BJ AREE. 用 外 恩 加 滕 变换 W, 第 二 
基本 形式 可 写 为 

I =—dn* dr=W (dr), 


见 “ 曲 面 


R 中 的 曲线 积 曲 面 


外 恩 加 滕 公式 可 写 为 dn— —W (dr). 在 此 变换 多 
下 ,对 曲面 上 点 P 的 任意 两 个 切 方 向 dr ,6r, 有 
W (dr) * 6r=dr* Wor), 

即 W 是 目 共 罗 线 性 变换 ,因此 它 有 两 个 实 特征 值 
k1,k2, 就 是 曲面 在 该 点 的 主 曲 率 . 

梅 斯 尼 埃 定理 (Meusnier theorem) 曲面 论 的 
一 个 重要 定理 .关于 曲面 上 曲线 的 曲率 中 心 的 定理 . 
曲面 上 的 曲线 C 在 给 定点 P 了 的 曲率 中 心 就 是 ,和 C 
有 共同 切线 的 法 截 线 C 在 PP 点 的 曲率 中 心 在 曲线 
C( 在 该 点 ) 的 密切 平面 上 的 投影 . 

罗 德 里 克 公 式 (Rodridues formula) 刻画 曲面 
上 曲率 线 的 特征 的 公式 . 曲线 Csr=r( AHA $ 
bed UA ACs) ,使 得 


an = AG) 下 
S 
其 中 是 曲面 S 沿 曲 线 C Ws, iad lela seks 


是 曲面 沿 方向 dr 的 主 曲率 .上述 命题 称 为 罗 德 里 克 
定理 . 
或 dm =— A(s)dr 


称 为 罗 德 里 克 公 式 , 其 中 dn 是 曲面 的 单位 法 向 量 场 
n 沿 切 方向 dr 的 微分 . 

罗 德 里 克 定 理 (Rodriques theorem) 
里 更 会 去: 

高 斯 - 科 达 齐 方程 (Gauss-Codazzi equations) 
亦 称 曲 面 的 基本 方程 或 曲面 的 结构 方程 . 刻画 曲面 
结构 的 重要 等 式 . 曲面 的 第 一 类 基本 量 g;; 和 第 二 类 
基本 量 L;; 必 须 满足 的 条 件 . 高 斯 方程 是 


见 “ 罗 德 


ap; 
o~ Ta P m DD») 
= Fm x du. 
其 中 i,j,k,/ 二 1,2; 科 达 齐 (或 称 科 达 齐 - 迈 因 纳 尔 
迪 ) 方 程 是 
oaL.; aL, 


Ir; Lr)» 


re m -2,07 Lj; 一 
其 中 i,j,k 二 1,2. 从 高 斯 方程 可 以 得 到 高 斯 定理 ( 参 
见 “ 高 斯 绝妙 定理 ”). 

曲面 的 基本 方程 (fundamental equation of sur- 
faces) ” 即 “ 高 斯 - 科 达 齐 方 程 ”. 

曲面 的 结构 方程 (structural equation of sur- 
faces)” 即 “高 斯 - 科 达 齐 方程 ”. 

高 斯 绝妙 定理 (Gauss theorem egregium) 表 
达 高 斯 曲率 的 一 个 定理 . 曲面 的 高 斯 曲率 天 可 以 用 
曲面 的 第 一 类 基本 量 及 它们 的 一 阶 . 二 阶 偏 导数 来 
表示 ,因此 ,高 斯 曲率 是 曲面 的 内 区 几何 量 . 该 定理 
是 高 斯 方程 的 直接 推论 . 它 的 发 现 是 微分 几何 学 发 
展 史 上 的 一 个 里 程 碑 ,由 此 产生 了 曲面 的 内 区 几何 . 

曲面 论 的 基本 定理 (fundamental theorem for 
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关于 曲面 局 部 存在 性 .惟一 性 的 


surface theory) 


定理 . 设 
2 
[ — = Dies du'du’, I = - 24. du du 


是 任意 给 定 的 两 个 二 次 微分 形式 ， 其 中 I 是 正定 的 . 
BIST HAR gM LRF isj 是 对 称 的 且 满 足 
高 斯 方程 和 科 达 齐 - 迈 因 纳 尔 迪 方程 , 则 除了 在 空间 
中 的 位 置 差 别 外 ,存在 惟一 的 一 个 曲面 ,以 I 和 工分 
别 为 此 曲面 的 第 一 和 第 二 基本 形式 . 这 就 是 曲面 论 
的 基本 定理 . 这 说 明 曲 面 的 第 一 、 第 二 基本 形式 完全 
确定 了 曲面 的 形状 . 

测 地 曲率 (geodesic curvature) 用 于 刻画 曲面 
上 曲线 的 内 蕴 弯 曲 程度 的 几何 量 . xp HR D Sir 
rlu' su) 上 一 曲线 C:w = 二 wu'(s) 作 为 Ri 中 的 曲线 ,其 
参数 方程 为 r==rGe (s), u’ G0), lll b, — (n XP) * P= 
(nXT) * T 称 为 曲线 C 的 测 地 曲率 . 当 曲 面 S:r= 
r(Czxz2) 上 的 参数 曲线 网 彼此 正 交 时 ,计算 ke 的 公 
式 为 


do 1] 9 jn 五 T 
(ds yg a” 
1 alnG. 
~ sind, 
2/E 9 


此 公式 称 为 刘 维尔 公式 . 当 曲 面 做 等 距 变形 时 , 它 上 
面 的 曲线 的 测 地 曲率 是 不 变 的 .曲线 C 在 尸 点 的 曲 
率 &, 测 地 曲率 e, 和 沿 其 切 方 向 的 法 曲率 &, 之 间 有 
RAK — bL E. 

xj 4E AR ZS XX (Liouville formula) 
率 ”. 

测 地 线 (geodesic) 平面 上 直线 概念 的 推广 . 
大 曲面 r+ 二 rlu',w*) 上 一 条 曲线 C 在 每 点 的 测 地 曲 
率 都 等 于 零 , 则 称 曲线 C 为 曲面 上 的 一 条 测 地 线 . 
球面 上 的 大 圆 和 圆柱 面 上 的 直 母 线 和 螺旋 线 都 是 相 
应 曲面 上 的 测 地 线 . 测 地 线 的 微分 方程 是 

az t+ DES RD 

在 局 部 范围 内 , 测 地 线 是 曲面 上 连结 两 点 的 曲线 中 
弧 长 最 短 的 曲线 ,因此 ,也 称 为 短程 线 . 

短程 线 (geodesic)” 即 “ 测 地 线 ”. 

指数 映射 (exponential map) 切 平面 到 曲面 的 
一 种 映射 . 设 Tp 是 曲面 S fk P 点 的 切 平 面 ,指数 映 
射 是 从 切 平面 Tp 到 曲面 S$ 上 的 一 个 对 应 关系 , 记 
成 exp :7Tp 一 9 ,定义 如 下 : 设 ” 是 曲面 SS 在 已 点 的 
一 个 切 回 量 , 过 已 作 S 上 切 于 "的 测 地 线 , 在 此 测 
地 线 上 取 一 点 MM 使 得 从 PP 到 MM 的 弧 长 正好 等 于 v» 
的 长 度 |»|, 则 定义 expy— M. 

法 坐标 系 (normal coordinate system) Hm S 
上 的 一 种 特殊 坐标 系 . 设 exp:TrpS>S 是 曲面 $ 在 
PANU HTS 到 S 上 的 指数 映射 ,并 且 Up 是 
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S 上 PP 点 的 一 个 邻 域 ,使 得 exp:VCTpbS>Up 是 一 
一 的 .双向 连续 的 映射 . 设 (ei,e;) 是 TpS 上 的 一 个 
单位 正 交 标 架 ,V 中 任 一 向 量 y 可 以 写成 wei 十 
v^e; Fig expy— MCU», Dll xg X. M ra B Ab p dis Qv 
v^). 这 种 坐标 系 就 称 为 曲面 S E P 点 邻 域 Up 中 的 
法 坐标 系 . 在 这 种 坐标 系 下 ,S 上 过 尸 点 切 于 "的 测 
地 线 的 方程 简化 为 x 二 v's G=1,2),. HPs EMP 
点 出 发 的 测 地 弧 长 的 1/1v| 倍 . 曲面 的 第 一 类 基本 
& E.F,G 在 P 点 的 值 分 别 为 1,0,1, 并 且 它 们 的 一 
阶 导数 在 PP 点 的 值 均 为 0. 

测 地 坐标 系 (geodesic coordinate system) fq 
面 上 的 一 种 特殊 坐标 系 . 在 曲面 上 取 一 族 测 地 线 为 
u 曲线 , 取 这 族 测 地 线 的 正 交 轨 线 为 v 曲线 ( 称 为 测 
地 平行 线 ). 这 种 坐标 系 称 为 测 地 坐标 系 . 例如 ,平面 
极 坐 标 系 ,一 族 坐 标 曲线 是 由 极点 出 发 的 射线 ,这 是 
平面 上 的 测 地 线 , 男 一 族 坐 标 曲 线 是 以 极点 为 中 心 
的 同心 圆 ,它们 是 上 述 测 地 线 的 正 交 轨 线 . 因此 平面 
极 坐 标 系 是 一 种 测 地 坐标 系 . 测 地 坐标 系 可 由 下 面 
两 种 方法 建立 :在 曲面 上 任 取 一 曲线 C 为 一 条 vw Bü 
线 , 再 取 与 C 正 交 的 测 地 线 族 为 w 曲线 , 另 取 这 测 
地 线 族 的 正 交 轨 线 为 v 曲线 ,从 而 得 到 的 测 地 坐标 
网 ;由 曲面 上 一 个 定点 引 各 个 方向 的 测 地 线 为 Hi 
线 , 再 取 这 族 测 地 线 的 正 交 轨 线 为 v 曲线 ,由 此 得 到 
的 测 地 坐标 系 也 称 为 测 地 极 坐 标 系 .在 测 地 坐标 系 
中 ,曲面 的 第 一 基本 形式 可 化 为 

I = du? + Glu,v)dv’. 

WHE 3E fT £€ (geodesic parallel) 
z”. 

M) HE th 45 Ex 3& (system of geodesic polar coor- 
dinates) — DL" 4f A ty RK”. 

WM) te Æ (geodesic torsion) 曲面 上 测 地 线 的 
挠 率 . 在 曲面 $ 上 过 一 点 书 做 以 单位 切 回 量 a 为 初 
台 方 向 的 测 地 线 Ciu—u(s),v—vG).C 在 PP 点 的 
挠 率 称 为 曲面 $ 在 已 点 关于 wa- 方向 的 测 地 挠 率 . 用 
re 表示 , 它 可 表示 为 


见 “ 测 地 坐标 


| 
MN ds 
或 
dv)? _ dudo | du)? 
i ds ds ds ds 
u = EB OE F CG 
L M N 


其 中 ;为 曲线 C 的 弧 长 参数 ,n 为 曲面 在 PP 点 的 法 
向 量 . 曲面 上 一 条 曲线 C 为 曲率 线 的 充分 必要 条 件 
是 在 曲线 C 的 每 点 处 ,关于 曲线 的 切线 方向 的 测 地 
挠 率 为 0. 

曲面 上 向 量 的 平行 移动 (parallel translation of 
H TET AY Zik JL fef St B] — ^ C 


a vector on a surface) 


要 概念 . 设 在 曲面 r==r Gl,w*) 上 给 定 一 条 曲线 C :ui 
=u! (t), u? =u’ (t) a Kt Kb, w C) E Bl m 7s H C 定 
义 的 切 向 量 场 . 设 

Dw(G)  dw(t) | ki . n\n. 


dt dt dt 
Dw(t) dw 时 
即 一 一 是 字 在 曲面 的 切 平面 上 的 投影 . 于 是 
Dw (1) 


了 ”仍然 是 曲面 沿 曲 线 C 定义 的 切 向 量 场 , 称 为 


问 量 场 w(z) 沿 曲线 C 的 绝对 微 商 ,或 协 变 微 商 . Em 


作为 微分 算 子 有 以 下 的 性 质 : 


D _ Dw,G) Dw, (t) 
4; 0? +W,(t)) = d d "ES 


T UG *wG) = f'GwO) T f@) > WD. 


若 切 向 量 场 w CO Ae PED CO = 0, MEH I8 RE 
w(t) 沿 曲线 C 是 平行 的 . 若 在 点 uu (to) ,ws 二 
u^ (to) 任 意 给 定 曲 面 的 一 个 切 疝 量 wo，, 则 存在 惟一 
的 一 个 沿 曲线 C 平行 的 切 向 量 场 w(z) ,使 得 w(to) 王 
Wo» 此 时 称 w(t) A wo 沿 曲 线 C 平行 移动 产生 的 切 
问 量 场 . 上 述 平行 移动 的 概念 是 列 维 - 齐 维 塔 (Levi- 
Civita, T. ) 建 立 的 , 它 只 与 曲面 的 第 一 基本 形式 有 
关 , 而 与 曲面 在 R* 中 的 等 中 变形 无 关 . 在 列 维 - 齐 维 
塔 平行 移动 的 意义 下 ,曲面 上 一 条 曲线 是 测 地 线 的 
充分 必要 条 件 是 该 曲线 的 切 问 量 场 沿 曲线 本 号 是 平 
行 的 . 

常 高 斯 曲率 的 曲面 (surfaces with constant 
Gauss curvature) 一 类 重要 的 曲面 . 它 是 高 斯 曲率 
K 为 常数 的 曲面 . 在 曲面 上 选择 适当 的 参数 系 (u， 
v) ,可 以 使 : 


当 K- Lo mt J du! +-cos? dv; 


M K=-4<0 Ay , J =du’+-cos h’ dv’; 

当 K=0 时 ,7 一 dz 十 dv 

因为 有 相同 常 高 斯 曲率 的 曲面 在 局 部 上 总 是 等 
距 等 价 的 ,所 以 ,天 =0 的 曲面 在 局 部 上 都 与 平面 等 
BB AE EB; K-—1/a^ 的 曲面 在 局 部 上 都 与 半径 为 a 
的 球面 等 距 等 价 ;天 = 一 1/a: 的 曲面 在 局 部 上 都 与 
伪 球 面 等 距 等 价 . 

伪 球 面 (pseudo-sphere) 一 类 重要 的 曲面 . 它 
是 高 斯 曲率 为 负 常 数 的 曲面 . 它 是 xOz FA E BUE 
7 2X, 


r-—asinu,; 
u 
z—-ra|ln tan —)cos u 


2 


R 中 的 曲线 和 曲面 


x=a sin u COS V, 


y=a sin u sin v; 
z—-ta 


ER wu —0 的 点 处 是 不 光滑 的 ， 
因而 是 非 正则 的 . 在 正则 点 ,其 
高 斯 曲率 为 = 一 1/ai*. 它 可 以 
作为 罗氏 几何 的 一 个 模型 . 

党 平均 曲率 曲面 (surfaces with constant mean 
curvature) 一 类 重要 的 曲面 . 它 是 平均 曲率 H 为 
常数 的 曲面 . 例如 ,球面 是 常平 均 曲 率 曲面 . 此 外 ,将 
一 椭圆 在 其 平面 内 一 条 定 直 线 !/ 上 滚动 ,其 焦点 所 
画 出 的 平面 曲面 C 绕 直 线 2 旋转 所 生成 的 旋转 曲面 
也 是 常平 均 曲率 曲面 .上述 命题 称 为 德 洛 内 定理 . A 
曲线 C 的 曲率 半径 为 R,C 的 法 线 被 曲线 C 与 定 直 
线 所 截 的 长 为 N, 则 有 关系 式 


ly 
及 入 一 常数. 


u 
In tan 5 tcos u 


德 洛 内 定理 (Delaunay theorem) — 见 “ 常 平均 
曲率 曲面 ”. 
极 小 曲面 (minimal surface) 一 类 重要 的 曲 


面 . 它 是 平均 曲率 H 为 零 的 曲面 . 若 一 条 封 财 曲线 
所 围 的 曲面 S 具有 极 小 面积 , 则 S 就 是 极 小 曲面 . 
极 小 曲面 的 问题 早 在 18 世纪 就 已 提出 并 有 了 例子 
CAH TED. 后 来 的 研究 一 直 围 绕 着 普 拉 托 问题 ;给 定 
空间 中 一 条 可 求 长 的 者 尔 当 闭 曲 线 C, 能 否 找到 一 
个 以 C 为 其 边界 的 极 小 曲面 ? 直到 1931 年 才 由 拉 
# (Rado, T. ) 和 道格拉斯 (Douglas,R.) 在 广义 解 
的 范围 内 证 明了 以 C 为 边界 的 圆 盘 型 极 小 曲面 的 
存在 性 .到 1970 年 ,奥斯曼 (Osserman,R. ) 才 证 得 
上 述 解 在 内 部 是 处 处 正则 的 . 关于 极 小 曲面 的 研究 
中 还 有 许多 属于 惟一 性 的 问题 , 伯 恩 施 坦 定理 就 是 
最 著名 的 结果 . 极 小 曲面 的 例子 可 参见 “ 含 尔 克 曲 
AA“ AA UR HS. 总 之 ,这 是 一 个 十 分 活 坚 
的 研究 领域 . 

极 小 曲面 的 外 尔 斯 特 拉 斯 公式 (Weierstrass 
极 小 曲面 的 一 种 解 
析 表 示 式 . R? 中 的 极 小 曲面 S:r 二 ru,v) 的 坐标 分 
量 rlu,v),ylusv) zlu ao) 是 等 温 参 数 的 调和 函数 ， 
它们 是 实 解析 的 ,所 以 任 一 单 连通 的 极 小 曲面 可 表 
TN 


formula for minimal surfaces) 
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FHEARR. OE DEN SR RR. SCOR 
在 &(2) 的 极点 处 为 0, 且 f(§) 的 零点 的 阶 数 等 于 
ge) 的 极点 阶 数 的 2 倍 . 此 表达 式 称 为 极 小 曲面 的 
外 尔 斯 特 拉 斯 公式 . 

旋转 曲面 (rotation surface) 一 类 特殊 的 曲 
A. 它 是 一 条 平面 曲线 绕 着 它 所 在 的 平面 上 一 条 固 
定 直线 旋转 所 生成 的 曲面 . 该 直线 称 为 旋转 轴 , 曲 面 
和 过 旋转 轴 的 平面 的 交 线 称 为 经 线 或 子午 线 , 曲 面 
和 垂直 于 旋转 轴 的 平面 的 交 线 称 为 纬 线 或 平行 圆 . 
取 旋 转轴 为 > 轴 , 行 yz 平面 上 的 曲线 的 方程 为 

y= Gt) > 0,2 —40) (a«t«b, 

WWE Z& 轴 旋 转 所 得 到 的 旋转 曲面 的 参数 方程 为 
r= {¢(t)cos@, g(t)sinO, (1)) 
(Os Uu rs a ie 5 

EZ (ruled surface) 一 类 特殊 的 曲面 . € 
是 由 一 条 直线 在 空间 R? 中 移动 所 形成 的 曲面 ,这 些 
直线 称 为 直 纹 面 的 直 母 线 . EE TE E e h e 
双 曲 抛物 面 (马鞍 面 )` 空间 曲线 的 切线 曲面 等 都 是 
HAW. 直 纹 面 上 和 每 一 条 直 母 线 都 相交 的 曲线 称 
为 直 纹 面 的 准 线 . A ERB RRR A a= 
a(u), 通 过 点 a(x) 的 直 母 线 的 方向 矢量 (或 取 成 单 


位 矢量 ) 为 bxz), 则 直 纹 面 上 的 点 书 的 矢 径 可 以 表 
ARM r=a(u)t+vb(u). 这 是 直 纹 面 的 参数 方程 . 

可 展 曲 面 (developable surface) 一 类 结构 简 
单 而 又 非常 重要 的 直 纹 曲面 .可 展 曲 面 是 沿 着 每 一 
条 直 母 线 有 同一 个 切 平面 的 直 纹 面 . 可 展 曲面 分 为 
柱 面 、 锥 面 和 切线 曲面 (一 条 曲线 的 切线 形成 的 曲 


( 


a(u) 
面 )( 如 图 ). E Ef r-—aGO T vbCGoO 7 n] Re gli ji] B3 
条 件 是 (a,b,b') 圭 0. 可 展 曲 面 的 主要 特征 为 : 它 是 
538 


a(u) 
单 参数 平面 族 的 包 络 面 , 其 高 斯 曲率 恒 等 于 零 ,并 且 
它 在 局 部 上 可 以 与 平面 建立 等 距 对 应 ( 即 展 为 平 


H). 

PEM (catenoid) 一 种 特殊 的 曲面 . 它 是 旋转 
极 小 曲面 .在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 ,将 yz MER 
链 线 y—ach(z/a) SE z 轴 旋 转生 成 的 曲面 ,其 参数 
方程 为 

r= (a ch = cos 0.,a ch cane Oa 
a a 


(=o: <i <4 O50 = 0 « 2n). 
Ak pE T i D tH rh s SEF rip B5 Je Fe RH A KR 
& TRE. 悬 链 面 与 正 螺 面 成 等 距 对 应 . 

TE 38 A (circular helicoid) 一 种 特殊 的 曲面 . 
它 是 直 纹 极 小 曲面 . 一 曲线 C 绕 直 线 L 以 定 角速度 
旋转 ,同时 沿 直 线 / 的 方向 等 速 移动 所 生成 的 曲面 . 
Zi BORA 为 > 轴 , 曲 线 C 为 与 > 垂直 相交 的 直线 
时 ,产生 的 螺旋 面 称 为 正 螺 面 . 正 蝶 面 的 参数 方程 为 

r— (u cos Ou sin 0,40) (—oo«u,0« 4- oo). 
正 螺 面 是 惟一 的 直 纹 极 小 曲面 . 

Fh A On Be H T] (Weingarten surface) 一 类 特 
殊 的 曲面 . 它 是 在 两 个 主 曲 率 ek; 之 间 存 在 着 也 
数 关系 fü R20 的 曲面 ,简称 W 曲面 . 例如 : 常 
平均 曲率 曲面 的 主 曲率 满足 关系 式 ki thoes W 
斯 曲率 曲面 的 主 曲 率 满足 关系 式 &ik,= 二 c ,所 以 它们 
都 是 外 恩 加 腾 曲 面 . 

共 焦 二 次 曲面 (the confocal quadrics) 一 类 特 
殊 的 二 次 曲面 . 以 原点 为 中 心 的 一 族 二 次 曲面 : 

aot pots 1 (a! «cg, 
其 中 4 为 参数 .这 样 的 一 族 曲 面 称 为 共 焦 二 次 曲面 . 
4 — 00 <A<a’? 时 得 到 一 族 椭 圆 面 ; 当 a AO? 时 
f El) — Jk nt A T8] 5 24 0^ Ac 时 得 到 一 族 双 叶 
双 曲 面 . 这 三 族 曲面 构成 三 重 正 交 曲面 系 . 迪 潘 定 
理 : 在 一 个 三 重 正 交 曲面 系 中 ,每 两 个 不 同族 的 曲面 
的 交 线 在 这 两 个 曲面 上 都 是 曲率 线 . 

迪 潘 定理 (Dupin theorem) 见 “ 共 焦 二 次 曲 
面 ” 


& Rz HB (Scherk surface) 
A. 它 是 平移 极 小 曲面 .方程 为 


ER (a £0) 
a cosax 


的 曲面 . 它 是 完备 极 小 曲面 的 一 个 例子 . 

平移 曲面 (translate surface) 方程 为 z= 二 f (x) 
十 gly) 的 曲面 , 极 小 的 平移 曲面 是 舍 尔 克 曲 面 . 

因 内 佩 尔 曲面 (Enneper’s surface) 一 种 重要 
的 极 小 曲面 . 在 外 尔 斯 特 拉 斯 公式 中 , 令 /二 2,g= 二 5 
二 zw 十 1v ,DD 二 R ,得 


一 种 特殊 的 曲 


z= u + u — la, 
y 一 一 一 wv + TV, 


z — u!-— v! 
(Cu,v) € R^). | 
该 曲面 称 为 恩 内 佩 尔 曲面 . 它 是 代数 曲面 ,其 高 斯 映 
射 是 一 对 一 的 (球面 上 一 点 除外 ). 它 是 完备 极 小 曲 
面 . 
曲面 的 定向 (orientation of a surface) 研究 曲 
面 整体 性 质 的 一 个 重要 概念 . 所 谓 曲 面 S Aes n] XE [n] 
的 ,是 指 S 能 被 一 族 坐 标 邻 域 所 覆盖 ,使 得 : 耕 点 已 
ES 属于 族 中 两 个 坐标 邻 域 , 它 们 的 参数 表示 分 别 
^ rGov.rG,v.Krnu-—uQG..v-—v( s.v), 
坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 


det a). 


du 
u,v) _ |u 
Q(u,v) |æ 
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Ou 
这 样 一 族 坐 标 邻 域 的 选取 称 为 曲面 的 一 个 定向 ,给 
定 定 向 的 曲面 $ 称 为 定向 曲面 . 否则 ,曲面 称 为 是 
不 可 定向 的 .从 直观 上 讲 , 定 向 曲面 有 连续 变化 的 、 
确定 的 法 向 量 场 ;也 就 是 说 , 当 法 向 量 沿 着 曲面 上 任 
一 连续 闭 曲 线 变动 一 周 时 , 它 回 到 出 发 点 位 置 且 不 
改变 正 向 .许多 常见 的 曲面 ,如 平面 球面. 环 面 等 都 
是 可 定向 的 ,不 可 定向 曲面 的 最 著名 例子 是 默 比 乌 
斯 带 . 
定向 曲面 (orientable surface ) 
向 ” 
曲面 族 的 包 络 (envelope of the family of sur- 
faces) 以 某 种 方式 与 一 族 曲 面相 切 的 曲面 . 设 有 
曲面 族 {S;) , 若 有 一 个 曲面 三 ,在 三 的 每 一 点 上 均 与 
曲面 族人 Si} 中 的 一 个 曲面 S; THU , 则 称 为 曲面 族 
(Sa) 的 包 络 面 . 寿 单 参数 曲面 族 (S;} 的 方程 是 
F(x,y,4) 二 0, 则 的 方程 可 由 


d 
ECE GA) SO dE JEYA) = 0 


消去 4 而 得 到 (不 含 Sa 的 奇 点 时 ). 曲面 族 (S;) 中 邻 
近 二 曲面 S, 与 Si+w 的 交 线 , 当 AAO 时 的 极限 位 


VASE 


R> 中 的 曲线 和 曲面 


置 称 为 曲面 Sa 的 特征 线 . {S;) 的 包 络 面 可 以 看 成 Sa 
的 特征 线 生 成 的 . 特征 线 族 硅 有 包 络 , 则 称 为 曲面 族 
US.) EUER ZI. 峭 线 的 参数 方程 可 由 
oF oF 
F=0, =0， Tu 
AE IH c yx 得 到 . 特别 地 , 单 参 数 平面 族 的 包 络 面 
是 可 展 曲 面 , 它 的 特征 线 是 直线 . 若 这 族 特 征 线 ( 单 
参数 直线 族 ) 有 包 络 线 CMR E MARR C N 
其 包 络 面 就 是 曲线 C 的 切线 曲面 . 包 络 理论 在 机 
械 、 工 程 技术 等 领域 中 有 广泛 的 应 用 . 

曲面 族 的 包 络 面 (envelope of a family of sur- 
faces) 见 “ 曲 面 族 的 包 络 ” 

曲面 的 特征 线 (characteristic line of surfaces) 
见 “ 曲 面 族 的 包 络 ”. 

# ££ (edge of regression) 
2E. 

高 斯 - 博 内 公式 (Gauss-Bonnet formula) 整体 
微分 几何 的 一 个 重要 公式 . 它 将 曲面 的 几何 量 和 曲 
面 的 拓扑 量 联 系 起 来 . & D 为 定向 曲面 $ 上 由 者 干 
条 简单 闭 曲 线 Ci, Cosee C, 围 成 的 区 域 , 每 一 条 C; 
是 分 段 正则 且 正 定向 的 ,并 且 0:1. 0; 7,0, 是 曲线 
Ci,Cz，*…,C, 的 外 角 全 体 , 则 有 下 列 高 斯 - 博 内 公式 


n 


p 
Deeds 十 | [Kao + > 6 = 2xY(D), 
i=] 


AF K 为 曲面 的 高 斯 曲率 ,do 为 面积 元 素 ,k 为 C， 
的 测 地 曲率 ,s 表示 C; 的 弧 长 ,C 上 的 积分 是 指 在 
C; 的 每 一 正则 弧 上 的 积分 之 和 ,X(D) 表 示 区 域 D 
的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 . 特别 地 ,对 于 可 定向 的 紧 臻 
(A) h E S.A 


||Kao 一 27X (S), 


S 


其 中 x(S) 是 紧 致 曲面 S 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 , 它 
完全 给 出 了 紧 致 定向 曲面 的 拓扑 分 类 . 由 上 式 可 见 ， 
正 曲 率 的 紧 致 闭 曲 面 必 同 胚 于 标准 球面 . 高 斯 - 博 内 
公式 在 高 维 流 形 上 的 推广 是 由 艾 伦 多 弗 (Allendo- 
erfer,C. B. ) 陈省身 完 成 的 . 

[E] ae 275 Sr HJ dE En (index of a vector field at a 
singular point) 曲面 上 向 量 场 的 一 个 重要 概念 . A 
在 曲面 上 每 一 点 指定 一 个 该 


— 0 


见 “ 曲 面 族 的 包 


点 的 切 向 量 与 之 对 应 , 则 称 在 
曲面 上 给 定 了 一 个 向 量 场 . 若 。 。 
这 种 对 应 是 可 微分 的 , 则 称 为 DT. 


可 微 向 量 场 . 使 向 量 场 中 的 向 

量 成 为 零 四 量 的 点 称 为 问 量 

场 的 奇 点 . 对 于 向 量 场 的 一 个 

奇 点 ,者 存 在 包含 该 点 的 一 个 

邻 域 , 使 其 中 没有 其 他 奇 点 , 则 称 此 奇 点 为 向 量 场 的 
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MEA. RA PRA Si:r—r(v EE w 
的 孤立 奇 点 ,在 PP 的 一 个 适当 的 邻 域 中 做 一 条 长 度 
为 /的 闭 曲 线 C:r 二 r(s)，,s AMKBRMOSs<l. 


曲线 C, 设 w 与 .| =| | | iso e 


EN: _ 
7 一 24 Pte? 9CO) ], 


称 为 孤立 奇 点 书 的 指标 . 它 表 示 当 点 绕 C 运动 一 周 
时 ,w EA iri BOAR O 点 所 转 的 圈 数 ,这 是 一 
个 与 曲线 C 及 曲面 的 坐标 系 的 选取 无 关 的 量 , 下 图 

表示 在 rOy 平面 上 以 (0,0) 为 奇 点 的 向 量 场 指 标 ， 


KOSOK 


图 中 的 曲线 是 向 量 场 的 积分 曲线 族 .注意 , 当 点 书 
不 是 向 量 场 w 的 奇 点 时 ,上 述 指标 的 定义 仍然 有 
MW, EMT AS. 

可 微 向 量 场 (a differentiable vector field) Jl 
“向 量 场 奇 点 的 指标 ” 

向 量 场 的 奇 点 (singular point of a vector field) 
JL" [a] E Ap AFB TR . 

向 量 场 的 孤立 奇 点 (isolated singular point of a 
vector field)” 见 “向 量 场 奇 点 的 指标 ”. 

Be on SE FE FE (Poincaré theorem) 关于 紧 致 曲 
面 上 向 量 场 奇 点 指标 的 一 个 定理 .看 了 是 紧 致 可 定 
向 曲面 上 仅 有 孤立 奇 点 的 向 量 场 , 则 的 指标 之 和 
等 于 曲面 的 欧 拉 - 庞 加 菜 示 性 数 , 即 

pcr 

AP GRON V 在 孤立 点 Pi 处 的 指标 ,i 是 一 个 有 限 
数 ,xX 是 曲面 的 欧 拉 - 庞 加 莱 示 性 数 . 这 个 结果 表明 ， 
对 于 紧 臻 可 定向 曲面 ,7 不 依赖 于 向 量 场 而 内 
与 曲面 的 拓扑 有 关 . BAAN. FEE AA E RRR oY H 
上 ,任何 只 有 孤立 奇 点 的 癌 量 场 ,其 指标 和 必 为 2， 
也 就 是 说 ,在 这 种 曲面 上 不 存在 无 奇 点 的 向 量 场 . 
XA EME hEm (Poincaré, CJ. 2H. FAM, 
由 此 得 名 . 

球面 的 刚性 (rigidity of sphere) 球面 的 一 种 
不 可 变形 性 质 . 与 球面 成 等 距 对 应 的 紧 致 闭 曲 面 必 
是 球面 . 直观 地 ,要 将 由 可 弯曲 .但 无 弹性 的 物质 做 
成 的 球面 进行 变形 是 不 可 能 的 .球面 的 这 个 性 质 建 
立 在 下 列 李 卜 曼 定 理 的 基础 上 :Rs 中 高 斯 曲率 为 常 
数 的 紧 致 连通 闭 曲 面 必 为 球面 .由 于 高 斯 曲率 是 一 
个 等 距 不 变量 ,因此 立刻 得 到 球面 的 刚性 . 有 关 球 面 
刚性 的 结果 还 有 : 

1. R* 中 平均 曲率 为 稼 数 , 且 高 斯 曲率 大 于 零 的 
紧 致 连通 闭 曲面 必 为 球面 . 

D40 


2. 对 于 Rs 中 高 斯 曲率 大 于 零 的 紧 致 连通 闭 曲 
面 ,者 一 个 主 曲 率 是 另 一 个 主 曲 率 的 递减 函数 , 则 此 
曲面 必 为 球面 . 

卵 形 面 (ovaloid) 一 类 有 显明 几何 特征 的 紧 
致 财 曲面 . 高 斯 曲率 处 处 为 正 的 曲面 称 为 凸 曲面 . 紧 
致 的 凸 闭 曲面 称 为 卵 形 面 . 对 于 卵 形 面 有 著名 的 阿 
达 马 定理 : 卵 形 面 $ 的 高 斯 映射 N;S 一 S*(S? 为 单 
位 球面 ) 是 微分 同 胚 . 因此 , 卵 形 面 微分 同 胚 于 球面 ， 
且 位 于 其 上 每 点 的 切 平面 的 一 侧 . 

O H (convex surface)” 见 “ 卵 形 面 ”. 

科恩 - 福 森 定理 (Cohen-Vossen theorem) Jf 
形 面 的 一 个 刚性 定理 ,由 德国 数学 家 科恩 (Cohen) 
和 福 森 CVossen) 于 1927 年 得 到 . R? 中 两 个 等 距 对 
应 的 卵 形 面 是 合同 的 , 即 它们 最 多 只 差 Re 中 的 一 个 
运动 或 一 个 运动 和 一 个 反射 的 复合 . 此 定理 也 解决 
了 著名 的 外 尔 问题 的 惟一 性 , 所 谓 外 尔 问 题 是 :已 给 
定义 在 单位 球面 上 的 一 个 具有 正高 斯 曲率 度量 二 次 
微分 形式 ds’, Æ R? 中 是 否 存 在 一 张 卵 形 面 ,使 它 的 
第 一 基本 形式 就 是 给 定 的 ds’. 

闵 科 夫 斯 基 问 题 的 惟一 性 Cuniqueness of the 
Minkowski problem) 卵 形 面 的 一 种 刚性 .所谓 闵 
科 夫 斯 基 问 题 是 :已 给 定义 在 具有 单位 内 法 向 量 场 
es 的 单位 球面 S$ 上 的 一 个 正 函 数 K Ce), dk R? 中 
是 否 存在 一 张 卵 形 面 ,使 它 在 单位 内 法 向 量 为 es 的 
点 ,其 高 斯 曲率 为 K(e;). 这 个 问题 的 惟一 性 可 由 下 
ih ONE H KI PE AE SS 是 Rs 中 两 张 卵 形 面 ， 
f:S >S 是 微分 同 胚 ,并 使 得 S$,S 的 对 应 点 有 相同 
的 单位 内 法 向 量 和 相等 的 高 斯 曲率 , 则 了 是 一 个 平 
移 . 上 述 结果 还 可 推广 如 下 : 设 $,S 是 Rs 中 分 别 具 
有 闭 边 界 C 和 C HEM X SC h mp. S:SSS 是 微 
分 问题 ,使 得 在 对 应 点 具有 相同 的 单位 内 法 向 量 和 
相等 的 高 斯 曲率 ,名 了 在 C 上 的 限制 是 C BIC 上 的 
平移 , 则 f 对 于 整个 $ 和 SS 是 一 个 平移 . 

克 里 斯 托 费 尔 问 题 的 惟一 性 (uniqueness of the 
Christoffel problem) 卵 形 面 的 一 种 刚性 . Pris sx 
里 斯 托 费 尔 问 题 是 :已 给 定义 在 具有 单位 内 法 向 量 
e; 的 单位 球面 3$ 上 的 一 个 正 函 数 Ce), Æ R? 中 是 
否 存在 一 张 卵 形 面 , 使 它 在 单位 内 法 向 量 为 es 的 点 
的 主 曲率 半径 之 和 为 Jes). 这 个 问题 的 惟一 性 可 由 
TF XS OBE ri B3 PE FU XE LESS 是 Rs 中 两 张 卵 形 
Hi. f:S>S 是 微分 同 胚 ,使 得 S RIS 在 对 应 点 有 相 
gl den Aie ctii A 4 M. f 

— SEB. EGR EER AT HES WD BESSER 
中 分 别 具 有 闭 边界 C 和 C 的 可 定向 紧 致 凸 曲面 ,三 : 
SS 是 可 微 同 胚 ,使 得 S AS 的 每 对 对 应 点 有 相 
同 的 单位 法 向 量 和 相等 的 主 曲率 半径 之 和 ,并 且 使 
两 边界 C 和 C 在 对 应 点 有 相同 的 切 向 量 及 相等 的 


弧 长 元 素 , 则 f 是 一 个 平移 . 

完备 曲面 (complete surface) ” 亦 称 测 地 完备 
曲面 . 一 种 重要 的 曲面 . 它 是 二 维 完备 黎 曼 流 形 ( 参 
见 “ 替 普 夫 -雷诺 定理 ”) 

测 地 完备 曲面 (geodesically complete surface? 
即 “ 完 备 曲 面 ”. 

完备 的 负 曲 率 曲 面 (complete surfaces with 
negative curvature) 一 类 完备 曲面 . 指 高 斯 曲率 为 
负 的 完备 曲面 . 在 欧 氏 空间 R? 中 不 存在 紧 致 连通 的 
负 常 曲率 曲面 . 对 于 完备 的 负 常 曲率 曲面 , 希 尔 伯 特 
(Hilbert,D. ) 1901 年 证 得 :在 Ri 中 不 存在 C? 阶 
完备 连通 的 负 常 曲率 曲面 . 这 里 ,曲面 为 C? 阶 的 条 
件 是 必要 的 ,因为 欠 伯 (Kuiper,N.H. ) 于 1955 年 给 
出 了 具有 度量 


ds? = L (du + dv’) 


的 上 半 平 面 ( 即 v7 00 R 中 的 一 个 C? WS Bik 
入 ,而 此 时 的 高 斯 曲率 KK 二 一 1<0. 

Op EK A 0E HE Of dE BE X CEbuvos, H. B. ) F 1964 
年 解决 了 科恩 - 福 森 的 一 个 猜想 ,把 上 述 希 尔 伯 特定 
理 推 广 为 : 在 R 中 不 存 高 斯 曲率 K<. YC’ 阶 
完备 曲面 . 米尔 诺 (Milnor,T. K. ) 于 1972 年 给 出 了 
叶 菲 莫 夫 定理 的 更 清晰 证 明 ,其 中 也 包含 了 和 希 尔 介 
特定 理 的 一 个 证 明 . 

完备 的 平坦 曲面 (complete flat surfaces) — 
类 完备 曲面 . 高 斯 曲率 恒 等 于 零 的 完备 曲面 . 从 局 部 
微分 几何 可 知 ,R* 中 平坦 曲面 是 可 展 曲 面 , 即 局 部 
地 是 柱 面 ,或 锥 面 ,或 切线 曲面 (参见 “可 展 曲 面 ”). 
从 整体 观点 来 考虑 ,R” 中 一 张 完备 的 平坦 曲面 必 是 
平面 或 柱 面 ( 柱 面 S 的 定义 如 下 :过 每 一 点 ES 都 
有 惟一 的 直线 /(p)CsS ,使 得 g 关 p 时 ,Lp) 和 多 (gq) 或 
者 平行 ,或 者 重合 ). 这 个 结果 最 早 是 由 哈 特 曼 
(Hartman, P. ) AJB 4618 4 (Nirenberg, L. ) 于 1959 
年 作为 一 个 定理 的 推论 而 得 出 的 . 后 来 , 马 西 
(Massey, W. S. ) 和 司 督 克 (Stoker,J. ) 分 别 给 出 了 
这 个 定理 的 直接 而 初等 的 证 明 . 

极 小 曲面 约 伯 恩施 坦 定理 (Bernstein theorem 
for minimal surfaces) 关于 极 小 曲面 整体 惟一 性 
HJ xg XB. R? 中 不 存在 紧 致 的 极 小 曲面 . 对 于 完备 的 
极 小 曲面 , 伯 思 施 坦 (Bernstein,S.) 于 1915 年 证 
明 ;在 全 平面 上 定义 的 极 小 曲面 z= 二 f(x,y) 必 是 平 
H. 这 是 一 个 极 小 曲面 惟一 性 方面 的 经 典 定理 . 作为 
伯 恩 施 坦 定理 的 推广 ,人 们 很 早 就 提出 这 样 的 问题 .: 
若 zx 一 /zzi…Zzo) 为 RPR 中 的 一 个 极 小 超 曲面 ， 
它 对 于 所 有 的 ziyzz, oc, 都 有 定义 , 则 S 是 否 必 
为 线性 函数 ? 迪 乔 吉 (de Giorgi, E. ) 于 1965 年 证 
BA: 4 5-3 时 是 对 的 ; 阿 姆 格 伦 (Almgren,F.J. ) 于 
1966 4E iE HA: 24 n= 4 BY AE XT AY; V Se Sr (Simons, 


R^ 中 的 曲线 和 典 面 


J.)-F 1967 年 证 明 : 4 ” 委 7 时 都 是 对 的 .但 是 , 邦 别 
里 (Bombieri,E. ) , 38 FF zi M R Wi (Giusti, E. ) F 
1969 年 联合 证 明 ; 当 nn 宇 8 时 是 不 对 的 .因此 ,这 是 
极 小 曲面 研究 中 很 有 趣 的 一 个 结果 . 

另 一 方面 ,对 于 非 参数 化 曲面 z= 二 f(x,y), 其 上 
每 点 的 法 同 量 与 某 一 固定 方 回 所 成 的 角 不 大 于 x/2， 
即 曲 面 的 高 斯 映射 的 像 落 在 单位 球面 S* 的 某 个 闭 
半球 面 中 .因此 , 伯 恩 施 坦 定理 的 另 一 种 推广 是 下 列 
尼 伦 伯 格 猜想 : 设 M 是 Rs 中 完备 正则 的 极 小 曲面 ， 
若 它 的 高 斯 映射 的 像 缺 少 S 上 的 一 个 开 邻 域 , 则 M 
必 是 平面 . 这 个 猜想 被 奥斯曼 (Osserman,R.) 于 
1959 年 证 实 . 后 来 人 们 又 做 了 许多 改进 . 夏 维 尔 
(Xiavier,F. ) F 1981 年 证 得 如 下 结果 :R’* 中 非 平坦 
的 完备 极 小 曲面 的 高 斯 像 至 多 缺少 S? 上 6 个 点 .这 
是 一 个 重大 的 改进 ,但 没有 达到 最 佳 ,因为 舍 尔 克 极 
小 曲面 的 高 斯 像 缺 少 S* 上 4 个 点 . 直到 1988 年 ,也 
本 才 得 到 这 方面 的 最 佳 结果 :Ri 中 非 平 坦 的 完备 极 
小 曲面 的 高 斯 像 至 多 缺少 9 上 4 个 点 . 

霍 普 夫 猜想 (Hopf conjecture) 关于 常平 均 曲 
率 曲 面 的 一 个 猜想 . RA OE Sy H E G a A h a 
是 球面 (参见 “球面 的 刚性 ”). BE X (Hopf, H. ) 证 
明 : 亏 格 为 零 的 常平 均 曲率 闭 曲面 必 是 球面 . 他 于 
1950 年 提出 以 下 猜想 :R 中 常平 均 曲 率 的 紧 致 闭 曲 
面 必 是 球面 . 这 个 问题 直至 1985 年 怀特 (Wente,H. 
C. eget TR 中 亏 格 为 1 的 常平 均 曲 率 紧 致 闭 曲 
面 , 给 出 了 明确 的 否定 回答 . 此 后 ,人 们 又 构造 出 具 
有 任意 亏 格 的 常平 均 曲率 紧 致 曲面 . 

全 平均 曲率 (total mean curvature) ”表征 曲面 
整体 性 质 的 一 个 重要 外 在 概念 , 设 S AR 中 的 紧 致 
连通 闭 曲 面 , 它 的 平均 曲率 为 五 ,积分 
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称 为 曲面 S 的 全 平均 曲率 ,这 里 dA 是 曲面 S 的 面 
积 元 素 . 它 是 由 威 尔 莫 (Willmore,T.J. ) 于 1965 年 
首先 提出 的 . 对 于 全 平均 曲率 ,有 不 等 式 


||Hia4 > ax, 
式 中 等 号 当 且 仅 当 S HR? 中 的 球面 时 成 立 . 对 于 空 
间 闭 曲线 荆 所 形成 的 管状 曲面 M* (由 曲线 厂 上 每 
点 的 法 平面 上 以 此 点 为 中 心 、. 半径 为 常数 C 的 圆 所 
构成 的 曲面 ), 则 有 

[maa > ze, 
APES WI BQIMTDMNBIGE.M 为 圆 环 面 , 且 
法 平面 上 的 圆 半 径 与 一 的 半径 之 比 为 1/V2. 由 此 
不 等 式 , 威 尔 砚 提出 以 下 猜想 :对 于 Rs 中 任何 亏 格 
ALK ASA HH T°. A 
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这 个 猜想 至 今 尚 未 解决 .关于 全 平均 曲率 的 概念 ,已 
被 陈 邦 炎 等 推广 到 高 维 子 流 形 上 去 . 

PACK ES 3S8 (CWillmore’s conjecture) 
均 曲 率 ”. 

绝对 全 曲率 (total absolute curvature) 表征 
曲面 整体 性 质 的 一 个 重要 内 有 区 概念 . 设 $ IER 中 的 
紧 致 连通 闭 曲 面 ,K 是 它 的 高 斯 曲率 , 积 
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称 为 曲面 S 的 绝对 全 曲率 ,这 里 d4 是 曲面 $ 的 面 
积 元 素 . 曲面 的 绝对 全 曲率 满足 不 等 式 


[Jixlda > 28a — 2. 
S 


XH y 是 曲面 欧 拉 - 庞 加 菜 示 性 数 , 式 中 等 号 当 且 仅 
4S 是 卵 形 面 时 成 立 . 绝对 全 曲率 的 概念 已 被 陈 省 
Ey FLY HK (Lashof.R. K. ) 等 推广 到 高 维 子 流 形 上 
R. 

直线 汇 (linear congruence) 含有 两 个 参数 的 
直线 族 . 一 个 直线 汇 可 用 下 面 方程 给 定 

r= p(ul,u*) + vR(u ,u’), 
其 中 OR 是 线 汇 中 直线 的 单位 方向 向 量 ,p 是 线 汇 的 
支持 曲面 上 点 的 向 径 . 支持 曲面 的 选取 是 任意 的 . 线 
汇 中 的 直线 称 为 射线 . 把 线 汇 中 每 一 条 射线 换 成 单 
位 球面 上 向 径 为 R 二 Ruu) 的 一 点 , 则 得 到 直线 
汇 的 球面 像 . 其 球面 像 退 化 成 一 条 曲线 的 线 汇 , 称 为 
柱 形 线 汇 . 线 汇 理论 开始 于 1828 一 1830 年 哈密 顿 
( Hamilton, W. R. ) 的 研究 . 哈密 顿 于 1860 年 在 其 
Zt Ht ib x (llgemeine Thoerie der Geradlinigen 
strahlensysteme》 中 对 直线 汇 做 了 系统 讨论 . RR 
4h (Sannia) F 1908 年 又 做 了 进一步 研究 . 线 汇 论 是 
微分 几何 、 代 数 几何 中 的 有 趣 内 容 . 线 汇 中 两 条 无 限 
接近 的 射线 交角 的 平方 : 
Ag ~ dR’ = Yjdwdw = 1, 
其 中 Y, = RR, = 4R9,R 是 球面 映像 的 基本 度量 张 
量 . 线 汇 中 两 条 无 限 接近 的 射线 (其 方向 分 别 是 R,R 
十 dR) 间 的 最 短 距 离 的 主要 部 分 
vee (R,dR,dp) 
IR x dR] ' 

其 中 OR X dR)’ = dR? + Ag .因此 
Al _ (R,dR,dp) 


p = lim 一 


Ago Ag dR? 


见 “ 全 平 


引进 系数 
n= F(R RR) + (R,R,,R)), 
则 称 I = judu'du! 为 直线 汇 的 第 二 基本 形式 . | 
都 是 坐标 变换 下 的 不 变量 . /是 给 定 的 单位 球面 上 
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的 张 量 系数 . 直线 汇 中 任意 抽出 单 参数 直线 族 , 构 成 
直 纹 面 , 称 为 属于 线 汇 的 直 纹 面 . HAAD EE iu 
=u (t) G=1,2). 属于 线 汇 的 直 纹 面 的 分 布 参数 
. (R,dR,dp) _ 1 
Pu dR? EN L 
因此 ,z 仅 仅 依赖 于 这 个 直 纹 面 的 球面 像 (为 一 条 曲 
线 ) 的 切线 方向 . 

柱 形 线 汇 (cylindroid linear congruence) — 
“直线 汇 ”. | 

线 汇 的 射线 (ray of a congruence) 
W”. 

线 汇 的 平均 参数 (mean parameter of a linear 
congruence) 线 汇 的 一 种 特殊 参数 . 张 量 心 的 主 方 
向 及 主 值 称 为 线 汇 的 主 方向 及 主 值 . 设 a',& ABIL 
的 两 单位 主 方向 ,pi,p; 为 对 应 的 主 值 .” —a'cos 9 十 
a'sin 9 为 单位 球面 上 的 任意 单位 回 量 . 则 


Hit = pu;a'a'cos!9 + uid asin o, 


UL“ By R 


p = uvi, py = ngaa;, Pa = ud 
4] 3 Sz 13 73 I8] v KED I] aa 的 分 布 参 数 . pi， 
ps 称 为 线 汇 的 两 个 主 参数 . 因此 

p= picos’¢-+ p;sin*g. 

设 2h=pit pr, K—bpp ,分 别称 为 线 汇 的 平均 参 
数 及 全 参数 . 依据 张 量 必 是 属于 椭圆 型 , 双 曲 型 或 
抛物 型 , 线 汇 里 的 对 应 射线 分 别称 为 椭圆 射线 、 双 曲 
射线 和 抛物 射线 . 全 参数 等 于 正 数 、 人 负数 或 零 就 表示 
这 几 种 射线 的 特征 . 

线 汇 的 主 参数 (principal parameter) 
的 平均 参数 ”. 

线 汇 的 全 参数 (total parameter of a linear con- 
gruence) ” 见 “ 线 汇 的 平均 参数 ”. 

椭圆 射线 (elliptic ray) — 见 “ 线 汇 的 平均 参 


见 “ 线 汇 


Br. 

双 曲 射线 Chyperbolic ray) 见 “ 线 汇 的 平均 参 
Wr. 

抛物 射线 (parabolic ray) AJ, ^E Y: 8937289 
Pr". 


EK [8] £& IL (isotropic congruence) 一 类 直线 
iL. 指 两 个 主 参 数 相等 的 直线 汇 . 其 特征 是 基本 形式 
的 系数 成 比例 : 

Hij = M. 

£E 30 AY RJ R H M (developable surface of a lin- 
ear congruence) —2E HAM. 指 分 布 参数 等 于 零 
的 属于 线 汇 的 直 纹 面 . 在 单位 球面 上 ,微分 方程 j 
du'du!—0 的 积分 曲线 就 对 应 线 汇 的 可 展 曲 面 ,按照 
KE Am 的 不 同类 型 ,这些 积 分 曲线 包含 不 重合 的 两 
组 实 曲 线 、 虚 曲线 和 重合 的 两 组 曲线 的 曲线 网 . 在 双 
曲 射线 区 域内 , 线 汇 包含 两 族 可 展 曲面 ;在 抛物 线 区 
域内 这 两 族 可 展 曲面 重合 ;而 在 椭圆 射线 区 域内 ，, 实 


可 展 曲 面 不 存在 . 

焦 曲 面 (focal surface) 由 线 汇 确定 的 一 种 特 
殊 曲 面 . 经 过 线 汇 的 任何 一 条 射线 ,一般 可 引 两 个 可 
展 曲 面 . 各 射线 与 各 可 展 曲 面 的 疹 线 有 一 个 切 点 , 称 
为 该 射线 的 焦点 . 每 条 射线 上 有 两 个 焦点 ,它们 的 轨 
迹 称 为 双 叶 焦 曲 面 . 线 汇 中 射线 1 上 的 两 焦点 的 中 
点 , 称 为 射线 0 的 中 点 ,中 点 的 轨迹 称 为 线 汇 的 中 点 
曲面 . 

射线 的 焦点 (focal point of ray) JL“ Hm”. 

双 叶 焦 曲 面 (focal surface of two sheets) W 
“ 焦 曲 面 ”. 

线 汇 的 中 点 有 曲面 (middle point surface? W 
“ 焦 曲 面 ” 

焦 平 面 (focal plane) 属于 线 汇 的 可 展 曲面 的 
切 平面 .经 过 一 条 双 曲 型 射线 有 两 个 焦 平面 . 线 汇 的 
焦 平 面 的 交角 等 于 向 量 dR 和 OR 的 交角 . 其 中 d 和 
Ò 是 沿线 汇 的 支持 曲面 上 两 不 同 曲 线 ( 它 们 对 应 两 
个 不 同 的 可 展 曲 面 ) 方 器 的 微分 记号 . 

极 小 线 汇 (minimal congruence) 一 类 特殊 的 
线 汇 . 双 叶 焦 曲面 都 是 可 展 曲面 , 且 它 们 的 养 线 都 是 
极 小 曲线 的 直线 汇 . 对 应 的 焦 曲 面 称 为 极 小 可 展 曲 
面 . 直线 汇 为 极 小 的 充分 必要 条 件 是 任何 线 汇 中 的 
直 纹 面 的 缔 括 线 ( 直 纹 面 的 母线 中 心 的 轨迹 ) 总 是 落 
在 它 的 中 点 曲面 上 . 

法 线 汇 (normal linear congruence) 一 类 特殊 
的 线 汇 . 线 汇 中 每 条 射线 都 是 某 曲 面 的 法 线 . 一 个 线 
汇 关于 曲面 p= plu ,ww ) 是 法 线 汇 , 则 它 关 于 由 方程 

p=plu uw CRGO us) 
所 决定 的 整个 曲面 族 也 是 法 线 汇 . 该 族 中 任意 两 曲 
面 称 为 平行 曲面 . 任意 常数 C 表示 两 平行 曲面 对 应 
点 间 的 距离 . 直线 汇 为 法 线 汇 的 充分 必要 条 件 是 其 
平均 参数 为 零 , 亦 即 2A — 27 = 0. 法 线 汇 的 男 一 特 
征 是 它 的 焦 平 面 互相 垂直 . 

平行 曲面 (parallel surfaces) WM RW”. 

W £&iL (W-linear congruence) 一 类 特殊 的 线 
iL. 设 线 汇 中 射线 在 两 个 焦 曲 面 上 决定 一 种 对 应 ,在 
这 种 对 应 下 焦 曲 面 的 渐 近 线 相 互 对 应 . 这 时 就 说 线 
汇 属 于 W 类 .一 个 外 恩 加 滕 曲 面 的 法 线 汇 具有 上 述 
性 质 ,这 便 是 W 线 汇 名 称 的 由 来 . 硅 直 线 汇 的 两 焦 
曲面 方程 分 别 为 : 

r =r+ eR, r,-—r — eR, 
K: K: 是 它们 各 自 的 全 曲率 ,两 焦点 间 的 踢 离 为 
2p, 两 焦 平面 的 夹 角 为 9, 则 线 汇 为 W 线 汇 的 充分 
必要 条 件 为 


sin @\ 4 


2p 
14 Ek £&;L (pseudo-spherical congruence) 一 
种 重要 而 特殊 的 线 汇 . 设 线 汇 的 两 个 焦 曲面 (假设 存 


K,K, — 


微分 流 形 与 黎 曼 几何 


在 ,例如 在 双 曲 型 线 汇 情形 ) 分 别 记 为 M, M" , 线 汇 
是 M,M' 的 公共 切线 族 . 9: MM" 是 自然 映射 , 它 
使 M 上 的 焦点 xz BR X M^ 上 的 对 应 焦点 zx" = 
PCz). 称 这 样 的 线 汇 为 伪 球 线 汇 ,如 果 它 满足 : 

1. |x—x* | =r,r=const. 

2. 对 应 点 x" Bb M,M* BRAA 6] RE essei 
Ae AGE FA r, 亦 即 e; * e? =cost,tT=const. 

伪 球 线 汇 的 两 个 焦 曲 面 M,M* 具 有 相等 的 负 
常数 高 斯 曲率 


j 


sinr|*? 


7 
这 一 结果 通常 称 之 为 白 克 龙 定 理 . 由 上 述 结果 , 若 线 
汇 的 一 个 焦 曲 面具 有 常 负 高 斯 曲率 天 一 一 1, 则 另 
一 个 焦 曲 面 亦 然 . 于 是 ,它们 分 别 为 SG (Sine-Gor- 
don ) 方 程 的 解 .因此 ,从 SG 方程 的 已 知 解构 造 新 解 
的 问题 归结 为 如 何 从 常 负 曲率 曲面 M 构造 一 个 伪 
球 线 汇 的 问题 , 这 就 是 白 克 龙 变 换 的 几何 表述 . 
Btw eH (Backlund transformation) W 

“THER AIL”. 

E 稿 ERR BWE 刘 继 志 RR AR 

KRE BER 沈 一 兵 锥 UM 
T A 白 正 国 吴 祖 基 梅 向 明 
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微分 流 形 与 黎 曼 几何 


黎 曼 几何 (Riemannian geometry) 微分 几何 
的 一 个 重要 分 文 , 由 德国 数学 家 黎 曼 (Riemann, (G. 
F. )B. ) 于 19 世纪 中 期 所 开创 . 他 于 1854 年 在 哥 丁 
根 大 学 所 做 的 就 职 演说 “关于 几何 学 基础 的 假设 "是 
黎 曼 几何 的 发 端 . Ja Ze oe E Wr FE BB ZK (Christoffel, 
E. B.) EA (Ricci, C. G. )、 列 维 - 齐 维 塔 (Levi-Civi- 
ta, T. ) 等 人 进一步 完善 和 发 展 , 成 为 爱 因 斯 坦 (Ein- 
stein,A. ) F 1905 年 创立 广义 相对 论 的 有 力 数学 工 
具 , 也 使 黎 曼 几何 得 以 选 勃 发 展 . 3€ 34 (Cartan, FE. ) 
建立 的 外 微分 形式 和 活动 标 架 法 ,使 李 群 与 黎 曼 几 
何 沟通 起 来 ,为 黎 曼 几何 的 发 展开 辟 了 广阔 的 前 途 ， 
影响 极为 深远 . 近 半 个 世纪 以 来 , 黎 曼 几何 的 研究 从 
“局 部 ”发 展 到 “整体 ”, 产 生 了 许多 深刻 的 并 在 其 他 
数学 分 文 ( 如 拓扑 学 、 偏 微分 方程 论 . 多 复 变 图 数论 
等 ) 及 理论 物理 中 有 重要 影响 的 结果 . 现在 , 黎 曼 几 
何 已 成 了 现代 数学 的 重要 内 容 之 一 . 

黎 曼 几何 是 黎 曼 流 形 上 的 几何 学 , 黎 曼 流 形 是 
局 部 欧 氏 化 的 微分 流 形 . 设 M FE n HE EAT WE 8 
在 每 点 pC€ M 的 切 空间 中 给 定 一 个 光滑 依赖 于 p 
的 欧 氏 度量 g,( 即 正定 数 积 ), 则 CM,g) 就 成 为 歼 曼 
流 形 ,g 称 为 黎 曼 度量 . g 与 点 2 无关 时 ,就 得 到 
通常 的 欧 氏 空间 . 黎 曼 的 杰出 创造 之 处 就 在 于 把 度 
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量 看 成 是 附加 到 流 形 上 去 的 一 个 结构 ,一 个 流 形 可 
赋予 众多 的 歼 曼 度量 . 

微分 流 形 上 的 为 一 重要 结构 是 一 个 向 量 场 Y 
沿 男 一 向 量 匀 方向 的 共 变 导数 VY 了, 即 流 形 上 的 仿 
射 联络 . 歼 曼 几何 的 基本 定理 称 :一 个 歼 曼 流 形 CM ， 
5) 上 存在 惟一 的 与 黎 曼 内 积 相 容 的 无 挠 仿 射 联络 
V7 , 称 为 黎 曼 联络 ,或 列 维 - 齐 维 塔 联络 . 由 此 产生 张 
量 场 沿 曲线 的 平行 移动 . 作为 欧 氏 空间 中 直线 的 推 
广 , 黎 曼 流 形 上 的 测 地 线 便 是 曲线 的 切 向 量 场 沿 曲 
线 自身 平行 的 曲线 . 黎 曼 流 形 上 测 地 线 的 性 态 在 很 
大 程度 上 与 它 的 黎 曼 曲率 张 量 有 关 , 后 者 使 黎 曼 流 
形 在 每 点 有 三 种 曲率 :由 两 个 独立 方向 确定 的 截面 
曲率 ;关于 一 个 方向 的 里 奇 曲 率 ; 作 为 点 项 数 的 数量 
曲率 ,它们 都 是 经 典 曲面 论 中 高 斯 曲率 的 推广 ,以 不 


同方 式 反映 黎 受 流 形 在 一 点 附近 的 “弯曲 "程度 . 由 


黎 曼 联络 可 导出 黎 曼 流 形 上 的 各 种 微分 算 子 ,如 外 
微分 算 子 、 拉 普 拉 斯 算 子 等 . 霍 奇 理论 揭示 了 紧 致 流 
形 上 调和 形式 空间 与 流 形 拓 扑 的 关系 . 尤其 是 反映 
黎 曼 流 形 整 体 性 质 的 基本 群 、 贝 蒂 (Betti,E. ) 数 、 陈 
省 身 示 性 类 等 都 列 含 着 与 黎 曼 曲率 张 量 有 关 的 丰富 
几何 信息 . REE Lop Sth BIBRA SH 
Bay -F dH ER AE EE HJ P^ AE KE 20 世纪 最 重大 
的 数学 成 果 之 一 . 

在 测 地 线 理论 中 , 霍 普 夫 -雷诺 定理 刻画 了 完备 
黎 曼 流 形 的 几何 特征 . 莫 尔 斯 理论 A e R A E 


比较 定理 等 把 整体 黎 曼 几何 的 研究 推 向 新 的 阶段 ， 


新 概念 新 成 果 层 出 不 穷 . 此 外 ,等 距 对 应 、 共 形变 换 、 
调和 映射 , 子 流 形 几 何等 也 都 是 黎 曼 几何 研究 的 重 
要 课题 ,有 的 还 与 物理 学 相 沟 通 . 凡 此 种 种 ,都 显示 
了 黎 曼 几何 的 强大 活力 ,可 以 相信 ,在 21 世纪 中 , 黎 
香 几 何必 将 有 更 大 的 发 展 和 变化 . 

向 量 场 (vector field) Z & JL fup B RAH. 
微分 流 形 到 其 切 从 的 映射 , 它 在 M 的 每 点 z 指定 一 
AME x cd INI mp X, BD X M—TMs.x—X,.€ 
T.M.M 上 的 向 量 场 就 是 M 的 切 从 上 的 截面 . 对 于 
fAEC(M), 设 (Xf) (zx) 一 Xf. 千 对 任意 的 FE 
C'(M), Xf 都 是 C” PRX, IRR X EC HRY. 若 
(U, pr) M 的 任 一 个 坐标 图 , 则 


Fd (1 gx 
dr 


是 UU 上 的 nn 个 C”! 向 量 场 ,它们 称 为 (局 部 ) 自 然 标 
架 场 . M EC 向 量 场 的 全 体 一 般 构 成 一 个 无 限 维 
的 回 量 空间 ZOM). 向 量 场 X 的 局 部 坐标 表示 为 
pa EN 
Ox’ 


X' OSIKA X 关于 坐标 系 r 的 分 量 . 在 不 同 
的 坐标 系 中 ,分 量 之 间 有 变换 公子 
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Sede dE Ve tuse 
ax? 


AT X Ay Co 向 量 场 的 充分 必要 条 件 是 它 在 任何 坐 
标 图 中 的 分 量 都 是 C 函数. BEC: (a,b) M Æ M 
上 的 一 条 参数 曲线 A 


.|d 
"MF: 


LI ett) 3 
cO) 


则 称 C 为 向 量 场 和 的 积分 曲线 .根据 常 微分 方程 理 
论 ,过 M 的 每 一 个 点 ,都 有 一 条 X 的 积分 曲线 . E 
X; 二 0, 则 点 x 是 向 量 场 X 的 奇 点 .向 量 场 X 在 其 
奇 点 邻近 的 性 状 十 分 复杂 (参见 “微分 拓扑 ”). 但 是 ， 
对 非 奇 点 ,可 选取 包含 它 的 坐标 图 (U ,yp,x') ,使 得 限 
HÆ U 上 时 有 
g 
AX use EL 

C [53] 32 (C' vector field) Wi" MBH”. 

El £A ER BE SH (natural frame field) 9," [n] & 
5. 

李 括 号 (Lie bracket) ” 亦 称 换 位 子 . 歼 曼 几何 
中 的 一 种 运算 . 即 从 两 个 C" 向 量 场 得 出 一 个 新 的 
C :向量 场 的 一 种 运算 . 它 可 看 成 4" (CM) X 
7T OMD 8| A '(M) 的 一 个 映射 : OX YO [ X Y I. 
使 用 局 部 坐标 表示 E 


v0, yor: Reem, 
Ox ax 


从 而 ,LX,Yj 是 C 向 量 场 . [X,Y j 称 为 向 量 场 X 
ALY 的 李 插 号 ,也 称 为 泊 松 括号 . 李 括 号 具有 以 下 
性 质 : 

1. 满足 反 交 换 律 [X,Y]== 一 [Y ,XJ]. 

2. R 双 线 性 . 

3. 满足 雅 可 比 恒等式 

[X LY,Z]] [YZ [ZX Y=0 
(M XYZ € RCM 2 =). 
因此 ,以 [ ，j 作 为 乘法 ,人 (CM) 成 为 一 个 李 代 数 . 
李 插 号 由 此 得 名 . 

泊 松 括号 (Poisson bracket) WERS”. 

单 参 数 变 换 群 (one-parameter group of trans- 
formations) IKER R 在 流 形 上 的 ( 左 ) 作 用 . BB JL 
何 的 一 个 概念 . 流 形 上 的 一 族 微分 同 豚 .C 流 形 M 
上 的 单 参数 变换 群 是 的 一 族 C* Gk IRIS (o G 
ER), 它 有 具有 以 下 性 质 : 

1.¢9:RXM—>M, (t.p)>@(p) Æ C PRAT. 

2. $4: MM 是 恒 同 映射 . 

3. B° ASR 

AU 是 MWA BT =(— 6,6). bA IX 


U 来 替代 RXM 上 且 使 t,s,t 十 ;E17, 则 {@} 称 为 作用 
在 U 上 的 局 部 单 参数 变换 群 . 这 时 gq:U 一 g(U) 是 
C* 微分 同 胚 . 

对 于 局 部 单 参 数 变换 群 {8)} 及 U 中 的 任 一 点 
p: B t Pe CHR 0,1. M 是 MM 中 过 2 的 
一 条 参数 曲线 . CRMAR ait p 点 的 轨 线 ,以 X, 
表示 轨 线 Y,G)— 9 GE p 点 的 切 向 量 , 即 


X,f = lim - (G9 — FCP), 


这 样 就 在 U 上 给 定 了 一 个 C mp EX X, CRA 
(9) 诱导 的 向 量 场 . AA CG). X =X? o — Xg Bll 
(9) ,六 二 了 ,所 以 {9} 的 胃 线 都 是 其 诱导 的 向 量 场 的 
积分 曲线 ,并 且 诱 导向 量 场 X TE RET ÍT IRI e 下 
是 不 变 的 . 对 于 M 上 的 单 参 数 变 换 群 有 相同 的 结 
论 . 反 之 , 若 给 定 一 个 M 上 的 C 向 量 场 Y, 则 有 : 
对 M 的 任 一 点 Pp, 必 存在 含 p 的 一 个 邻 域 U 及 作用 
在 U 上 的 局 部 单 参数 群 (8) ,使 得 在 U 上 YIU 是 由 
{81 诱导 的 向 量 场 . 因此 ,也 称 Y 是 局 部 单 参数 变换 
群 (g} 的 无 穷 小 生成 元 ,或 简单 地 说 Y 生成 (9). 当 
M 是 紧 致 连通 流 形 时 U=M, 从 而 紧 致 C* WUEM 
上 的 C7 向量 场 是 一 个 单 参 数 变换 群 的 无 穷 小 生 
MIC. 

局 部 单 参 数 变换 群 (local one-parameter group 
of transformations) 见 “ 单 参数 变换 群 ” 

诱导 向 量 场 (induced vector field) J“ RB 
变换 群 ”. 

无 穷 小 生成 元 (infinitesimal generator) J 
“ 单 参数 变换 群 ”. 

李 导 数 (Lie derivative)” 张 量 场 关于 向 量 场 的 
— Fh PM. eX EC RIG MEW Co mex. 
是 由 XX 生成 的 局 部 单 参数 变换 群 .M ER C 向量 
Jy Y XT X WS LY 定义 为 


(Lx¥) p= lim = (9-1) Yu, — Y,) 
i+Q 


pp) 


d 
= 4; 9-2 «Tao» = 


EES T,CMO P HRC). You; G€ L2 TE t=0 Ah 
iB ums. HA LY), =[X.Y ],. r 次 外 微分 形式 名 
XT X 的 李 导 数 Lxw 定义 为 


(Lye), lim ECCA) oo — e) 


d : 
= 2: 569 Wy Cp) r= 


且 对 于 ME r 个 向 量 场 bE ar aY, 有 
LyeY,,Y,,, Y,) = XA(CwY),Y,,,Y,)) 


十 Sein 
类 似 地 ,可 对 任意 张 量 场 求 关于 X 的 李 导 数 Lx. 


Ving he Y ssec s 


微分 流 形 HRS LW 


是 局 部 的 算 子 且 有 以 下 公式 ， 

Lx CT + ji = LxT| + Lily 

Lx(T 69 S) =e COS +T&LxS, 
式 中 了 ,S ,7T1,7; 都 是 张 量 场 且 7,,7; 是 同类 型 .使 


用 局 部 坐标 , 设 XX 2. ac RR o BI 


X] By bR AR 3 (da) Ne M AE. 的 李 导 
数 为 
9 Z Xa 
Gr ax! ax! 
Ld = X da. 
据 此 可 求 得 Nm, T 2 
如 ,对 于 (1,1) 型 张 量 场 


T= Tl 


Z Qd, 
可 有 


LyT =X(T) iz @ dx’ — T; 2C 


=; x G da 
ax? 9 1 
+ Ti ee - G9 dz 
jj fn (distribution) BILAN BRA. 指 
微分 流 形 切 丛 的 一 个 子 丛 . WUEM EB IE fS 
D 是 对 M 的 每 点 指定 其 切 空间 中 一 个 !/ 维 子 空 
间 , 即 2 M— TM. p>D'(p) CT, (M) b D'O» 


ile lA]. id 

= UDC), 

PEM 
DRAM Ei !&U)T A.M 的 每 一 个 点 都 有 
一 个 邻 域 U 及 U FTE [n] && 37 Xi Xr Xi 使 
得 对 于 U 中 的 任意 点 qX: (gq) ,六 2:(g),… X Q) Æ 


D(c) 的 一 组 基 , 则 称 D' 是 C” 的 ,而 称 Ar Mis 
X, 是 D 的 局 部 基 ( 向 量 场 ) ,或 说 它们 在 U 上 张 成 
D 

Xj & $2 Fi (involutive distribution) ”一 类 特殊 
Wart. C AEM ELAM 2B D 具有 下 述 的 
特征 性 质 :对 于 M 的 每 一 个 点 ,都 有 一 个 邻 域 U 及 
D EU K-A CURARE X X20 Xin 
(ELX X JAS, jKD EU EAT D 这 时 也 
称 分 布 D' 是 对 合 的 . LX;,X;] 属 于 D' 等 价 于 它们 都 
是 XXX 的 线性 组 合 , 即 LX;,X;]= X, 7 
ECU) Gi,j,h 二 1,2,… ,人 ). 能 选 到 一 组 局 部 基 向 
量 场 使 得 “4 =0. 分 布 是 对 合 的 也 意味 着 对 于 任意 
两 个 属于 D 的 C' 向 量 场 X,Y, 其 李 括 号 LX,Yj] 也 
属于 D'. 

积分 流 形 (integral manifold) 一 类 子 流 形 . € 
是 由 对 合 分 布 确定 的 子 流 形 . 设 D E C E M E 
的 / 维 分 布 , 包 含 映射 i WSM 为 浸入 . 若 对 于 每 一 
点 PEW 都 有 i (TW))CD'(p), 即 i 的 切 映 射 
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TE UE WOE p 点 的 切 空 间 了 ,CW) 映 入 DD'(p) 
HP lll fg OW xXx WE D 的 积分 流 形 . 当 一 个 积 
分 流 形 不 能 成 为 其 他 的 积分 流 形 的 真子 集 时 , 称 它 
为 极 大 积分 流 形 . 在 坐标 邻 域 U 上 任 取 属于 D' 的 
一 个 问 量 场 , 则 它 的 任 一 条 积分 曲线 都 是 D 的 1 维 
积分 流 形 . 特别 地 , 设 D 为 C* 分 布 且 对 每 个 点 
都 存在 p 点 的 坐标 图 (U ,9,x) ,使 得 
U. 二 (9€EU |AS 为 常数 ,十 1 委 c 委 7)} 

都 是 D 的 积分 流 形 , 即 D ÆU EB 


a 
P ALLI) 


所 生成 时 , 称 D 是 完全 可 积 的 . 
极 大 积分 流 形 (maximum integral manifold ) 
见 “ 积 分 流 形 ”. 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 (Frobenius’ theorem) 特 
征 对 合 分 布 的 一 个 著名 定理 . 该 定理 断言 :C 流 形 
ERC 4) 4p D 为 对 合 的 充分 必要 条 件 为 它 是 完 
全 可 积 的 .在任 一 坐标 图 (U ,9,x) 上 ,i 维 分 布 D 等 
价 于 普法 夫 方程 组 8 二 0, 其 中 t= 人 十 1,l 十 2,*…,n 
( —dim M), D 为 对 合 等 价 于 外 微分 方程 组 
dg -—0 mod (ii 94259); 
而 D' 为 完全 可 积 则 等 价 于 子 流 形 
(r€U |x5-—const, 7+1<t<n} 
适合 普法 夫 方 程 组 G=0. 这 样 的 普法 夫 方程 组 也 称 
为 是 完全 可 积 的 . 因此 , 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 也 可 以 叙 
述 为 :普法 夫 方程 组 w= 二 0 (1 cam Sé A up A 
充分 必要 条 件 是 de — 0 mod (a, w, 0). 
叶 状 结构 (foliation) 流 形 的 一 种 特殊 结 n 
维 流 形 M 的 Z(<2) 维 叶 状 结构 ,是 指 M 的 一 个 1/ 


维 弧 连通 子 流 形 的 集合 = 二 {|a€E A}, ERE 
下 三 个 条 件 : 

1. U v. M. 

2. ase B BE SI gg. 

3. M 的 每 一 点 都 有 一 个 坐标 图 (UU , g, x) EE 


对 每 一 个 5. [1U 的 弧 连 通 分 支 可 以 表示 成 
{gEU|x(g)=const, /+1<s<n(=dim M)}. 
此 时 RH A, ALIQU 为 叶片 . 当 MM 上 的 7 维 分 

4g D 完全 可 积 时 , 极 大 积分 流 形 的 全 体 确 定 了 一 
/ 维 叶 状 结构 ,这 就 是 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 的 整体 性 
描述 . 

叶片 (leaf) 见 “ 叶 状 结构 ”. 

ak Mth (tensor field) [5] EE 3g BJ 3E]. EEK 
量 从 上 的 截面 .C* 流 形 M 上 的 7 EG 阶 协 变 
张 量 场 @ 称 为 (r,s) 型 张 量 场 , 它 是 2M BC S 
KT CVO MPR. ECS TOW BRE r 的 复合 
ae ® 是 M 的 恒 同 映射 . 即 o6:M—T:OD,. 

r--06.€C€ I.M 
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r P 
—TMG--GT.MGTIMG--GT:M, 
WO, 是 (7,s) 型 张 量 . (1,0) 型 张 量 场 正 是 M 上 的 
向 量 场 . 4 O E C 映射 时 , 称 @ 是 C' 张 量 场 .对 从 
标 图 (UP,z) 内 任 一 点 z,|| 5] ) 和 {dz}, 
xcn- dim AM) 分 别 是 了 .AM W T? M 的 一 组 基 . TIC, 


PE 
5-475 9-9 ws 


Is Qe! 25 
加 dri Q drze 69 da^ 
sj Sn) 


(1 i ji 


式 中 
Bi (x) 一 | (da^), 
AUS 


2 d 
(dz), [5 Eu JELE A | 


称 为 @ 在 自然 标 架 下 的 分 量 .在 不 同 的 坐标 系 x 和 


分 中 ,分 量 有 以 下 变换 公式 


| AUA gay" ax 0 qx 
Ej y. 为 C' 张 量 场 的 充分 必要 条 件 是 在 任 一 坐标 
图 上 它 的 分 量 都 是 C' PR. 同类 型 张 量 的 加 法 运 
算 、 两 个 张 量 的 张 量 积 运算 混合 型 张 量 的 缩 并 运算 
都 可 以 推广 到 张 量 场 上 , 即 , 有 以 下 定义 ， 
(DP, 十 中)(Cz) = PCr) + D(z), 
(6 69 WV) (x2) = P(x) 69 Va), 
(cto 5 (x) = cto o Gr) 
式 中 和 o, 是 同类 型 的 . 

外 微分 形式 (exterior differential form) 2E ®& 
几何 的 重要 概念 . 指 反 对 称 协 变 张 量 场 .C 流 形 上 
BJ p RCE 外 微分 形式 是 M 上 C 的 pp 阶 反对 称 协 
变 张 量 场 , 也 简称 C^ 的 pp 形式 .1 次 形式 就 是 普法 
REA. RU ar EM 的 任 一 个 坐标 图 . p 形式 


mu = 
Py nk M, 


的 局 部 坐标 表示 为 
WE 
IS LEUR * 
= l one 7 Ly 
EET. (Dd A A dr, 


AP ai 关于 下 指标 是 反对 称 的 . 当 ai.… 都 为 
C'(rszk— D BI. o BC BS p 形式. 可 自然 地 引进 p 
形式 之 间 的 加 法 运算 和 图 数 与 p 形式 的 乘法 运算 ， 
使 得 M ECW p 形式 的 全 体 构 成 实数 域 上 无 限 维 
问 量 空间 C H p ERZ HJA CM). it A'M) = 
C(M), A* CMD (p=0,1, 089 ÉL I ACM) = 
CD; oA" COMO PRO. C 外 微分 形式 空间 ,其 元 素 称 为 
M EC 外 微分 形式 . 外 形式 的 外 积 运 算 人 可 推广 
到 外 微分 形式 空间 ACM) 中 ,两 个 外 微分 形式 0 与 a 
的 外 积 ON a AERON) =l) Aal). EAR, 
在 A(M) 中 还 可 引进 外 微分 运算 d. 
p 形式 (p-form) ” 见 “ 外 微分 形式 ”. 


外 微分 形式 空间 (space of exterior differential 
forms) 见 “ 外 微分 形式 ”. 


外 微分 (exterior differential) 一 种 映射 . 指 外 


微分 形式 空间 上 的 一 个 微分 算 子 . 设 ACM) n HE 
光滑 流 形 M 上 的 光 清 外 微分 形式 空 [B]. 外 微分 ( 算 


子 )d 是 一 个 映射 d:4(CM) 一 4(0M), 使 得 
dCA^CHD) C A** CD ,并 且 满 足以 下 条 件 : 

l.d Æ R 线性 的 . 

2. d; 了 E€EA*M) 寺 C”(M), 则 df 是 了 的 微分 
H d(df)=0. 

3. Æ WC A'CMD B w J& p JÉ X o 是 (外 ) 微 分 
形式 Wil dlw A o0) — de A e4d- C— 1)? ^ do. 

外 微分 算 子 d 有 以 下 性 质 

1.d 是 局 部 算 子 , 即 , 寿 两 个 微分 形式 ww 和 w, 
TE M 的 一 个 开 集 U 上 相等 时 , 则 它们 的 外 微分 dw 
和 dw. 在 U 上 也 相等 ,换言之 , 若 € lu = w lu: yu 
dw, le de lure 

2. 对 于 任意 的 微分 形式 wA d(dw) =0, BY fa 
SP He AY d^ = 0. ib AE He D FE 5| 8. 

3. 拉 回 映射 广 与 外 微分 d4 J& n] ac RA. BS 
f:M>N 是 光滑 微分 流 形 间 的 光滑 映射 , 则 有 
f' «ded» f*. 

4. ix w JE P JÉX XXX, M 的 任意 
Pp 十 1 个 向 量 场 , 则 w 的 外 微分 dw 为 

dOCX Xv tX uua) 


bl 


= 2, C D''XcQt Xa TE 


4 a 
X, e X e XX 

AP X 意味 着 X 被 删 去 . 

ÉR Soh A Æ interior multiplication of 
forms by vector fieds) 外 微分 形式 空间 上 的 一 个 
算 子 . 设 w 是 微分 流 形 M 上 的 pp 次 形式 ,wE€ 
A'M), X 是 M 上 同 量 场 .ww 与 X 的 内 积 用 ixw 表 
Tm. 它 是 一 个 p 一 1 次 形式 , 即 ixw€ AM), RE 
义 如 下 :p= 二 0 时 ixw=0, p>1 时 对 于 任意 的 p 一 1 
^f [e] et 3 X). Xin Xp A ix (X1, X5, Xp) 
=w(X , Xi Xn Xp). ix: AP CM) > A^ (M) A 
同 态 ,做 线性 扩张 ,zx 是 M 的 外 微分 形式 空间 
ACMDRI— B ISI. 7x 具有 以 下 性 质 : 

l.ix(w A 0) -— ixe A^ 0-4- C— 1D? A^ 1x0. 

2. ix —0. 

3. Æ 7 Fe M 的 体积 元 , 则 (divX)7 二 d Gm XX 
中 divX 是 向 量 场 X 的 散 度 . 

闭 形式 (closed differential form) 一 类 外 微分 
形式 . 外 微分 为 零 的 外 微分 形式 , 即 , 满 足 do=0 的 
外 微分 形式 w RA BI X. 因为 d= 二 0, 所 以 任何 微 


Ageia? 
1)’ (| XA 


p» 


f oT Vit he 5 R SS JL fJ 


分 形式 0 的 外 微分 d9 是 闭 形 式 . 因为 外 微分 算 子 d 
是 R 线性 的 ,所 以 光滑 流 形 M 上 的 光滑 p n 
AS SERI OUR d idee I] A^ CM, RD) ij — 
F- 23 [B 空间 Z^ OM ,R). 

恰当 形式 (exact Eddie form) 一 类 微分 
形式 . 可 成 为 男 一 个 外 微分 形式 的 外 微分 的 微分 形 
X. 设 w 是 微分 流 形 M 上 的 p 次 形式 .和 若 有 一 个 p 
一 1 次 形式 0 使 得 w= 二 d9, 则 说 是 p 次 恰当 形式 .1 
KOS SRR RRNA. 恰当 形式 是 闭 形式 .但 闭 
形式 未 必 是 恰当 形式 . 闭 形式 o 必 是 局 部 恰当 的 ， 
即 , 对 M 的 任 一 点 ,都 有 一 个 邻 域 U 及 一 个 形式 a 
使 得 限制 在 UV 上 时 ov 二 dalw. 光滑 流 形 M 上 光滑 
p 次 恰当 形式 的 全 体 组 成 光滑 p 次 闭 形 式 空间 
Z*(M,R) 的 一 个 子 空间 一 一 光滑 p 次 恰当 形式 空 
[B B* CM,R), * 

B'CM,R)CZ^CM,R)CA* CM. R). 

德 。 拉 姆 上 同调 群 (de Rham cohomology 
group) 一 类 上 同调 群 . 由 光滑 微分 流 形 M 上 的 外 
微分 形式 所 给 出 的 上 同调 群 . 设 A^ OM R), Z^ COM, 
ROI B* (CM,R) 分 别 是 M 上 光滑 的 p 次 形式 .p 次 
闭 形式 和 pp 次 恰当 形式 空间 .d 是 外 微分 算 子 , 则 
Z*(M,R) 是 同 态 di A*(M,R) 一 A*11(M,R) 的 核 ， 
B(M, R) ÆRA d: A^ (M,R) >AM, R) IS 48. 
d' = 0, K A’(M,R) ER E BE RE d: A? CM. R0 
A^" (MM,R) 是 上 边缘 算 子 . 


H’*(M,R) = 


Z^(M,R) 
B'CM,R) 
BA M 的 第 pm: DL LHR. ACM RO B 
元 素 作 为 Z*(M,R) 中 的 等 价 类 称 为 同调 类 . 因此 ， 
H*(M,R) 作 为 商 空 间 也 称 为 第 p 个 德 ， 拉 姆 上 同 
调 空 间 . 

fe > 拉 姆 上 同调 空间 (de Rham cohomology 
space) W“ e Mi EEIE”. 

德 。 拉 姆 定理 (de Rham theorem) 光滑 流 形 
的 微分 结构 与 拓扑 结构 之 间 的 一 个 重要 关系 ,由 德 
。 拉 姆 (de Rham G.-W. ) 于 1931 年 所 证 明 . 该 定 
E EP POM dà on 维 紧 致 的 光滑 流 形 , 则 M 的 第 p 
(0 过 Pp 三 个 德 ， 拉 姆 上 同调 群 H*CM,R) 与 M 的 
第 p EB S H^ ODIT. 由 德 ， 拉 姆 定 
理 , 第 p 个 德 ， 拉 姆 上 同调 空间 HCM, R) K ER 
是 有 限 的 且 等 于 M 的 第 户 个 贝蒂 数 , 即 

dim H’(M,R)=8,. 

贝蒂 数 纯粹 是 流 形 的 拓扑 不 变量 ,而 德 ，。 拉 姆 上 同 
调 群 是 由 流 形 的 微分 结构 产生 的 ,所 以 德 ， 拉 姆 定 
理 建 立 了 流 形 的 局 部 性 质 和 整体 性 质 之 间 的 联系 . 

单位 分 解 (partition of unity) 一 种 特殊 的 开 
Tw. 指 微分 流 形 上 的 一 种 开 和 覆盖 .C” 流 形 M 上 的 
C 单位 分 解 是 M 上 一 族 C* 函数 {f;|i1EZ), 它 具有 
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何 学 


ix 分 SL 
以 下 性 质 : 
1. 对 M B3 8E— pS: CE 0 H 


2. PROC f; 的 文集 suppfi= (PE M|fi(p) 40} 
2A LE SEAR (supp. A) J& M 的 局 部 有 限 的 覆盖 ,C* 流 
É M 为 仿 紧 时 ,对 于 M 的 任 一 — (Ua) TEE 
M T OL BY C* 单位 分 解 {f;), 即 {f;) 还 有 下 述 性 
Ei p RT f MX M 是 紧 致 的 ,并 且 有 开 
SU. 使 得 suppf:CU,. 

这 就 是 单位 分 解 定 理 , 它 是 流 形 的 局 部 性 质 过 
渡 到 整体 性 质 的 桥梁 之 一 . 

形式 的 积分 (integral of forms) R" Pn 3E 
曼 积 分 的 推广 . 设 w 是 nn 维 C' RIG M EW n KE 
续 外 微分 形式 . (Wie) FER M 的 定 癌 相符 的 坐 
bn AD ERE um. Cli € Zi AU T UV B3 C* 单位 分 
解 , 所 以 suppf; 含 在 某 一 个 W。 中 ,使 用 W。 上 的 局 
部 坐标 w= gdr A t Ada”, gEC(W.). f,» w TE 
M 上 的 积分 定义 为 


= | Saga S g drd d, 
p Wa 


wn SENER $H xr BAD. ESEA 
suppf: » wH] W. 的 选取 无 关 . 4 o HS ARNE 
时 ,suppw 为 有 限 个 suppf; Br xc ŒM 上 的 积 


分 定义 为 
Je- xf 


右 端 和 式 中 只 有 有 限 项 . 它 与 坐标 邻 域 覆盖 {W。) 以 
及 从 属于 { 环 


,) 的 单位 分 解 的 选取 都 是 无 关 的 ， 此 
外 ,由 积分 的 定义 ,| 是 M ERA REGERE AY n tk 
外 微分 形式 空间 上 的 线性 泛 函 . 

体积 元 (volume element) 一 种 外 微分 形式 . 
微分 流 形 上 与 定 辐 相符 的 外 微分 形式 . 设 几 是 nn 维 
C* 定向 流 形 , (VU,9,x') 是 与 定向 相符 的 , 则 体积 元 
素 7 了 的 局 部 坐标 表示 为 7 一 adz Adz’? A+ Adz’,a 
EC (7) 且 处 处 为 正 . 对 于 M 上 具有 紧 致 文集 的 
XE SE PR 太太 是 具有 紧 致 支 集 的 次 外 微分 形式 ， 
所 以 ,有 积分 | /7, 它 称 为 关于 体积 元 素 7 的 积 
分 . 对 于 M 上 的 向 量 场 X, 则 有 ZLxz=(divX)7, 数 
量 场 div X 称 为 回 量 场 关 于 体积 元 素 7 的 散 度 . M 
上 具有 黎 曼 度量 & 时 ,伴随 g 的 体积 元 素 在 U 上 的 
局 部 坐标 表示 为 7= V Gdr Adz? A Ada". rp 
G = det(g;,;), g; = g| > 5 CIS i,j SAna). 


设 ie)OGOsximRU EBJEEIESSARAR CG), (w) 
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ERM (Bik. 4 wo Aw A Aw 与 定 癌 相符 时 ， 
体积 元 素 可 简单 地 表 成 7 一 w Aw A A. 
斯 托 克 斯 定理 (Stokes theorem) 形式 积分 理 
论 中 的 一 个 重要 结果 . CH TR 中 的 格林 定理 、 
高 斯 定理 和 斯 托 克 斯 定理 : 
l.z: C dE C* REM 中 的 p(l) 
C= > 1G a); 


aC 是 链 C 的 边界 ,w 是 定义 在 Uoi(sf) 的 邻 域 上 的 
Pp 一 1 次 C! 外 微分 形式 , 则 


| dw = | w. 
C ac 


2.49 M i n HEE IR) C RUE 0M 是 M 的 边界 
且 它 的 定向 是 由 M 的 定向 所 诱导 的 ,w 是 M 上 具 
有 紧 致 文集 的 2 一 1 次 C 外 微分 形式 , 则 


| de = | w, 
M aM 
TK, 


| do=| w 和 | do = | w 
C ac M aM 


A BS fe (Riemannian metric) ”和 歼 曼 几何 的 重 
要 概念 . 黎 曼 流 形 (M,g) 的 基本 张 量 g. 事实 上 ,g 
是 M 上 的 光滑 的 对 称 、 正 定 的 二 阶 协 变 张 量 场 , 在 
每 一 点 PEM g AM TIZET, M 上 的 正定 内 积 ， 
常 记 为 (。，*，), 即 

(X.Y) = BOT) VR TUM. 
因此 ,在 点 p 的 切 向 量 长 度 及 切 向 量 之 间 的 夹 角 都 
能 依据 该 内 积 计 算出 来 , 即 


DE cos CY) — FT 
fE 5 EB AB by ZR QU ix 0 F Aid 
— (= a 
Zij mE Ari? ari 9 


WERE dz! dz’. dz) 的 长 度 平方 为 ds: 
二 gidx'dzx’, 这 是 黎 曼 度量 的 经 典 表 达 式 , 它 是 微分 
dr 的 二 次 齐 式 . 通常 称 ds A RS MJE CM., g) AIR 
de e dosis U EB A ET ZR 
{ei} > LT BA A AR ERO (62 M M 上 的 无 穷 小 位 
BAER M d p — we, MR BIE ER BE 
as = Sw y. 


F th Civ) (aco ERE 流 形 M 上 落 在 坐标 
W U 内 的 可 微 曲 线 , 其 参数 方程 为 x —x Go, C 
的 长 度 定 义 为 


j dz’ dx’ 
LC) = ee jr G2») o dż. 


此 外 , 记 


doy = N det(g;) dz! A dz? A + A dz’. 
X M 是 可 定向 流 形 时 ,dow 是 定义 在 整个 流 形 M 上 
ES n IK Po A XXL ROA M BJ EC. & D XE M 中 的 
一 个 紧缩 区 域 ,不 妨 设 DD 包含 在 坐标 区 域 U 内 , 则 
D 的 体积 定义 为 


V(D) =] T 


AM 是 不 可 定向 流 形 , 则 在 M APE qn] — 3E TRES 
流 形 上 同样 可 以 定义 体积 元 . 

$2 E it AZ AY SM JL X (element of arc length of 
见 “ 歼 曼 度 量 ”. 

32 Bm p Æ (Riemannian manifold) — 2E Je 
量 的 微分 流 形 . 设 M E n HEXCIR WE ATE M 上 给 
定 一 个 光滑 的 二 阶 协 变 张 量 场 g, 称 (M,g) 为 一 个 n 
AE XE IE ,ge 称 为 该 黎 曼 流 形 的 基本 张 量 或 黎 曼 
度量 ,如 果 满 足 : 

1. g 是 对 称 的 , 即 

gOXYO-—g(QYX) (y XY ET MY pc M). 
2. g 是 正定 的 , 即 
gOX.,X0250 (OV X€ T,M.,N p€ MD, 

H4 5 [XXe X—0 时 成 立 . 

简单 地 说 , 歼 曼 流 形 就 是 给 定 了 一 个 光滑 的 对 
称 、 正 定 的 二 阶 张 量 场 的 光滑 流 形 . 

黎 曼 流 形 的 基本 张 量 (fundamental tensor of 
Riemannian manifold) WR & i JE". 

等 距 映 射 (isometry) RW Mi JE [B] PRSE SIL T AY 
Bk at. BEM. gg) FCN LO EDIT RR BIE 9: MN 
是 光滑 映射 , 若 p hg. BERN p€ M 及 X,Y 
€ T,M.U& gOX. Yo —ACp, X9, YO WK o Tim 
部 等 距 映 射 . 对 于 局 部 等 距 映 射 9: M 一 NN, 必定 有 
dim M 过 dim N. 当 dim M<dim N BJ .Jü| £k (o, M) Æ 
N 的 等 距 淄 入 子 流 形 . & 9: M—N 是 可 微 同 胚 , 且 p 
是 局 部 等 距 映 射 , 则 称 9 是 从 (CM,g) 到 (CN, 有 h) 的 等 
距 或 等 距 上 映射 . 歼 曼 流 形 之 间 的 等 中 是 一 种 等 价 关 
系 . 两 个 黎 曼 流 形 彼此 等 距 的 条 件 见 “ 嘉 当 - 阿 姆 勃 
罗斯 - 希 克 斯 定理 ”. 黎 曼 流 形 (M,sg) 到 上 自身 的 等 距 
映射 又 称 为 等 距 变 换 , R SMEM., o) A A GE 
WB AE d D I — RE PROS SER AE IR BE CS YL aR 
曼 流 形 的 变换 群 ”). 


Riemannian manifold) 


fh A Cisometric immersion)” 见 “等 距 映 
i. 

$E BB T fp BE (group of isometric transforma- 
tions) Ul^5& gp gi ET”. 


H FZ RR ET (conformal mapping) 3% & f JE [8] 
Jk $3 Fa EAR EAS PRT. EM  gO FCN A) RE BE RR 
Ste Sf: MeN 是 光滑 映射 . AAEM 上 的 光滑 
PRX c, 使 得 fo he g. WR 二 是 局 部 共 形 映射 . & 


微分 流 形 与 黎 曼 几何 


f A EAE RI ox IBI. DER f 是 共 形 映射 ,并 且 称 CM， 
SAIN ,h) 是 共 形 等 价 的 . 两 个 切 向 量 之 间 的 夹 角 
在 局 部 共 形 映射 下 保持 不 变 ;在 任意 一 点 p€ M. UJ 
向 量 vE T,M 在 局 部 共 形 映射 二 的 切 映射 下 的 伸缩 
RAIS vllo ERR. 黎 曼 流 形 (CM,g) 到 上 自身 的 
共 形 映射 又 称 为 共 形 变换 . 黎 曼 流 形 在 共 形 等 价 下 
的 不 变量 是 外 尔 (Weyl,(C. H. OH. ) 的 共 形 曲率 张 
量 ( 参 见 “ 共 形 曲 率 张 量 ”). 

共 形 等 价 (conformal equivalence) 
射 ”. 

共 形 变换 (conformal transformation) 
JE Br. 

E R fo) BIA (Killing vector field) 32 & Jm JE 
(M,g) E — T BBS ER ASH [n] EI 8 
(参见 “ 单 参数 变换 群 "). E R o E At ON RB ht 
JÉ M 上 的 一 个 无 穷 小 等 中 变换 . KX 是 黎 曼 流 形 
(CM,g) 上 的 基 灵 向 量 场 ,用 a 表示 X 所 生成 的 局 部 
ZS BE PR BEL Cao" e — g. A, RA I REX 
满足 的 条 件 是 Leg =0, HP Lx 表示 关于 回 量 场 X 
的 李 导 数 , 称 Lxg—0 为 基 灵 方程 . 设 (U ,x') 是 流 形 
M 上 的 局 部 坐标 系 , 耕 

可 
AX eX" Dd 
则 基 灵 方程 变 为 Xi 十 和 一 0, 其 中 X;—gjX'.. 

Fc 93 \\ Sg RB SP 3$ (infinitely small isometry) 
BJ ^35 53 [n] EE". 

基 灵 方程 (Killing equations) 
场 ”. 

仿 射 联络 (affine connection) ”简称 联络 . 主 从 
上 的 一 种 微分 几何 结构 . 所 谓 仿 射 联络 应 该 是 以 仿 
射 变换 群 为 结构 群 的 主 从 上 的 联络 ,在 以 一 般 线 性 
群 为 结构 群 的 主 从 上 的 联络 称 为 线性 联络 . 应 用 比 
较 广 泛 的 是 线性 联络 ,特别 是 在 与 一 般 线 性 群 的 主 
处 相配 的 回 量 从 上 的 联络 ;而 且 , 在 历史 上 长 期 把 现 
在 所 称 的 线性 联络 称 为 仿 射 联络 .因此 ,本 条 目的 仿 
射 联络 按 习 惯 的 定义 , 指 的 是 线性 联络 . 设 M 是 nn 
ZEE JE TR DILE D OD MO OR DA TM 的 全 体 光 滑 截 面 
CBD C™ 向量 场 ) 组 成 的 空间 . 流 形 M 上 的 一 个 仿 射 
联络 是 指 映射 

V: F rTM) XPF rTM) > (TM), 
它 对 任意 两 个 光滑 切 向 量 场 X,Y ,指定 了 一 个 光滑 
的 切 向 量 场 YxY ,满足 以 下 条 件 : 

l. VxirZ= VxZ+t VrZ. 

2. VRCY ZI VIY FVZ: 

3. Vr.xY=/f*， VxY. 

4. VxC(f *Y)=X(f)* Y f * VxY, 

其 中 fEC”"(M),X,Y,ZE (TM). 注意 ;VxY Xx 
于 自 变量 XX 是 C”CW) 线 性 的 ,因此 ,对 于 光滑 的 切 
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见 “ 共 形 映 


Vp: 


见 “ 基 灵 问 量 


m 分 JL fu 学 


向 量 场 Y 以 及 X, € TM. BE NV YW TM 
中 一 个 确定 的 元 素 . 

联络 是 加 在 微分 流 形 M 上 ,使 得 对 于 M 上 的 
光滑 的 向 量 场 能 够 进行 微分 的 一 种 结构 . 通常 ,把 
Vi Y 称 为 切 向 量 场 Y 关 于 点 p 处 的 切 向 量 X, 的 
协 变 微 商 ,也 称 共度 导数 . 在 仿 紧 光滑 流 形 上 ,联络 
总 是 存在 的 . 若 在 光滑 流 形 M 上 指定 了 一 个 联络 
立 , 则 称 CM,V ) 为 仿 射 联络 空间 . BEC, E— A 
仿 射 联络 空间 ,在 局 部 坐标 系 (Uiz) 下 , 若 


2 "dr 
则 称 D E BV TE RA S ROP AS ORC 在 局 部 坐标 
变换 下 ,联络 系数 OAS EB Kk Ee JA BRE PR UR, 
即 联络 不 是 张 量 . 它 的 坐标 变换 规律 为 : 设 (V ,y ) 是 
男 一 个 局 部 坐标 系 ,U [NV 关 义 . 记 


9 T 9 
da —— = T . — 
Mang a 
则 在 UNV 上 有 
六 ar? da? dy* P ay" 
L = Jv A a AN 
í 2; a dy ay ar 下 2, dy' dy! ax’ 


一 般 地 ,者 在 M 上 取 定 一 个 局 部 标 架 场 {e) FOO 
的 余 标 场 为 (o } iO Ve; — De, er — Def , | fy D 
为 联络 VV 关于 局 部 标 架 场 {e;} 的 系数 ,w 为 联络 形 
X. 在 仿 射 联络 空间 CM,V) 上 ,最 重要 的 不 变量 为 
挠 率 张 量 和 曲率 张 量 . 联络 可 以 用 来 定义 微分 流 形 
上 的 切 向 量 场 沿 一 条 曲线 的 平行 性 ; 反 过 来 ,利用 切 
向 量 沿 曲线 平行 移动 的 概念 可 以 给 出 协 变 微 商 的 儿 
何 意义 .在 仿 射 联络 空间 (M,w) 上 ,对 任意 的 张 量 
场 也 能 定义 它们 的 协 变 微 商 . | 

微分 流 形 M 上 的 仿 射 联络 的 概念 可 以 直接 推 
广 为 微分 流 形 M 上 任意 一 个 向 量 从 上 的 联络 . 

联络 概念 的 产生 是 微分 几何 发 展 史 中 的 一 件 大 
4., 克 里 斯 托 费 尔 (Christoffel, E. B.) F 1869 年 创 
立 了 用 度量 张 量 g;, 的 微 商 构造 的 克 里 斯 托 费 尔 符 
号 .后 来 ,里 奇 (Ricci,C. G. ) 将 克 里 斯 托 费 尔 的 方法 
做 了 系统 的 阐述 和 发 展 ,创立 了 他 所 称 的 绝对 微分 
学 ,使 得 对 张 量 的 分 量 求 绝 对 微 商 之 后 仍 是 一 个 张 
fa. J- (Levi-Civita, T.) F 1917 Æ 5] ii mj] 
量 平 行 移动 的 概念 ,革新 了 里 奇 的 张 量 分 析 RT 
对 微分 以 鲜明 的 几何 意义 . 这 些 工 作 实 际 上 是 从 黎 
曼 度 量 出 发 定义 了 一 种 特定 的 联络 ,而 黎 曼 流 形 的 
曲率 恰好 是 切 向 量 绕 一 点 做 平行 移动 一 周 所 出 现 的 
差别 . 外 尔 (Weyl,(C. H. )H. ) 观 察 到 满足 一 定 的 坐 
标 变换 规律 的 量 CR Ke g;; 更 为 基本 ,他 把 
给 定 了 ,的 空间 称 为 仿 射 联络 空间 ,其 中 切 向 量 沿 
曲线 的 平行 移动 、 测 地 线 、 曲 率 张 量 等 都 是 有 意义 
的 . 从 名 称 来 看 , 仿 射 联络 空间 与 黎 曼 空间 的 关系 ， 
就 像 是 仿 射 空间 与 欧 氏 空间 的 关系 . 现在 所 通用 的 

090 


联络 的 定义 是 科斯 居 尔 (Koszul,J.L. ) 给 出 的 . 

BE (connection) 仿 射 联络 的 简称 . 

线性 联络 (linear connection) W“ REA”. 

协 变 微 商 (covariant derivative) 见 “ 仿 射 联 
2k". 

仿 射 联络 空间 (affine connection space) Jil 
“ 仿 射 联络 ”. 

联络 系数 (coefficient of connection) 


见 “ 仿 身 
联络 m . 


共 变 导数 (covariant derivative) — UL" £5 WK 
25. 
X S itg (Riemannian connection) JRK! HE 


- 齐 维 塔 联络 . 黎 曼 流 形 上 的 一 种 特殊 联络 . GM, 
5) 是 ” 维 黎 曼 流 形 MEM 上 存在 惟一 的 一 个 联络 
V. ,满足 以 下 两 个 条 件 : 

l. VEER KE AS B 

VxY —VyX-—LX.Y | (V X,YET(TM)). 

2. g 关于 联络 V 是 平行 的 ,Vg 二 0, 即 

X (g(Y,Z)) = g(VxY,Z) + g(Y ,VxL), 

CY XY Ze TCIMOX 

这 个 联络 称 为 黎 曼 流 形 (M,z) 的 黎 曼 联络 . 黎 

S ARV BO SUN 


g CO xY .Z) =5{X(g(Y,2)) + ¥(g(X,Z)) 


— Z(g(X,Y)) + gC X,Y 1.2) 
= 9 X.Z]Y)-—ge(lY.Zh X) 
EUr) M 的 局 部 坐标 系 ， 


Ee 2L. 
ab dr T dx* 


u 9 9 
Bii e| d , 
则 黎 曼 联络 的 条 件 变 为 
9g js 
dx! 


rU 一 I5, = Tg s Ig y. 


因此 
l u| 8o , Bua i 
Bec o Tcu 
FLA G0 C) WAE RE. 
Fl) HE -3r HE FS EE 28 (Levi-Civita connection) 有 即 
“ 黎 曼 联络 ”， 
挠 率 张 量 (torsion tensor) ”刻画 联络 对 称 性 的 
一 个 张 量 . 设 CA,Y) 是 一 个 仿 射 联络 空间 ,对 于 任 
BA X,YCIr(TM).G 
TX = Sa SN = LXer ls 
则 TOX.YOX- THER X,Y BC MAEM. A 
此 , 它 在 每 一 点 pe M Bw SKM T,MXxT,M 到 
T,M 的 多 线性 映射 , 即 它 是 一 个 (1,2) 型 张 量 , 称 为 
OM, VO ER Pe ike. 在 局 部 坐标 系 (U iD PUE 
T| 9 9 |= eee, 


i? m rj , 
ar! ax? T Ort 


W TiS iTi 黎 曼 流 形 CM,g) 的 黎 曼 联络 是 无 
pem. 
Hy xx gi BE (curvature tensor) 由 联络 确定 的 
一 个 重要 张 量 . 设 (M,V) 是 仿 射 联络 空间 ,R(X， 
Y) 是 曲率 算 子 ,其 中 义 ,YET(TM). 映射 X,Y ,2 一 
R(X,Y)Z 给 出 了 从 (CTM) XT(TM) XT(TM) 到 
CTM) 的 C™~(M) 线 性 映射 ,因此 , 它 在 每 一 后 PE 
M 给 出 了 从 T,MXT,MXT,M 8| T,M 的 多 线性 
映射 , 即 它 是 一 个 (1,3) 型 张 量 场 , 称 为 (M,w) 上 的 
曲率 张 量 .在 局 部 坐标 系 (C;z) 下 , 记 
9 23\ 2 9 
d as'aslag Ri af? 
Ri 就 是 曲率 张 量 的 分 量 . 由 定义 得 到 
Ree Sr qus. 
OX du 
其 中 Ti ERA V Wy AGE. 4M, g) ER SIE. V 
是 其 黎 曼 联络 , 则 能 够 定义 CM,g) 上 的 4 阶 协 变 的 
曲率 张 量 RCX,Y,Z,W) 二 g(R(X,Y)Z,W). 记 
à aaa 
az axi’? ax* ar |? 
Ria = Risgu. 
(0,4) 型 曲率 张 量 有 下 列 性 质 : 
1. RCX,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W) 
— —-ROX ,Y ,W ,Z). 
2. RCX,Y,Z,W)=R(ZW X,Y). 
3. RCX,Y,Z,W)+RCX,Z,W,Y) 
+RCX,W,Y,Z)=0. 
共 形 曲率 张 量 (conformal curvature tensor) 
—^ E SE SK E. 指 在 度量 共 形 变换 下 不 变 的 一 个 四 
阶 张 量 . (Mg) ttn HER SIE Arid M 的 共 形 
曲率 张 量 C 是 如 下 定义 的 四 阶 协 变 张 量 : 
C(X,Y,Z,W) 


Riu = R 


= ROGY.Z,W) — 2 {Rie(X,Z)g (YW) 


— Ric(X W)g(Y,Z) + Ric(Y W)g(X,Z) 
— Ric(CY ,Z)g(X,W) > 


5 
+ Ge DG = By BOOBY 


其 中 Ric 是 里 奇 曲率 张 量 ,9 是 数量 曲率 .用 局 部 坐 


标 系 下 的 分 量 表示 , 即 为 
Ci 


= Riu E L (Raga = Rik jp ge Ruga =~ Raga] 


2 


+ —Da- as BiH), 


共 形 曲率 张 量 是 黎 曼 流 形 (CM,c) 在 共 形 变换 下 的 不 
变量 , 它 是 被 外 尔 (Weyl,(C. HL. )H. ) 发 现 的 . 24m 
— 3 时 , 共 形 曲率 张 量 总 是 为 零 .另外 ,考虑 三 阶 协 


变 张 量 


Rig = KR; = Riz, j s CPN = giS 4) , 


l 
2(n — 1) 
其 中 Rj,S,; 分 别 表 示 里 奇 张 量 和 数量 曲率 的 协 变 
微分 . 则 当 n 二 3 时 , 张 量 Ri 是 共 形 不 变量 ,并 且 当 
n 宇 3 时 有 


bei 
ES 7 
比 安 基 恒 等 式 (Bianchi Identity) 一 个 重要 的 
恒等式 .关于 曲率 张 量 协 变 微 商 的 恒等式 . EOM gg) 
Æ n 维 黎 曼 流 形 ,Riw 是 曲率 张 量 在 局 部 坐标 系 下 
的 分 量 , 比 安 基 恒等式 是 指 
Runs F Rn a EE Rink = 0, 
其 中 Ross Bg SE SK E Ri 的 协 变 微 商 . 同时 也 有 
Riga 十 R neti + R pir, = 0, 
tp 25 G4} (covariant differentiation) ZR £k H 
变 微分 或 绝对 微分 .保持 张 量 特性 的 一 种 特殊 微分 . 
设 (M,V) 是 仿 射 联络 空间 ,其 中 联络 V 是 对 于 M 
上 的 切 向 量 场 能 够 进行 微分 的 结构 ,而 且 借 助 于 六 
能 够 定义 M 上 的 任意 的 光滑 张 量 场 4 的 协 变 微分 
V4: 和 在 QZ 是 M 上 的 光滑 切 向 量 场 , 则 YZ 是 WM 上 
的 (1,1) 型 张 量 场 , 对 于 任意 的 cE7T7M,XE75AM， 
4 VZ(,X)-—aCOVxZ). di a Æ M EWR kK 
微分 式 , 则 Ye 是 M 上 的 2 阶 协 变 张 量 场 ,对 于 任 
BW X.YC€T,M.8 
Va(X ,Y)=(Vya) (X) 5 Y ((30) —aCV y X), 
Hp X 是 XET,M 的 任意 一 个 光滑 的 扩张 . E SE 
C^ CM), Wi] f£. 的 协 变 微分 就 是 它 的 通常 的 微分 Vf 
二 df. 奇 4 是 MM 上 的 光滑 的 (r,s) 型 张 量 场 , 则 VA4 
是 (r,s 十 1) 型 张 量 场 ,对 于 任意 的 6.22€ 
T; M,Z1,2:,…,Z,，;XET,M, 有 
WV A Ca, a, a, Zi Zo ZX) 
= WVxA(a,a,,,G,,Zi,Z, 7,2.) 
= X(A(à ,Gy 8,52, Zo ZO) 


h iat 
Cj. 一 Rs. 


F 
= > Ala, ;Q5,*** sV xÓlg y *** $0, Zi E :Z.) 
8-1 


2s » A (Ca AOE tt Ke YA sc » V x£, »*** ae, 9 
Y—] 


其 中 d, 05, *** T INST Zz. 分 别 是 Qi Q5, ***, 
0 vZrs oy YR 的 光滑 扩张 . 用 局 部 坐标 系 (U ia) 
DM = 
下 的 分 量 表示 :车 Z 一 2' 2, 则 VZ 的 分 量 是 
Zi = A + 1 75 

ox! 
A a 二 adx', 则 Va 的 分 量 是 

gu: 


Q; ; = 


三 
jJ ar! 1'50,. 


— fü Hi A 


9 J 
arr © d^ G9 


A= Ax: 2 


Ie gx’ 


GO da^, 
则 4 的 分 量 是 


mm 
1 r 


dA r 
Ai ri Jp, Ai li “i, pig 
E "J, = n + : 8—1 841 
ar SW ji M 


对 于 (r,s) 型 光滑 张 量 场 4 及 XET。M, 则 如 仿 射 联 
络 中 所 定义 的 Vx4 是 在 pp 点 的 (r,s) 型 张 量 , 称 为 
张 量 场 4 关于 切 向 量 X 的 协 变 微 商 . 事实 上 , 张 量 
VxA 的 分 量 是 

VAD = XA (p). 


et differential) — BD" EE tx 
分 ”. 

绝对 微分 (absolute differential) 
分 ” 

里 育 恒 等 式 (Ricci identity) 关于 交换 两 次 协 
变 微分 顺序 的 一 个 关系 式 . BM, g) ER SB TRIB» V 
是 其 黎 曼 联络 ,R(X,Y) 是 曲率 算 子 , 则 里 奇 恒等式 
是 :对 于 M 上 的 任意 一 个 > 阶 协 变 张 量 场 4, 成 立 
WA Zia trea Zany th SS A Loa ks 
Y)=(R(X,Y)A)(Z Z230 Z) > Xm ZiZa, 
ET(TM). 4A 是 混合 型 张 量 场 时 ,上 式 仍 然 成 立 ， 
只 是 = 变量 £15 425 9. 7, 4r Fill TE (TM) 或 
DO'* MO rP BUB. 用 局 部 坐标 系 (U 10 P BJ AE EEG 
示 , 则 对 于 (r,s) 型 张 量 场 4 有 下 面 的 恒等式 : 


Re o. Be, 
4177854 FIs th 


即 “ 协 变 微 


aw ]^ 


= =>) TT. m _ LN ] Ré, 
= rU ej Hj, = Jii, 
E E T KEG HON TUS 
先后 次 序 不 同 而 出 现 的 差异 . 27 CM SO de T5 8] A 
空间 ,也 有 对 应 的 里 奇 恒等式 : 


| i eei 
i ty 1 r 


A 
A acm „ki AULA 
= -2 ) AU ii R* 
ae alg, +1’ x kj, 


esin hi ei i eb y, 
ah Bp—1 B+} rRe — fA? "Th, 
s? 


A, kih Av 


B=] 
其 中 Th 是 VV 的 挠 率 张 量 . 
平行 移动 (parallel displacement) 欧 氏 空间 中 
平移 概念 的 推广 . 设 CM,YV) 是 仿 射 联络 空间 ,C: 
YQ) atx BM 中 的 一 条 光滑 曲线 ,v(t) 是 沿 曲 
线 C 定义 的 的 切 向 量 场 .车 向 量 场 vwvCt) 满 足 方程 
Vrayvt) =0, Mj ER v(t) 沿 曲线 C 是 平行 的 .在 局 部 
AERA U; rT GHA CHBRABA r= 
X(t), 切 向 量 场 vt) 可 以 表示 为 
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v) = v(t) Sl, 


YQ) 


则 上 述 方程 化 为 一 阶 常 微分 方程 组 


de) ous) E ir (wq) — o. 


因此 ,任意 一 个 切 向 量 XE 惟一 地 确定 了 一 
个 沿 曲线 C 平行 的 切 向 量 X CO ,使 得 XQ) =X. 人 
们 称 XC) 为 切 向 量 X 沿 曲线 C 平行 移动 产生 的 切 
向 量 场 . 特别 地 ,映射 X— X (028 :B TA TM 到 
Tro M 的 线性 同 构 , 称 为 沿 曲线 C 的 平行 移动 . 在 
Oy 8T HX 48 s 8] CM VO "RP SEP FE EP eio 
V) ,连接 r,y 的 任意 一 条 光滑 曲线 7 决定 了 一 

从 TM 8| T,M 的 、 沿 曲线 7 的 平行 移动 , 记 为 
注意 :7 可 以 换 成 分 段 光滑 曲线 . 从 直观 上 讲 , 所 请 
联络 就 是 在 邻近 点 的 切 空 间 之 间 建 立 特定 的 线性 同 
构 . 切 向 量 场 的 协 变 微 商 可 以 用 平行 移动 来 描述 : 若 
YET(TM),XET,M, 取 光滑 曲线 y( COSt D, 
fi 4 Y (00 =p." (0) 二 X, 用 Py|2 表 示 沿 曲线 7 从 
Y C ) 到 Y(t,) 的 平行 移动 , 则 

TY = Ey eo Y OQ») 


若 (M,g) 是 黎 曼 流 形 , 是 其 黎 曼 联络 , 则 沿 曲线 


YA) (ca 委 上 魏 0) 的 平行 移动 Pv 12 REM UL S IBIT «4M 
到 T,04M 的 等 距 线性 同 构 . 
测 地 线 (geodesics) ” 欧 氏 空间 的 直线 概念 的 推 


广 . 设 (CM,V) 是 仿 射 联络 空间 . 若 曲 线 Y Cast 
的 切 向 量 场 涪 该 曲线 自身 是 平行 的 , 则 称 该 曲线 
为 测 地 线 . 在 局 部 坐标 系 (U;x) 下 , 测 地 线 x 一 
a(t) ath) i RIM ERO EA 

Tz ruoq» S5 Er = 0, 


dt dt 

EM, getRenit,./ BAR SKA. M 上 的 
W 3 2X E C FEA P] RE m BYE PB A IZ ER FJ ls Ft 
点 . RP aR BI EY RY) BR DFE MAR 
参数 的 一 次 函数 . 

指数 映射 (exponential map) 流 形 的 切 空间 到 
流 形 的 一 种 重要 映射 . 奋 M 是 一 个 完备 歼 曼 流 形 ， 
则 对 任意 的 zxE MH, 及 vET,M, 存 在 惟一 的 一 条 测 
Hh £k, Y: (— 00,00) — M ,使 得 7,(0)==x,7,(0)==v. 
取 定 一 点 XE AM, 可 以 定义 映射 exp: T, MM, 使 
得 对 于 任意 的 vET,M 有 expi(v) 二 7,(1). 称 exp, 
AR Sie M 在 点 过 的 指数 映射 . AIRE RS it 
É M 的 完备 性 , 则 在 点 x 的 指数 映射 exp. Æ T.M 
中 围绕 原点 的 某 个 邻 域 U 内 总 是 有 定义 的 ,并 且 
exp. 把 U FY tk [Fl He RB exp,U 上 .由 定义 

(exp,),,-id. 

ik MAE KR (normal coordinate system) 22 & Hit 

形 上 的 一 种 特殊 坐标 系 . a M 是 一 个 HER D 


JÉ XD «€ M.dE T.M 中 选取 一 个 么 正 基 底 le), 
则 在 点 x 的 某 个 邻 域内 能 够 定义 局 部 坐标 系 (z-， 
x yet”) ,使 得 点 


exp, 13^ 
的 第 i 个 坐标 即 为 xz. 这样 的 坐标 系 称 为 在 点 工 的 
法 坐标 系 . 对 于 在 点 x 的 法 坐标 系 , 有 


Aae vee TMV: 
ax T 


在 点 zc 的 任意 两 个 法 坐标 系 只 差 一 个 常 系数 的 正 
交 变 换 , 即 Le CER Cy ) 是 歼 曼 流 形 M 在 点 的 两 
个 法 坐标 系 , 则 存在 正 交 和 矩阵 (a;) ,使 得 


gem Fan. 

高 斯 引 理 (Gauss Lemma) 指数 映射 的 一 个 
重要 性 质 . 设 M 是 一 个 黎 曼 流 形 ,zx€EM,v€7,M ， 
E pO) —tv Æ T-M 中 通过 原点 的 一 条 射线 , 且 we 
T «o TM B#B FRA 2 的 任意 一 个 向 量 , 则 
(exp, ) « pa) 69) 5j Cexp2 «pu Co! (GD)) 是 正 交 的 . 简 言 
之 ,高 斯 引 理 断言 :指数 映射 保持 与 径 向 测 地 线 的 正 
交 性 不 变 . 这 是 指数 映射 的 一 个 基本 性 质 . 

里 奇 张 量 (Ricci tensor) 黎 曼 流 形 的 一 个 重 
要 二 阶 对 称 张 量 . 设 (M,g) 是 一 个 黎 曼 流 形 ， 
R(*,*,* , * ORE'E I HSS. 对 于 X,Y € 
DOMO, 

Rie(X,Y) = > RuX Ye 


其 中 {e) 称 为 M 上 的 局 部 标准 正 交 标 架 场 , 则 Ric 
在 每 一 点 p€E MM 给 出 了 T,MXT,M 上 的 多 线性 函 
数 , 即 它 是 一 个 (0,2) 型 张 量 场 , 称 为 里 奇 张 量 . EA 
张 量 是 对 称 的 , 即 Ric CX YO — Ric Q , X). 在 局 部 坐 
标 系 (U ;x ) 下 , 记 


! 9 
Ric| 9 KR; 9 
则 Rip = D Rhy. 


9s BHT Be AS (Christoffel symbols) 2E 
曼联 络 的 联络 系数 . 设 CM,g) 是 nn 维 黎 曼 流 形 , 在 局 
部 坐标 系 (U ;x') 下 ,度量 张 量 g 的 分 量 为 gu ic 


1 | Wj. 9g it 9g;; k kl 
P= (ge a cad]: Dé "Toe 


分 别称 Dis TER 28 — 28.8 A — 28 yz 8 Er TG 93 RE 
号 . 克 里 斯 托 费 尔 原来 把 它们 分 别 记 为 

tj 1j 

E | 和 人 |: 
为 了 使 和 式 约 定 得 以 保持 ,后 来 人 们 把 它们 分 别 记 
为 


GEL pL]. 


现在 ,人 们 通 稼 把 它们 记 成 有 三 个 指标 的 量 DU 
D. 克 里 斯 托 费 尔 符号 DL E ER ERR ARV BS SR 
(参见 “ 黎 曼 联络 ”). 

58 — 26 ve EB Rr E BRS (Christoffel symbols 
of the first kind) 见 “ 克 里 斯 托 费 尔 符 号 ”. 

第 二 类 克 里 斯 托 费 尔 符号 (Christoffel symbols 
of the second kind) 见 “ 克 里 斯 托 费 尔 符号 ”. 

曲率 算 子 《curvature operator) ”由 联络 确定 的 
一 个 二 阶 算 子 . 设 CM,Y) 是 仿 射 联络 空间 . 对 于 任 
意 的 了 ,YET(TM), 奉 

R(X,Y) = VxVy — VrVx — V tx.v]» 

RY RCX, Y): TTM) >r(TM) BF C^ OD £T 
映射 , 即 

RCX,Y) CZ +W) = ROX,YOZ + ROX,YOW, 

R(X,Y)(f Z) — f - RCX,YOZ, 

(V Z,W ET(TM),f € C"CMD). 
因此 ,R(X,Y) 在 每 一 点 p © M 给 出 了 切 空间 TM 
到 自身 的 线性 变换 , R(X,Y) 称 为 M 上 的 曲率 算 
子 . R(X,Y) 关 于 自 变 量 X,Y 也 是 C~(M) 线 性 的 . 
截面 曲率 (sectional curvature) ZR ERA E HH 

率 ,曲面 高 斯 曲率 的 推广 . 设 (M,g) 是 黎 曼 流 形 ， 
R(。,，。，。,。,，。) 是 其 曲率 张 量 ,对 任意 两 个 不 共 线 
Hym X.Y€ T,M , 奉 
ROX,Y,X,Y) 
BUSQUE yy XE 
Wi BAKE X,Y 所 决定 的 二 维 切 子 空间 ,而 与 该 
T 23 [a] +P mE X.Y 的 选取 无 关 . KX, YH 
X,Y 所 决定 的 二 维 切 子 空间 上 的 截面 曲率 或 黎 曼 
曲率 . 当 dim M—2 it, KX, YRI E M 在 点 p d 
高 斯 曲率 . 

X8 d xx(Riemannian curvature) 
x. 

BSF dh XE (Ricci curvature) 截面 曲率 的 一 种 
平均 . 设 (M,g) 是 黎 曼 流 形 ,Ric(。,。) 是 其 里 奇 张 
量 ,对 任意 的 非 零 切 向 量 X € TM E 

p(X) = SE, 
WE oCXO 9 88 & RE M 在 切 向 量 X 所 决定 的 方 
向 上 的 里 奇 曲 率 . 里 奇 曲率 p(X) 恰 好 等 于 包含 X 
在 内 的 各 个 二 维 切 子 空间 上 的 截面 曲率 (参见 “截面 
曲率 ”) 的 平均 值 . 确切 地 说 , 若 ese es € TM 
是 与 X 正 交 的 n 一 1 个 人 彼此 正 交 的 单位 切 向 量 , 则 


n—i 
GOO => K(X) 


其 中 n=dimM. 
数量 曲率 (scalar curvature) 里 奇 曲 率 的 平 
均 . RCM, g) E n RSI RCo ye se. 0X 
其 曲率 张 量 ,对 于 7 了 ,M 中 的 单位 正 交 基 {ei} 6E 
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- Re, ,6;5€;,6;) = D Ricc, je)a 


DU 与 单位 正 交 基 {e 的 选取 无 关 ， 称 S 为 M TER 
p 的 数量 曲率 . 数量 曲率 S 是 在 点 p 的 各 个 切 方 向 
上 的 里 奇 曲率 的 平均 值 , 即 


S — Dee). 


若 用 里 奇 张 量 在 局 部 坐标 系 (Uiz) 下 的 分 量 来 表 
示 , 则 


S 一 Aen, 

4 IE A 984% (orthonormal frame field) 2E & 
流 形 上 的 一 类 特殊 标 架 场 . AM, g) FE n HER RW 
形 , 则 在 每 一 点 PCM 的 一 个 邻 域 U 内 必 和 存在 单位 
正 交 标 架 场 {e;) ,使 得 gleise) = 0, Flex ME 
的 局 部 乏 正 标 架 场 . Xp (1E eH BARR. 
则 和 歼 曼 度量 张 量 g 可 表 成 


pe De (X) w, 

简称 {w } 为 么 正 余 标 架 场 . 

么 正 余 标 架 场 (orthonormal coframe field) 
见 “ 么 正 标 架 场 ” 

联络 形式 (connection forms) ”特征 联络 的 1 
次 形式 . 设 (M,YV) 是 仿 射 联络 空间 ,(e;} 是 MM 上 的 
局 部 标 架 场 , (w } 是 对 偶 的 余 标 架 场 . AV. e) = 
F esur. 
= ejes. AIL © 为 联络 形式 wi 构成 的 和 矩阵 , 则 当局 部 
标 架 场 {e} 变 成 4z} 时 ,联络 形式 的 矩阵 w 变 为 o, 
它们 之 间 的 关系 是 

Q—4A*owo*4A4-c-dA*4A4', 

其 中 4 是 过 渡 和 矩阵 , 即 


El €1 
E> €»? 
CE， e 


若 (M,g) 是 黎 曼 流 形 ,{w} 是 定义 在 开 邻 域 U 上 的 
么 正 余 标 架 场 , 则 在 M 上 存在 惟一 的 黎 曼 联络 等 价 
FEU 上 存在 惟一 的 一 组 微分 形式 wi, 满 足下 列 条 
tt. 

do = w A wi, 

w + wi = 0. 
这 恰好 就 是 歼 曼 联络 VV 在 乏 正 标 架 场 下 的 联络 形式 
c 所 满足 的 条 件 . 

挠 率 形 式 (torsion forms) 刻画 联络 对 称 性 的 
Z KEÉR. BM, V) Æ n 维 仿 射 联络 空间 ,{w}) 是 
定义 在 开 邻 域 UCM 上 的 局 部 余 标 架 场 ,wi 是 相应 
的 联络 形式 . 4 Sda — w^ A a, RQ 是 定义 在 U 
554 


w，, 则 称 wi 为 联络 形式 ,它们 适合 Ve; 


上 的 二 次 外 微分 式 , 称 为 挠 率 形 式 . 直接 计算 可 得 
人 一 ST ye! A a, 
其 中 ,7% 是 挠 率 张 量 了 在 相应 H3 Jay BB oy SR SW (e F 
的 分 量 , 即 D Ce; e = Te 
曲率 形式 (curvature forms) 特征 曲率 张 量 的 
RIG X. VE OM. VOX n HET RK 8 S IRI s 06) 
定义 在 开 邻 域 VCAM 上 的 局 部 余 标 架 场 ,wf 是 相应 
的 联络 形式 . 4 Qi — del — e£ ^ wi , W| (Q7 是 定义 在 U 
上 的 二 次 外 微分 式 , 称 为 曲率 形式 . 直接 计算 可 得 
= LRL Aw, 
其 中 ,Ri 是 曲率 张 量 R 在 相应 的 局 部 标 架 场 {e;} 下 
的 分 量 , 即 R (ei ee; Re (M, 8g) 是 nn ERE 
WUE » JERR SKA. {w') 是 局 部 义 正 余 标 架 场 ， 
则 (27 4-25 — 0. 更 一 般 地 ,车 {w ) 是 局 部 余 标 架 场 ， 
{e;} 是 对 侦 的 标 架 场 , 记 gij=g(ei,e)) Q7 (1 gu; M 
仍 有 


N; -= I Rua A w (1; s (2; = 0, 


2 
其 中 Ryu; gGR Ce, :€1)6;5€;). 


结构 方程 (structure equation) 4t bs AR ZZ RU: 
络 形 式 所 满足 的 微分 方程 . CM, VE n 维 仿 射 联 


络 空间 ,{p,ei} 是 M 上 的 局 部 标 架 场 ,(w ) 是 对 侦 的 
局 部 余 标 架 场 , 则 

dp = we,, 

We Swe, 


其 中 ,wi 是 联络 形式 . 联络 的 结构 方程 是 指 
do — w Aw = f, 
dej — wi A «ej = 2, 
其 中 
| 


(2 = ST ye! Aad, Y= Rite A aw 


分 别 是 联络 的 找 率 形式 和 曲率 形式 . 结构 方程 的 意 
XE M 的 标 架 从 上 才能 说 清楚 . 微分 流 形 M 上 
全 体 标 架 的 集合 已 称 为 M 上 的 标 架 从 , 它 的 从 空 
la] PE ntn 维 微分 流 形 .在 P 上 存在 个 一 次 微 
分 形式 0 ,使 得 M 的 任意 一 个 定义 在 开 邻 域 U 上 的 
局 部 标 架 场 {p,ei} EMERE P EU EBAR 
Ia c;U—P,H Siro a ee 
MRH. TE M 上 的 任意 一 个 联络 祥 对 应 着 标 架 


AP En ARMATA ENTS 0 是 处 处 线性 无 
关 的 ,并 且 满 足 结构 方程 : 
dé 一 0 A8 = LP, NB, 


doi — & A 6 = p ^8, 


|] P 上 任意 一 组 ni 个 满足 上 述 条 件 的 一 次 微分 式 
在 MM 上 决定 了 一 个 联络 V. 对 于 M Mi 
{p,ei), 即 局 部 截面 o:U 一 P, 联 络 V 的 形式 为 wi 二 
c' O. 

标 架 从 (frame bundle)” 见 “结构 方程 ”. 

高 斯 - 博 内 定理 (Gauss-Bonnet theorem) 紧 
致 曲面 的 高 斯 - 博 内 定理 的 推广 . 设 M 是 偶数 维 有 
H KARS MJE dim M — 2p. FRR M EE 
向 相符 的 么 正 局 部 标 架 场 下 的 曲率 形式 为 A, 


_(©1)' x 2 , 
DP? py E. a NA As Z OQ 1 
EEM EM 2p 次 外 微分 式 ， 其 中 


l, Misia "e ,12p) 为 
| (1,2,… ,2p) 的 偶 排 列 ， 
E pend, 7 17 do EG pem 为 
| (1,2,…,2p) 的 奇 排列 ， 
0, 其余 情形 . 


A Er- BE E XE E : 
| a = xao, 
M 


EF, X MERE M 的 欧 拉 示 性 数 . 外 微分 式 OD 称 
AM 的 欧 拉 示 性 式 . 当 dimAM=2 时 ,高 斯 - 博 内 定 
理 成 为 

|Kdos — ]: Qi = 2xYCMD, 


AK K 是 M 的 高 斯 曲率 . 这 就 是 曲面 论 中 经 典 的 
高 斯 - 博 内 定理 (参见 “高 斯 - 博 内 公式 ”). 高 斯 - 博 内 
定理 建立 了 黎 曼 流 形 M 的 局 部 几何 量 ( 各 点 处 的 曲 
率 张 量 的 表达 式 ) 与 M 的 大 范围 几何 量 ( 欧 拉 示 性 
数 , 流 形 M 的 与 黎 曼 度量 无 关 的 拓扑 不 变量 ) 之 间 
的 联系 .如 上 所 叙述 的 高 斯 - 博 内 定理 的 形式 是 陈 省 
身 给 出 的 ,他 所 给 出 的 内 在 证 明 是 微分 几何 发 展 史 
上 的 里 程 碑 . 从 曲面 论 中 经 典 的 高 斯 - 博 内 定理 到 黎 
曼 流 形 的 高 斯 - 博 内 定理 经 历 了 一 个 逐步 发 展 的 过 
程 , 除 陈省身 以 外 ,分 格 尔 (Fenchel, W.)、 韦 伊 
(Weil, A. 9, X: f& #& E CAllendoerfer, C. B. ) 等 人 对 
于 高 维 黎 曼 流 形 的 高 斯 - 博 内 定理 都 作出 过 重要 贡 
献 . 陈省身 在 他 的 内 在 证 明 中 所 表达 的 思想 和 方法 
使 大 范围 黎 曼 几何 进入 了 一 个 全 新 的 发 展 阶段 . 

欧 拉 示 性 式 (Euler characteristic form) J 
“高 斯 - 博 内 定理 ” 

常 曲率 空间 (space of constant curvature) KK 
氏 空 间 的 一 种 直接 推广 . 大 一 个 黎 曼 流 形 在 每 一 点 
沿 每 一 个 二 维 切 子 空间 的 截面 曲率 都 是 相同 的 , 则 
PEHK ARSH. 奇 (M,g) 是 有 常 截面 曲率 < 的 

空间 , 则 它 的 曲率 张 量 为 
ROX OZ Sle OY as 
ROX,Y,Z,WO-— —cigCOX,20gC(Q4,W) 


微分 流 形 £5 32 22 JL fn] 


—g(X,W)g(Y,Z)}. 
EM, g) EA AMAR SPESE NE PEI n BRE 
H FZ » Mi c=0 AY, CM, g) SE Rt ER"; 4 00 
Bt, CM, g) SB AH F Rt hI 1/v c 的 球 
面 ; 当 c0 时 ,(M,g) 等 距 同 构 于 R" 中 的 开 球 

B= E en > E i| 
并 带 有 和 歼 曼 度量 


5 (dry 


1 $ XI 
需要 指出 的 是 ,无 论 c 的 符号 如 何 , 上 述 度量 的 截面 
曲率 总 为 常数 c, 这 是 黎 曼 于 1854 FEN BRE 
论文 中 已 经 阐述 的 事实 .对 于 R 中 半径 为 1/V ec 
的 球面 S", 当 S" 一 {(0,…,0,1)} 在 关于 该 点 的 球 极 
投影 下 映 为 R”" 时 ， "e 上 的 诱导 度量 便 写 成 上 
面 的 表达 式 . 

$F REE (Schur theorem) 特征 常 曲 率 空间 
的 著名 定理 . 设 (M,g) 是 nn HERE SRY A nc3H 
M 在 每 一 点 的 截面 曲率 与 在 该 点 的 二 维 切 子 空间 
的 选取 是 无 关 的 , 则 M 必 是 常 曲率 空间 . 

爱 因 斯 坦 空 间 (Einstein space) 一 类 重要 的 
黎 曼 空间 . BRS RIE (Mo) WB aK E Ric 满足 
方程 


ds? = 


其 中 nn 二 dim M,S 是 M 的 数量 曲率 , 则 称 M 是 爱 因 
斯 坦 空间 . 当 ”之 3 时 , 爱 因 斯 坦 空 间 必 定 有 常数 量 
曲率 . 3 维 爱 因 斯 坦 空间 是 常 曲 率 空间 . 


局 部 共 形 平坦 流 形 (locally conformal flat 
manifold) 一 类 重要 的 流 形 . 指 局 部 共 形 于 欧 氏 空 
la] AAR SIG. 设 (M,g) 是 nn HER SHI. AMT HAE 
一 点 PEM, BA p HTPR U, ES n HERS 
E R" 的 一 个 区 域 可 以 建立 共 形 映射 , 即 基本 张 量 og 
在 局 部 坐标 系 (U ,x') 下 可 以 表 成 gye” 其 中 
是 定义 在 U 上 的 光滑 函数 , 则 称 (M,g) 是 局 部 共 形 
平坦 流 形 . 二 维 黎 曼 流 形 总 是 局 部 共 形 平坦 的 . 24 n 
223 时 ,(M,g) 是 局 部 共 形 平坦 的 充分 必要 条 件 是 
其 共 形 曲率 张 量 为 零 . 24 n — 3 时 , 共 形 曲率 张 量 恒 
为 零 , 此 时 (M,g) 为 局 部 共 形 平坦 的 条 件 是 三 阶 协 
变 张 量 


l 
Riis = Ri. x Ris, j T 2 — p Bit = Bib) 


为 零 ,其 中 Rte a He kK eS 是 数量 曲率 . 当 ? 
23 时 ,n 维 共 形 平坦 的 爱 因 斯 坦 空间 是 常 曲率 空 
间 . 
黎 曼 流 形 的 度量 空间 结构 (metric space struc- 
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ture of a Riemannian manifold) 一 种 距离 纹 数 . 指 
黎 曼 流 形 上 的 一 种 度量 拓扑 .在 连通 黎 曼 流 形 M 上 
AY VASE X PRI BX 

d Gr, y) inf LY) (V z,y€ MD, 


其 中 ,inf EE M 中 所 有 连接 x 和 y 的 分 段 光 滑 曲 
线 7 的 集合 上 取 的 ,L(7) 表 示 7 的 长 度 . 函数 4;:M 
x M—|0,9o9) Wii E FR BS pa ZA 3E: V Tı ysz EM 
有 : 

l.d(r,3202:0, HAE E XXE x— y 时 成 立 . 

2.d6r30-—dCys 32: 

3.d(Czyy) 委 dzz) 十 dy z). 
因此 ,(M,qd) 成 为 度量 空间 (或 距离 空间 ). 如 上 定义 
HY) PB PS PRIA d PRA M 的 度量 空间 结构 . 黎 曼 流 形 M 
作为 度量 空间 CM,qd) 的 拓扑 与 它 原来 所 具有 的 流 形 
的 拓扑 是 一 致 的 . TEASE SRI M 上 引进 度量 空间 结 
构 之 后 ,可 以 引进 完备 黎 曼 流 形 的 概念 ,从 而 使 流 形 
M 上 的 分 析 研 究 成 为 可 能 . 

完备 黎 曼 流 形 (complete Riemannian manifold) 
作为 度量 空间 是 完备 的 黎 曼 流 形 . 黎 曼 流 形 的 完备 
性 是 研究 大 范围 黎 曼 几何 最 适宜 的 条 件 . 完 备 黎 曼 
流 形 分 为 紧 致 黎 曼 流 形 和 非 紧 完备 黎 曼 流 形 两 大 类 
型 . 在 完备 黎 曼 流 形 上 ,任意 两 点 都 能 够 用 最 短 测 地 
线 连结 起 来 ;完备 黎 曼 流 形 不 能 够 作为 另 一 个 同 维 
PX BJ XE Se ee WIDE BJ ROT T WE. 

TEE K-B is TE HE (Hopf-Rinow theorem) — Al 
m 3 & MIE Sc f HE BY) Be Be XE S.A SI M 
上 的 任意 一 条 测 地 线 可 以 无 限 地 延伸 , 则 M 上 任意 
两 点 都 可 以 用 一 条 最 短 测 地 线 连 接 起 来 . 霍 普 夫 
(Hopf,H. ) 和 雷诺 (Rinow,W. ) 原 先是 对 连通 曲面 
证 明 上 述 定 理 的 . 在 现行 的 教科 书 中 把 霍 普 夫 -雷诺 
定理 叙述 成 更 便于 应 用 的 形式 . 对 于 连通 黎 曼 流 形 
M, 下 列 断 言 是 彼此 等 价 的 : 

1. M 是 完备 的 . 

2. 在 M 上 任意 一 条 测 地 线 可 以 无 限 地 延伸 . 

3. Æ M 上 存在 一 点 p, 使 得 从 zp 点 出 发 的 测 地 
线 可 以 无 限 地 延伸 . 

4. M 中 的 有 界 闭 子 集 是 紧 致 的 . 

在 建立 上 述 断 言 的 等 价 性 时 ,通常 采取 如 下 的 
步骤 :1 之 2 一 3 一 4 字 1, 其 中 关键 步 又 是 3 二 4, 霍 普 
夫 - 雷 诺 定理 的 原本 形式 在 这 一 环节 中 起 实质 性 作 
A. 另外 ,上 断言 2 和 3 还 经 常 叙 述 成 如 下 的 等 价 形 
x: 

2..V r€ M, 指 数 映射 exp. 在 整个 切 空间 D. M 
EE X. 

3'. 在 MM 中 存在 一 点 xz, 使 得 指数 映射 exp. TE 
整个 切 空 间 T,M 上 有 定义 . 

霍 普 夫 - 雷 诺 定 理 的 作用 是 把 黎 曼 流 形 作 为 度 
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量 空间 的 完备 性 用 测 地 线 的 无 限 可 延性 来 刻画 ,从 
而 使 得 黎 曼 流 形 的 完备 性 假定 成 为 研究 大 范围 黎 曼 
几何 的 最 适宜 的 条 件 . 

+ #7 conjugate point) 一 类 特殊 的 点 . 指 
数 映 射 的 奇 点 的 像 . 设 M SERB BRI eM. 
指数 映射 expa: T. M—M 的 奇异 点 vET-AM FN x 
BY CD) SESE. 奇异 值 2 一 expvo 称 为 点 工 沿 测 地 线 
Y G) =exp, Cw B] JE 8 ji. 点 zc B5 5 Ve ex B S PR 
AJ x or BS dE 3 GEB ZU LUE ex x HY C330 3E e BL 
W). REE veTMER x HODHA 5 24H. 
仅 当 存在 非 零 向 量 X CTT MO TM ,使 得 

(exp),2 ,, CX) = 0. 
ave€T MER «cP ODER. DJ 
ker (Cexp,) xv) 

是 7 了 ,(T,M) 实 7,M OF 28 [B] ERA p 
— exp, GO BS SE ZG, SX FR COD 3E e ex v BS Br. He 
点 的 判断 准则 是 :点 pEM 是 点 zxE M 沿 着 连接 > 
Ap 的 测 地 线 7 WHR SAAN Y 定义 
的 非 零 雅 可 比 场 J ,使 得 J 在 两 端 zx,p WEAF. F 
iE.5E RERWOE DUNT BC EX JE HH. BILE 
A b dé cH M bE pW. eM x 
j| Hi AWW AY 上 存在 点 r HERA RAT RM 
地 线 作 为 最 短线 的 性 质 . 确切 地 说 , 若 在 测 地 线段 
YQ) (as 三 0) 的 内 部 含有 点 c= Y HE 
点 , 则 该 测 地 线段 不 是 连结 xz 和 p= yC) h 
地 线 . 根据 共 斩 点 的 判断 准则 ,共生 点 的 存在 性 与 黎 
曼 流 形 的 截面 曲率 有 关 . E M 的 截面 曲率 恒 非 正 ， 
则 M 上 任意 一 点 都 没有 共 固 点. X56 Ae SUE M 
的 里 奇 曲 率 有 正 的 下 界 , 则 M 上 任意 一 点 工 沿 着 从 
r HABI —ZAE HI HE E SIUE E SUR. 若 完备 黎 曼 
流 形 M TE x x By 3E Su VL Ji zs SE. NU] TE BR Hj] 
exp.:71,M—-M ER us BA. 特别 地 , 当 M 单 连 通 
Bj expa: T-M—M $ T oA AL. BY M Oy ik lel A F E 
氏 空 间 T.M. 

top Sei (conjugate locus) M“ AEA”. 

+ 40 A E% multiplicity of a conjugate point) 
JL" 3598 x n. 

+ H A AY Wr Corder of a conjugate point) Wy, 
“EHA”. 

Z) Ccut point) 一 类 特殊 的 点 .由 一 点 出 发 
的 测 地 线 上 保持 测 地 线 最 短 性 的 极限 点 . 设 M 是 完 
备 黎 曼 流 形 ,zEM,7Y:[0,co) 一 M 是 从 z=7Y(0) 引 
出 的 、 以 弧 长 二 为 参数 的 测 地 线 . ATE Oo, 
使 得 对 于 任何 Sto, Y lto E E H r 和 7Y() 的 最 短 
iJ 4b £X ,并且 对 于 任何 tt Y 1 ps A BEA Hi A 0] e 
线 , 则 称 LSY EO RWY ET As WEIS. E 
Wk tY OCT MAY ERFA r B CUI S ER. wx 
F3 3: JE ^ DOERMAK r A B du d, LEP UA 


x 的 割 点 的 集合 .zx 在 7.M 中 的 ( 切 ) 割 点 的 集合 称 
HA x YOY) Bld iW Cox). Milt, exp.C (2) = 
Ellr). Yil0,009)— M BUM K 2 为 参数 的 测 地 
MWY EY 上 关于 点 cH=VOONMAAR. SAMY 
以 下 断言 之 一 成 立 : 

LYO ES r WMR y NRPS 

2. 存在 另 一 一 条 不 同 于 ? o ;的 测 地 线段 "连接 
x FYC) AE LO lon D 5L), FFA t, 是 使 这 种 
情况 发 生 的 :上 的 最 小 值 . 

完备 歼 曼 流 形 M 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 对 于 任意 
的 x€M;,COD Ep «Gol IT PVRS IC 
T,M,n-dim M. 因此 ,在 紧 致 黎 曼 流 形 上 ,每 一 条 
测 地 线 上 关于 它 的 起 点 的 割 点 总 是 存在 的 ,并 且 每 
一 个 紧 致 黎 曼 流 形 都 可 以 看 做 闭 单位 球体 在 其 边界 
(单位 球面 ) 上 通过 一 定 的 等 同 关系 粘 合 而 成 的 . 

割 迹 (cut locus) 见 “ 制 点 ”. 

单 射 半径 (injectivity radius). 对 完备 黎 曼 流 
形 的 一 个 刻画 . 使 指数 映射 为 微分 同 胚 的 最 大 半径 . 
完备 黎 曼 流 形 M 的 单 射 半径 是 
i(M)=sup{r€ (0,99) Jexp,: B, CO) M BRA, 

V TE M, Rip B,CO CT.M BFR}. 
它 也 可 以 定义 为 

i(M) = min{ || v || |v E C(x) zzE M}, 
HH CGOCT.M 是 关于 点 x BJ CUI Fd. 单 射 半 
径 的 下 界 估计 是 黎 曼 流 形 上 大 范围 分 析 研 究 的 重要 
AA. 例如 , 克 林 格 贝 格 (Klingerberg,W. ) 得 到 下 
DET NEUE 是 偶数 维 可 定向 完备 黎 曼 流 形 ,其 截 
面 曲率 Kw 满足 KIRKuo0, RU OD RJ VK E 
M 是 单 连 通 完 备 黎 曼 流 形 dim M3, H KK u> 
K/4>0, W CM) m/ VK. 

HE AY tk fe) RR 3 (Jacobi vector field) 简称 雅 可 
EH. 歼 曼 几何 的 一 个 基本 概念 . 一 类 重要 的 向 量 
35. 它 是 沿 测 地 线 满足 雅 可 比方 程 的 向 量 场 . 雅 可 比 
场 是 指 黎 曼 流 形 M 上 沿 一 条 测 地 线 7(1) Cast b) 
定义 的 切 向 量 场 /(1)€ T M ,满足 雅 可 比方 程 


D DIa = ROWO, IG), 


dż dt’ 
其 中 R(X ,Y)=DxDy— Dex, ye de REM 


HARET, RSE MIWA Y 的 协 变 微 商 , 即 于 一 
Dro. 雅 可 比 场 的 等 价 描述 是 : 设 a:La,b]X (—e,e) 
>M 是 测 地 线段 yY() Ca ct t bD B — RE AR 
YA — aG,sD. M Y, — Y. d NET E Bl RB sE 
(— 6,6) Y, 是 M 中 的 测 地 线 , 则 该 变 分 a 的 变 分 向 
量 场 


DyDx— 


dps E i 
-是 沿 测 地 线 7Y 定义 的 雅 可 比 场 . 取 一 


a(t,s) 


个 沿 测 地 线 Y 


微分 流 形 与 黎 曼 几何 
平行 的 单位 正 交 标 架 场 {5;(2)) ,使 得 E,W) = (D, 
其 中 2 一 dimaM ,假定 上 是 测 地 线 y 的 弧 长 参数 . 若 


JG) = > WME), 
则 雅 可 比方 程 化 为 


or 一 DK Oo a< 
其 中 K,(2) = (RCE, 0), EQ) E,CO, E; @)). ix 
二 阶 线 性 常 微分 方程 组 ,因此 , 沿 测 地 线 7 的 雅 可 比 
场 的 全 体 构成 一 个 2n 维 线性 空间 . 雅 可 比 场 是 研究 
测 地 线 的 大 范围 性 质 的 工具 . 

弧 长 第 一 变 分 公式 (first variation formula of 
arc length) 曲线 族 弧 长 泛 函 的 一 阶 导 数 公 式 . 设 
Y(t) Cast cb) ER BRE M 中 一 条 给 定 的 光滑 曲 
线 ,t 是 弧 长 参数 . 设 a:[a,b]X( 一 e,e) 一 M 是 光滑 
映射 ,使 得 aG.,0) —Y GO , 称 映射 a 为 曲线 Y 的 一 个 
变 分 . 对 任意 固定 的 ssE Cee), E Y,—a0, sax 
<20, 其 长 度 记 为 工 (s), 则 有 


b 
L'O) = (YG) UG) |? -| (Yr) UC) dt, 
其 中 


i xn), 


Y(t) = DyoY' C), UG) = = | 7 a(t,s) 


AY a 的 变 分 向 量 场 . 上 述 公 式 称 为 弧 长 第 一 变 分 公 
Th. AE 4} a 有 固定 的 端点 ， Rp alas) =Y(a), 
alb,s)=Y(b), Y} s , Mij U(a)=U) =0, PFU mk sS 
一 变 分 公式 成 为 

L'(0) —— | o"@ Uw ae. 


曲线 Y (7) Carb) A GY TIGR RE: E 
是 曲线 的 弧 长 泛 函 在 有 固定 端点 的 任意 变 分 下 的 临 
A A. 

4r 4 8) Ht tH (variation vector field) 
9S — 2E AAT 

弧 长 第 二 变 分 公式 (second variation formula 
of are length) 刻画 弧 长 泛 函 在 临界 点 附近 性 态 的 
ARAN BYO) Cast ER RUD M 中 的 一 
条 测 地 线 ,t FEM KB RM. F ala b] X (—€,€)>M 
是 测 地 线 7 的 任意 一 个 变 分 , 则 所 谓 弧 长 第 二 变 分 
AREH TIARN: 
L"(0) = (DU, YE 


见 “ 绝 长 


b 
a | Det OG)? + Gg (UL))dt, 


其 中 U G) EAE Ay [5] EE 35 ,U - G0 EIE 43 HBV) 
与 测 地 线 Y 正 交 的 分 量 . 若 变 分 a 有 固定 的 端点 , 即 
a(a,5) —YCa) ,aCb,s) —Y CD) , DU] Jj d 48 — EDAR 
成 为 

L'(0) =| [D J+ Ct) |? 
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+< Ry Y! ,Ut }dt. 

A DU HZ Y(t) (a 二 1 二 5) 对 于 它 的 任意 一 个 保持 端 
点 不 动 的 变 分 a 都 有 LO), BU] 122 30] HH YK RE 
比 连接 Y (a) ,Y COD AY AB i dili £X AY) ER BER SE Ag s BD TE 
连接 测 地 线 7 的 两 端的 邻近 曲线 的 集合 中 该 测 地 线 
的 长 度 达到 极 小 值 . 弧 长 第 二 变 分 公式 中 出 现 与 歼 
SLE M 的 曲率 有 关 的 项 ,因此 ,在 讨论 测 地 线 的 
最 短 性 质 时 , 流 形 的 曲率 性 质 担 任 重 要 的 角色 ， 

指标 形式 (index form) 由 测 地 线 第 二 变 分 确 
定 的 二 次 型 . 设 Y G0 Cat cb d BR DE M 中 一 
RUMK cO S CB UN HZ. 用 名 (a,5) 表 示 沿 着 测 
地 线 Y |i 4 定义 的 分 段 光 滑 切 向 量 场 的 集合 , 则 指 
WIE IOS. ORE XE 名 (a,b5) 上 的 对 称 双 线 性 
形式 


1(X,Y) =f XOY O) 


+ OQO' ,X)Y ,Yò}dt, 
Hp X, YEZ, b), X (t)=Dy X,Y'G)—D,Y. € 
UE Zi (a,b) EL.U Ca) —-U (b) —0, Wi 3E -F DAU 为 变 分 
向 量 场 的 变 分 ai[a.b]X C—6, M, JL m8 — 
TAE L'O S= UL, U+), Ap ULER 
场 忆 与 了 正 交 的 分 量 . 指标 形式 是 莫 尔 斯 (Morse， 
H. M. ) 引 进 的 . d | 
Blab) = (X € Bla,b)|X(a) = X(b) = 0), 
则 著名 的 莫 尔 斯 指标 定理 叙述 为 :对 于 黎 曼 流 形 M 


中 以 弧 长 1 ABR WAY) Ca EDO ,空间 


ZB (a,b) BS f E ERO I O . * OXERE E BS ER HAH 
定 的 极 大 子 空间 的 维 数 是 有 限 的 , 称 为 测 地 线 Y(z) 
(asi<20) 的 指数 , 它 恰 好 等 于 端点 x 二 7(a) 在 测 地 
RYG) Cat b) EAE m ja, Y (O0 R SE BB 
数 GEER ex BS RCCEE DOO 大 Y OO IE c HH 
RMT EB Cab) RAE ET 8S RIDE AYO x 
I 3588 WT dE Z, Ca 00 "P BE te T 25 F8] B ER 
恰好 是 Y OO TEN x WSLS B3 BR, IA v ODD. 这 
样 ,上 述 定理 的 前 一 部 分 可 重新 表述 为 : 测 地 线 7Y(z) 
(act b) BS de X 
i(a,b) = v) <+ co. 


沿 测 地 线 7 的 雅 可 比 场 可 以 刻画 成 指标 形式 
1(。,。) 在 空间 多 (a,5b) 中 的 极 小 值 点 :车 在 测 地 线 
YQ) Ca&tszb) ERA A x —? Ga) BS 25g AR. WT 
(ER W € Z8 Ca b) TE TETE — B) TE RT E35 J GO ,使 
得 J Ca) =Wa) Sb) —W C) ,满足 不 等 式 

ICJ, J) €—ICW,W», 
而 且 等 号 仅 当 W=J 时 成 立 . 上 述 命 题 称 为 基本 指 
标 引 理 , 在 大 范围 黎 曼 几何 中 有 许多 重要 的 应 用 . 
基本 指标 引 理 (fundamental index lemma) Ji, 
“指标 形式 ”. 
000 


球面 定理 (sphere theorem) AKA yi EE] Z2 & JL fa] 
的 一 个 重要 结果 . 球面 定理 断言 : 若 M 是 一 个 紧 致 
单 连 通 歼 曼 流 形 ,其 截面 曲率 K 满足 

0< + eU UE Is 
则 M 同 胚 于 球面 . 定理 中 的 曲率 条 件 可 以 改写 

0< t —- Kx hk, 
其 中 & 是 某 正 常数 . 但 是 ,该 条 件 不 能 改 为 1/4<K 
委 1, 因 为 复 射 影 空 间 的 标准 度量 的 截面 曲率 满足 
1/4«K «c1; A m E A IL RR T RR IRI. 

18 FJ -33 iR Hir xg FE (Bonnet- Myers theorem) 
大 范围 正 曲 率 流 形 的 一 个 重要 定理 . 设 M 是 ” 维 完 
ERRARE. E M DIRE HE EZ (1 0H 770 ME 
M ER Zx/ VH B 3h £x gr Hg ARX. A 
此 ,M 的 直径 x/ VH. EAEE, Ba HERES IET 
界 的 完备 黎 曼 流 形 必 是 紧 致 的 ,从 而 有 有 限 基本 群 . 
这 是 典型 的 大 范围 黎 曼 几何 的 定理 ,反映 了 和 歼 曼 流 
形 的 曲率 性 质 对 于 流 形 拓扑 的 限制 .上述 结 果 最 早 
是 博 内 (Bonnet ,DO. ) 在 截面 曲率 K 42 H 70 的 假定 
下 得 到 的 ,后 来 迈 尔 斯 (Myers,S. B. ) 把 关于 曲率 的 
条 件 减弱 为 关于 里 奇 曲率 的 假定 . 

嘉 当 - 阿 达 马 定理 (Cartan-Hadamard theorem) 
大 范围 非 正 曲率 流 形 的 一 个 重要 定理 .者 M 是 完备 
黎 曼 流 形 , 并 且 它 的 截面 曲率 Ka SO. OM 上 
任意 一 点 zx, 指数 映射 exp. : T -M— M 是 覆盖 映射 ， 
因此 ,MM 的 万 有 和 覆盖 空间 可 微 同 胚 于 R”. 特别 地 ,MM 
的 同 伦 群 m; MO TE 1291 NAR. xz 24 nf 3A Hp ERS 
出 了 非 正 曲率 流 形 的 拓扑 限制 ,是 大 范围 黎 曼 几何 
的 重要 定理 . 该 定理 的 实质 是 :在 截面 曲率 非 正 的 完 
备 黎 曼 流 形 上 不 存在 共 恩 点 对 ，. 

洛 赫 比较 定理 (Rauch comparison theorem) 
研究 大 范围 黎 曼 几何 的 有 力 工 具 . 它 是 描述 指数 映 
射 的 伸缩 率 的 一 个 结果 . 设 MIM ER hn HERE 
WUE.x€M.z€M.oT.M—T;M ER HA BEC 
换 . 取 v € T.M. id =p) € TM, ENR Y A 
线 Y(t) =exp,(tv) Al Y (2) —exps GU). HEY) COS 
tL NAE ce=%OMHEMAHAKOS 
KG),N t€ [0,1], #4: KG) = max{T,,.M pa 
& Y' A 的 平面 的 截面 曲率 ); KE) = min (Do, M 中 
包含 YC) 的 平面 的 截面 曲率 }, 则 对 任意 的 XE 
T,(T.M),X 二 (9),.;(X), 有 

| (expz).s(X)| > | (exp,)..(X) |. 
它 的 一 个 等 价 叙 述 是 : 设 M MEWA n ERB 
JE .Y:L0.2]- M.Y:L0.7]- M FE MM PAI 
长 为 参数 的 测 地 线 , 若 在 Y GO COSCEEED PAIS B x 
— (0 ste FFA KOSKE), Y (€ [0.7], Wl 
对 于 沿 测 地 线 7Y 和 7 的 满足 下 列 初始 条 件 的 雅 可 比 


3 V GO VG»XVvVco/Yq«o0.Vco / C0), 


IO] = LV C0) [5:0 C0 X V'(0) = (7'0), 
Z (C0) ,[V' (CO) | 2|V" COD | ,成 立 不 等 式 
VOLS VOle Mire. 


i& ak (Rauch, H. E. ) 比 较 定 理 的 基本 思想 是 :截面 
曲率 的 大 小 直接 影响 到 指数 映射 的 切 映射 的 伸缩 
X. 根据 高 斯 引 理 , (expx), 沿 着 从 二 出 发 的 测 地 线 
方向 是 保 长 的 ,所 以 ,实际 上 只 需 考虑 (exp-) .在 与 
测 地 线 正 交 方 向 的 伸缩 率 . 对 于 R”, S”, H” X EE 
曲率 空间 模型 , 沿 测 地 线 的 雅 可 比 场 可 以 用 显 式 表 
示 , 因 此 ,可 以 把 M 或 好 取 成 这 三 种 空间 之 一 ,从 
而 由 洛 赫 比较 定理 得 到 男 一 个 空间 中 雅 可 比 场 的 长 
度 的 估计 式 . 洛 赫 比较 定理 的 一 个 直接 推论 是 : 设 
M,M 是 n 维 歼 曼 流 形 , 它 们 的 截面 曲率 满足 Ku 
Ku; 取 7 这 0, 使 得 exp; 限制 在 B,.COCT.M 上 无 奇 
异 点 , 若 9:T,M 一 7T; 必 是 线性 等 距 变 换 , 则 对 于 
T-M 中 任意 一 条 包含 在 B,(0) 内 的 可 求 长 曲线 c: 
[0,1]—8,C0)H 
Llexp;GgcG))] = L[exp.Cc G2) ]. 

FE 1K TS X K bk BEE FB (Toponogov comparison 
theorem) ” 洛 赫 定理 在 大 范围 情形 的 推广 ,有 广泛 
的 应 用 .为 了 叙述 确切 起 见 , 先 介绍 几 个 概念 . RS 
流 形 M 上 的 一 个 测 地 三 角形 (7Y1,7;,7Y;) 是 指 三 条 首 
尾 相 接 的 测 地 线段 71,7Y;,7;, 满 足以 下 条 件 : 设 它们 
的 长 度 分 别 为 ETE TRES Y, —Y4 COE BH L+ 
Li Zelus HR i 取 mod3 的 等 价 类 . 三 角形 的 
HAE a= ZY du. Y40)€L[0,z]. & 
Y,.Y, 是 M 中 两 段 测 地 线 , 使 得 7, 0) = 7,00) a 
= Z (71), y0) ) WU TE FE BS 49 Ed BK A — PR 
接 形 , 记 为 (% ,ya). TE UE VS X; X (Toponogov, V. 
A. ) 比 较 定 理 有 两 个 等 价 的 叙述 : 设 M JE sé EAR E 
流 形 ,其 截面 曲率 满足 Ku SH, AM" 表示 有 常 截 
面 曲率 H 的 完备 、 单 连通 二 维 歼 曼 流 形 . 

1. AYY E M 中 的 一 个 测 地 三 角形 , 假 
XE Y... 是 最 短 测 地 线 , 在 HO 时 还 假定 LL; I< 
r/ VH Wie M" 中 存在 测 地 三 角形 (7 To v7) udi 
18 LIY: =LI] 61,2; 304,3P BA ao,, a; os. 
除了 在 H>0 HWA Xy LDY.]—2/ /H Wü 
É, M" 中 的 测 地 三 角形 (71,7;,7;) 除 了 差 M" pH 
运动 之 外 是 惟一 确定 的 . 

2. 若 ( Y,,00d& M IPS — A EE REJE APY, 
是 最 短 测 地 线 , 且 当 H>0 IUS. LLY, ]«n/ V/ H , tj 
在 M” H AT LAE R E F, Y, a), HP L[?,]— 
L[»,]-4 (i==1,2), 并 且 

dO C ,7,(1,))Sd 7.(0),7,C72)). 

黑 塞 形式 (Hessian form) 函数 的 二 阶 协 变 微 

分 . 车 (CM,g) 是 一 个 黎 曼 流 形 , 则 M 上 的 任意 一 个 


fri 分 流 ut Hz 与 黎 = JL 何 


光滑 函数 fo AE T M 上 的 一 个 对 称 的 二 阶 协 变 张 
ft 3H Hess(/): 

Hess(f) (X,Y) = Y(Xf) — (VyX)S, 
Y X,YC€I'(T MD. 上面 定义 的 Hess(f) 对 于 自 变 量 
X,Y 都 是 C~CM) 线 性 的 . 人 们 把 张 量 场 Hess CORR 
为 了 的 黑 塞 形式 .在 局 部 坐标 系 (C3z ) 下 , 黑 塞 形 
X Hess (了 ) 的 分 量 为 


f o p 
(Hess (f)); = Ayla I"; ar 
其 中 T ERRIRE V W XC 


RE E th g EH (Hessian comparison theorem) 
研究 流 形 上 分 析 的 工具 . 它 描述 曲率 对 黑 塞 形式 的 
影响 . MM EH n ER SHR Y [0,0] M, 
y:[0,b]— M 43 MM E VALUE 29 RC 9 90) 3 
A r—Y(00.z—-Y(O,.HB op 分 别 为 MM ES, 
的 距离 函数 . dB KO) = max (Do M my Y (0) 
的 平面 的 截面 曲率 }; KO) = min{T,.M 中 包含 
Y' (1) 的 平面 的 截面 曲率 }. EY Y 都 是 最 短 测 地 线 ， 
Jf B. KOSKE), Y t€ [0,6], WR o, 分 别 在 
Y,Y 的 附近 是 C" 的 ,并 且 对 任意 的 :EL0,6j 及 XE 
ToM: XET M, RE|X|= IX IB CX em 
(X,Y (t)) RA - 

Hess (Ø) (X,X) > Hess(p) CX , X). 
黑 塞 比较 定理 在 研究 黎 曼 流 形 上 的 函数 论 性 质 时 起 
重要 作用 . 作为 推论 ,对 于 任意 的 +E (0,5 ] A 
ABO Q)) Z2 ApQ (0). 
TOM x M A ga zs qa]. uU. E m B SACHE SS 
出 Ap R Ao 的 估计 式 , 这 里 4 人 ,4 分 别 表示 M, M 中 
的 拉 普 拉 斯 算 子 . 

拉 普 拉 斯 比较 定理 (Laplacian comparison the- 
orem) 研究 流 形 上 分 析 的 工具 . KTX SMJELE 
拉 普 拉 斯 算 子 对 距离 函数 的 作用 的 分 析 . 设 M, M 
E n HESE ERI Y 1[0,5] M. Y:[0,5] M FANE 
M, M ELLE OS SS EX —Y(0.z— 
700), o.2 2r 9g M.M E28 x. z 的 距离 函数 .用 


Ric,Ric 分 别 表 示 M M 中 的 里 奇 曲率 张 量 ,用 AA 
分 别 表示 MM 中 的 拉 普 拉 斯 算 子 . 若 y,” 都 是 最 
短 测 地 线 , 且 对 任意 的 :E10,6j], 有 
Ric (7 ,Y ) («RicO" Y)», 
而 及 是 常 曲率 空间 , 则 
Ap(7(t)) > ApC), VtE (0,6). 

WA ABO (2) — ApO' GOD RW 7E ^14 S 2 UE HE 
XT EXBI 2€ [0,0], Tro M PREY OF 
截面 曲率 为 常数 ,该 常数 就 是 常 曲率 空间 M 的 截面 
曲率 . 与 黑 塞 比较 定理 的 推论 对 照 , 关 于 曲率 的 条 件 
减弱 了 ,但 对 于 流 形 M 的 条 件 加 强 了 . 

体积 比较 定理 (volume comparison theorem) 
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研究 大 范围 黎 曼 几何 的 有 力 工 具 . 描述 曲率 对 测 地 
球体 积 大 小 的 影响 . 设 M 是 维 完 备 歼 曼 流 形 , 其 
里 奇 曲 率 (2 一 1) 瑟 ;对 于 任意 固定 的 一 点 CEM, 
用 了 (zt 表示 以 工 为 中 心 、 以 上 为 半径 的 测 地 球 
BCz) 的 体积 . EH V GO RO LIBRE HS DJ H K n 
维 单 连 通 、 完 备 黎 曼 流 形 M" 中 半径 为 上 的 测 地 球 
BS LL V Cx, 0/Vg GO EE t BS BRL TF Fe OR 
3| Ve tv). 4 H7»0 时 ,有 


VOMDEVCG"O/ 4H», 


Kp S"(1/ V/H) 是 半径 为 1/ V H BB n HE js E RR 
面 ,而 且 等 号 只 在 M S(1//H)48 RB Bar. 该 
定理 最 早 是 由 毕 肖 普 (Bishop,R. ) 给 出 的 ,后 来 格 
P ZR (Gromov,M. ) 证 明定 理 对 于 任意 的 上 是 成 
立 的 ,大 大 地 加 强 了 定理 的 结论 ,从 而 有 更 广 的 应 
用 . 

最 大 直径 定理 (maximal diameter theorem) 
关于 正 曲 率 流 形 与 同 维 球面 等 距 的 定理 . 设 M 是 ? 
维 完备 黎 曼 流 形 ,其 里 奇 曲率 这 (2 一 1) 鼠 盖 0, 其 中 
HEBER. ACH RES F 0/ VAM MBSR 
中 半径 为 1/ VARI S" (1/ V/A) 等 距 . 上 述 定 
理 是 郑 绍 远 证 明 的 ,后 来 盐 浜 胜 博 (Shiohama , K. ) 
利用 体积 比较 定理 给 出 该 定理 的 一 个 比较 初等 的 证 
明 . 在 此 之 前 , 托 波 诺 戈 夫 (Toponogov,V.A. ) 曾 经 
在 M ES RTL RSH SO 的 条 件 下 ,证 明了 上 述 定 
38. 博 内 - 迈 尔 斯 定理 断言 :车 M 的 里 奇 曲率 之 (2 一 
DH>0, WEMHED<r//H. 因此 ,最 大 直径 定 
理 是 博 内 - 迈 尔 斯 定理 的 补充 . 

嘉 当 - 阿 姆 勃 罗斯 - 希 克 斯 定理 (Cartan-Am- 
brose-Hicks theorem) 黎 曼 几何 的 基本 定理 之 一 . 
关于 两 个 同 维 黎 曼 流 形 间 等 距 对 应 存在 性 的 定理 . 
在 两 个 同 维 黎 曼 流 形 之 间 何 时 能 够 建立 等 路 对 应 是 
黎 曼 几何 的 基本 问题 之 一 .在 局 部 上 这 就 是 所 谓 的 
二 次 微分 型 的 等 价 问题 . 嘉 当 (Cartan,E. ) 给 出 了 上 
述 问题 在 局 部 情形 的 答案 ,主要 结果 如 下 : 

1. M,M 是 两 个 维 歼 曼 流 形 , 分 别 考虑 在 
点 LEM, ZEM HEE H H tA IEIR CR), (Ro) 
决定 的 法 坐标 系 , 若 M 和 M Bg ESKdE TF Hb) 
始 标 架 沿 着 从 法 坐标 原点 引出 的 测 地 线 平行 移动 所 
得 标 架 的 分 量 是 对 应 的 法 坐标 的 同一 个 函数 , 则 在 
M 和 六 的 这 两 个 法 坐标 域 之 间 能 建立 等 距 对 应 . 

2. 在 解析 黎 曼 流 形 中 ,考虑 点 zEM 的 法 坐标 
A ,看 已 知 曲率 张 量 的 分 量 及 其 所 有 协 变 微 商 在 点 
x 的 数值 , 则 黎 曼 度量 在 点 xz 的 法 坐标 系 下 的 表达 
式 是 由 之 惟一 确定 的 . 

奋 引 进 指数 映射 .平行 移动 的 记号 , 则 定理 1 可 
以 叙述 成 更 为 确切 .便于 推广 到 大 范围 情形 的 形式 . 
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设 zE M,ZXEM,F:T,M 一 7;M 是 等 距 线 性 同 构 ， 
id p=expz ° F » expz! i B, Cx) 2 B, (3) erp r BR 
分 小 的 正 数 ,使 得 o EE EK r 的 法 坐标 球形 邻 域 
B(x), B, Cz) < [8] AY FT 4k [8] We. SEP x 5| d B5 UU 
地 线 Y. FH P, 记 沿 7 的 平行 移动 ,Y= lr). w Fy= 
Pye Fe (Py). RAR DARA M AM EM 
BT. 这 样 ,定理 1 可 以 改 述 如 下 : 

l' 车 对 于 任意 一 点 ye B,(z) 以 及 连接 xX 和 yy 
的 最 短 测 地 线 Y 有 

F,CROX,Y)0Z2) = RO',0O,F,QDOF,OD 

| ERGY € TM), 

则 映射 是 等 距 对 应 3RHOO.,—F. 

嘉 当 - 阿 姆 勃 罗斯 - 希 克 斯 定理 是 定理 工 在 大 范 
围 情 形 的 推广 .为 叙述 清楚 ,首先 必须 给 出 M 上 的 
从 工 引 出 的 分 段 光 滑 测 地 线段 与 M 上 的 从 三 引出 
的 分 段 光 滑 测 地 线段 之 间 的 对 应 . 作法 如 下 i Y: 
[0,2] M 是 以 弧 长 上 为 参数 的 分 段 光 滑 测 地 线段 ， 
所 以 有 分 割 Of Lt <L <tn DES PNE Spir 
请 测 地 线段 . 记 

Y —Y [toa (l<ixm), 
WY | cee, 7 A BRAN 
Y |n, 4, 002 — expo) G—t2vi, 


其 中 一 lim Y (2). 在 MEA EER Y EN 


Y(t) —expst * FG), 
C OKE), 
na oS exp; o, G—t;) e FíQD, 
LESE a, 
其 中 Fiy=Pyze F ° (Pi). 

3. Ut M. M Èn 维 完 备 歼 曼 流 形 , 且 M ERE 
通 的 , TE M,ZE M.F,T.M—T.M 是 等 中 线性 同 
构 , 若 对 于 任意 的 y€M 以 及 连接 Tsy Ha Ex JCTH 
测 地 线段 ”有 

FRCOX YIZY e ROGO YDF 

YX, Y; ZET M) 
WFA xod EHER R a oG W He k Ez 
Y, to.i1 i lon RE Yo C) Y. RA YH) 
=F, (L). 从 而 7Y(1) 一 了 (YL) 给 出 了 光滑 映射 9: M 
—M.JtB 9,,:T,M 一 Ty 及 ,VYV y€ M 是 等 距 线 性 
FH, DJ o: M— M BSR GRY. aM 是 单 连 
通 完备 黎 曼 流 形 , 则 o: MM 是 等 距 映射 . 

最 小 直径 定理 (minimal diameter theorem) 
刻画 流 形 曲 率 与 流 形 直径 的 关系 . 寿 M 是 完备 单 连 
通 黎 受 流 形 , 其 截面 曲率 Kw 满足 1/4 委 开 w 委 1, 刚 
M 的 直径 满足 不 等 式 nd (M) S20, 3E H: 

1. 24 d MD 9 x BE M [8] RT E (SR OS". 

2. 4 d MD — x BJ, M 与 单位 球面 S$S"(1)、 复 射 


影 空 间 CP”、 四 元 数 射 影 空间 QP” Cayley 射影 平面 
这 四 种 秩 1 的 对 称 空 间 之 一 等 距 ， 

这 是 伯 热 (Berger,M. ) 关 于 曲率 拼 挤 问题 得 到 
的 惊人 的 结果 ,把 球面 定理 中 的 条 件 1/4 近 天 w 委 1 
做 了 实质 性 的 推进 ,并 且说 明 在 左边 的 不 等 号 是 否 
容许 等 号 出 现 对 于 定理 的 结论 如 何 起 着 关键 的 作 
H. 

hk FE FB (Synge theorem) 关于 紧 致 黎 曼 流 
形 的 单 连通 性 的 一 个 重要 定理 . 若 M 是 偶数 维 紧 致 
可 定向 黎 曼 流 形 , 并 且 它 的 截面 曲率 Ku 0, UJ M 
必 是 单 连 通 的 . 若 M 是 不 可 定 问 的 , 则 M 的 基本 和 群 
为 Z. 利用 欣 奇 定理 的 论证 方法 还 可 以 证 明 : 若 MM 
是 具有 正 截面 曲率 的 奇数 维 紧 致 黎 曼 流 形 , 则 M 必 
是 可 定向 的 .但 是 ,关于 M 的 基本 群 得 不 出 更 多 的 
结论 . 欣 奇 定理 是 大 范围 黎 曼 几何 的 一 条 十 分 美妙 
的 定理 ,反映 了 黎 曼 流 形 的 曲率 与 拓扑 的 相互 制约 . 

德 。 拉 姆 分 解 定 理 (de Rham decomposition 
theorem) 关于 黎 曼 流 形 结构 的 基本 定理 之 一 . 设 
M 是 单 连通 、 完 备 黎 曼 流 形 ,M 的 切 从 TM 能 够 分 
解 成 两 个 在 平行 移动 下 不 变 的 分 布 Ti,M,T,M 的 直 
M. 若 任 意 取 定 一 点 zxEM, 用 M; RRA HTM 的 
通过 点 c 的 极 大 积分 子 流 形 二 1,2), 则 M 与 积 流 
É M X M, 是 等 距 的 ,而 且 每 一 个 M 是 M 的 完备 
的 全 测 地 子 流 形 . 德 拉 姆 分 解 定理 给 出 了 黎 曼 流 形 
M 可 以 表 成 积 流 形 的 条 件 . 

齐 格 - 格 罗 莫 尔 分 裂 定 理 (Cheeger-Gromoll 
splitting theorem) 关于 完备 非 负 曲率 流 形 结构 的 
一 个 定理 . 设 M 是 ” 维 完 备 黎 曼 流 形 , 它 的 里 奇 曲 
>). 4M 包含 一 条 测 地 线 7: (一 ce,co) 一 AM ,使 
f8 XE T ££ X& B) — oo «a « b «o eo, Y |n dé XE HE 
7Y(a),7(5) 的 最 短线 , 则 M 与 MR FE, Hp M 
J& n —1 维 具有 非 负 里 奇 曲率 的 完备 黎 曼 流 形 . A 
此 ,里 奇 曲率 非 负 的 完备 歼 曼 流 形 M 可 以 惟一 地 表 
成 与 之 等 距 的 积 流 形 MXR Ht M 的 里 奇 曲率 宇 
0, 但 是 M 中 不 再 包含 具有 如 上 性 质 的 测 地 线 .上述 
定理 在 截面 曲率 Kav 0 的 假定 下 是 由 托 波 诺 戈 夫 
(Toponogov, V. A. ) 得 到 的 . 

全 凸 集 (totally convex set) 普通 凸 体 的 推 
广 . 设 C 是 黎 曼 流 形 M 的 一 个 子 集 . 寿 对 于 C 内 的 
任意 两 点 pog. ER p,q 的 测 地 线段 7 必定 包含 在 
C 内 , 则 称 C 是 全 凸 集 . 对 于 许多 和 歼 曼 流 形 ,全 凸 的 
真子 集 是 不 存在 的 . 例如 ,在 通常 的 球面 上 ,全 凸 集 
只 能 是 该 球面 本 身 . 若 M 是 单 连 通 完 备 黎 曼 流 形 ， 
且 天 w 委 0, 则 M 中 的 测 地 球 ( 开 的 ,或 财 的 ) 都 是 全 
hR. E M 是 非 紧 完备 黎 曼 流 形 , 且 天 vv 之 0, 则 在 
M 上 存在 全 凸 真 子 集 . 这 时 ,过 每 一 点 ZEM, 至 少 
存在 一 条 测 地 射线 ”:[0,ce) 一 M EE 


fX Y ic Pa A BS se JU fe] 


H,—M — UB,O (G2) , 
t0 


WH, Ze OR. Auw, £ Z Æ R? 中 的 圆柱 面 

{((z,y,z) E R; + y =l}, 
yY={0,0,z):z2a) Æ Z 中 的 一 条 射线 , 则 

和 
是 Z 中 的 全 凸 集 . 但 是 Z 中 半径 二 x/2 的 开 测 地 球 
是 凸 集 ,而 不 是 全 凸 集 . 

怀特 海 凸 邻 域 定理 (Whitehead theorem on 
convex neighborhood) 一 种 重要 的 特殊 邻 域 的 存 
在 性 定理 . 设 4 是 黎 曼 流 形 OM 的 子 集 . 若 对 于 属于 
AB A 的 任意 两 点 p,q, 存 在 惟一 的 一 条 连接 p,g 
的 最 短 测 地 线 HEY 除 两 端 之 外 全 部 落 在 子 集 
A 内 , 则 称 4 是 M 的 一 个 凸 子 集 . 怀特 海 定 理 断 
言 :在 黎 曼 流 形 上 ,每 一 点 必 具 有 一 个 凸 邻 域 . 上述 
定理 原来 是 对 具有 线性 联络 的 流 形 证 明 的 . 凸 邻 域 
的 存在 性 使 得 许多 局 部 性 命题 的 论证 变 得 容易 了 . 
另外 ,对 于 球形 凸 邻 域 半径 的 估计 是 大 范围 黎 曼 几 
何 的 重要 内 容 .例如 , 设 B,(p) 包 含 在 紧 致 集 C 内 ， 
Hi «Kid q HEN AD C GO BUR S sid 
>= inf r(q). | 
用 天 表示 C 内 各 点 的 截面 曲率 的 上 界 . 则 当 
下 a 
| e inin|—T| 
时 ,B,(g) (OV LECE p Bg Bi. HR KO 
时 ,把 x/ VK XS oo. 
fp Bt 2 ea A CBuseman function) ”研究 大 范围 

RS JU A BTA. 完备 非 紧 流 形 上 利用 测 地 线 
来 定义 的 一 种 重要 函数 . 设 M 是 非 紧 完备 黎 曼 流 
JE .Y:10, 090 M 是 一 条 以 1 为 弧 长 参数 的 测 地 线 ， 
使 得 对 于 任意 的 1€ (0,0) 2| dE XE E z= 二 7(0) 
和 7Y(2) 的 最 短 测 地 线 , 即 dO), Ya) =t. 这 样 的 
测 地 线 称 为 测 地 射线 . 设 Y:[0,000— M RE M Ej 
一 条 测 地 射线 ,对 于 y € M rid 

Br(y) = lim (2 Cy Y (£5) cd. 


对 于 任意 固定 的 y,&(Cy,Y(GD)) 一 上 是 自 变 量 上 的 单 
调 下 降 的 有 界 函 数 , 所 以 上 式 右边 的 极限 是 存在 的 ， 
称 By 为 关于 测 地 射线 7 的 布 斯 曼 函 数 . 在 非 紧 完备 
黎 曼 流 形 上 , 测 地 射线 总 是 存在 的 ,因而 相应 的 布 斯 
有 曼 函 数 是 有 定义 的 . 布 斯 曼 函 数 By 是 李 普 希 茨 常数 
为 1 的 李 普 希 菊 函数 ,因此 函数 By 是 几乎 处 处 可 微 
的 ,并 且 在 By 可 微 的 点 处 有 |grad B, | — 1. dp Er 
PKI 3c AY) HE JE Ej Ae Eb DLE: E Hi SES ILU RS UL] X 
AR. PU, 当 黎 曼 流 形 的 截面 曲率 之 0 AN, HH S R 
Bl Fe h BR AC; 2470 BY E HH RO 时 , 布 斯 曼 蚂 数 是 
上 调和 的 . 
测 地 射线 (geodesic ray ) 见 “ 布 斯 曼 函 数 ” 
Z a E LHE iR E transformation groups 
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in Riemannian manifolds) 4 & i JE $J E 5r B AE 
换 群 . 主要 是 指 黎 曼 流 形 的 等 距 变换 群 、 共 形变 换 群 
和 射影 变换 群 . 一 个 微分 流 形 到 它 自 身 的 可 微 同 胚 
的 全 体 构 成 一 个 群 , 称 为 该 流 形 的 可 微 变换 群 . 这 个 
群 是 非常 大 的 ,一 般 说 来 , 它 不 是 李 群 . AMD Hi 
形 上 加 一 定 的 结构 , 则 该 微分 流 形 到 自身 的 .保持 该 
结构 不 变 的 可 微 同 胚 构成 的 群 往往 可 能 是 一 个 李 
BE. 例如 ,n 维 连 通 歼 曼 流 形 M 到 自身 的 等 距 变 换 
构成 的 群 称 为 M 的 等 距 变 换 群 , 它 是 一 个 李 群 ,其 
维 数 至 多 是 (2 十 1)/2. 若 M 的 等 距 变 换 群 恰好 是 
n(n+1)/2 维 李 群 , 则 M OBR HBS, AES 
下 列 空间 之 一 等 距 :R”, 球 面 5S”, 实 射影 空间 RP”,n 
维 单 连 通 双 曲 空 间 . 维 连通 歼 曼 流 形 M 到 自身 的 
共 形 变换 构成 的 群 称 为 M 的 共 形 变换 群 , 当 ? 之 3 
时 它 是 维 数 至 多 为 (x 十 1) (n 十 2)/2 WER. n ER 
面 的 共 形 变换 群 达到 了 这 个 最 大 维 数 . 若 黎 曼 流 形 
M 到 目 身 的 可 微 同 胚 把 测 地 线 变 为 测 地 线 , 则 称 它 
为 M 的 一 个 射影 变换 . M 的 所 有 射影 变换 构成 的 
群 称 为 M 的 射影 变换 群 . 

HJ f 3v j Bf (differentiable transformation 
group) JW“ Tie EA SiR”. 

SF EB 3P fA HE (isometric transformation group) 
DI," Be Se TT EY AE RE”. 

dt AS SE $e BE (conformal transformation group) 
见 “ 黎 曼 流 形 上 的 变换 群 ” 

射影 变换 群 (projected transformation group) 
见 “ 歼 曼 流 形 上 的 变换 群 ”. 

拉 普 拉 斯 算 子 (Laplace operator) 亦 称 拉 普 
拉 斯 -贝尔 脱 拉 米 算 子 .一 种 二 阶 椭圆 型 算 子 . 指 微 
分 几何 中 最 基本 的 二 阶 线性 微分 算 子 , 在 微分 几何 、 
整体 分 析 和 偏 微分 方程 理论 中 有 重要 的 应 用 . 若 f 
是 紧 臻 连通 可 定向 的 黎 曼 流 形 M 上 一 个 C'QGz2) 
PRICE M 的 局 部 坐标 系 (zx' ,zx?,… ,7x”) 下 度量 为 


ds? = dd 
end 


id g=det (gu), (2) FE Go KERE, RU 广 的 拉 普 
拉 斯 算 子 为 
S1 3 Ed 

Af = 2 v xil Vgg m 

它 还 可 表示 为 
Af —— (dà + sd)/， 

利用 M 的 列 维 - 齐 维 塔 联络 立 , 在 局 部 切 标 架 {e,， 
mne TAEI 


Af = > vv 


拉 普 拉 斯 算 子 的 特征 方程 为 Au = — Au RhE 
数 , 称 为 拉 普 拉 斯 方程 的 特征 值 ; 函数 u 称 为 对 应 于 
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特征 值 A 的 特征 函数 . 特征 方程 的 解 u=0 称 为 平凡 
解 . 仅 对 于 某 些 特殊 区 域 , 如 球 .圆柱 体 等 ,特征 函数 
才 可 以 用 特殊 函数 显 式 地 表 出 . 

拉 普 拉 斯 -贝尔 脱 拉 米 算 子 (Laplace-Bertrami 
operator) 即 “ 拉 普 拉 斯 算 子 ” 

拉 普 拉 斯 特征 值 问 题 (Laplace eigenvalue pro- 
blem) 关于 拉 普 拉 斯 算 子 的 一 类 重要 问题 .为 了 
使 得 拉 普 拉 斯 算 子 是 自 伴 的 ,党 讨论 如 下 三 种 类 型 
特征 值 问题 : 

1. 财 特 征 值 问 题 .在 紧 致 无 边界 的 黎 曼 流 形 ( 简 
称 闭 流 形 )M 上 , 求 所 有 满足 特征 方程 Au— — Au 的 
实数 4, 对 应 于 4 特征 方程 存在 非 平 几 解 uE 
C' CAD , HW Æ MN = 

2. 狄 利克 雷 特征 问题 . 假设 黎 曼 流 形 MAA 
MERE. M 具有 非 空 集 的 边界 9M, 求 所 有 满 
足 特征 方程 Au = — Au 的 实数 4, 对 应 于 4 特征 方程 
存在 满足 边界 条 件 u | aw 0 的 非 平 凡 解 

uc COM NCM). 

3. 庄 伊 曼 特 征 值 问 题 . 假设 黎 曼 流 形 M 的 闭 
包 以 是 紧 致 的 ,MM 具有 非 空 集 的 边界 9M SR PER RS 
足 特 征 方程 Au —Àu 的 实数 4, 对 应 于 4 特征 方程 
存在 满足 边界 条 件 


Slay = 0 | RPE 是 OM 的 单位 外 法 向 量 
的 非 平凡 解 «€ CMN M). 


R E Ht Ai (spectrum of Riemannian mani- 
fold) 关于 拉 普 拉 斯 算 子 的 一 类 重要 问题 . AE E y 
形 的 拉 普 拉 斯 特征 方程 的 特征 值 的 全 体 . 紧 致 流 形 
的 谱 是 一 个 趋 近 于 正 无 穷 大 的 无 穷 数 列 OSA <A, 
过 政之 十 co. 对 应 于 每 个 特征 值 和 (= 二 1,2,…), 特 
征 隔 数 的 全 体形 成 一 个 有 限 维 向量 空 间 , 它 的 维 数 
称 为 特征 值 的 重 数 . 根据 重 数 常 将 特征 值 排列 成 0 
AASS ARRENE KAA 
该 特征 值 的 重 数 . 完备 黎 曼 流 形 的 谱 不 一 定 是 离散 
的 ,例如 在 整个 欧 氏 平面 上 , 知 无 穷 远 处 具有 有 界 的 
边界 条 件 , 则 特征 方程 Au — Au 的 谱 为 连续 谱 , 特 
征 值 由 所 有 非 负 实数 组 成 . 

特征 值 的 重 数 (number of replication of eigen- 
value) W“ ZS MJE R”. 

ÆA Æ (Hodge theorem) 关于 调和 形式 的 
重要 定理 . 设 M 是 紧 致 定向 的 ” 维 黎 曼 流 形 ， 
H*(M) 表 示 M H p 次 调和 形式 的 空间 . E Bf Ee 
断言 :AM 的 b 次 微分 形式 的 空间 入 *(M) 可 以 分 解 为 
如 下 正 交 直 和 : 

A*CM) —ACA*CMDY)ODH?CMD 
=d A? MDC A? QHDD)ODH* M), 
BD: aC A^CMD, Wl] a—dA-4-0u4d- Ho, HH Ha 是 


调和 形式 . 因此 方程 Aw-—a Af wE AM), 4A 
仅 当 在 和 A*(M) 的 内 积 下 a 正 交 于 调和 p 形式 空间 
H^CMD. H*(M) 是 有 限 维 向 量 空间 , 它 的 维 数 称 为 
M 的 第 pp 个 贝蒂 数 , 记 为 5,. 从 x A—A* HM) 
六 五 一 (Cd Blut b, =b. M 的 欧 拉 示 性 数 为 


XM) = D102b,. 


从 霍 育 定理 可 知 ,M 的 每 个 德 。 拉 姆 上 同调 类 中 存 
在 惟一 调和 微分 形式 ,所 以 ,M 的 实 系数 的 p BT at 
异 上 同调 群 与 p 次 调和 形式 空间 同 构 . 

3 B if TER LS BW (Betti number of Riemanni- 
an manifold) 见 “ 霍 奇 定 理 ”. 

结 点 状 区 域 (nodel domain) 使 拉 普 拉 斯 算 子 
ES Rr TE PR OA EB Se. 黎 曼 流 形 上 使 得 拉 普 拉 斯 
算 子 的 特征 函数 消失 的 点 称 为 结 点 , 结 点 的 全 体 称 
为 结 点 状 区 域 , 它 具有 重要 的 研究 价值 . 库 明 
(Courant, R. ) 证 明 的 结 点 状 区 域 定 理 断 言 : 设 0 三 
A SCA t T oo , EA EP PE TRES RC RBA TA 
特征 值 的 重 数 , 若 p 是 对 应 于 特征 值 A; AY PPE PR 
30.1.2, 096.0.) Æ M EE; n] RR PR CS 
la) L^ CMD B — 1 5E & 1E 25 E M p 的 结 点 状 区 域 数 
BARK F j. 

£& model) M“ GR RR”. 

外 尔 渐 近 公 式 (Weyl asymptotic formula) X 
于 拉 普 拉 斯 特征 值 的 一 类 问题 . 表明 在 拉 普 拉 斯 特 
征 值 问题 中 当 特 征 值 趋 近 于 正 无 穷 大 时 特征 值 的 序 
号 (包括 特征 值 的 重 数 ) 的 状态 . EREN 


w, CV (M)A$ 
NCA) Cony 
特别 当 &-~ 十 ce 时 
a (21)"À 
(4)? ~ w V OM) , 
式 中 
w, = 2x2 /nI z 


ER 中 单位 球 的 体积 ,V (CM) 是 紧 致 定向 歼 曼 流 形 
M 的 体积 . 例如 ,在 M 为 开 区 间 (0,a) 的 简单 情形 ， 
其 狄 利克 雷 特 征 值 问题 的 特征 值 A = k/a T 
外 尔 渐 近 公式 的 精确 情形 . 

余 面 积 公 式 (co-area formula) Z & WE mE 
域 上 的 某 类 体积 积分 公式 . 设 M 是 nn HER STE. 
0 是 MM 中 具有 紧 致 闭 包 02 的 区 域 ,f EO EG R 
数 , 且 fim 二 0,fEC*CO). 设 |f| 的 正则 值 域 为 
RA ,QG) —(pe€oil|lfCpo| >t}. [a= (ped: 
fp) | 90. QMO MARA PG RS n — 1 维 体积 分 
BA VM AGO. PR V OE Rip EWR PROC. 余 
面积 公式 表示 为 


微分 流 形 与 黎 曼 几何 


via) =— | IvfI^dAO, 
Do) 


EOS ER Q EXI FR PRR A XE. 
IL vdd em IE | hdA(). 


O 


特别 地 
i IVf |dv = | Aca. 


极 大 - 极 小 原理 (max-min principle) 拉 普 拉 
斯 特征 值 问 题 . 是 进行 特征 值 估 计 的 工具 . 假设 
Hi(M) 是 M 上 平方 可 积 函 数 了 形成 的 希 尔 伯 特 空 
间 , 其 中 f 的 梯度 平方 是 可 积 的 , 且 满 足 所 讨论 的 
特征 值 问题 的 边界 条 件 或 限制 条 件 , 即 对 于 狄 利克 
雷 特征 值 问 题 满足 fiw 二 0, 对 于 闭 特 征 值 问 题 和 


诺 伊 曼 特 征 值 问题 满足 | fdv—o.£lg.e bi 


PC 中 由 特征 函数 组 成 的 正 交 基 ，， 
Apr = — Ap (OA SASS t+ 00,k=1 nase]; 


则 
| |f [du | 
À, — inf [oe fE HM» 
| IVS [edu | 
A, = inf Doa | fede sus 


(f € H1(MD,j— 1,2,°%). 

第 一 特征 值 的 下 界 估计 (estimate of the lower 
bound for the first eigenvalue) 关于 拉 普 拉 斯 特 
征 值 的 一 类 问题 . 估计 拉 普 拉 斯 第 一 特征 值 的 非 零 
PR. 第 一 特征 值 是 与 黎 曼 流 形 的 曲率 密切 相关 的 
拉 普 拉 斯 特征 值 问题 中 的 最 小 非 零 特 征 值 ,其 下 界 
估计 在 数学 .物理 中 有 广泛 应 用 . 利 什 内 罗维奇 
(Lichnérowicz, A. ) 证 明 : 若 ? 维 紧 致 无 边界 的 黎 曼 
流 形 M 的 里 奇 曲 率 具 有 正常 数 下 界 (x 一 1)k, 则 和 M 
的 第 一 特征 值 M) Enk. 在 此 条 件 下 , 沃 白 塔 (O- 
bata, M. ) 证 明 :ACM)==nk 4 HAL M 等 距 对 应 于 
具有 常数 截面 曲率 & 的 维 球面 S"(1/ V b ); 托 波 
Và XX (Toponogov, V. A. ) 证 明 :;M 有 最 大 直径 , 即 
M 的 直径 d= 二 x/Vk 当 且 仅 当 M 等 距 对 应 于 
S^ (4/ V k). BF AC (O/ VR )) =nk BEA iX El 
塔 结论 表明 RARE ARB PES RR 
的 第 一 特征 值 相等 , 则 这 类 流 形 和 球面 等 距 对 应 ; 托 
波 洛 苞 夫 结论 表明 :从 直径 的 长 度 可 以 推 新 某 类 流 
形 和 球面 等 距 对 应 . 对 于 具有 非 负 里 奇 曲 率 的 紧 致 
无 边界 的 黎 曼 流 形 M, 李 伟 才 (Li,P. ) 和 丘成桐 发 
展 了 对 第 一 特征 函数 进行 梯度 估计 的 方法 ,证 明了 : 
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AM) > 75, 
其 中 4 为 M 的 直径 . PRAM BES AHS ee 


果 , 得 到 了 最 佳 的 下 界 估计 
A OD. 


此 估计 也 适用 于 诺 伊 曼 特征 值 问 题 的 第 一 特征 值 . 
极 小 子 流 形 的 特征 值 Ceigenvalues for minimal 
submanifolds) 极 小 子 流 形 上 拉 普 拉 斯 算 子 的 特 
征 值 . 一 个 等 距 淄 入 子 流 形 , 若 它 的 平均 曲率 法 向 量 
处 处 消失 , 则 称 为 极 小 子 流 形 . 欧 氏 空间 的 浸入 子 流 
形 是 极 小 子 流 形 的 充分 必要 条 件 为 淄 人 的 坐标 水 数 
Ji WA BE CE. By BF UE BA so 维 黎 曼 流 形 M 到 球面 
S"() 的 等 距 浸 人 是 极 小 浸 人 当 且 仅 当 浸入 的 坐标 
了 哨 数 是 具有 特征 值 m/r 的 M 的 拉 普 拉 斯 特征 隔 
数 . 对 于 第 一 特征 值 ,有 乔 依 (Choi,H.1. 和 王 需 民 
结果 : 若 N 是 一 个 ERAR REIN 的 里 奇 曲 
率 具 有 正常 数 下 界 (n 一 1)k,M 是 NN ERI RR AGE 
曲面 , 则 7M. 的 拉 普 拉 斯 闭 特征 值 问题 的 第 一 特征 值 


à, (M) > eos, DE 


AE n 维 单位 球面 S” "PRU NACE Hl T8] M 的 第 一 
特征 值 


à CM) 之 
C Fr SU] 8: E MZ A, (WD — n — D. 通过 极 小 子 


n— ] 
2 


流 形 的 热 核 比较 定理 , 麦 尔 克 福 尔 生 (Markvorsen， 


S. ) 建 立 了 如 下 特征 值 的 比较 定理 : 设 N 是 截面 曲 
率 小 于 或 等 于 & 的 二 维 黎 曼 流 形 ,M EN HU m 4 
极 小 浸入 子 流 形 , 夺 局 是 NN 的 圆 盘 BG; OPA 
ZX 的 MM 的 紧 致 区 域 ,B(6) 是 具有 常数 截面 曲率 & 
的 ” 维 单 连 通 空 间 形 式 M, 的 半径 为 6 的 圆 盘 ,以 
A; CD) IA CB. (8) ) 4p Ail zs. D 和 Bi(6) 上 第 i 个 狄 
利克 雷 特征 值 — 152, 2 M 
À CD) Z2 A,CB,C0)) Z2 mr? /46*. 

di à (0) =å (B: C000 NM D J& M PU x APD, 
为 半径 的 测 地 圆 盘 . Ts RECO.V CD) EE D B 
积 , 则 
k(4n)? 
ee V(DY 

博 赫 纳 技 巧 (Bochner technique) 大 范围 微分 
几何 研究 中 的 一 种 特殊 技巧 .利用 紧 致 黎 曼 流 形 上 
非常 值 的 下 调和 录 数 没有 相对 极 大 值 的 性 质 , 证 明 
一 类 消失 定理 的 基本 方法 . 它 通 过 计算 某 些 微分 形 
式 或 张 量 的 长 度 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 表示 式 , 以 及 对 
流 形 曲 率 的 限制 ,引出 流 形 的 拓扑 或 刚性 性 质 , 推 断 
上 同调 群 的 平凡 性 和 建立 某 些 偏 微分 方程 的 存在 性 
定理 ,从 而 展现 拉 普 拉 斯 算 子 的 谱 、 流 形 的 拓扑 和 几 
064 


(CD)? > 


何 性 质 的 内 在 联系 . TU 29 75 1; tà A F R CI FL 
普 拉 斯 算 子 、 克 勒 几何 的 6 的 拉 普 拉 斯 算 子 及 关于 
Je HB BA CUI v FY TE. 

HE NSE A SEX (Poincaré inequality) 拉 普 拉 
斯 特征 值 的 一 个 不 等 式 . BI DE SY LE dr 
斯 特征 值 的 极 大 - 极 小 原理 ,在 整体 分 析 和 偏 微分 方 
任意 JE HiOID ,有 


af Pav < P IV. f dV, 


ARX LIA BLU S ER — SHOE PRX 

索 伯 列 夫 不 等 式 (Sobolev inequality) 整体 分 
析 和 偏 微分 方程 的 重要 不 等 式 .假设 MM 是 维 紧 致 
黎 曼 流 形 , 则 存在 正常 数 C, 使 得 对 于 任意 SE 
H?(M), A 


off irar) «erm 


sana Ier Js 


(f€ HiOMD) 
称 为 索 伯 列 夫 常数 . 索 伯 列 夫 不 等 式 等 价 于 等 周 不 
等 式 . 

索 伯 列 夫 常数 (Sobolev constant) 
夫 不 等 式 ”. 

齐 格 等 周 不 等 式 (Cheeger isoperimetric in- 
equality) ” 拉 普 拉 斯 特征 值 的 一 个 不 等 式 .各 M 几 是 
n 维 完备 的 黎 曼 流 形 , 则 存在 正和 常数 C, 使 得 对 于 M 
的 任意 紧 致 子 区 域 2 均 成 立 CV (OD SV C30) AP 
VC(Q2) 和 VC(3Q) 分 别 表示 O 和 其 边界 AQ 的 体积 . 

ho = inf [05.0 & M IS ESCT EC 
BAT RM. E M 是 紧 致 无 边界 的 黎 曼 流 形 , 则 
存在 正常 数 C' 使 得 对 于 M 的 任意 紧 致 超 曲 面 S,S 
将 M 分 为 两 个 开 子 流 形 Mi 和 M;, 满 足 3M, — 3M; 
= S, # C'min (V (Mi), V (M) SV (S), KF 
VCMO ,i 二 1,2 和 VCS) 分 别 是 M; M S 的 体积 . 


(V CaQ»)»" i 


称 为 齐 格 常数 . 对 于 拉 普 拉 斯 特征 值 问题 , 齐 格 
(Cheeger,J. ) 为 第 一 非 零 特 征 值 的 下 界 建 立 了 佑 
H: 

AZ GOD AZ hM)”. 


齐 格 等 周 不 等 式 也 可 表示 为 
CW G2)" CCV C22)". 


(V (aQ))” ; 
Van» QE M 的 紧 致 区 域 


见 “ 索 伯 列 


hce(M)=inf 


Ip(M) =inf 


称 为 M 的 等 周 常数 , 它 与 M 的 索 伯 列 夫 常数 相等 . 

对 于 紧 致 无 边界 的 黎 曼 流 形 , 齐 格 等 周 不 等 式 可 表 
Jj C' (min {V CM) V OM D"! CV CSDD*. 
(V (S) 

(min{V(M,),VCM,)})""? 


CS 为 MM 的 紧 致 超 曲面 ) 


称 为 紧 致 流 形 M 的 等 周 常数 . M 的 索 伯 列 夫 常数 


记 为 SCM) , 则 成 立 IcCMO S (MKM). 

齐 格 常数 (Cheeger constant) 见 “ 齐 格 等 周 不 
等 式 ” 

等 周 常数 (isoperimetric constant) 
周 不 等 式 ”. 

几何 等 周 不 等 式 (geometric isoperimetric in- 
equality) ”和 歼 曼 流 形 上 的 一 类 重要 不 等 式 . 设 OE 
n 维 完备 的 黎 曼 流 形 M 的 具有 紧 致 闭 包 的 开 区 域 ， 
几何 等 周 不 等 式 是 指 当 OQ 的 体积 给 定时 ,对 于 边界 
aQ 的 n— 1 维 体 积 的 一 个 不 等 式 . 物理 等 周 不 等 式 
是 指 当 0 的 体积 给 定时 ,对 于 20 的 拉 普 拉 斯 特征 
值 问题 的 第 一 非 零 特征 值 的 一 个 不 等 式 . SR B 
(Faber,G. ) 和 克朗 (Krahn,E. ) 证 明 : 当 几何 等 局 
不 等 式 成 立时 ,物理 等 周 不 等 式 也 成 立 . 它 叙述 为 ， 
设 M, 是 具有 常数 截面 曲率 的 维 单 连通 的 空间 
形式 ,DD 是 M, PH WHA. AMF M 中 所 有 体 
积 与 DD 的 体积 V(D) 相 等 的 区 域 QC 820, fe x 
V GO «V CMi)) 成 立 V C300 SV D), W) AC) => 
4(D), 等 式 成 立 当 且 仅 当 O 和 DD 等 距 对 应 , 式 中 
ACDA ACD) 4r | Ro OA D 上 狄 利克 雷 特征 值 问 
题 的 第 一 非 零 特征 值 . 

列 维 - 格 罗 莫 夫 等 周 不 等 式 (Levy-Gromov is- 
operimetric inequality) 流 形 上 分 析 中 的 一 个 著名 
不 等 式 . 设 MM 是 里 奇 曲 率 具 有 正常 数 下 界 (n 一 1)k 
BJ n 维 紧 致 黎 坚 流 形 ,Mi 是 具有 常数 截面 曲率 & 的 
n kE, VCM) = BVCM,) (8 <1), REVWA 
VCMi) 分 别 为 M AM, WHEL £ M 中 具有 光滑 边 
界 的 区 域 2 和 Mi 中 测 地 圆 盘 D mp pM E VG 
三 BV(D), 则 边界 aQ Al aD 的 nn 一 1 维 体积 A Cat) 
Al A (aD) WE ACAQ)S BAAD) ; FARAI 
24 M 和 Mi SRB Xt AL QUID 等 距 对 应 . AV CQ) = 
BV(D) 可 推 得 区 域 9 和 DD 上 狄 利克 雷 特 征 值 问 题 
的 第 一 非 零 特征 值 AGO) SACD) ; SE SRL 24 AM 
24 M 和 M, 等 距 对 应 ,2 和 DD 等 距 对 应 . 

+ JE f& EE 2 XE FE (eigenvalue comparison theo- 
rems) 关于 拉 普 拉 斯 算 子 的 特征 值 的 一 种 估计 . 
在 一 般 黎 受 流 形 的 截面 曲率 或 里 奇 曲 率 的 适当 假定 
下 ,确立 黎 曼 流 形 的 特征 值 和 常 曲率 的 单 连 通 空间 
形式 的 特征 值 的 比较 关系 : 

1. 设 M 是 ” 维 完备 的 黎 曼 流 形 ,M 的 截面 曲率 


见 “ 齐 格 等 


小 于 或 等 于 常数 &. 对 于 任何 zxEM,S9>0, 记 
Bl(z;0)={yE Md(zr,y)<6}),D,=M\C(zr) ,Cr) 
是 MM 中 点 x 的 割 迹 ,V(B(zx;6)) 和 VC(D,) 分 别 是 
B(x;6) 和 DD; 的 体积 ,V (BC(6)) 是 具有 常数 截面 曲 
A kJ n 维 单 连通 空间 形式 Mi AOR GEA OO AA 
Bi(6) 的 体积 ,车 成 立 BCGc 56) C. D, , Mj: 

1) VG G9) SV (Bi(6)) ,等 式 成 立 当 有 上 且 仅 当 
B(x;6) 等 距 对 应 于 B,CO). 

2) ACB(x38)) A, (8), ACB ($1500) fl ACO) Ay 
别 为 BCzx;6) 和 B(6) 的 最 小 狄 利 克 雷 特征 值 . 

3) dr k<0, Wj ACBCEZ 60202 — (n — 1?7£2/4, RF 
a n.r M 是 单 连通 的 黎 曼 流 形 , 则 对 于 M 中 任何 
正规 区 域 0( 闭 包 是 紧 致 的 ,边界 是 逐 段 光滑 的 区 
域 ) ,2 的 最 小 狄 利克 雷 特征 值 满 足 

m>- SVE 

以 上 结论 分 别 由 毕 肖 普 (Bishop,R.)、 郑 绍 远 
MEEA (Mckean,H. P. ) 获 得 . 

2. 若 M, 是 2” 维 完备 的 黎 曼 流 形 ,M 的 里 奇 曲 
率 大 于 或 等 于 常数 (2 一 1)&, 则 : 

D VIG G0)» V (OB, C000 ,等 式 成 立 当 且 仅 当 
B(x;6) 等 距 对 应 于 B. COD. Æ E220, RIIV COMO < 


V(S")/hz ,等 式 成 立 当 且 仅 当 M 等 距 对 应 于 具有 
常数 截面 曲率 & 的 ” 维 球 面 . 
—. 20 A! CBCz 600 XA, (8) ,其 中 
pe if € H*(B(x;0)) ), 
等 式 成 立 当 且 仅 当 B(Cz;6) 等 距 对 应 于 B,C). 
以 上 结论 分 别 由 毕 肖 普 和 郑 绍 远 获得 . 

伯 热 等 径 不 等 式 (Berger isoembolic inequality) 
紧 致 黎 曼 流 形体 积 的 一 个 普遍 适用 的 下 界 估 计 . 该 
不 等 式 断 言 : 若 M 是 一 个 HERECBUR S UE VM) 
和 inj MO 4r BIA M 的 体积 和 内 射 半 径 , 以 C 表示 
n 维 单位 欧 氏 球面 的 体积 , 则 

V MEC, nj CM) /rn)”, 
等 式 成 立 当 且 仅 当 M 等 距 对 应 于 具有 常数 截面 曲 
ZR (n/inj(M))? 的 nn HER. 
热 核 (heat kernel) 抛物 型 方程 的 基本 解 . 设 
4 是 黎 曼 流 形 M 的 拉 普 拉 斯 算 子 ,作用 在 CCMX 
R+) 上 的 微分 算 子 
d 


称 为 M 的 热 算 子 . Lu=0 称 为 ( 齐 次 ) 热 方程 ,其 中 
u 关于 M 的 变量 (空间 变量 ) 是 C^ 的 函数 ,关于 时 
间 变 量 上 是 C OY PRR. 1 F(z, t) €CCCM XR"), Lu 
— —F 称 为 非 齐 次 热 方程 . M 的 热 核 ( 也 称 M 的 热 
方程 的 基本 解 ) 是 一 个 定义 在 MXMXR- 上 ,关于 
r ÆC RFE HERRN a-—qGsy D BE 
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A* CBCz50)) = inf 


L.q—0 并 对 于 M EPA A ATES pe f 成 立 
lim| qCU DJ CyodoCy) e Tr X 
tyoJ/M 


热 算 子 (heat operator) 见 “ 热 核 ” 

( 齐 次 ) 热 方程 (hbomogeneous heat equation) 
见 “ 热 核 ”. 

非 齐 次 热 方 程 (nonhomogeneous heat equa- 
tion) J “FARR”. 

TAFT $2 B9 dE ZI fl (fundamental solution of heat 
equation) 即 “ 热 核 ” | 

3 AK Eb BEE X (comparison theorems for heat 
kernels) 关于 黎 曼 流 形 上 热 核 的 一 种 佑 计 . 在 对 
于 一 般 歼 曼 流 形 的 截面 曲率 或 里 奇 曲 率 的 适当 假定 
下 ,建立 黎 曼 流 形 和 具有 常 曲 率 的 单 连 通 空间 形式 
的 热 核 之 间 的 比较 性 质 . 设 M JE dE RBA n ERE 
Wie FZ XT EMT x€ M.820,id BGr80—1l1y€ M: 
dG,y)-«0),qG s yt d& B(x;6) 的 犹 利克 雷 热 核 . 
A M 是 具有 常数 截面 曲率 & A n 维 单 连 通 空间 形 
式 ,TEMi,6 二 rx/ VR ,qu GS y,03& M, 中 半径 为 6 
的 测 地 圆 盘 BCT) KIAK AI E E AA PR 

e: (0,0) XR —R 
定义 为 e (di, ¥) ot) =Q(Esyot) ;函数 

Q: B(r;0)XR^—R 
定义 为 Qt) =a:(d(x,y) ot), WM: 

1. 大 有 BCzi0) 的 所 有 截面 曲率 小 于 或 等 于 4A, 且 
BG 538) C D, RP D,—MNC GO ,CGOdÉ M 中 点 工 
AY SU b. W Xt FER Cyt) € BG 00 XR* Har 
gr,yit)EQCGy D, FIER osto) € Br; 6) XRT 
等 式 成 立 当 且 仅 当 B(x;6) 等 距 对 应 于 Mi PRE 
为 9 的 测 地 圆 盘 . 

2. E Ba OM AA Bat eA TRS F A, M 
MFR (y,0 € B(x;6) XR RY qlr, y HS 
Qy,D FES Cyto) EBr; XR* SRM 3 
AMS B(x;6) 等 距 对 应 于 M 中 半径 为 6 的 测 地 
圆 盘 . 

以 上 结论 由 台 比 阿 特 (Debiard,A. 2, 2 4E EX 
(Gaveau,B. ) 、 马 采 (Mazet , E. ), P t (Cheeger , J. ) 
AI Er: BY Hal Br RAF 

BE RS KH 
T 阅 AFR 


WEE EFE 


d = XT ER S IB] 


黎 曼 对 称 空间 (Rimannian symmetric space? 
常 曲率 歼 曼 流 形 的 一 种 直接 推广 . 对 于 黎 曼 流 形 M 
的 一 点 z+, 可 以 定义 M 的 以 z 为 中 心 的 测 地 对 称 o. 
如 下 :对 任 一 点 p, 使 o.(p),p 与 zx 在 同一 测 地 线 
566 


上 ,pp 与 o.(p) 分 居 福 两 侧 , 且 到 z 的 距离 相等 . 各 
对 于 M 的 任何 点 x,o 都 是 M HSER, NM BM 
为 黎 曼 对 称 空间 .n 维 欧 氏 空 间 E 与 欧 氏 球面 S” 
的 测 地 线 分 别 为 五" 中 的 直线 与 S" 中 的 大 圆 ,从 而 
它们 的 任 一 点 的 测 地 对 称 都 是 等 距 变 换 , 所 以 它们 
都 是 黎 曼 对 称 空间 .除了 古典 几何 学 研究 的 对 象 外 ， 
vé LAE gir EB AE S UE . 半 单 李 群 等 也 是 黎 曼 对 称 

空间 . 由 于 保持 了 对 称 性 ,自然 就 保持 了 空间 每 点 都 
处 于 平等 地 位 的 匀 齐 性 ,也 就 是 说 黎 曼 对 称 空间 M 
是 齐 性 空间 , 即 M 的 等 距 变换 群 是 可 递 地 作用 于 M 
上 的 李 变 换 群 . 这 种 观点 给 出 了 刻画 黎 曼 对 称 空间 
的 一 种 方法 . 若 是 李 群 G 的 一 个 对 合 自 同 构 , 即 o 
Fid,o’=id, Wo B zl SE GC.—igeGloig—g) 
E G 的 闭 子 群 . 以 (Gs)。 表示 G. 的 单位 连通 分 支 . 
i GMT H WE: CHEG, G/H G 不 
变 黎 曼 度量 , 则 G/H 为 黎 曼 对 称 空间 .反之 ,任何 
黎 曼 对 称 空间 都 可 以 这 种 方式 来 表示 . TE RS 
尔 空间 的 研究 转化 为 对 李 群 及 其 对 合 自 同 构 的 研 
究 , 最 终归 结 为 实 单 李 代 数 的 研究 . 单 连通 的 完备 黎 
曼 流 形 为 黎 曼 对 称 空 间 的 充分 必要 条 件 为 其 曲率 张 
量 的 协 变 导 数 为 零 , 即 曲率 张 量 在 平行 移动 下 不 变 . 
一 般 地 , 若 一 个 黎 曼 流 形 有 此 性 质 , 则 称 之 为 局 部 黎 
&o ERAS II. 

X M (Cartan, E. ) 于 1926 年 开始 研究 的 黎 曼 对 
(Sua S PUR cata IR (Ge JP 于 
1872 年 在 埃 尔 朗 根 纲领 中 提出 的 思想 
概念 统一 几何 学 的 思想 ， LEE 
换 群 的 不 变性 理论 .到 1927 年 , 嘉 当 已 经 完成 了 黎 


曼 对 称 空间 的 分 类 问题 . 保留 了 欧 氏 空间 与 欧 氏 球 
面 的 度量 性 质 与 对 称 性 质 的 空间 就 是 黎 曼 对 称 空 


间 . 嘉 当 解决 黎 曼 对 称 空间 分 类 问题 的 另 一 种 方法 
(dete alu uu ts 

点 , 沿 着 以 x 为 起 点 的 闭 曲线 的 平行 移动 诱导 出 x 
"PES 间 上 保持 黎 曼 结构 不 变 的 线性 变换 . 由 这 些 
线性 变换 生成 的 群 , 称 为 zx 的 完整 群 . 流 形 上 不 同 
点 的 完整 群 是 同 构 的 .从 的 完整 群 的 一 个 元 素 ， 
可 以 导出 保持 xz 不 动 的 局 部 等 距 变 换 , 由 此 建立 完 
整 群 的 李 代 数 、 歼 曼 结构 与 曲率 张 量 间 的 关系 ,从 而 
解决 黎 曼 对 称 空间 的 分 类 问题 

黎 曼 对 称 空 sf] BT DET MER BTR oR zs HI. 其 
局 部 问题 由 伯 热 (Berger,M. ) 和 严 志 达 解 决 . 整体 
问题 在 非 紧 群 流 形 情况 下 由 后 芯 以 纪 、. 小 林 昭 七 和 
西 罗 塔 (Sirota, A. L) RB ZERERA R 
(Solodovnikov, A. S. ) 等 人 解决 . 更 一 般 的 对 称 空 
间 是 一 个 齐 性 空间 G/H, H 是 李 群 G 的 一 个 对 合 
自 同 构 o 的 不 动 点 子 群 的 单位 连通 分 支 . 嘉 当 对 于 
一 般 对 称 空 间 的 贡献 是 关于 它们 的 贝蒂 (Betti,E.) 
数 , 并 说 明了 它们 的 贝蒂 数 和 紧 李 群 贝蒂 数 的 关系 . 


它们 的 贝蒂 数 的 确定 简化 为 一 个 纯 代 数 问题 .不 仅 
黎 曼 对 称 空间 的 几何 性 质 与 拓扑 性 质 是 重要 的 ,而 
且 黎 曼 对 称 空间 对 分 析 学 也 有 深刻 的 影响 .古典 分 
析 学 是 以 空间 R" 或 C^ 为 基础 的 . 现代 的 以 歼 曼 流 
形 为 基础 的 分 析 学 有 了 极 大 的 扩张 . 黎 坚 对 称 空间 
上 的 分 析 学 已 有 了 许多 深刻 的 结果 与 应 用 . 例如 容 
许 复 结构 的 黎 曼 对 称 空间 一 一 埃 尔 米 特 对 称 空 间 上 
的 函数 的 研究 ,成 为 多 元 复 变 函数 论 中 的 重要 内 容 . 

局 部 黎 曙 对称 空间 (local Riemannian symmet- 
见 “ 黎 曼 对 称 空间 ” 

中 心 对 称 (central symmetry) 黎 曼 流 形 上 的 
R FE GK SBIR. A r ERS RIE M 的 一 点 . M 
的 一 个 等 距 对 合 变换 ( 即 2 阶 等 距 变 换 )o, 使 xz 为 
ARMAS A. BA r 的 邻 域 过 ,使 得 o. (p) — p.p 
EU SARS pz, MER o, HAF cH POMS, 
并 称 过 为 M ARRP C. M 的 任何 一 点 均 为 M 的 
对 称 中 心 当 且 仅 当 M 为 黎 曼 对 称 空间 . 此 时 ,关于 
z 的 中 心 对 称 就 是 关于 x 的 测 地 对 称 , 从 而 是 惟一 
的 . 中 心 对 称 o, 诱导 出 的 MM 在 x 处 的 切 空 间 DM 
的 线性 变换 do,=—idr m, AA HS ER. 

黎 曼 流 形 的 对 称 中 心 (center of symmetry of 
见 “ 中 心 对 称 ” 

李 变 换 群 (Lie transformation group) 李 和 群 在 
流 形 上 的 作用 所 构成 的 群 . EE EG 可 微 地 作用 在 
微分 流 形 M 上 , 即 有 GXM 到 MM 的 可 微 映射 (g ,Pp) 
> gp fifi ep— p. V pEM,e 为 G 的 单位 元 ， 

(gig dp=eilgep), VPEM, g1.2,€ 6G, 
WER GEM 的 李 变 换 群 . 固定 一 个 g€G, 映 射 p> 
gp 是 M 到 自身 的 微分 同 胚 . 换言之 ,C 的 每 个 元 素 
都 是 M 的 微分 同 胚 , 若 G 中 不 同 元 素 是 M 不 同 的 
微分 同 胚 , 即 等 式 gx 二 x,Y x€ M MY ge 时 成 
立 , 则 称 G 在 MM 上 的 作用 有 效 .一 般 

GI={g€EG |gx—x,V x€ M} 

是 G 的 闭 正规 子 群 . 商 群 G/G, 仍 为 M 的 李 变 换 
群 , 且 在 M 上 的 作用 有 效 . 迈 尔 斯 (Myers,S. B. 2 与 
斯 廷 罗 德 (Steenrod,N.E. ) 证 明 : 黎 曼 流 形 M 的 等 
BP AG HR HE IM) E M 的 李 变 换 群 . 特别 地 , 黎 曼 对 称 
空间 的 等 距 变 换 群 为 其 李 变 换 群 . 如 果 黎 曼 流 形 M 
的 李 变 换 群 G 是 TCM) 的 子 群 , 则 称 M 的 黎 曼 度量 
(或 黎 曼 结构 ) 是 G 不 变 的 . 

迷 向 子 群 (isotropy subgroup) 保持 一 点 不 动 
的 李子 群 . 设 C 是 流 形 M 的 李 变换 群 .zEM,G 中 
保持 x 不 动 的 元 素 集 Ff, 二 {gE€EGlgzr= 二 x} 是 G 的 闭 
子 群 ,从 而 是 G 的 李子 群 , 称 为 xz 的 迷 向 子 群 . 特别 
地 , 商 空 间 G/F. 有 微分 结构 ,并 使 G 为 其 李 变 换 
群 .对 于 geEGzEM, 则 下 = 一 g& Fe, HCE 
G/F,,G/Fs: 上 的 作用 是 等 价 的 . 对 于 g€ F dg 是 


ric space) 


Rimannian manifolds) 


W Z la] TM 的 可 逆 线 性 变换 , 且 d Cgig:) =dg; * 
dg: 于 是 ,g 一 dg X F. BUA TM 为 表示 空间 的 线 
性 表示 , 称 为 ,的 迷 向 线性 表示 . 

迷 向 线性 表示 (isotropic linear representation) 
JL ERST SET. 

轨道 (orbit) ” 李 变 换 群 作用 于 一 点 的 结果 . UE 
G 是 微分 流 形 M 的 李 变 换 群 .zEM, 称 M 的 子 集 
Gr—O.—ígr|g€G)?I x 在 G 作 用 下 的 轨道 .MM 
中 两 点 的 轨道 或 者 重合 或 者 不 相交 ,是 M 为 所 有 轨 
道 的 并 . x 的 轨道 O. 是 M 的 子 流 形 .G 在 O. 上 的 
作用 与 C TE G/F. 上 的 作用 等 价 . 可 将 gF 与 gz 等 
E. LA x RAN G 8I G/F, 上 的 自然 映射 :rC8) 王 SF 
二 gx, 则 是 可 微 的. dx 是 G 的 李 代 数 9 到 了 .AM 的 
线性 同 态 . 

齐 性 空间 (homogeneous space)” 亦 称 齐 性 流 
形 . 具有 可 递 李 变换 群 作用 的 流 形 . 若 微分 流 形 M 
的 李 变 换 群 G 可 递 地 作用 于 M 上 , 即 对 任何 z,yE 
M, 存 在 gE€G, 使 y==gx, 则 称 M 为 齐 性 空间 (或 齐 
性 流 形 ). 对 任何 x€EM, 均 有 0O;= 二 MMM, 从 而 G 在 MM 
上 的 作用 与 G 在 G/F; 上 的 作用 等 价 . zi AE B CE 
M 的 等 距 变 换 群 I(M) 可 递 地 作用 于 M 上 , 则 称 M 
为 齐 性 歼 曼 空间 (或 齐 性 黎 曼 流 形 ). 对 于 gEF dg 
fi TM 的 正 交 变换 . (dg |g FP} RAH PS PRA 
x 的 线性 迷 向 群 . 设 pog 为 黎 曼 对 称 空间 M 的 两 
点 ,7 是 连接 p.q 的 测 地 线段 的 中 点 ,ax 为 天 于 Xx 的 
中 心 对 称 , 于 是 o.p=q. 因此 , 黎 曼 对 称 空间 是 齐 性 
黎 曼 空间 . 

齐 性 流 形 (homogeneous manifolds) 
空间 ”. 

jr E22 $9 FS iB) (homogeneous Rimannian space) 
见 “ 齐 性 空间 ”. 

X ER S mA (homogeneous Rimannian mani- 
folds)  B["JrTEAE & zs fH] ". 

£e EXE I0 HE (linear isotropy group) 
空间 ”. 

对 合 自 同 构 (involutive automorphism) 联系 
李 群 与 黎 曼 对 称 空间 的 纽带 . 李 群 C 的 二 阶 自 同 构 
r.r 诱导 了 G 的 李 代 数 9 的 对 合 自 同 构 dr, Bl dr 为 
9 的 二 阶 自 同 构 . Xp g 是 G 的 非 中 心 二 阶 元 素 , 则 由 
g 确定 的 G 的 内 自 同 构 adg:h>g 'hg 是 G 的 对 合 
自 同 构 . £r o. 是 黎 曼 对 称 空间 M 关于 x 的 中 心 对 
称 , 则 ado, 是 M 的 等 距 变 换 群 IT(M) 及 其 单位 连通 
分 支 的 对 合 目 同 构 , 且 ado,,=adg * ado. * adg '. 

对 合 自 同 构 的 特征 子 群 (characteristic sub- 
group of involutive automorphism) WAZ S xj HK 
空间 时 一 类 重要 子 群 . 李 群 G 的 对 合 目 同 构 c 的 不 
OAR G.—lg€G|rg—aj.G. ÆG 的 财 子 群 ,其 单 
位 连通 分 支 (G.)。 也 是 G 的 闭 子 群 ,G. KG) A 
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李子 群 . 设 o. F, 是 黎 曼 对 称 空间 M 中 关于 点 z 的 
中 心 对 称 及 z BUE [8] T RE. cado, ICM) 5 G= 
IM) Hx BA, MCG.) SFG; H G 的 伴 
随 表示 (Adc,9) 在 ,上 的 限制 AdcF. 是 GL (9) 中 
的 紧 子 群 . 

2 E xt RX (Riemannian symmetric pair) — 
种 特殊 的 对 称 结构 . 设 K 是 连通 李 群 G 的 闭 子 群 . 
AG 的 对 合 自 同 构 zt, 使 得 (G:), 导 KCG, 则 称 
(C ,天 ,rz) 为 一 个 对 称 对 .又 在 AdcK 是 紧 致 的 , 则 称 
(GK ct) RSM EN. E r 是 黎 曼 对 称 空间 M 中 
一 点 ,G 二 TOM)。, 则 (G,F,,ado,) 是 一 个 歼 曼 对 称 
对 ;反之 , 奇 (G, 民 ,7) 是 一 个 黎 曼 对 称 对 , 则 在 G/K 
上 有 和 歼 曼 结构 使 C/ 天 为 黎 曼 对 称 空间 . AL a RAN 
G 到 G/K 的 自然 映射 , 则 关于 xCg) 的 中 心 对 称 
Ong) HA ZS XN 

Ong th)=algr(g 'h)) (hEG) 
确定 . 

对 称 对 (Csymmetric pair) I“ Bax XT”. 

正 交 对 称 李 代数 Corthogonal symmetric Lie al- 
gebra) 实 李 代数 的 一 种 特征 子 代 数 . 实 李 代数 9 
的 对 合 自 同 构 o WARE b= {XCglo(X) =X} 
称 为 o 的 特征 子 代数 .8 是 9 的 子 代数 ,又 称 (8,8,0) 
为 对 称 李 代 数 . FF oad eB 生成 4 的 线性 变换 的 连通 
李 群 是 紧 致 的 , 则 称 (90,8,c) 为 正 交 对 称 李 代 数 . 若 
CC (18— COD WKS BLO JH CBE. E (9800 E 
正 交 对 称 李 代数 , 则 9 的 基 灵 型 在 8 上 的 限制 是 半 
人 负 定 的 ;而 o 的 属 一 1 的 特征 子 空间 五 -:(c) 一 ?一 
{XE91o(X) 二 一 XX) 有 8 不 变 内 积 . AG, KOK 
黎 曼 对 称 对 , 则 o=dr 是 G 的 李 代 数 9 的 对 合 自 同 
构 , 其 特征 子 代 数 8 是 的 李 代 数 . 黎 曼 对 称 空间 
G/K Æ x Ce) Ce WG 的 单位 元 素 ) 处 的 切 空 间 
T«4G/K5 p 同 构 .G/K 的 歼 曼 结构 诱导 的 ? 的 内 
积 是 6 不 变 的 .反之 ,从 正 交 对 称 李 代数 (4,8,o) 用 
指数 映射 可 以 构造 黎 曼 对 称 对 (G,KK,r), 从 而 构造 
黎 曼 对 称 空间 .但 是 ,如 此 得 到 的 黎 曼 对 称 空间 可 能 
差 一 个 覆盖 映射 . 

对 合 自 同 构 的 特征 子 代 数 (characteristic sub- 
algebra of involutive automorphism) 匈 “ 正 交 对 
称 李 代数 ” 

对 称 李 代数 (symmetric Lie algebra? 
对 称 李 代 数 ” 

有 效 正 交 对 称 李 代数 (efficiency orthogonal 
symmetric Lie algebra) W EZX ER ÆRA”. 

正 交 对 称 李 代数 的 型 (type of orthogonal sym- 
metric Lie algebra) 正 交 对 称 李 代 数 的 类 型 . 一 个 
有 效 正 交 对 称 李 代数 (9,%,o) 对 o 的 特征 子 空间 分 
解 为 9 一 # 十 ?.9 的 基 灵 型 多 在 ?上 的 限制 为 ?上 
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的 对 称 双 线性 函数 , 记 为 A, 在 A, 为 零 , 则 此 时 3 
为 6 的 阿 贝 尔 (Abel) 理 想 ,9 不 是 半 单 的 , 称 (9,%8， 
0) 为 欧 几 里 得 (GEuclid) 型 . 知 Z, 为 负 定 , 则 此 时 9 
为 紧 半 单 李 代 数 , 称 (0,8,c) 为 紧 型 . AB, 为 正定 ， 
则 此 时 9 为 非 紧 半 单 李 代 数 , 且 不 含 任何 紧 半 单 理 
想 , 称 (9,8,o0) 为 非 紧 型 

欧 几 里 得 型 对 称 李 代数 (symmetric Lie algebra 
of Euclidean type) MEXXI PERA”. 

紧 型 对 称 李 代数 (symmetric Lie algebra of 
compact type) ” 见 “ 正 交 对 称 李 代数 的 型 ”. 

非 紧 型 对 称 李 代 数 (symmetric Lie algebra of 
noncompact type)” 见 “ 正 交 对 称 李 代数 的 型 ”. 

正 交 对 称 李 代 数 的 分 解 (decomposition of or- 
thogonal symmetric Lie algebra) EXX PÆ 
的 直 和 分 解 . 一 个 有 效 正 交 对 称 李 代数 (9,8,o) 可 惟 
一 地 分 解 为 5 不 变 的 欧 几 里 得 型 KA . 非 紧 型 理想 
9o,9- ,9+ 的 直 和 :9 二 9,9+ 中 9-. 事实 上 9 的 基 灵 
型 多 在 3 二 E_1(o) 上 的 限制 A, 是 对 称 双 线 性 的 ， 
从 而 可 将 ?做 分 解 ?一 ?十 ?- 十 ?+ ,使 得 A, TE Po. 
?-,p+ 上 的 限制 分 别 为 零 . 负 定 .正定 . 若 多 -一 [p-， 
».],8.—[».,». ,& —(X€8|22CX, 8, +5-)= 
0}, 则 


Qo =B F Po» 9 —b cL». , 9+ 一 多 + +74; 
Bo =8 80, B- —b[]9-, B, = 94; 
Po=P N>  P-=PN8->  ?.-—vfl9.. 


截面 曲率 (sectional curvature) 黎 曼 对 称 空 
间 的 截面 曲率 . 设 M 为 黎 曼 对 称 空 间 . 于 是 M= 
C/ 开 ,这 里 (C, 天 ) 为 黎 曼 对 称 对 . 相应 的 正 交 对 称 李 
代数 有 分 解 8 二 和 十?. 可 视 ? 一 ToC/ 天 ,以 Q,R 分 
别 表 示 M 的 黎 曼 结构 与 曲率 张 量 .3 为 ? 的 一 个 二 
维 子 空间 . Xi X, 为 S 的 么 正 基 . 则 M=G/K TE 
n Ce) Rb TR AR TET $ 的 截面 曲率 为 

KS) = Qro Cad[ X, X; ]X X). 
从 这 个 公式 可 导出 黎 曼 对 称 空间 M 的 曲率 张 量 R 
Rye XY) —— [[LX,Y Z] (V X,Y,Z €p). 
这 个 公式 说 明 曲 率 张 量 与 M 的 歼 曼 结构 无 关 . 

紧 型 黎 曼 对 称 空 间 (Riemannian symmetric 
space of compact type) 一 类 黎 曼 对 称 空间 . 对 应 
的 正 交 对 称 李 代数 是 紧 致 的 黎 曼 对 称 空间 . 紧 型 黎 
曼 对 称 空间 一 定 是 紧 致 的 , 且 其 截面 曲率 处 处 非 负 . 
对 应 于 一 个 紧 型 正 交 对 称 李 代数 ,有 惟一 的 单 连 通 
黎 曼 对 称 空间 . 它 是 其 他 与 这 个 正 交 对 称 李 代数 相 
对 应 的 黎 曼 对 称 空间 的 泛 复生 空间 .这样 , 紧 型 黎 曼 
对 称 空间 的 分 类 问题 归结 为 紧 半 单 李 代 数 及 其 对 合 
自 同 构 的 分 类 与 单 连通 紧 半 单 李 群 的 中 心计 算 两 个 
问题 . 这 两 个 问题 最 初 均 由 嘉 当 (Cartan,E. ) 解 决 . 


iE X K R E XT HK S IB (Riemannian symmetric 
space of noncompact type) —2 & xd Ek zs |B]. 对 
应 于 非 紧 型 正 交 对 称 李 代 数 的 黎 曼 对 称 空间 . 非 紧 
型 黎 曼 对 称 空间 一 定 是 非 紧 的 , 且 其 截面 曲率 处 处 
非 正 . 非 紧 型 黎 曼 对 称 空间 一 定 是 单 连通 的 . 从 而 对 
应 于 一 个 非 紧 型 正 交 对 称 李 代数 只 有 惟一 的 黎 曼 对 
称 空间 . 非 紧 型 正 交 对 称 李 代 数 (9,8,o) 中 之 o 恰 为 
9 的 嘉 当 对 合 ,9= 二 8 十 ? 为 嘉 当 分 解 . 因此 , 非 紧 型 黎 
曼 对 称 空间 的 分 类 实际 上 就 是 非 紧 实 半 单 李 代数 的 
SPS , XX t, dé: es 24 (Cartan, E. ) 的 重要 成 果 之 一 .后 
来 又 有 许多 数学 家 整理 简化 发 展 这 个 工作 ,得 到 极 
简单 优美 的 表达 方式 (如 Satake 图 , 严 志 达 图 等 ). 

环 面 (torus) 一 类 特殊 的 对 称 空间 . 奉 G 是 一 
个 连通 李 群 , 则 GxG 也 是 连通 李 群 ,并 有 对 合 自 同 
构 0:0(gi, go) — (gos V Ogg) € GXG.o 的 特 
ET RE AG— (G0) €GxGlgeGi5 G 同 构 , 称 为 
对 角子 群 . 作为 微分 流 形 ,GXG/AG 5 G ÆA 
的 . 特别 地 ,G 为 连通 紧 李 群 时 ,GXG/AG ERS MT 
称 空间 .G 为 连通 紧 交 换 李 群 时 ,GXG/AG( 同 胚 于 
C) 为 环 面 , 是 黎 曼 对 称 空间 ,其 对 应 的 正 交 对 称 李 
代数 是 欧 几 里 得 型 的 . 

欧 氏 型 黎 曼 对 称 空间 (CRiemannian symmetric 
space of Euclidean type) 一 类 黎 曼 对 称 空间 . 对 应 
于 欧 几 里 得 型 正 交 对 称 李 代数 的 黎 曙 对称 空 间 . 例 
如 ,在 维 欧 几 里 得 空间 E" 中 取 定 乏 正 标 架 后 ,其 
元 素 可 表示 为 一 个 n 十 1 个 数 的 列 向 量 

加 | 
] 
E" 的 等 距 变 换 群 , 即 欧 几 里 得 运动 群 可 表示 为 
A : A E ony}, 
0 1 
O(n) A n EEX. E" RTEA 
" 
m 


的 中 心 对 称 
" e n 
re M d 
I J n 阶 单位 矩阵 .O 的 迷 癌 子 群 
so) |a € ow), 
0 1 
E" 对 应 的 正 交 对 称 李 代数 的 分 解 9 二 8 十 P 中 


y= le nol 


noe | 


0.0 


r= [o 


p 是 9 的 交换 理想 . 因此 ,E” 为 欧 几 里 得 型 黎 曼 对 称 
空间 . 其 实 , 欧 几 里 得 型 歼 曼 对 称 空间 一 定 是 一 个 欧 
儿 里 得 空间 与 一 个 环 面 的 乘积 . 


YE Ae), 


ose X] PR S od8) 


L E (3x Bg S stg (complex structure of real 
Lie algebra) ” 实 李 代数 上 的 一 种 特殊 线性 变换 . SC 
李 代 数 的 线性 变换 7 了, 若 满足 : 

开导 | | 二 人 
W PRA a B9 ES Tg. E 9 存在 复 结构 J, EX Cat 
/ —15) X —- aX --BJ(OXD,N a,b€CR.X € a, Jill] o RK 
为 一 个 复 李 代数 .反之 , 复 李 代数 9 可 视 为 实 李 代 
数 , 记 为 On. On 的 线性 变换 J CX) = VY 一 1X, V X 
Cor 为 oe 的 一 个 复 结构 . 此 时 ,on 按 了 定义 的 复 李 
代数 恰 为 9. 特别 地 , 知 Oo 为 复 半 单 李 代数 9 的 紧 致 
实 形式 , 则 

Qa — 003-7 go — 0, + V —18, 
为 实 李 代数 On B 38 24 2 f. 

XJS dual) 正 交 对 称 李 代 数 之 间 的 一 种 特殊 
对 应 . (6,8,0) 与 (6 ,8* ,o ) 均 为 正 交 对 称 李 代数 . 
设 p=E (0), p* =E (0). #6 9782) 9* #2] 
RY BRET 2, 使 得 po=—o"* p;yado(X)=padXg', Y XE 
b; adg@(Y)=@dY * op ', VY € v, Wl f Ca, 5,00 5j 
(9,8 0 ) 对 偶 . 对 偶 关 系 是 对 称 的 , 且 在 同 构 意 
义 下 是 惟一 的 . 车 (48,8,0) 对 o 的 分 解 为 9 二 8 十 了 , 则 
9 的 复 化 a^ =e + vo 的 子 集 9 = 十 V —1» 是 一 个 
实 李 代数 . 由 公式 

AX+Y)=X+ /—1Y 
(X€5,Y€») 
定义 的 2? 是 6 到 9 的 线性 同 构 . 由 
o* (X+ V 一 1Y) 一 X 一 V 一 1Y 

E MS F* BD G B [n] $4] a”. (8.8.0) 55 Ca* 8.07) 
对 偶 . 若 (9,$,c) 为 紧 型 . 非 紧 型 或 欧 几 里 得 型 , 则 
(9' ,B* D ) 为 非 紧 型 、 紧 型 或 欧 几 里 得 型 .6 为 紧 单 
李 代 数 当 且 仅 当 9 Jg dE LESE TECH TCR ETÀ. 9° 
为 非 紧 单 李 代数 并 有 复 结构 当 且 仅 当 0 一 0 中 0: 09, 
—0;,0,,0; 为 紧 单 李 代 数 . 

AR 25 28 8 Xj FR S E (irreducible Riemannian 
symmetric space) ”最 基本 的 歼 曼 对 称 空间 . BRS 
对 称 空间 M 对 应 的 正 交 对 称 李 代数 (9,%,r) 是 半 单 
的 , 即 9 为 实 半 单 李 代 数 , 则 称 M 为 半 单 型 的 . 行将 
9 的 伴随 模 y 限制 于 8 上 , 则 9 为 6 模 (ad,%6,9),P 是 
8 模 9 的 子 模 .大 ?是 不 可 约 的 , 则 称 (9,8,r) 为 不 可 
约 正 交 对 称 李 代 数 ,M 为 不 可 约 黎 曼 对 称 空间 . 不 
可 约 正 交 对 称 李 代数 (9,,z) 的 对 偶 (0 ,8 oc O48, 
是 不 可 约 的 .不 可 约 正 交 对 称 李 代 数 (6,8,r) 有 以 下 
四 种 情形 : 

1. 9 为 紧 单 李 代 数 ,r 为 其 对 合 自 同 构 ,此 时 ,对 
应 的 黎 曼 对 称 空间 称 为 第 一 类 紧 型 不 可 约 黎 曼 对 称 
空间 . 

2. 上 述 情形 的 对 偶 , 此 时 9 为 非 紧 单 李 代数 ,无 
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复 结构 ,rt 为 其 嘉 当 对 合 . 

3.9—9,000,.0:,0; 是 同 构 的 9 的 紧 单 理 想 , 且 
c0; —0,.0 的 分 解 为 6 二 8 十 P, 其 中 8 二 (X 十 区 (X)|X 
Eg p={X—r(X)|XEG,} ,对 应 的 黎 曼 对 称 空间 
可 用 下 述 办 法 来 实现 : 设 G 是 以 9 为 李 代数 的 连 
通 李 和 群 ,在 直 积 G=G,XG 中 有 对 合 自 同 构 ole, 
g2) 二 (gz,81), 于 是 ,AG 二 {(g,g)|g€EGi1) 为 o 的 不 
动 点 集 , 且 AG 守 TG1, 所 以 G/AG 是 黎 曼 对 称 空间 ,而 
HEI e:oC(mig AG— gig; 是 G/AG 9) G 上 的 
微分 同 胚 ,因此 G 是 黎 曼 对 称 空间 . G/AG 称 为 第 
二 类 紧 型 不 可 约 黎 曼 对 称 空间 . 

4. 上 述 情 形 的 对 偶 , 这 时 9 为 非 紧 单 李 代数 ,并 
有 复 结构 ， 

不 可 约 黎 曼 对 称 空 
r(e) 处 可 表示 为 

Qi CX,Y) = ktrad XadY (X,Y € 9p), 
G/K 为 紧 型 时 ,k 二 0;G/K AAR EE HIS] 870. 

XE má muU X25 xj £k wg (Rimannian symmetric 
见 “ 不 可 约 黎 曼 对 称 空 


space of semisimple type?) 
lg] ". 

不 可 约 正 交 对 称 李 代数 (Girreducible orthogonal 
symmetric Lie algebra)” 见 “不 可 约 歼 曼 对 称 空 
la)”. | 

第 二 类 紧 型 不 可 约 黎 曼 对 称 空间 Grreducible 
Rimannian symmetric space of the second kind 
compact type) 见 “ 不 可 约 黎 曼 对 称 空间 ” 

对 称 空间 的 全 测 地 子 流 形 (totally geodesic 
submanifold of symmetric spaces) ”对 称 空 间 的 一 
类 特殊 子 流 形 . 设 1M) 为 黎 曙 对称 空间 M 的 等 距 
变换 群 ,T(M), dE x € M 的 迷 向 子 群 ,从 而 M= 
I(M)/TCM),, 对 应 的 正 交 对 称 李 代数 有 分 解 6 二 % 
+p. BrLA x Ab M 的 切 空 间 T.M-—». M 的 子 流 形 S 
在 x 处 的 切 空 间 T,S=$ 是 7 的 子 空间 .S 为 M 的 
全 测 地 子 流 形 当 且 仪 当 $ 是 9 的 李 三 重 系 , 即 

[[$,9], $| C 6$. 
这 时 S-—exp$,S 也 是 一 个 黎 曼 对 称 空 
M 的 截面 曲率 是 一 致 的 , 即 

K(X;Y) =Ku( XY) (Y X,Y € 5). 

M 的 全 测 地 子 流 形 S 的 曲率 张 量 为 零 , 即 L5,5] 
一 0, 则 称 $ 为 平坦 的 全 测 地 子 流 形 . 

fk (rank) 黎 曼 对 称 空间 的 重要 不 变量 . m 
对 称 空间 M 的 极 大 平坦 全 测 地 子 流 形 的 维 数 , 记 为 
rankM zk, r CMD. M 对 应 的 正 交 对 称 李 代 数 分 解 为 0 
=8 4p, M 的 极 大 平坦 全 测 地 子 流 形 所 对 应 的 切 空 
间 a 是 ?的 极 大 阿 贝 尔 子 空间 , 即 La,aj=0. 又 , 若 
aCoaicCh, 则 layaj 和 0. 极 大 平坦 全 测 地 子 流 形 是 
闭 子 流 形 , 且 在 M 的 等 距 变 换 群 I,CMO FASB: 

570 


3 间 , 而 且 S 与 


Xv 4,4' 均 为 M 的 极 大 平坦 全 测 地 子 流 形 ,x€ 4， 
2 E44 , 则 有 gEIo《M) 使 得 g(x)= 二 zx s gA) =A. 
紧 李 群 作为 黎 曼 对 称 空间 ,其 极 大 平坦 全 测 地 子 流 
形 都 与 其 嘉 当 子 群 ( 极 大 环 面子 群 ) 微 分 同 胚 . 用 这 
种 观点 也 可 得 到 紧 李 群 、 紧 李 代 数 进 而 复 约 化 李 代 
KSPR ASTRA NEES SZ BRE 
质 . 

两 点 齐 性 空间 (two-point homogeneous space? 
一 类 简单 的 齐 性 空间 . 若 对 于 黎 曼 流 形 M 中 任何 两 
个 距离 相等 的 点 对 p,q 与 p.a ( 即 d(q,p) 二 d(p'， 
TD ,存在 等 距 变 换 g 使 得 gp— p'.gq—q' WRK MM 
为 两 点 齐 性 空间 . 欧 几 里 得 空间 、 球 面 都 是 两 点 齐 性 

空间 . 其 实 ,两 点 齐 性 空间 或 为 欧 几 里 得 空间 或 为 秩 

为 1 的 黎 曼 对 称 空间 , 即 

R”, SOG--1»)/SOGD, SOXG--10/0OGD, 

SO, (1,1)/SOCGD XSOCD, 

SU(p,g)/S (UXU,), 

SUCI-PaXAS UXU 

SpCp, D /SpOD XSp(p), 


Sp(p+q) E, 
Sp(p) XSp(1)’ Spin(8)' 
3e = XT RR S BI AY 4 EE FB (decomposition the- 


orems of Riemannian symmetric spaces) 刻画 黎 
& XT ER B] AY BE AS sg SE. S NAE: BA E 
对 称 空间 M 可 惟一 地 分 解 为 一 个 欧 几 里 得 空间 
Mo, 一 个 紧 型 单 连通 黎 曼 对 称 空 间 Mo TER 
型 黎 曼 对 称 空间 Mi 的 积 , 即 MMo。XM_ XM,;.M 
对 应 的 有 效 正 交 对 称 李 代数 (9,8,c) 有 相应 的 分 解 
(0,8,0)= (00,80,00)D0_ ,8 ,0 JOG, B. ,0+ )， 
右边 三 项 分 别 为 Mo, M- 与 M1 对 应 的 有 效 正 交 对 
称 李 代数 . MX M1 是 半 单 型 的 单 连通 歼 曼 对 称 空 
间 . 第 二 个 分 解 定 理 : 单 连通 半 单 型 黎 曼 对 称 空 
惟一 地 分 解 为 单 连 通 不 可 约 黎 曼 对 称 空 间 之 积 ， 
M—MiXM;X:* XM, x! M, a 
通 不 可 约 黎 曼 对 称 空间 . M 对 应 的 有 效 正 交 对 称 李 
代数 (9,8,o) 有 相应 的 分 解 
(8:80) GG, 802. 
AF o H o Eg 上 的 限制 . (9;,8;,o,) 是 不 可 约 正 交 
gone , 且 有 分 解 0; — 8; +0, 
= {X € gi|o(X) =— X}, 8 = [Pp]. 

p; M » Obf Y Be AN Fy Cad, B P) HY AS BT 29 FAR. 

ARTI 243 32 5 xj BRS i8] AY 4y 35 (classification of 
irreducible Riemannian symmetric spaces) Xf A^ 
可 约 黎 曼 对 称 空间 的 详细 全 面 分 类 . 第 一 类 紧 型 不 
可 约 黎 曼 对 称 空 间 即 紧 单 李 群 C 对 一 个 对 合 目 同 
Kj c 的 特征 子 群 及 其 单位 连通 分 支 间 的 一 个 中 间 群 
的 陪 集 空间 . 其 对 偶 则 为 非 紧 实 单 李 群 对 其 极 大 紧 


子 群 的 陪 集 空 间 . 它们 的 分 类 表 如 下 : 


非 紧 型 紧 型 fk aE By 
Al SL (n.R) SU (n) = (n—1) (n+ 2) 
SO(n) SO(n) j 2 


SU * (2n) SU (2n) E B 
m Sp(n) Sp(n) EN D (2n 十 1) 
ds SQ(QU,XU,) SQ ,xU,) min( p,q) 2bq 


SO. | SOHO |. | 
5D | SOG) x SOQD | SOP XSOG |" P? pq 


SO (2n) 


Un) 

BIS nens 
i Sp(p+q) n9 
Sp(p) x Sp(g) 
(eoc 78) SP (42) 42 


(esc 7p» 


(esc 78)， 


SOCIO) -R) 


Cesc 26) 4142 (@gc.-78) oO 42 


(eac SU C8) ) 


6 
4 40 
2 32 
, (erc 5) ,90(12) C0 7¢— 133) 9 
EM : 
+6u(2)) 90(12)+9u(2)) 


8 128 
4 
十 Su (2)) 


十 su (2)) $u (22 - $u (22) 
注 : 在 上 述 表 中 有 几 个 是 等 价 的 ,罗列 如 下 : 
1. AI (22) AW (p=q=1)=BD1 (p=2,g=1) 
=C I (n=1). 
对 应 群 的 同 构 : 
SU(2) = SO(3) = Spd), 
SL(2,R) = SU(C1,1) = $O(2,1) = Sp(R). 
BDV G=3.¢=D=C I Gi=2). 
对 应 群 的 同 构 : 
SOC) SP(2), S0O(3,2) = SPOR). 
3. BD I (p=4,g=1)=C I (p—q—1). 
对 应 群 的 同 构 : 
SOGI = Sp(2), SO(4) = sp) X SpCD, 
SU D= Sp C151): 
4. A I (n=4)=BD I (p=q=3). 
对 应 群 的 同 构 ; 
SO(4) = SOC6), SOC4) = SO(3) X SOC), 


(670—133) $U (8) ) 


CC gays (Cgc 24 
$0(16)) $0(16)) 
(@g¢— 248) ， 


€; d4-suC22) 


(ege 20 S87 
+su(2)) 
(aco ,SP (3) 


22 & x] AR SS Bj 


SL(4,R) 50G;3). 
5. A 1 (n=2)=BD I (p=5,g=1). 
对 应 群 的 同 构 : 
SU(4) = SO(6), Sp(2) = SOG), 
SU SO Gal). 
6.AT (p=q=2)=BD 1 (p=4,q=2). 
对 应 群 的 同 构 : 
SU(4) = SO(6), SU(2,2) = SO(4,2). 
7. AW (p=3,qg=1)=DI (n—3). 
对 应 群 的 同 构 ; 
SU(4) = SO(6), SU(3,1) = SO’ (6). 
8. BD I (p=6,q=2)=DI (1-4). 
对 应 群 的 同 构 : 
SU(4) = SO(6), SO* (8) = SO(6,2). 
9. BD TI (58:951) ea, Gre 1. 
对 应 群 的 同 构 : 

SO (4)=SU(2) XSU(2), SOC3,1)SL C2,0). 
10. BD I (p=q=2)=4A I (n=2)XAI (n—2). 
对 应 群 的 同 构 ; 

SO(4) = SU(2) x SU(2), 
SO(2,2) = SL(2,R) x SL(2,R). 
11. DU (n=2)=4A I (n=2). 
对 应 群 的 同 构 ; 
SO(4) = SU(2) X SU(2), 
SO* (4) = SU(2) x SL(2,R). 


第 二 类 紧 型 不 可 约 黎 曼 对 称 空间 是 紧 单 李 群 
U, 也 就 是 单 连通 紧 单 李 群 0 与 中 心 Z(0) 的 子 群 
的 商 群 ,其 对 偶 则 为 非 紧 不 可 约 黎 曼 对 称 空间 为 对 
应 的 复 单 李 群 C 与 其 极 大 紧 子 群 U 的 商 空 间 G/U. 
它们 的 分 类 表 如 下 : 


Z (n= A RL) 


Z2+Ze f (2n— 1) 


注 :在 完整 的 a,,b, 与 6 系列 中 ,有 以 下 相同 的 情形 :0， 


《1 > b,—c, ,0,—5,, dD =A, Xd. 


| 
= 
| 
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jr tE S ift FZ (homogeneous complex manifold ) 
复 的 齐 性 流 形 . UHM RRB AE M 的 全 纯 变 换 
群 . 若 有 实 李 群 CCH (M) n[ E SEHE OM E LU] 
称 M 为 齐 性 复 流 形 , 并 称 M B BRR ES J E 
G 不 变 的 , 即 有 

dhe J,—J,,dh (V A€G, p€ MD. 

M 为 齐 性 复 流 形 的 充分 必要 条 件 是 M 可 表示 为 复 
旁 集 空间 G/H. 这 里 G 是 实 李 群 , 妃 为 其 闭 子 群 ; 
在 C/ 妃 上 存在 复 结构 ,使 G 在 G/ 玉 上 的 作用 是 全 
纯 的 .C” 的 有 界 连通 开 集 D( 称 为 有 界 域 ) 是 齐 性 复 
MJE , 称 为 齐 性 有 界 域 . 

复 齐 性 空间 (complex homogeneous space) 
即 “ 齐 性 复 流 形 ”. 

齐 性 有 界 域 (homogeneous bounded domain) 
见 “ 齐 性 复 流 形 ”. 

埃 尔 米 特 对 称 空间 (Hermitian symmetric 
space) 一 种 复 的 对 称 空间 . BEER c SUN VA x ON DR 
立 不 动 点 的 对 合 全 纯 等 距 变 换 o. 的 埃 尔 米 特 流 形 . 


埃 尔 米 特 对 称 空间 M 一 定 是 黎 曼 对 称 空间 . o. 就 是 


x AUD XTERM 的 全 纯 变 换 群 HOMO 5 SERRE 1 
8ÉIOMD ZA 
ACMD — HOD NIM) 
及 其 单位 连通 分 支 G=4o(CM) 是 M 的 可 递 李 变 换 
群 . 从 而 M 是 复 齐 性 空间 . 若 开 为 工 在 G 中 的 迷 向 
TREM M 对 应 的 黎 曼 对 称 对 (G, 开 ) 的 对 合 自 同 构 
o 为 
o(g)=0,g0,, V gC€G. 
设 M=G/K 为 一 黎 曼 对 称 空 间 ,Q 为 M 的 黎 曼 结 
构 ,M 对 应 的 有 效 正 交 对 称 李 代数 之 分 解 为 
g=b+p. 

可 将 ?与 了 -AM 等 同 (e 为 G 的 单位 元 素 ). 若 存在 
p 的 线性 变换 4 满足 : 

1. A*=—id,; 

2.V X,YED, 

Qo (AX, AY) =Qrey (X,Y); 

3. 4 与 线性 迷 向 群 玉 * 中 每 个 元 素 可 换 ; 
则 M 中 有 惟一 的 G 不 变 殖 复 结构 J 使 得 Jn HA. 
Q 为 埃 尔 米 特 结构 . M 作为 对 应 的 复 流 形 是 埃 尔 米 
特 对 称 空间 . 任何 埃 尔 米 特 对 称 空间 也 可 以 此 办 法 
得 到 . 一 个 埃 尔 米 特 对 称 空间 称 为 紧 型 . 非 紧 型 半 
单 型 或 不 可 约 的 ,车 它 作 为 黎 曼 对 称 空间 是 紧 型 、 非 
紧 型 . 半 单 型 或 不 可 约 的 . 埃 尔 米 特 对 称 空 间 M 的 
等 距 变 换 群 TCM) 的 单位 连通 分 支 ToCM) 是 半 单 的 
当 且 仅 当 AoCM) 半 单 , 且 此 时 

A) CM)=1,(M). 
半 单 型 埃 尔 米 特 对 称 空间 一 定 是 单 连 通 的 . 紧 ( 非 
紧 ) 型 不 可 约 埃 尔 米 特 对 称 空间 恰 可 表示 为 一 个 有 
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平 几 中 心 的 连通 紧 ( 非 紧 ) 单 李 群 U 与 它 一 个 有 一 
维 中 心 的 极 大 连通 真子 群 天 的 商 空间 U/K. 不 可 
约 黎 曼 对 称 空 间 M 为 不 可 约 埃 尔 米 特 对 称 空间 当 
且 仅 当 M 对 应 的 有 效 正 交 对 称 李 代 数 (g9,8,c) 满 足 
dim C(B)=1, 

式 中 CORR 86 的 中 心 . 埃 尔 米 特 对 称 空间 的 埃 尔 
米 特 结 构 是 克勤 结构 . 

紧 型 埃 米 尔 特 对 称 空间 (Hermitian symmetric 
space of compact type)” 见 “ 埃 米 尔 特 对 称 空间 ”. 

非 紧 型 埃 米 尔 特 对 称 空间 (Hermition symmet- 
ric space of noncompact type)” 见 “ 埃 米 尔 特 对 称 
空间 ”. 

半 单 型 埃 米 尔 特 对 称 空间 (Hermition symmet- 
ric space of semisimple type) 见 “ 埃 米尔 特 对 称 空 
间 ”. 

不 可 约 埃 米尔 特 对 称 空 间 Cirreducible Hermi- 
tion symmetric space) 见 “ 埃 米尔 特 对 称 空间 ” 

埃 尔 米 特 对 称 空 间 的 分 解 定理 (decomposition 
theorems of Hermitian symmetric spaces) 刻画 埃 
尔 米 特 对 称 空间 的 基本 定理 . 第 一 个 分 解 定理 : 单 连 
通 埃 尔 米 特 对 称 空间 可 惟一 地 分 解 为 一 个 n 维 复 空 
[a] C”. 一 个 紧 型 埃 尔 米 特 对称 空 间 M 与 一 个 非 紧 
型 埃 尔 米 特 对 称 空间 M+ 之 积 , 其 对 应 的 有 效 正 交 
对 称 李 代 数 有 相应 的 分 解 . 第 二 个 分 解 定 理 : 半 单 型 
埃 尔 米 特 对 称 空间 M 可 惟一 地 分 解 为 不 可 约 埃 尔 
米 特 对 称 空间 之 积 , 即 

M=M,XM,X::XM,, 

AF M; 是 不 可 约 埃 尔 米 特 对 称 空间 . M 对 应 的 有 
效 正 交 对 称 李 代数 有 相应 的 分 解 . 

不 可 约 埃 尔 米 特 对 称 空间 的 分 类 (classification 
of irreducible Hermitian symmetric spaces) 对 不 
可 约 埃 尔 米 特 对 称 空 间 的 完全 分 类 . 不 可 约 埃 尔 米 
特 对 称 空间 为 第 一 类 紧 型 不 可 约 黎 曼 对 称 空间 及 其 
对 偶 分 类 表 中 以 下 几 类 :4 开 ,DE,BDI(= 一 2)， 
CI,EH 与 EVi. 其 中 有 几 个 是 相同 的 : 

All(p=q=1=CI@™=)), 

BD I (p = 3,4 =2)=CI (= 2), 

All(p=—=q=2) = BDI (p= 4,9 = 2), 

All(p = 3,1 =1)= DIUI (n = 3), 

BD I (p = 6,4 = 2) = DI (n = 4). 

格拉 斯 曼 流 形 (Grassmann manifold) 一 类 重 
要 的 流 形 . A RR p 维 子 空间 为 元 素 所 构成 的 流 
形 . p 维 子 空间 可 用 其 标准 正 交 基 ( 么 正 标 架 ) 来 表 
ZR ,不 同 的 标准 正 交 基 之 间 由 正 交 变换 相 联 系 . 格拉 
斯 曼 流 形 是 黎 曼 对 称 空间 ,可 用 黎 曼 对 称 对 来 实现 . 
it SO(p 十 q) 是 p 十 g 阶 实 特殊 正 交 群 . 

J = diag (=La: 

WJfoCA)—J,,AJ4.V AESOP EXKI o H 


SO@+OD NMA ARAM. RAWAM SE K.— 
{diag(Ai, A.) | A, C OC), A; € Og), det A, * 
det A;— 1) 22S OC) X OCDO. K. 的 单位 连通 分 支 
(K,)o= (diagCA; A)| A, € SOC), A; C SO(qDJ. 
如 此 可 以 得 到 两 个 黎 曙 对称 空间 :SOC(p 十 q)/K,( 此 
为 格拉 斯 曼 流 形 G,.,(R)),SO(p+q)/(Ka)o HEA 
定向 格拉 斯 曼 流 形 G,.,(R)). 以 x 表示 SO(p+q) 
到 SO(p 十 q)/Ks( 或 SO(p 十 g9)/(K,)o) 的 自然 映 
射 , 则 e(A)=7(B) KHA CEO) SOC?) 
使 得 
(col; A,col; A,» ,col, A) 
= (col B,col;B,-*:,col, B)C, 
RP col,A.col,B 表示 A.B WS i,j 9. Ga (ROWE 
射影 空间 PCR), WEAN zx CA) = rB) B A34 col, A 
= -Fcol; B. Gi, (R) ARES". WI 0 CA) — a CB) 34 
且 仅 当 coli A—col B. Zi 
x = n(A) = (col; A,col;A,-*-,col,A), 
y = z(B) = (col B,col; B,**: ,col, B) 
为 Gra CR) (或 G6.,(R)) 中 两 个 元 素 , 则 关于 之 的 中 
心 对 称 m 由 下 式 给 出 : 
Doy c (Aqu = Ty 
Gra CR) 5j Gra CR) Xt EAA [e] HS A TE 30 Ht BRE IG 
数 , 其 分 解 9 二 8 十 P 中 
b = (diagCr,,2;)|x, € $0(p),x, € $0(q)} 
= $0( p) CD $0(q). 


0 一 Xan 
= IRE m. 
à IM 0 n 
P AY RF Trao Gp RRM Tana (R). E 
x=] 0 Ns -| 0 1 
Xa 0 Y. 0 
式 中 
Til Tip Yu Yip 
X= 9 PEL , Ya e u fa i 
Ki Tm Lop Yai E Jap 


M) G, R) CK G,,, COO Sg Q 满足 
Onl AY) = 6 D xus = BtrX Y, , 
AF 6b 是 正常 数 . 曲率 张 量 R 满足 
(Ro GAs IZ Ja = (XY z v YaXa)Za 
E Za (XaY z m Y^ X5) , 


式 中 
2 | 0 — ii | 
Zo 0 
RAAI YZ 
7 Q = CR Xs YZ) >) 
a | Ran KYA 0 


E X.Y Ap 的 两 个 单位 正 交 向 量 ,S HX, YER 
的 截面 , 则 沿 S 的 截面 曲率 为 
K(S) =8tr(X aX aY 1) 
二 
REEL. p—1.gq—n t, A K(S)=1/k. Bl S" 与 
P,《R) 为 正常 曲率 空间 . 

复 格 拉 斯 曼 流 形 (complex Grassmann mani- 
fold) 一 类 利 见 的 埃 尔 米 特 对 称 空间 . LAC? p 
维 复 子 空间 为 元 素 所 构成 的 流 形 G,, (C) , 它 可 以 表 
示 商 空间 SU(p 十 q)/S(U(p)XU(g)). 这 是 埃 尔 米 
特 对 称 空间 . SE SU(p 十 q) 的 对 合 自 同 构 o:o(4)= 
J pg ÀJ V AESU(p 十 9) 的 不 动 点 K,= 二 SCU(p)X 
U(g))= {diag (Ai, Az) | A, CU C22, A,EU(g), 
det A,det A; = 15. LA x XE zR SUCp--qD FB A ZB fH] 
SU(p+q)/SCU Co) X SU (q)) If A ZR BR WU CA) 
二 x《B) 当 和 且 仅 当 有 CEU(p) 使 得 

(coli A ,col;A, ***,col, A) 
= (col, B,col;B,-:-.,col, B)C. 
E r=nlA),y=r(B) H G,,Q0RBIZGX MEF x 
的 中 心 对 称 S. 由 下 式 决 定 : 
$.y = (2xx! 一 7 了)y。 
Gp(C) 对 应 的 有 效 正 交 对 称 李 代数 之 分 解 9 — b+ 
中 
b = {diag(X,,X,)|X, € Su(p),X, € àu(g)), 


"ia a 
p Xe © 


Gra (CON BBW Q Æ T«5G,,000 = p Ab Oy 
Qo (X,Y) —BRetr X, Yu, XP b IER ENT, 
0 ju 


H 
0 —Y, 
Xa. d | 0 | 
Xa: Ya EC. Hae RE p 处 为 


(R(X YZ) 2) = CX n Y X20Z5 
s Zu us ~~ Y% Xo) , 


Xn € g 


a 


式 中 
ROGYOZ — | : B "e 
(R(X,Y)Z)n 0 
7 = | [s = P 
Z, 0 


若 $ 为 单位 正 交 向 量 X,Y 生成 的 截面 , 则 沿 $S 的 
截面 曲率 
KS) SRRe(trCA X AY AY) 
+ tr(X,,X5,YuYo) — 2tr(Y,4X25)?). 
Gp CON GRO E ASTU J 在 p 上 的 值 为 
JinX == | : i Ves i 
Y — 1Xn 0 
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M p=1,q=n Af, BG, OAR MHS IA. 
SF xj $RIS (bounded symmetric domain) 一 
类 特殊 的 复 有 界 域 .车 有 界 域 DD PRA x ED 的 
一 个 对 合 全 纯 微 分 同 胚 的 孤立 不 动 点 , 则 称 D 为 有 
界 对 称 域 . 有 界 对 称 域 对 其 上 的 伯 格 曼 度 量 是 非 紧 
型 的 埃 尔 米 特 对 称 空间 .反之 ,一 个 非 紧 型 埃 尔 米 特 
对 称 空间 一 定 全 纯 微 分 同 胚 于 一 个 有 界 对 称 域 . 以 
有 界 对 称 域 表 示 非 紧 型 埃 尔 米 特 对 称 空间 , 称 为 后 
者 的 哈 瑞 斯 - 祥 德 拉 实 现 . 
哈 瑞 斯 - 祥 德 拉 实 现 (Harish-Chandra realiza- 
tion)” 见 “有 界 对 称 域 ”. 
RE 稿 ibe Rae 
审 阅 iis URGE 梅 向 明 


复 几 何 与 辛 几何 


复 几 何 (complex geometry) 复 流 形 上 的 几何 
学 . 复 流 形 是 具有 复 结 构 的 微分 流 形 , 即 局 部 地 它 能 
与 2 维 复数 空间 C" 的 一 个 开 邻 域 解析 同 胚 .因此 ， 
一 个 n 维 复 流 形 自然 也 是 2n EKME. 复 流 形 是 解 
析 流 形 . 1 维 复 流 形 ( 黎 曼 面 ) 的 研究 有 着 悠久 的 历 
史 ,而 高 维 复 流 形 的 研究 直到 20 世纪 40 年 代 才 开 
"B. 任何 复 流 形 上 总 存在 埃 尔 米 特 度量 , 它 是 一 种 复 
形式 的 黎 曼 度量 . 具有 埃 尔 米 特 度量 的 复 流 形 称 为 


埃 尔 米 特 流 形 . 在 埃 尔 米 特 流 形 上 可 构造 一 个 2 次 


外 微分 形式 , 称 为 克勤 形式 , 它 的 系数 由 埃 尔 米 特 度 
量 的 系数 确定 . 者 一 个 埃 尔 米 特 流 形 的 克 勒 形式 是 
财 形 式 , 则 称 之 为 克 勒 流 形 , 它 是 复 儿 何 的 主要 研究 
Xt Ae. 在 克 勒 流 形 上 ,除了 像 黎 曼 流 形 那样 可 定义 截 
面 曲率 、 里 奇 曲率 和 数量 曲率 外 ,还 可 定义 全 纯 截 面 
曲率 和 双 截 面 曲 率 , 因 而 具有 更 多 的 几何 信息 . 

复 几 何 中 一 个 著名 的 问题 是 卡拉 比 猜想 ;在 任 
何 紧 致 复 流 形 上 存在 着 克勤 - 爱 因 斯 坦 度量 ( 即 里 奇 
曲率 为 常数 的 克 勒 度量 ). 对 于 具有 非 正 第 一 陈 氏 类 
的 紧 致 复 流 形 ,这 个 猜想 在 1976 年 被 丘成桐 解决 
了 :对 于 具有 正 第 一 陈 氏 类 的 紧 致 复 流 形 , 当 维 数 为 
2 时 这 个 猜想 在 1989 年 被 田 刚 完全 解决 .但 当 维 数 
较 高 时 ,这 个 猜想 至 今 仍 未 解决 . 复 几 何 中 还 有 不 少 
尚 待 研 究 的 课题 , 它 将 继续 向 前 发 展 ,并 将 取得 更 多 
的 新 成 果 . 

Æ JL fJ (symplectic geometry) Æ Pie EJ JL 
何 学 . 设 M 是 微分 流 形 AEM EFEMERE 
的 财 的 2 次 外 微分 形式 ww, 则 w 称 为 M 上 一 个 辛 结 
TJ. 具有 六 结构 的 微分 流 形 称 为 辛 流 形 . ERI E 
是 偶数 维 的 ， 例如 ,大 Lis Los °?” Luns Yis Vos??? s Yn 是 
2n 维 实 数 空 间 R“ 的 目 然 坐 标 , 则 下 列 2 次 外 微分 

574 


形式 
ge v dz Ay 
i=] 


便 是 流 形 R” E—- 36 T9. AT CR” o) BON Bit 
JE. 两 个 同 维 数 的 辛 流 形 是 局 部 同 构 的 . 因此 , 辛 流 
形 的 局 部 儿 何 是 平凡 的 . 辛 儿 何 主要 人 研究 六 流 形 的 
整体 儿 何 性 质 , 尤 其 是 储 拓 扑 . 芋 结构 的 概念 起 源 于 
分 析 力 学 ,近年 来 关于 辛 流 形 及 其 各 种 子 流 形 的 几 
何 研究 在 其 他 数学 分 文中 已 有 不 少 应 用 ,也 在 物理 
问题 的 量子 化 中 起 着 重要 作用 . 广 流 形 及 其 子 流 形 
的 整体 几何 性 质 正 日 益 受 到 重视 ,对 它们 的 深入 研 
BEAT AR X. 

578 E tE tg (almost complex structure) JRPKIUT 
复 结构 . 流 形 上 的 一 种 特殊 结构 . 设 MM 是 m "GI 
WÉ A J 是 M 上 光滑 的 (1,1) 型 张 量 场 , 即 对 每 点 
r€ M.J, 是 切 空间 7T,(M) 到 自身 的 线性 变换 . 若 .7 
满足 及 二 一 1 ,这 里 了 表示 恒 等 变 换 , 则 称 张 量 场 J 
是 M 上 的 一 个 列 复 结构 . 给 定 一 个 列 复 结构 的 光滑 
流 形 称 为 殉 复 流 形 . 列 复 流 形 必 是 偶数 维 的 可 定 疝 
流 形 .但 是 ,偶数 维和 可 定向 的 条 件 并 不 足以 保证 流 


EAIA. 例如 , 埃 雷 斯 曼 (Ehresmann,C.) 和 


霍 普 夫 (Hopf,H. ) 证 明了 四 维 球 S* ARE AR A E 
H. 


75 ft FZ (almost complex manifold) W “3g 
A 5M. 
RJ $8 FE 2& fF Cintegrability condition) 亦 称 牛 


朗 特 - 尼 伦 伯 格 定理 . ALB va EEUU Ie TI BA TEE 
Ju]. 复 流 形 自 然 是 一 个 殖 复 流 形 , 反 之 不 然 . 可 积 : 
条 件 是 判断 列 复 流 形 上 殉 复 结构 是 否 可 从 复 流 形 结 
构 诱导 的 充分 必要 条 件 . BOR LIE M 的 殉 复 结构 
在 局 部 上 由 n 个 复线 性 无 关 的 一 次 微分 形式 OZ 
& 和 2) 所 确定 ,使 4 是 相应 的 (1,0) 型 微分 形式 .d0 
是 二 次 外 微分 形式 , 它 可 表示 成 


k l k Di i C^ pé Qi n 
db = 2,46 A@+ 2420 ^ 0 
LS op AP 
+ 7 2,00 ^ 8, 
其 中 4 和 Cx 对 下 指标 是 反对 称 的 . 条 件 
dæ = 0 mod @’, 
BU C5 =0 就 称 为 列 复 流 形 M 的 可 积 性 条 件 . 

复 流 形 (complex manifold) 局 部 复 欧 氏 化 的 
微分 流 形 . 设 M 是 有 可 数 基 的 豪 斯 道夫 空间 . 设 M 
上 给 定 了 一 族 坐 标 图 (CA )) ,使 得 (Co 构成 M 
的 开 履 盖 , 而 每 一 个 p 是 从 U。 到 复 m AE 6] ft [8] 
C" 的 一 个 开 集 上 的 同 胚 , 并 且 满 足以 下 条 件 :对 于 
任意 的 Ua Up 2 UNUA , W 

Po * Pi &QU, (1 Us) > pU. N Ug) 
是 C" BY PAT JT S [8] BY E 2 BE. JE SES M IE m 


(p,9) 型 外 微分 形式 (exterior differential form 
of type (p5q)) 复 流 形 上 的 外 微分 形式 . 设 V 是 mm 
维 实 矢量 空间 ,具有 复 结 构 J.P VC Æ V 的 对 偶 空 
ja] WV 上 复 结 构 J 也 在 了 上 诱导 一 个 复 结构 , 仍 
WEA J REXX 

(das emu». noc Vaa Ee V. 
EV 的 复 化 空间 V' CC, 将 J 自然 地 扩展 为 V* 
CVC 的 复 结构 J, mu V'69C -VcODVc, 3x H Vc 和 Vc 
分 别 是 J 的 特征 根 1 和 一 1 所 对 应 的 特征 空间 . 因 
此 ,V ERr 重 外 形式 空间 和“(V "CC) 可 分 解 为 
>| CA*VO- A CCVO, 


ptq-r 


HPC’ Vo) A CAV c) PRI ICR BR A (p,q) Bb 
ER. iz o ERRARE M 上 复 值 外 微分 形式 ,将 每 
点 XxEM,w(zx) 是 切 空 间 T,M 上 (p,q) 型 外 形式 , 则 
称 w 是 (p,q) 型 外 微分 形式 . 


(p,9) 型 外 形式 (form of type (p,9)) Wp, 
q) 型 外 微分 形式 ”. 
全 纯 形 式 (holomorphic form) 一 类 微分 形 


hk. 复 流 形 上 3 闭 的 (p,0) 次 微分 形式 . 设 M 是 n 维 
复 流 形 , {zx*,1 志 & 志 nn} 是 M 上 局 部 坐标 系 , 记 = 
z^ tiy, W) dz* 二 dx* 十 idy* 是 M 上 关于 典型 列 复 结 
构 的 (1,0) 型 微分 形式 . M 上 任意 (p,0) 型 微分 形式 
w 在 局 部 可 以 表示 成 

= Siege A dz^ A ii A dz*». 
根据 9 的 定义 得 
de = de, ama, A dzh A dzh A ++ A dz^», 
这 里 


E d W, k ae 
DW, bye, T E "dz', 
a l 9 . 9 

az eaa o! 


Ti gw=0, 则 o 称 为 全 纯 形 式 . 

多 和 尔 别 脱 上 同调 群 (Dolbealt cohomology 
group) 复 流 形 上 的 一 类 重要 同调 群 . 设 M ERT 
形 , A, ,表示 (zz,q) 型 微分 形式 全 体 所 成 的 空间 . 记 
C,4,7 (a|83a—0,a€ Apa). HF F=0, BEDA 2A, s 
CC, .q 商 群 

Diy 
E JA uud 
PA M 的 多 尔 别 脱 上 同调 群 . 

全 纯 映 射 (holomorphic mapping) R ME Z 
间 的 解析 映射 . UE M,N 分 别 是 复 m,n TER WP. 
f;M-N 是 连续 映射 . 若 对 每 一 点 PE M ,存在 一 个 
IR U ,使 得 了 在 U 内 可 用 局 部 坐标 函数 表示 成 

at = w (z! pzy") Sk Sn), 


& JL fJ 5 3E JL fij 


其 中 w dpi Ah Ra UK f 是 全 纯 映 射 . 

埃 尔 米 特 度量 (Hermite metric) 78 WE E 
的 一 种 度量 . x M JEG RUE ,具有 殉 复 结构 J. A 
M 上 和 歼 曼 度量 g 满足 g(JX,JY) 二 g(X,Y), 这 里 
X,Y E M 上 任意 向 量 场 , 则 8 称 为 M 上 的 埃 尔 米 
特 度 量 . 

克 勒 形式 (Kahler form) 亦 称 基本 2 形式 . 98 
复 流 形 上 的 一 个 特殊 二 次 外 形式 .和 若 M 是 具有 殖 复 
结构 J 和 埃 尔 米 特 度量 g 的 至 复 流 形 , 可 定义 2 次 
微分 式 B:B(X,Y) 一 g(X,JY), 这 里 X,Y 是 M 上 
的 向 量 场 , 则 o 称 为 克 勒 形式 . 


基本 2 形式 (basic 2-form) B^ 3g SE. 
克 勒 度量 (Kaihler metric) ”特殊 的 埃 尔 米 特 度 


量 . 设 MER ARRAY J 的 列 复 流 形 ,g AME 
的 埃 尔 米 特 度量 ,@ FE A DY AY s DEG E D EA 
的 , 即 dd=0, NR g ARMS. PERM 
复 流 形 MER A Se SU DP. 

克 勒 流 形 (Kahler manifold) 见 “ 克 勒 度量 ” 

4 £i & f £ (holomorphic sectional curvature) 
克勤 流 形 上 的 一 种 重要 的 特殊 截面 曲率 . 设 M 是 具 
ARRA J 的 克 勒 流 形 ,R 表示 M 的 黎 曼 曲率 张 
量 , 若 尸 是 切 空间 了 T,.M (x€EM) 中 在 J 作用 下 不 变 
的 实 2 维 子 空 间 , 则 关于 了 的 截 曲 率 KORNE 
纯 截 曲率 . 知 任 取 单 位 向 量 XEP, 则 

K(P)=R(X,JX,X,JX). 

双全 纯 截 曲率 (holomorphic bisectional curva- 
ture) 克 勒 流 形 上 全 纯 截 曲率 概念 的 推广 . M 
是 具有 殖 复 结构 J 的 克 勒 流 形 ,R 表示 M 的 黎 曼 曲 
率 张 量 . SR P A PREIE T.M re MP J 
作用 下 不 变 的 实 2 维 线性 子 空 间 , 则 称 

H(P,P') = ROX,JX,Y ,JY) 

AA PuP'uxmRXu SB SX AY 分 
别 是 已 和 已 中 的 单位 向 量 .者 P=P',MACP,P) 
就 是 关于 P 的 全 纯 截 曲率 . 

克 勒 - 爱 因 斯 坦 度量 (Kihler-Einstein metric) 
一 类 特殊 的 克 勒 度量 . 设 (M,g) 是 克 勒 流 形 ,S 为 里 
a Hi Sikes. E SHE S=eg WR e AM EBS 
勒 - 爱 因 斯 坦 度量 . 这 时 , (MM,g) 称 为 克 勒 - 爱 因 斯 坦 
流 形 . 

9» 55-329 E] Hir JB yit Fe ( Kahler- Einstein manif 
olds) JL“ hh-RAS HEB”. 

(As BBB (Bergman metric) 一 类 特殊 的 克 
HEE. iU EO 中 任 一 有 界 域 ,用 五 表示 UU 上 
所 有 满足 


[i^e A $« co 


的 全 纯 形式 9 的 全 体 . 如 下 定义 五 上 的 内 积 : 
5/5 


(9,9) = [ie A Y (p, Y S H) , 


WW EI RAITA OR 1B BES E. BRA PE — op HE 
正 交 基 DoD sa 
Kg" as 

则 K 是 与 12 ,一 0,1,，……} 选 取 无 关 的 (2 ) 型 微分 
形式 . REU PRED RAC 2) BK SE 
成 

K=i" kdz! A+ Adz" Adz Adz", 
XE k>O0. 于 是 

d’logk 


jo ad zh i 
ds 2 >) Zapdz dz’, Bap 一 a 


eM SU L-TRHES , 称 之 为 们 格 曼 度量 . 

复 射 影 空 间 (Ccomplex projective space) ÆHF 
影 空间 概念 的 推广 . 者 C"” ”是 +1 维 复 矢量 空间 ， 
在 C''\ {0} 的 元 素 间 定义 如 下 等 价 关 系 :(z" ,> ， 
Utz")0 (wm er,” ) 34 AM FE EE S RE A, 
fi 18 (Ceol z”) = Alo", 0 , +, w”), A ES [H] 
CO"™™'\{0})/~ EAS A BRA Ri Ata KA m 
维 复 流 形 . 称 此 空间 为 m 维 复 射影 空间 . 

E E kif (Hopf fibration) 一 个 基本 概 
念 . 来 自 复 射影 空间 的 构造 . 设 0:0" 7 NO) CP" 
是 自然 投影 . AiR CAME REZ RODO, 
方程 


| 


k=0 


E RO mig X p — HS 2m 4-1 维 的 单位 球面 
SU EDÉE B il FE SP, WR nS?" > CP". 
对 于 任意 PC CP" 3818 +-'(p) 是 一 个 圆周 ,这 称 为 
S” ”的 起 普 夫 纤维 化 . 

复 空 间 形 式 (complex space form) 实 空间 形 
式 概念 的 推广 . 具有 常数 全 纯 截 曲率 的 克 勒 流 形 就 
称 为 复 空间 形式 . 根据 全 纯 截 曲率 是 正 、 负 或 零 有 下 
列 三 种 标准 的 复 空间 形式 ，: 

1. 复 射 影 空间 CP” ,赋予 它 规范 的 语 比 尼 - 施 图 
HRE ,成 为 一 个 完备 . 单 连 通 的 复 空 间 型 (全 纯 截 
面 曲率 为 1). 

2. & D” 是 复 欧 氏 空间 C". 中 的 开 单 位 球 , 若 赋 
予 它 伯 格 曼 度 量 , 则 D” 成 为 全 纯 截 曲率 为 一 1 的 完 
备 . 单 连通 的 复 空间 型 . 

3. 复 欧 氏 空间 O”, AIRT CAA IRIK E 
BWC” 成 为 一 个 全 纯 截 曲率 为 0 的 完备 . 单 连通 
复 空间 . 

任何 m 维 复 空 间 形式 (度量 乘 以 适当 的 常数 ) 
必 局 部 复 解析 等 距 于 上 述 三 种 标准 的 复 空间 形式 之 

18 35 28 - FE Bh HE FE (Bochner-Káhler manifold) 
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实 共 形 平坦 流 形 的 推广 . 设 M Æ n 维 克 勒 流 形 ,g;;， 
F? Ri Ri A ROMRREBKE. BAKE. Hh 
率 张 量 .里 奇 张 量 和 数量 曲率 . 博 赫 纳 (Bochner,S. ) 
将 外 尔 (Weyl,(C. H. OH. ) 共 形 曲 率 张 量 推广 成 复 
的 形式 ,引入 如 下 张 量 : 
Biy —Riy + OL; — Ln Lg 
— Ligu + FIM; 一 F*M, 
+ MiF, — MiF, — 2(M,Fi + FyM), 


这 里 
RE 
Hc 2n+2)@m+4) ~ 
Li = Ly + g^, 
Mj; =— L,Fi, Mi = Mug”, Fy = F'g, 


此 张 量 称 为 博 赫 纳 曲 率 张 量 . A M 的 博 赫 纳 曲 率 张 
量 为 零 , 则 称 M OA SOSA TG SU UP. 复 空间 形式 是 
特殊 的 博 赫 纳 - 克 勒 流 形 . 

T8 35 2 Bl xx 316 Æ (Bochner curvature tensor) 
JL" TEARS A - v EH CIE: 

复 二 次 超 曲 面 (complex quadric) RHR [B] 
中 的 特殊 超 曲 面 . 复 射 影 空间 CP” 中 齐 次 坐标 > ， 
zz" 满足 方程 

(eges) epos o = 

的 代数 流 形 , 称 为 复 二 次 超 曲面 . 

复 环 面 (complex torus) 实 环 面 的 推广 .将 复 
矢量 空间 C” 看 做 实 2m HERBS B] R^. XE Rr 
2m 个 实 线 性 无 关 的 矢量 {7Y.}, 它 产生 如 下 的 格 : 


2m 
L = { > fissa Na € Z 
a—] 


这 里 Z 表示 整数 群 .C” 和 艺 都 是 加 群 , 商 空间 C" /L 
成 为 一 个 mx 维 的 复 流 形 , 称 为 m 维 复 环 面 . BRM 
面 可 租 入 复 射 影 空 间 中 作为 非 奇 异 子 流 形 , 则 称 这 
个 复 环 面 为 阿 贝尔 流 形 . 阿 贝尔 (Abel,N. H. ) 流 形 
是 代数 几何 和 数论 的 一 个 重要 对 象 . 

+H tk 3 #8 (Calabi conjecture) % F ma $) JE 
量 的 一 个 著名 猜想 . FH th (Calabi, E. ) F 1954 Æ 
在 一 篇 关于 “ 克 勒 度量 的 空间 ”的 文章 中 提出 如 下 猜 
测 : 设 M" 是 紧 致 克勤 流 形 ,w=iZ8gosdz“ 人 dz" 为 克 
BIG X. o—iXRgdz^Adz? 为 里 奇 形 式 . 若 给 定 的 实 
闭 (1,1) 形 式 2 的 上 同调 类 [Lo I o 的 上 同调 类 [pj 
一 致 , 则 在 M 上 存在 一 种 且 只 存在 一 种 具有 下 列 性 
质 的 克 勒 度量 : 

1. 其 克 勒 形式 w 和 ww 决定 相同 的 上 同调 类 , 即 
Low J|— [o]. 

2. 其 里 奇 形 式 与 给 定 的 2 — S. 

在 该 文章 中 ,卡拉 比 已 证 明了 惟一 性 . 里 奇 形 式 
p 的 重要 性 在 于 M 的 第 一 陈 类 C1 OMD 5S 2r p ]— 
致 . 卡拉 比特 别 关心 CM) = 的 情况 .在 命题 “ 若 
C, CM) — 0, IW fe TE HS JE SX ON 0 的 克 勒 度量 ”的 假 


设 下 ,他 证 明了 上 述 猜 测 的 特殊 情况 . 所 要 求 的 w 
用 适当 的 实数 pg 可 以 写成 o =o+ id, FE lhl Bay 
归结 为 求 下 列 o 8958 21 7r EB : (w+ idap)” — ea^ ,其 中 
f dé -—p-—iaf 和 


| elw" = | a 
M M 


而 定 的 实 图 数 . 与 上 述 猜 测 (通常 称 为 第 一 猜测 ) 有 
关 尚 有 下 列 第 二 猜测 : 若 M" 为 紧 致 流 形 , 第 一 陈 类 
C, 为 负 , 则 满足 Rw 二 一 gw 的 克 勒 度量 存在 且 只 有 
一 个 . 这 种 度量 就 是 所 请 克 勒 - 爱 因 斯 坦 度量 ,这 时 
微分 方程 变 为 
e^*(w + 1999 )" = eq, 

BLE (Aubin, T. ) 于 1976 年 初 解决 了 第 二 猜测 ,而 
丘成桐 于 1976 年 底 把 两 个 猜测 都 解决 了 . 卡拉 比 猜 
测 的 解决 ,使 得 克 勒 - 爱 因 斯 坦 流 形 的 研究 更 加 重 
Be. 

阿 贝尔 流 形 (Abel manifold) — Ji," wi”. 

全 纯 子 流 形 (holomorphic submanifold) 复 流 
形 的 复 子 流 形 . 设 M 是 一 克勤 流 形 , 具 有 殉 复 结构 
J. 若 及 的 子 流 形 M 满足 JOD,MD—T.M.xCM, 
则 称 M M I tT E. 全 纯 子 流 形 M 可 从 M 
诱导 自然 的 殖 复 结构 和 埃 尔 米 特 度量 而 成 为 一 个 克 
勒 流 形 , 称 之 为 M 的 克 勒 子 流 形 . 

Be By EF (Kahler submanifold) 
流 形 ” 

SF HER (totally real submanifold) 亦 称 
反 不 变 子 流 形 . 复 流 形 中 的 特殊 实 子 流 形 . 设 M 是 
SL SIUE M 的 子 流 形 . X; M 每 点 工 处 的 切 空间 在 
M Woe a J 的 作用 下 都 落 在 法 空间 中 , BD 
J(T,M)CTiM, 则 称 M EM 的 全 实 子 流 形 . 

反 不 变 子 流 形 (anti-invariant submanifold) 
即 “ 全 实 子 流 形 ”. 

CR 子 流 形 (CR submanifold) 全 纯 子 流 形 和 
全 实 子 流 形 概 念 的 推广 . 设 M 是 克 勒 流 形 M 的 子 
流 形 ,如果 在 M 上 存在 一 个 光滑 分 布 D, 使 得 JD, 
=D,,JD; CTiM, 这 里 D. 是 D. 在 切 空间 T.M 
中 的 正 交 补 ,7'; M 表示 MM 在 x 处 的 法 空间 , 则 称 M 
是 MM 的 CR 子 流 形 .特别 地 , 若 

dim D> =0(dim D,=0), 

M 就 是 全 纯 子 流 形 ( 全 实 子 流 形 ). 

辛 空间 (symplectic space) 一 类 有 特殊 结构 
的 向 量 空间 . 设 V 是 特征 夭 2 的 域 K BY EA 
间 ,w 是 V 上 一 个 反对 称 2 形式. EP ker — {0}, Ml 
称 w AV EBJ—T3JEX. 此 时 ,(V ,w) 就 称 为 辛 空 
E.V 是 偶数 维 的 . 

Æ Æ zt (symplectic manifold)” 见 “ 辛 空间 ”. 

Æ f (symplectic group) 一 类 重要 的 群 . 辛 空 


见 “ 全 纯 子 


£ JL fj 5 se JL fü] 


AM AM RE. E (CV o0 Ea A, 9:V>V 是 
线性 同 构 且 满足 e(pX.,oY)—oCOX,YO,V X,YEV, 
则 称 8g 为 (V ,w) 的 一 个 自 同 构 .(V ,w) 的 自 同 构 全 体 
构成 群 GL(V ) 的 一 个 子 群 , 记 为 SP(V w). 特别 地 ， 
标准 半空 间 (K”,w) 的 自 同 构 群 记 为 Sp Zn KO. 
KK 一 R( 实 数 域 ), 则 把 Sp (2n ,KK) 简 记 为 Sp (2n) 并 称 
EA 2n MERE. 

$ f tE tA (symplectic-complex structure) 属 
于 辛 群 的 复 结构 . RV o0 BRR 上 的 2n HEX 
空间 ,J 是 V 的 一 个 复 结 构 , 即 VV EWE J 
= —id, HAI. Æ J € Sp(V w), WU gk J/ 为 一 个 
辛 复 结构 . 

Æ t Æ (symplectic manifold) 具有 辛 结构 的 
微分 流 形 . t o 是 微分 流 形 M 上 的 2 次 微分 形式 . 
若 对 于 任 一 点 xzE M,w; 都 是 点 x 处 切 空间 Tw 上 
Bg— ^ 3€JE XX BH. dw 二 0, 则 称 它 为 M 上 的 一 个 辛 结 

辛 结构 (symplectic structure) “eR”. 

Æ 4E $r (symplectic coordinate) ” 辛 流 形 上 的 
一 种 特殊 坐标 . 若 (CM,w) 是 一 个 2n 维 的 辛 流 形 , 则 


在 MM 的 每 一 点 的 一 个 适当 的 邻 域 U 上 ,存在 局 部 


坐标 215225 *** s Lon s EE 

wl = dri A daa, + = + dz, A dz. 

这 种 坐标 就 称 为 辛 坐标 . 局 部 辛 坐标 的 存在 说 明了 
两 个 同 维 数 的 站 波形 是 局 部 同 构 的 . 

3 [5] IH (symplectic vector field) 一 类 向 量 
3j. 使 辛 形式 的 李 导 数 消 失 的 向 量 场 . 设 (M,w) 是 一 
3 WUE EM LERH X 满足 Lxw= 二 0, 这 里 Lx KR 
示 沿 X 的 李 导 数 , 则 称 X AF eH. 

哈密 顿 向 量 场 (Hamiltonian vector field) 一 
类 特殊 的 辛 回 量 场 . 设 f 是 辛 流 形 (M,w) 上 的 任意 
JE IH AK. a f 对 应 于 M EDM BX, 使 得 
oOx ,, ¢ )—df , NI X, 是 惟一 确定 的 且 它 是 一 个 六 
向 量 场 . SE TRUE, LA JE I X CFEC” (CM)) 的 向 量 
场 就 称 为 哈密 顿 向 量 场 . 

柱子 空间 (symplectic subspace) 辛 空间 的 特 
殊 子 空间 . 设 o EERTE V 上 的 一 个 反对 称 2 形 
式 , 由 w 可 定义 V 的 元 素 间 的 正 交 性 . 设 X,YEV,， 
di eCOX,Y)-—0, Wl pg X,Y 是 互相 正 交 的 . 设 k 是 V 
的 一 个 子 空间 , 且 E RAN 的 正 交 补 , 若 满足 
ENE*+={0}) WEK E AV, eo) HFA. 

Æ F M H (symplectic submanifold) Æ WE B 
特殊 子 流 形 . BLM, w) EEREN 是 M 的 子 流 
JÉ. 车 对 于 任意 XxEN, 切 空间 TN 都 是 辛 空间 
(TM,w) 的 一 个 辛 子 空间 , 则 称 入 为 (CM,w) 的 辛 
Fite. 

Fu #8 BA A ES ie) (Lagrange subspace) 2343 
间 的 特殊 子 空间 . |t E 是 辛 空间 (V ow) SB). EE 

577 


E=E+ WW E AV.) KDR BHH T 2318. 
拉 格 朗 日 子 流 形 (Largrange submanifold) 3X 
流 形 的 特殊 子 流 形 . 设 N FEE IG CM. ©) Fit 
JE. AM HE cx € N.T.N. 都 是 (T,M,w;) 的 拉 格 朗 
日 子 空间 , 则 称 N 为 (M,w) 的 拉 格 郎 日子 流 形 . 
EE R-E S y A FS (Schouten -Nijenhuis 
bracket) 张 量 空 间 上 的 一 类 特殊 的 双 线 性 映射 . 
WM 是 一 流 形 , 记 M 上 的 pp 阶 反 对 称 反 变 可 微 张 
量 空 间 为 D, (CM), 并 记 
D,(M) =OD,(M). 
在 DD,(M) 上 定义 一 个 括号 L ,jj, 即 双 线 性 映射 
L, J: D.(M) X D,M)— D.CCMD, 
[5 |: (u,v) > [uv]; usv € D,OMD, 
要 求 它 满足 下 列 条 件 : 
he Gap 0: 
2; NST eka UA XA nA X] 


zum (= DIX; A X, A Spe A^ 2t os] 


A 36s 


= Se DOG, * PX, N X. 
3. EX, A e A XY, New A Y] 
= Lic D'ULX,X;] AX, A X, 
AX Am AX AY, 


AY, AY; Noe AY, 
ce ec in Rises) us 
Y, ,Y, EDI(M) 都 是 任意 的 . TEX 表示 把 及 去 
掉 . 
这 样 定义 的 括号 是 惟一 的 ,把 它 称 为 史 告 天 - 尼 
M us. 
JAR XJ (Poisson manifold) 辛 流 形 的 推广 . 
w M 是 一 流 形 ,w 是 M 上 一 个 反对 称 反 变 的 2 阶 张 
By. o 满足 Lo,wj] 二 0, 这 里 | ，j 表 示 史 告 天 - 尼 
琴 赫 司 括号 , 则 称 % 为 M 上 一 个 泊 松 结构 ,而 称 
(M, w) HB TA OE. 
泊 松 结构 (Poisson structure) WM ARAJE”. 
E 稿 东 瑜 昕 
E oW GR Dd 


F itt FZ JL fr] 


F iJ JLÍR (geometry of submanifolds) fA 

分 几何 的 一 个 分 支 . 主要 研究 黎 曼 流 形 中 各 种 子 流 

形 的 结构 及 其 性 质 . 如 极 小 子 流 形 、 常 平均 曲率 子 流 

形 等 . 子 流 形 几 何 与 微分 几何 本 身 具 有 同样 悠久 的 

历史 ,它们 都 是 在 经 典 三 维 欧 氏 空间 中 的 曲线 论 和 

曲面 论 的 基础 上 发 展 起 来 的 . 在 很 长 一 段 时 期 里 , 子 
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流 形 几 何 学 的 发 展 仅 限于 局 部 性 质 的 研究 . 随 着 微 
分 流 形 理论 和 整体 微分 几何 学 的 迅速 发 展 , 现 代 子 
流 形 几 何 学 主要 研究 黎 曼 流 形 中 各 种 子 流 形 的 整体 
性 质 ,尤其 是 局 部 性 质 与 整体 性 质 的 关系 . 实 和 复 空 
间 形 式 中 的 子 流 形 理 论 是 子 流 形 几 何 学 的 重要 方 
面 . 子 流 形 几 何 学 还 与 数学 的 其 他 分 文学 科 密 切 相 
关 , 如 微分 方程 . 复 变 图 数论 .拓扑 学 、 李 群 论 .数学 
物理 等 ,并 且 促 进 了 这 些 学 科 的 发 展 . 可 以 说 , 子 流 
形 几 何 是 微分 几何 中 历久 不 误 的 一 个 分 文 ， 

等 距 浸入 (isometric immersion) #& Vie 2 
黎 曼 流 形 的 保持 度量 的 温和 人 . 设 (M,g) 和 (用, 六) 为 
RSME, S: M g)> M DABA S.H FG 
DRH, ES Z=g AMER pEMKEX,YE 
TM, gX YO Eu SX SY) WH FA 
(CAM,g) 到 (好 ,人 ) 的 等 距 浸 人 ,其 中 广 为 了 的 拉 回 映 
BT DUM PN M TE p RIOD). 这 时 也 称 (AMM ,sg ) 为 
OM 0 E] SR E FH . EA SORTS IEA F ,也 简称 
M ACT RUE M 为 外 围 空 间 . 
— 黎 曼 子 流 形 (Rimannian submanifold) 
EBRA”. 

第 二 基本 形式 (second fundamental form) F 
流 形 的 基本 微分 形式 之 一 . 设 M 为 用 的 黎 曼 子 流 


形 ,V 和 又 分 别 为 再 和 M 的 黎 曼 联络 ,M 的 第 二 基 
本 形式 定义 如 下 :对 

bEM,u,vET,M, ou) 一 (Yoy 一 Yoy)，， 
其 中 U AV 是 定义 在 好 中 少 的 一 个 邻 域 上 的 向 量 
场 , 在 M 的 任何 点 都 与 M 相 切 , 且 U, =u, V, =v. 
上 面 的 定义 与 U,V 的 选取 无 关 ,o 是 对 称 的 . i 6€ 
T. M 是 某 一 单位 法 向 量 ,(o,4) 称 为 M 关于 4 的 第 
二 基本 形式 . 正如 三 维 欧 氏 空间 的 曲面 论 一 样 ,第 二 
基本 形式 在 子 流 形 理论 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 

3E T5 BR 3E [SEE (mean curvature vector) 子 流 

形 几 何 的 一 个 重要 概念 . 第 二 基本 形式 的 迹 与 子 流 
FE AS ECL b. t CM" 1) ARBRE (M.D) P n HE 
子 流 形 ,o 为 M 的 第 二 基本 形式 ,M 的 平均 曲率 向 
f& H LA 


Vi, “等 


incest. 
n 
即 任 给 p€ M, 则 有 
= 2j en. 
其 中 €1 3€2» '** »€, 为 T',M 的 一 组 么 正 基 . 


法 联络 Cnormal connection) 一 种 联络 . 由 外 
围 空间 的 联络 在 子 流 形 的 法 从 上 诱导 的 联络 . 设 M 


为 黎 曼 流 形 MHRETRE. JAM HRERS, 
NOMO Jg M BE JA. ER p€ M R u€ T,M.n€ 


NM, un 分 别 扩 充 成 之 在 好 中 的 一 个 邻 域 上 
的 向 量 场 U 和 NN, 并 且 在 MM 的 任何 点 ,UV 和 N 都 分 
别 与 M 相 切 和 正 交 ,MM 的 法 联络 7- 由 下 式 给 出 : 


Vin- GN), 


其 中 (VuN); AROUND, ENM, LARE. 

高 斯 方程 (Gauss equations) 子 流 形 的 基本 方 
程 . 设 MOMARRWUECOÓ IO. DITE RUE oM B 
第 二 基本 形式 ,车 用 RR 和 RR 分 别 表示 MM 和 及 的 曲 
率 张 量 , 则 高 斯 方程 为 :对 M 上 的 任何 切 向 量 场 X， 
Y.Z.W fü 

(RCX YJZ WY =(R(X,Y)Z,W) 

+ (a(¥,Z),0(X,W)) 
— (a(X,Z),a0(Y W)). 

特别 地 , 当 用 为 三 维 欧 氏 空间 R’, M AR 中 的 曲 
面 时 ,上 式 即 为 经 典 曲面 论 中 的 高 斯 方程 . 

科 达 齐 方程 (Codazzi equations) 子 流 形 的 基 
本 方程 . t M ORE UE CM C ，)) 的 子 流 形 .o 和 
Vo 分 别 为 M 的 第 二 基本 形式 及 其 一 阶 共 变 导数 . 
AM RR 分别 表示 M 的 OM OPK, RK 
奇 方程 为 

(R(X,Y)Z)+ 
= (Vo)GOGY,Z) — (Yo)(Y,X,2), 

其 中 (R(X,Y)2Z)+ 表 示 K(X,Y)Z TE M 的 法 从 
N(M) 上 的 投影 . 当 M 为 常 曲 率 空 间 时 , 科 达 齐 方 
FEAR (Vo) (XY ,Z) = (V0) (Y,X5Z). 

RAHA (Ricci equations) 子 流 形 的 基本 方 
程 . 设 M 为 黎 曼 流 形 CM,( ，)) 的 子 流 形 ,go 和 A: 
分 别 为 M 的 第 二 基本 形式 和 关于 法 向 量 $ 的 外 恩 
加 滕 变换 . 用 R 和 及 分 别 表示 M AM 的 曲率 张 量 ， 
则 里 奇 方程 为 

(Rt (X,Y)E,7) 
= (R(X,Y)&,7) + ([Ae, A,JX,Y), 

其 中 RON M 的 法 联络 VV- 所 相应 的 曲率 张 量 ,X,Y 
ETM,E,7ENM). 

SF BB Bk X [8] RE (isometric imbedding problem) 
子 流 形 几 何 的 一 个 重要 问题 . R b ALTE A EB MU XA 
到 高 维 欧 氏 空间 中 作为 子 流 形 的 问题 . ER BSL 
何 学 中 由 来 已 久 的 重要 问题 . 雅 内 特 (Janet,N. ) 于 
1926 年 , 嘉 当 (Cartan,E. ) F 1927 年 ,就 局 部 等 距 
垦 入 问题 , 即 黎 曼 流 形 的 一 个 局 部 区 域 等 距 租 入 到 
高 维 欧 氏 空 间 的 问题 ,独立 地 证 明了 如 下 定理 :任意 
n HE AR DT AR SIE BE We Jeo aS PB Sih tee A F 

n(n + 1) 
2 


维 欧 氏 空间 中 . AE A A SURE. TE BS BE OR [Be E 
今 尚未 解决 . 例如 ,对 于 最 简单 的 ”一 2 的 情况 ,至 今 
仍 不 知道 一 个 高 斯 曲率 变 号 的 二 维 黎 曼 流 形 是 否 总 


可 以 局 部 等 距 艇 入 到 三 维 欧 氏 空间 中 . 关于 曲面 的 
整体 等 距 浸入 问题 ,有 著名 的 外 尔 问 题 : 若 二 维 黎 曼 
流 形 M 同 胚 于 球面 且 高 斯 曲率 恒 正 , 则 M. 能 整体 
Ax RAB R? 中 吗 ? 这 个 问题 已 被 尼 伦 伯 格 
(Nirenberg, L. ) AYR X Fl 38 X: (Moropenop, A. B. ) 先 
后 解决 . EHLE A CA nekcaunpob, A. 7I. ) 则 用 完 
ZA I] AY Br T8 p BE EE RYE BJ 73 0S RE Dae P OR [8] BL. 关 
于 双 曲 平面 ,有 著名 的 硕 尔 们 特定 理 : 常 负 高 斯 曲率 
的 完备 曲面 不 能 C. 阶 等 距 淄 入 到 R rp. aont dE 
R K (Ebuvon, H. B. ) 把 上 述 定理 的 条 件 改进 为 严格 
负 高 斯 曲率 的 完备 曲面 . 关于 高 维 流 形 的 情况 ,可 参 
见 “ 纳 什 般 入 定理 ”. 

纳什 能 入 定理 (Nash imbedding theorem) X 
于 和 歼 曼 流 形 整体 等 距 艇 入 问题 的 一 个 著名 定理 . 任 
on FER BR € UE Bb USED SE EB XA SI 

n(3n + 1) 
2 
AE EX E& 2S HR] rP JE A CT UE s TEX n HE SE RAE M 
JE n] LA $ AH i A F 
n(n 十 1)(3n 1 
2 


维 欧 氏 空间 中 作为 其 子 流 形 . 此 定理 是 纳什 (Nash， 
J.F. ) 于 1956 年 证 明 的 . 

全 测 地 子 流 形 (totally geodesic submanifold) 
一 类 子 流 形 . 第 二 基本 形式 恒 为 零 的 子 流 形 . 设 M 
ARBRE M 的 黎 曼 子 流 形 , 则 MAM HAW Ws 
子 流 形 的 另 一 等 价 条 件 是 :好 中 的 任意 一 条 与 M 
相 切 的 测 地 线 位 于 M 中 , 且 也 为 M 的 测 地 线 . 通常 
HERRA R7>R”,S"(1) > S" CD am 都 是 全 测 
地 子 流 形 的 例子 .全 测 地 子 流 形 的 例子 是 十 分 稀少 
的 ,一般 黎 曼 流 形 几 乎 都 不 具有 任何 全 测 地 子 流 形 . 
黎 曼 流 形 的 一 个 等 距 变 换 的 固定 点 集 是 一 个 全 测 地 
子 流 形 . 具 正 里 奇 曲率 流 形 的 任意 两 个 紧 致 全 测 地 
超 曲 面 必 相交 . 

全 脐 点 子 流 形 (totally umbilical submanifold) 
一 类 子 流 形 . 第 二 基本 形式 与 第 一 基本 形式 只 差 一 
个 平均 曲率 向 量 因 子 的 子 流 形 . 设 M 为 黎 曼 流 形 
OM ,C DE n ECT UE o 为 M 的 第 二 基本 形式 ， 
4o—OOH,.BIXIER X. Y€ TM, o(X,Yo— 
OX YO H , FH H Og M ERF H Ri ey, UL 
MAMBGRATHE.MAMHARATRE 
AY JE ot D REE: lol =n] H| APIHIN |o]? 
分 别 表 示 M 的 平均 曲率 向 量 的 长 度 和 第 二 基本 形 
式 模 长 的 平方 . 空间 形式 N" CO PINT n ESB 
点 子 流 形 或 者 是 全 测 地 的 ,或 者 含 于 N”(c) 的 一 个 
(2 十 1) 维 全 测 地 子 流 形 中 . 全 脐 点 的 极 小 子 流 形 是 
全 测 地 子 流 形 . 

伪 脐 点 子 流 形 (pseudo-umbilical submanifold ) 
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im 分 几 何 学 
一 类 特殊 的 子 流 形 . 设 M HM, o DETRE , 若 
存在 M 上 的 函数 4, 使 得 对 M 上 的 任意 切 向 量 场 
X,Y, (0(X5Y),H)=MX,Y) XH o MH ^ S 
为 1 的 第 二 基本 形式 和 平均 曲率 向 量 , 则 称 M 为 
M 的 伪 脐 点 子 流 形 . 上面 的 函数 4 恰好 为 | 五 |*. 全 
脐 点 子 流 形 必 是 伪 脐 点 子 流 形 . 

Z2 S xijg (Riemannia submersion) 一 种 映 
射 . 黎 曼 流 形 到 黎 曼 流 形 的 保持 水 平等 距 的 淹没 . 设 
b: (Mg8) 一 (NA) 为 一 光滑 济 没 ,为 户 的 切 映 
射 , 对 2M, A A, 表示 pi:(0) 在 TM 中 的 正 交 
补 空间 . {EE LEM, psa: Hi>T, N 为 一 等 
距 , 则 称 p 为 一 黎 曼 淹没 . pi:(0) 中 的 向 量 称 为 垂 
直 疝 量 ,于 ,中 的 向 量 称 为 水 平 向 量 . 这 时 ,对 N 上 
的 任意 向 量 场 X, 存 在 惟一 的 水 平 向 量 场 X^ BE 
pe XOX, X RA X 的 水 平 提 升 . HI. AM, 
DAN A) JE RE DE S AN 上 处 处 非 零 的 光滑 
PR CL UW MM XN, Pg +h) BINA) E B BERE ON — 
AR WEE. 

Æ Á fo] $ (vertical vector) D," 32 EAR”. 

ZK3E fo) HE (horizontal vector) MW REAR”. 

[5] Bi B3 7k 3E HBF Chorizontal lifting of vector) 
见 “ 黎 曼 淹没 ”. 

外 恩 加 腾 变 换 (Weingarten transformation) 
亦 称 形状 算 子 .一 种 特殊 的 线性 变换 . 由 子 流 形 的 法 
回 量 在 各 点 的 切 空间 上 所 定义 . 若 M 为 黎 曼 流 形 N 
H F RI. et r E M,EC TM, WW H Au, v) = 
(o(u,v) E Are LHW TM 上 的 线性 变换 4::7 LO 
T.M RAR Fi I8] E 8 ASP SU RE E PR. A: 是 自 
dE gu ay. BX FEB uv € T.M.B (Auv) = (Ae, 
u). 外 恩 加 滕 变换 在 子 流 形 几何 中 起 着 重要 作用 . 

形状 算 子 (shape operator) Bf “Fh E Jy fee ae 
i” 

+ fh Æ (principal curvature) 子 流 形 几 何 的 
一 个 概念 . 形状 算 子 的 特征 值 . 设 M 为 黎 曼 流 形 N 
NRE. FAM 的 一 个 法 向 量 , 形 状 算 子 的 特征 
值 称 为 M 的 沿 & 方 向 的 主 曲 率 . 由 于 A JE B 3G 
的 ,所 以 M 沿 着 其 任 一 法 方向 的 主 曲 率 都 是 实数 . 

zB FG Oe - XX Lipschitz-Killing curva- 
ture)  R? 中 曲面 的 总 曲率 的 推广 . 欧 氏 空间 中 子 流 
形 关 于 一 个 单位 法 向 量 场 的 所 有 主 曲 率 之 积 . UEM" 
ER" HH n ERATE Y 是 M" 的 某 个 单位 法 
向 量 场 ,hi 是 M" 关于 7 的 第 二 基本 张 量 . M" KF Y 
的 李 普 希 次 - 基 灵 曲率 GO FE 

GO) = (— 1)"det (h’). 
36M" $Æ R'HE H E HE RD EE EA 
率 称 为 高 斯 - 克 罗 内 克 曲 率 , 它 是 M" B3 n TERK 
之 积 ( 不 计 符 号 ). 对 于 浸入 子 流 形 x: MSR VE 
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LEM LO AIZA TM 与 在 x 的 单位 法 m] 
BY fami n+] 维 线性 子 空间 , 则 M 关于 7 的 李 
普 希 茨 - 基 灵 曲率 等 于 z(M) 在 亏 (Y) 中 的 正 交 投影 
的 高 斯 - 克 罗 内 克 曲 率 . 

m Er-x BS pj x gd XC (Gauss-Kronecker curva- 
ture) 见 “ 李 普 硕 茨 - 基 灵 曲率 ” 

全 绝对 曲率 (totally absolute curvature) 李 普 
希 茨 - 基 灵 曲率 的 绝对 值 的 积分 . ri M"ORU X 
紧 致 定 回流 形 M" 到 欧 氏 空间 的 等 距 淄 入 ,x 也 表示 
M" 的 位 置 向 量 ,C-A 表示 M" 上 的 单位 法 从 .MM 
的 全 绝对 曲率 COM" a2 $E LN 


T(M",x) = i| IGGr. Y) ido, 
Co JULM" 


其 中 GG, DRR M KF BALE I] BH YC ULM" 
的 李 普 希 茨 - 基 灵 曲率 ,dc 是 单位 法 丛 USM" f 
积 元 ,ce 表示 R^ n+ p— 1 维 单位 球面 的 体积 . 
di TCM" a2 «3, W) M" IAPR n ERR A. COM" sr) 
于 2 的 充分 必要 条 件 是 x AFERA, H x(M") 是 
R “的 线性 子 空间 R+ h Ég h E h A. 

高 斯 映射 (Gauss map) 欧 氏 空间 中 可 定向 子 
流 形 到 格拉 斯 曼 流 形 的 一 种 映射 . 设 M" A R" jn 
HE n] XE [6] FPL 2n m — 1, R" 中 的 有 向 n AER 
性 子 空间 的 全 体 记 成 Cains FER DLE REDE. 对 
于 xEM, 平 黎 M 在 xz 处 的 切 空 间 7,M 使 之 通过 
R” 的 原点 ,映射 S: MG, x TUM 称 为 高 斯 映 
Bj. 34 n — m — 1 时 ,G1 可 以 看 成 单位 球面 
S”'(1) 在 xz 处 以 单位 法 向 量 入; 代替 切 空 间 T.M, 
并 且 使 (TM,,N;) 和 R” 的 定向 一 致 ,这 样 的 对 应 是 
经 典 的 高 斯 映射 .R” 中 定向 子 流 形 M. 的 高 斯 映射 
是 调和 映射 的 充分 必要 条 件 是 具有 平行 平均 曲率 辣 
4. Æ M" 为 R 和 :中 的 紧 致 定 回 连通 超 曲面 ,其 截面 
曲率 处 处 非 负 , 则 高 斯 球面 映射 S: M" S" 为 一 微 
4} In] f. 


格拉 斯 曼 流 形 (Grassmann manifold) J“ ll, 
高 斯 映射 ” 
高 斯 球面 映射 (Gauss spherical map) 古典 曲 


面 论 的 高 斯 映射 的 一 种 推广 . 设 rz: 一 R ^É n HE 
光滑 流 形 M" 到 欧 氏 空间 的 等 距 漫 入,x 也 表示 M" 
的 位 置 向 量 . 利用 欧 氏 平行 性 ,把 点 xz 处 的 M" 的 一 
个 单位 法 向 量 y 平 移 到 R 的 原点 , 它 的 像 位 于 
R"'* 的 单位 超 球面 $3**“'， 上 .这样 ,就 诱导 了 一 个 映 
Bj gr: UM" >S, p UAM" 表示 M" 上 的 单 
位 法 从 . 映射 gy 称 为 M" 的 高 斯 球面 映射 . 34 n—2 
和 p=1 时 , 它 就 是 经 典 的 高 斯 映射 . 

子 流 形 的 管状 邻 域 (tubular neighborhood of a 
submanifold) 上 般 入 子 流 形 在 外 围 空 间 中 的 一 类 特 
殊 邻 域 . 设 M DAE SII N PIAA WE ,对 
r>0, W v,(M)= {ue v(M),|2€M, |ul<r}, Hp 


uM y M BS HR fr TE IAE exp 将 v CMO ft ot PE 
Hh Bk AT BI FP EU. =exp(v,(M)) EMPU, AM 
的 管状 邻 域 , 这 里 exp 表示 M 的 指数 映射 . 

等 参 超 曲面 (isoparametric hypersurface) 一 
类 曲面 . 它 是 等 参 函 数 的 等 位 面 . SS wR A 
足下 列 性 质 的 函数 : 忆 的 梯度 的 模 长 平方 | 天 | 和 
F 的 拉 普 拉 斯 算 子 AF BME FARA RR. 在 空 
BERM Ot, FSE ha M 的 特征 是 M 具有 
常数 主 曲 率 . 嘉 当 (Cartan,E. ) 于 1938 年 证 明 : 知 
M 有 8 个 不 同 常 主 曲率 Any Ay RM ll 
m; sms. Mg 则 对 于 每 个 7 ASIKE) RI 
Dm at = 0. 
此 结果 对 空间 形式 中 等 参 超 曲面 的 分 类 起 着 重要 作 
FB. 等 参 超 曲面 的 测 地 平行 超 曲面 也 是 等 参 的 . 对 于 
ceo 的 空间 形式 M CO ,其 等 参 超 曲 面 的 不 同 主 
曲率 的 个 数 最 多 是 2. 在 球面 上 ,等 参 超 曲面 的 不 同 
主 曲 率 的 个 数 只 可 能 是 1,2,3,4 或 6, 它 们 都 是 代 


数 曲 面 . 
等 参 函 数 (isoparametric function) WM“ 
超 曲面 ”. 


等 参 子 流 形 (isoparametric submanifold) 等 
参 超 曲面 的 推广 . 黎 曼 流 形 N 的 子 流 形 M RAS 
参 的 , 若 M 的 法 从 平坦 ,并 且 关 于 M 的 任意 平行 法 
向 量 场 的 主 曲率 都 是 常数 . 例如 ,对 称 空间 U/K 的 
迷 向 表示 的 主 轨道 是 欧 氏 空间 T(U/K).x 中 的 等 参 
子 流 形 .空间 形式 N”(c) 中 存在 许多 不 是 轨道 的 等 
参 子 流 形 ,它们 还 远 远 没有 分 类 . 

jd E EB ED (Dupin hypersurface) ” 欧 氏 空间 
中 的 一 类 特殊 超 曲 面 . 设 M" y RH SGH TE 
M" 的 每 个 主 曲 率 的 重 数 为 常数 ,并 且 沿 着 它 的 主 叶 
层 的 叶片 是 常数 , 则 称 M" 为 迪 潘 超 曲面 . 

紧 贴 浸入 (tight immersion) 一 种 浸入 . EE 
具有 极 小 全 绝对 曲率 的 浸入 . 数学 中 凸 性 概念 的 目 
然 推广 . 设 fo: M >R” ASIBR A. AME fl SE 
BA f:M’ >R, A rM, DEM, fo), WER fo 为 
紧 贴 浸入 . 紧 贴 浸入 与 莫 尔 斯 理论 有 密切 的 关系 . 给 
IRI RL SMR 内 (为 了 的 指标 

为 & 的 临界 点 个 数 ， 
BU St 


EX M 的 莫 尔 斯 数 为 YCM)==inf {jC 有 )|f:M" 一 R 
为 莫 尔 斯 函数 ), 则 有 : 

1. YCMD 2 inf(zr M. 9) |g: MR" 为 等 距 淄 入 ). 

2. EA p: M" —R" 为 紧 贴 的 , 当 且 仅 当 每 个 非 
BERSERK A, 有 7Y(CM) 个 临界 点 . 

一 个 尚未 解决 的 困难 问题 是 哪些 流 形容 许 紧 贴 
BA. 


Tod 


A ERA (taut immersion) —# RA. E XII 
欧 氏 空间 中 的 每 个 非 退 化 的 欧 氏 距离 函数 都 有 最 小 
个 数 的 临界 点 的 浸入 . 设 M 为 紧 致 定向 微分 流 形 ， 
f: M—R" 为 等 中 温和 人 ,对 PER" L,G)—|p—zxl 
称 为 欧 氏 距离 函数 . 对 某 一 实数 > 盖 0, 记 

M,CL,) = (x € M|L,(f(@)) <r}. 
E aLr) K L, Æ MG ERA DA k 的 临界 
FB PC B. CL, rZ: A M LOKE kA Z, Na 
数 , 则 了 了 为 绷 紧 的 充分 必要 条 件 是 对 每 个 非 退 化 的 
KREA KX L, 及 任意 0 二 rER,kEZ, 有 
pa (Ly ar) — PL, T. Za). 

欧 氏 距离 函数 (distance function) 
A”. 

体积 第 一 变 分 (first variation of the volume) 
子 流 形 几 何 的 一 个 重要 公式 . 它 是 子 流 形 的 体积 的 
一 阶 变 分 公式 . 设 fiM MCOSSEBIEA E M 中 的 
紧 致 定向 带 边 2M( 可 能 空 集 ) 的 子 流 形 ,dim M=n, 
dim M —m.M 的 一 个 变 分 {M,) 是 一 个 CRRA FM 
X [0,e]>M, [E 48 E f. x28 F (r,t), FF, A 
fF. M—M 的 像 , 则 有 

fof. 

2. filu = f | a XT TE t 都 成 立 . 

3. & — f: M—M 为 等 距 浸入 . 

记 


Te A EA 


为 M BY 28 45> [8L CER OW M E M pF hK 
[5] E dv 为 M 的 体积 元 ,V (2) 二 vol(M,), 则 有 


Voes n| (HW dv, 
上 式 称 为 体积 第 一 变 分 . 


体积 第 二 变 分 (second variation of the volume) 
子 流 形 几 何 的 一 个 重要 公式 . 它 是 极 小 子 流 形 的 体 
积 关于 法 方向 的 二 阶 变 分 公式 . 设 FM M 为 极 小 
浸入 , 记 和 NN(M) 和 VV-- 为 M 的 法 从 和 法 联络 ,定义 算 
子 


At V = ve eV), 
i=] t e 


式 中 ei} 表示 M 上 的 局 部 单位 正 交 标 架 场 .用 BB 表 
示 M 的 第 二 基本 形式 , 记 B' 为 B 的 转 置 , 即 B. 
N.M — T.MCQT.M , W fF (BC), VOW) = (p, 
BO ,W»,.V HE NM, V, W € T.M. Æ X Ric: 
NOD-—NCOMDJNS 


Ric(V) =— > R(E,VWE, (Y V € N(M)), 


其 中 R 为 M 的 曲率 张 量 , (E, E E) A M 的 任 
何 标 架 场 . MON M 的 法 向 变 分 , 即 变 分 向 量 场 
VEN(M), 对 V(t) 二 vol (M) 
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m 分 JL dH = 


V"(0) = | (— AV + Ric(V) — (B > B')(V),V)da. 
M 


上 式 称 为 体积 的 第 二 变 分 . 设 M 是 极 小 浸 人 在 M 
中 的 子 流 形 , 若 对 M 中 每 一 具有 CC 边界 的 可 定向 
紧 致 区 域 D, 沿 它 的 每 个 法 向 变 分 具有 非 负 的 体积 
第 二 变 分 , 则 称 M 是 稳定 的 .运用 第 二 变 分 公式 , 丘 
R A APZ (Schoen, R.) F 1981 年 证 明了 下 面 
的 重要 结果 : 若 M 为 具有 正 数 量 曲率 的 紧 致 定向 三 
维 流 形 , 则 M 中 不 存在 亏 格 为 正 的 紧 致 定向 稳定 的 
极 小 二 维 子 流 形 .n(n 宇 2) 维 欧 氏 球面 S" 中 不 存在 
任何 紧 致 无 边 的 稳定 极 小 子 流 形 . 

稳定 极 小 子 流 形 (stable minimal submanifold) 
见 “ 体 积 的 第 二 变 分 ”. 

Rh HEF (minimal submanifold) 一 类 子 流 
É. 它 是 平均 曲率 向 量 为 0 BST UE. UEM" NER 
流 形 N” 的 子 流 形 ,o 为 M 的 第 二 基本 形式 , 若 M 
的 平均 曲率 向 量 


n 


则 称 MAN 的 极 小 子 流 形 . 4 n=2 时 , 称 M 为 极 
小 曲面 ; 34 n— m —1 时 , 称 M 为 极 小 超 曲 面 .一 维 
的 极 小 子 流 形 就 是 测 地 线 . S"™'(1) 中 的 超 曲 面 
s B |x s= =) 

是 极 小 的 , 称 为 克利 福 德 极 小 超 曲面 . 任何 秩 1 对 称 
空间 可 以 等 距 极 小 浸 人 到 高 维 球面 中 . 欧 氏 空间 中 
的 子 流 形 是 极 小 当 且 仅 当 其 坐标 函数 是 调和 的 . 具 
有 非 正 截面 曲率 的 单 连通 完备 黎 曼 流 形 中 不 存在 闭 
的 极 小 子 流 形 . 极 小 子 流 形 具有 明显 的 变 分 意义 ,由 
体积 的 第 一 变 分 公式 可 得 , 它 是 体积 泛 畏 的 临界 点 . 
历史 上 , 极 小 子 流 形 与 著名 的 普 拉 托 问题 所 代表 的 
极 小 曲面 论 有 密切 联系 ,后 者 起 始 于 拉 格 朗 日 (La- 
grange ,J. -L. ) 的 变 分 法 . 对 重 积分 的 情况 , 拉 格 野 
日 举例 如 下 :在 R’ 中 考虑 曲面 z= 二 f(x,y), (Cr ME 
D,DCR? 为 某 个 区 域 , 若 此 曲面 在 与 之 有 相同 边界 
的 曲面 族 中 面积 最 小 , 则 z= 二 f(x,y) 应 满足 下 列 极 
小 曲面 方程 : 

Gea a 222 pee. 
Bk bz (Euler, L. ) 于 1744 年 发 现 悬 链 面 是 局 部 面积 
最 小 的 曲面 ; 梅 斯 尼 埃 (Meusnier,J. B. M. ) 于 1776 
年 指出 正 螺 面 也 满足 极 小 曲面 方程 . 

极 小 曲面 的 高 维 推广 是 由 李 普 希 茨 (Lipschitz， 
R. CO. S. )) 开 始 的 ,他 给 出 了 梅 斯 尼 埃 关于 极 小 曲 
面 几 何 解 释 的 推广 ,并 且 证 明了 黎 曼 流 形 中 的 子 流 
形 是 其 体积 泛 图 的 临界 点 当 且 仅 当 其 平均 曲率 向 量 
为 0. 在 其 后 很 长 一 段 时 期 里 , 极 小 子 流 形 的 发 展 基 
本 上 限于 局 部 性 质 的 研究 . 在 近代 , 极 小 子 流 形 的 人 饶 
究 主 要 是 整体 性 质 以 及 局 部 性 质 与 整体 性 质 的 关 
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系 , 其 发 展 非常 迅速 ,出 现 了 很 多 惊人 的 重要 结果 和 
不 少 有 趣 的 新 间 题 .尤其 是 极 小 超 曲面 和 空间 形式 
的 极 小 子 流 形 理论 中 更 是 如 此 , 另外 , 极 小 曲面 理论 
在 三 维 拓扑 学 中 的 应 用 也 获得 了 意外 的 成 功 . 极 小 
子 流 形 现 在 已 构成 微分 几何 学 的 一 个 极其 重要 的 分 
支 , 它 与 微分 几何 学 的 其 他 分 支 以 及 微分 方程 .拓扑 
学 .几何 测度 论 . 复 变 函数 等 都 有 密切 联系 ,并 在 物 
理学 中 有 重要 应 用 . 关于 极 小 子 流 形 的 整体 性 人 研究 ， 
陈省身 、 项 武义 .丘成桐 等 都 做 出 了 重要 贡献 . 

极 小 曲面 (minimal surface) “RINT hi 
形 ”. 

极 小 超 曲 面 (minimal hypersurface) 
Fite”. 

克利 福 德 极 小 超 曲 面 (CClifford minimal hyper- 
surface) WRITE”. 

5 BF FE (Takahashi theorem) 子 流 形 几何 
的 一 个 著名 定理 . 它 是 判断 欧 氏 空间 中 的 子 流 形 是 
否 为 某 一 超 球面 中 的 极 小 子 流 形 . 若 x: M" >R" H 
FERA ARR M 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 则 位 置 向 
量 x 满足 Az= 一 4z, >0 的 充分 必要 条 件 是 MA 
R“…: 中 的 超 球面 S| | 中 的 极 小 子 流 形 . 此 定理 是 
由 高 桥 健 人 发 现 的 .由 高 桥 定理 , 当 M ”是 由 它 的 4 
的 特征 函数 等 距 漫 入 在 欧 氏 空间 中 时 ,M" 是 某 个 超 
球面 中 的 极 小 子 流 形 . 例如 , 设 (zx,y,z) 和 (wu ,w， 
045) 3 R? A R? 中 的 标准 坐标 系 , 考 虑 下 面 
的 映射 : 


见 “ 极 小 


i yz, 
v 3 

hem are 
v à 

mds 
V 3 
1 

DIR (x? 一 yw’), 
Zk 3 

u = LG y! — 22"), 


EBSCO 3 ) 到 S*(1) 的 一 等 距 淄 入 ,S*(vV 2 ) 的 
两 点 (rx,y,z) 和 (一 x ,一 y, 一 z) 被 映 到 S*(1) 的 同一 
点 ,上 面 的 映射 定义 了 从 实 射 影 空间 RP?(Y 3 ) 到 
S 1) 的 一 等 距 矢 人 .从 实 射 影 空间 的 特征 郴 数理 论 
有 :Au 二 一 2u',i 二 1,2,…,5, 所 以 由 高 桥 定 理 知 , 它 
是 S$S (1) 中 的 一 极 小 曲面 , 称 为 凡 罗 尼斯 曲面 . 

凡 罗 尼斯 曲面 (Veronese surface) 见 “ 高 桥 定 
理 ”. 

西蒙 斯 不 等 式 (Simons inequality) F M JÉ JL 
何 的 一 个 重要 不 等 式 . 这 是 关于 球面 中 极 小 子 流 形 
的 第 二 基本 形式 模 长 平方 的 不 等 式 . E M" 为 单位 


ER rip. ^ C FP BS A RD T UE SA 为 M" 的 拉 普 拉 
斯 算 子 ,o 为 M 的 第 二 基本 形式 , 则 有 


| lel lc dv <0. 
M 


它 称 为 西蒙 斯 不 等 式 . 由 西蒙 斯 不 等 式 立 刻 可 以 推 
HE OM" 是 紧 致 闭 的 , 且 

et <a/|2- 3), 
则 AM" 是 全 测 地 的 . 另外 ,陈省身 . 杜 卡 莫 (do Car- 
mo, M. ) 和 小 林 照 七 于 1969 年 证 明 .; 若 S"1*(1) 中 
的 紧 致 极 小 子 流 形 M" 满足 


2 n 


1 
— 2 一 一 
p 


7 
则 或 者 M" A S" (1) 中 的 克利 福 德 极 小 超 曲面 ;或 
# n=2, H M 为 8*(1) 中 的 凡 罗 尼斯 曲面 . 西蒙 斯 
不 等 式 出 现在 他 的 文章 “Minimal Varieties in Rie- 
mannian manifolds ”中 ,该 文 对 于 广义 伯 因 施 坦 问 
题 \ 极 小 子 流 形 的 拼 挤 问题 和 稳定 性 等 都 有 很 好 的 
研究 ,是 极 小 子 流 形 理论 中 的 一 篇 非常 重要 的 文献 . 

极 小 子 流 形 的 指标 (index of minimal submani- 
fold) 测 地 线 的 指标 在 极 小 子 流 形 上 的 推广 . 设 M 
ON 中 紧 致 高 边 极 小 流 形 ,V,W 为 M 的 法 从 
N(M) PAY aR DV | a=W | a = 0, EX 

IV .W) =| 一 At V + Ric(V) 


— B» B'(V),W). 
Ex Mids At! ,Ric,B。B' 见 “第 二 变 分 公式 ”. 
从 强 椭 圆 算 子 的 理论 知 ,T 是 在 939M 上 为 0 的 
N(M) 中 的 截面 上 定义 的 对 称 双 线性 型 ,T 可 以 关于 
标准 的 内 积极 对 角 化 , 且 有 不 同 的 实 特 征 值 {2% )} 满 
足 
Ay « An X or xA, XL … 一 十 co 
且 每 一 特征 空间 的 维 数 是 有 限 的 . M 的 指标 记 为 
Ind M) , 它 是 负 特 征 值 所 对 应 的 特征 空间 的 维 数 之 
T; M 的 零 化 数 记 为 Null(CM) , 它 是 零 特 征 空 间 的 
维 数 . 若 NC(M) 中 的 截面 V 满足 
At V = Ric(V) — B ° B'(V), 

则 V 称 为 M 的 雅 可 比 场 .在 3M 上 为 0 的 雅 可 比 场 
的 空间 是 有 限 维 的 且 为 1 的 核 , 从 而 ,此 空间 的 维 数 
为 M 的 零 化 数 . 设 C, 为 M 到 自身 的 收缩 ,特别 地 ， 
BREC (t 宇 0) 为 M 到 M 内 的 光滑 微分 同 胚 族 ,使 
AE 

1. Co 一 恒 等 映 射 

2. COM) CC, (M) ,t>s. 

3. limVol(C,(M)) —0. 


与 测 地 线 的 莫 尔 斯 指标 定理 类 似 地 有 : 
Ind(M) = »jNull(C,CMD). 


t0 


d m X JL f 


Jo JL Je B ^] T DOE: BJ EAR tT Bp HE PE. 

极 小 子 流 形 的 零 化 数 (nullity of minimal sub- 
manifold) 见 “ 极 小 子 流 形 的 指标 ”. 

极 小 子 流 形 的 雅 可 比 场 (Jacobi field of mini- 
mal submanifold) W“ FURIE TB i”. 

极 小 子 流 形 的 莫 尔 斯 指标 定理 (Morse index 
theorem of minimal submanifold) “R/T MJE 
的 指标 ”. 

ER i) F vit Fe AY A ZR II HE Cintrinsic rigidity of 
minimal submanifolds) 由 极 小 子 流 形 的 内 列 曲 率 
所 描述 的 惟一 性 现象 . 它 是 极 小 子 流 形 理论 中 的 一 
个 重要 研究 方向 . 设 M" 为 N” 的 极 小 子 流 形 ,由 20 
的 度量 所 决定 的 量 称 为 MHA Be. 璧 如 ,截面 曲 
率 . 里 奇 曲率 .数量 曲率 等 . 西蒙 斯 不 等 式 及 陈省身 - 
杜 卡 莫 - 小 林 昭 七 的 结果 给 出 了 球面 上 紧 致 极 小 子 
流 形 的 第 一 个 内 蕴 刚 性 定理 ,因为 根据 高 斯 方程 , 球 
面 上 极 小 子 流 形 的 第 二 基本 形式 的 模 长 平方 仅 依赖 
于 子 流 形 的 数量 曲率 . 江 瓜 (CEjirt,N. ) 考 虑 了 里 奇 
曲率 BS PAR UEM" a4) ER SU ^ BUE 
致 极 小 子 流 形 E M 的 里 奇 曲率 处 处 不 小 于 n 一 2， 
则 或 者 M" 是 全 测 地 的 ;或 者 n==2k,M"= 二 S*XS* 作 
为 9” 的 克 里 夫 特 超 曲 面 ; 或 者 2 一 4,M: 一 CP: 极 
小 浸入 在 3 中 . 丘成桐 和 伊 腾 分 别 考虑 了 截面 曲 
率 , 他 们 的 结果 可 综述 如 下 : 设 M 是 球面 S"1* 的 紧 
致 极 小 子 流 形 M" 的 截面 曲率 处 处 大 于 

=a n 
25 =P 2a qx 
则 M 必 是 全 测 地 的 . 这 种 对 内 蕴 曲 率 施 加 限制 的 
问题 , 常 称 为 曲率 拼 挤 问题 . 中 国学 者 对 实 和 复 空间 
形式 中 的 极 小 子 流 形 的 曲率 拼 挤 问题 ,作出 了 不 少 

极 小 子 流 形 的 外 在 刚性 (extrinsic rigidity of 
minimal submanifolds) 由 极 小 子 流 形 的 法 空间 的 
性 态 所 决定 的 惟一 性 现象 . 这 方面 最 主要 的 是 考虑 
极 小 子 流 形 的 高 斯 映射 的 像 的 测度 . 苹 本 定理 给 
T R? 中 完备 极 小 曲面 的 一 个 最 佳 外 在 刚性 结果 . 对 
于 球面 上 的 极 小 超 曲面 ,有 下 述 结果 : 设 M" 是 8$ 
的 财 极 小 超 曲面 , 若 M" 的 高 斯 映射 像 落 在 S”! 的 
开 半 球面 内 , 则 M" 必 是 全 测 地 的 . 关于 球面 上 高 余 
维 数 的 极 小 子 流 形 , 西 蒙 斯 (Simons,J. ) 给 出 了 推 
T.B M Æ S” HS n 维 定向 闭 子 流 形 ,N(p) 表 示 点 
LEM 的 M 的 m 一 n 维 法 空间 . N(p) 可 平行 移动 过 
S" 的 中 心 , 从 而 在 R”"' 中 确定 了 过 原点 的 一 张 定向 
的 m— n 维 平面 ,也 即 得 到 了 格拉 斯 曼 流 形 Gunn 
中 的 一 点 . 这 也 是 一 种 高 斯 映射 . 设 M 表示 MM 在 
上 述 映 射 下 的 像 .于 是 ,存在 一 个 仪 与 m 和 nn AK 
的 常数 C, ,使 得 当 M" YRTE G, ua BY Conn ERA 
时 ,MM 必 是 全 测 地 的 ,从 而 M 只 能 是 一 个 单 点 . 这 
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个 外 在 刚性 定理 中 的 常数 C。.* 后 来 被 高 勃 丽 (Col- 
brie, D. F. ) 做 了 改进 . 丘成桐 于 1975 年 给 出 了 S* 
中 闭 极 小 曲面 ( 同 胚 于 ,$:) 的 最 佳 外 在 刚性 结果 . 
极 小 曲面 方程 (minimal surface equation) 偏 
微分 方程 和 微分 几何 中 的 一 个 非常 重要 的 方程 . E 
是 极 小 曲面 所 满足 的 微分 方程 . 设 MI = (Gros, 
f Gaz)? | Cisr) E D,D HR? 中 的 一 区 域 } 为 Ri 
中 的 一 极 小 曲面 ,由 于 Ad 的 平均 曲率 为 零 , 所 以 有 


af 
2 9 Ox; 
mC 


此 方程 称 为 极 小 曲面 方程 . 一 般 地 , 设 S: Mr M” 
ARIA Ja SABER CP Po P" BEER UB. 换 
言 之 ,相对 于 M PAB RR Gym y) M” p 
的 坐标 系 {z oz? sco) fmm o fF 


2.6; dydy 及 248 ,id.x*d ch 
局 部 地 为 M 及 应 上 的 度量 ， uj 
ovo af af” 
i 2,8 F9 ay ay" 
因为 M 是 极 小 的 ,所 以 对 M 中 每 一 么 正 基 {e;)}, 有 
> ese) 一 0， 
或 等 价 地 | 
Wap degno. 
EE 
其 中 cc 为 1 的 第 二 基本 形式 .将 上 式 详 细 写 出 来 ， 
得 
2 _ Fr 
p> A eI dy’ Pe ay" r) = 
eS l, 2，， em), 
其 中 


RS u| 9gu O81; — gij 
LE: 28 E ur A 
a y Ba IE or 
-iN g^[ Be ax” TOU fz] 
SAMK M TUTTI 这 是 一 个 拟 线性 的 椭 
圆 型 方程 组 . 若 f:M—M 是 黎 曼 流 形 间 的 一 个 极 小 
HAW ARP SNZ 必 适 合 上 述 方程 
ZH. 
€ 3E 25 da XE BB T] (surfaces with constant mean 
curvature) 一 类 重要 的 子 流 形 . 它 是 平均 曲率 为 
常数 的 2 维 黎 曼 子 流 形 . 设 MARME NK 2 
维 子 流 形 ,c AM 的 第 二 基本 形式 ， 
H= juo 
AM 的 平均 曲率 向 量 , 石 的 长 度 | 玉 | 称 为 M 的 平 
均 曲 率 . 若 | 五 | 为 常数 OMAN 的 常平 均 曲率 曲 
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pi. 3 维 欧 氏 空间 中 的 紧 致 单 连通 的 常平 均 曲 率 曲 
面 必 为 球面 (参见 “起 普 夫 猜 想 ”). 

具 平 行 平均 曲率 的 子 流 形 (submanifolds with 
parallel mean curvature) 一 类 重要 的 子 流 形 . 指 
平均 曲率 向 量 在 法 从 中 平行 的 子 流 形 , 设 M" AR 
曼 流 形 N” Wn 维 子 流 形 ,o M 的 第 二 基本 形 
X 

H = Liro 


为 M BOE X pl S8] SV 79 M" WER, EOM" 
B E 3] gl E p] RESET BV H — 0, WU] fg M" 为 具 平 
行 平均 曲率 的 子 流 形 . 24 M" 为 六 的 超 曲面 时 ,Ah 
具 平 行 平均 曲率 与 AM" 的 平均 曲率 为 常数 是 等 价 
HJ. 具 平 行 平 均 曲率 的 子 流 形 的 平均 曲率 为 常数 . 

具 常 数量 曲率 的 子 流 形 (submanifolds with 
constant scalar curvature) 三 维 欧 氏 空 间 中 高 斯 
曲率 为 常数 的 曲面 的 推广 . 指数 量 曲率 为 常数 的 子 
流 形 . 当 M 为 空间 流 形 中 的 极 小 子 流 形 时 ,AM 具有 
党 数量 曲率 等 价 于 M 的 第 二 基本 形式 模 长 平方 为 
常数 . 欧 氏 空间 中 闭 的 具 沼 数量 曲率 的 钥 入 超 曲 面 
必 为 球面 .S'(1) 中 的 数量 曲率 为 常数 的 闭 的 定向 极 
小 浸入 超 曲 面 是 等 参 的 . 

有 限 型 子 流 形 (submanifolds of finite type) 
欧 氏 空间 中 其 位 置 向 量 能 够 分 解 成 有 限 个 向 量 值 特 
TE PECORIS T UICE. E X LM" R" H n 维 连通 黎 
ene M SI EX EK 2s TR] RE EB SEA EM. 的 位 置 向 
E XX 可 以 分 解 成 下 面 的 形式 : 

X= Xo Xe ee Xs 

其 中 AX; SA Kio A, «A, m RÀ, Jm1,2, tk 
十 co,X AR" WHE EE C24 M AKAH, X XM 
fr R” PES Re PD) AKM 上 拉 普 拉 斯 算 子 对 M 
上 的 R” 值 光滑 函数 的 自然 扩充 , 则 M 称 为 & 型 子 
流 形 . 知 &< 十 ce 是 有 限 的 , 则 称 M 是 有 限 型 的 . 对 
于 实 和 复 空 间 形 式 中 的 1 型 和 2 型 子 流 形 的 分 类 ， 
是 目前 颇 感 兴趣 的 问题 . 

正 质 量 猜 想 (Cpositive mass conjecture) J X 
相对 论 中 的 一 个 著名 猜想 . Er T vr PS EE BY Jag p I E 
密度 非 负 , 则 总 质量 非 负 . 用 相对 论 理论 来 讲 , 设 Vu 
是 具有 符号 为 (十 十 十 一 ) 的 洛 伦 获 度量 的 时 空 ， 
M; JS V, 中 的 类 空 超 曲面 ,假定 Ms 的 歼 曼 度量 在 
无 穷 远 处 是 渐 近 平坦 的 ,这 时 ,在 Ad 的 度量 的 系数 
中 有 称 之 为 质量 的 部 分 . 正 质量 猜想 是 :该 质量 是 非 
负 的 ,而 且 当 它 等 于 零 时 ,Vi 是 平坦 的 . 丘成桐 和 孙 
EZ (Schoen, R. ) F 1979 年 证 明了 这 一 猜想 . 特别 
地 ,他 们 证 明 ; 帮 3 维 环 面 7* 的 一 个 黎 曼 度量 具有 
非 负 数量 曲率 , 则 它 是 平坦 的 . 这 一 结果 冀 含 着 正 质 
量 猜想 的 一 种 特殊 情形 :R* 上 的 一 个 具有 非 负 数量 
曲率 的 黎 曼 度量 ,者 在 紧 致 集合 之 外 是 平坦 的 , 则 它 


必 为 欧 氏 度量 . 他 们 对 正 质 量 猜 想 的 证 明 包括 整体 
极 小 曲面 的 构造 及 其 稳定 性 和 在 无 穷 远 处 的 状态 的 
研究 . 这 是 极 小 曲面 理论 十 分 成 功 的 应 用 之 例 . 
迷 向 子 流 形 (isotropic submanifold) 一 类 特 

殊 的 子 流 形 . 设 M AER UE M MIT NUES AM 
的 第 二 基本 形式 ,UM 为 M 的 单位 切 丛 , 若 对 于 任 
EmMrcM.lesG.u)l? (GLCUMOTEUM, EXE 
数 , 则 称 MAM BOE ISI E A 10 (uuo |? EE 
SUM 上 为 常数 , 则 称 MABE TRB. 

"e xk [8] F ift J£ (constant isotropic submanifolds) 
DUSK Ip T JE C. 


调和 了 映射 与 杨 - 米 尔 斯 场 


调和 了 映射 (harmonic map) 黎 曼 流 形 之 间 的 一 
类 十 分 重要 的 可 微 映 射 . 设 M 和 为 黎 曼 流 形 ， 
f:M>N AVR. A SOKA ce NYBAS, 
则 称 f£ 为 调和 映射 . 由 第 一 变 分 公式 可 知 : 调 和 映 
射 是 能 量 泛 范 的 临界 点 ;反之 , 右 了 是 能 量 泛 函 在 
每 一 个 紧 致 区 域 DCM 上 关于 保持 边界 AD 不 动 的 
变 分 的 临界 点 , 则 了 必 是 调和 映射 . 另 一 方面 ,车 将 
df 看 做 M 上 取 值 于 诱导 从 f°'TN 的 1 形式 ,这 里 
TN 是 NN 的 切 从 , 则 可 以 证 明 ; 当 了 为 调和 映射 时 ， 
df 为 调和 1 形式 ;有 旦 当 M 为 紧 致 流 形 时 ,其 道 亦 
真 . 因此 ,调和 映射 与 非 线 性 调和 1 形式 理论 有 密切 
KA. 调和 映射 有 许多 重要 的 特例 ,因而 具有 广阔 的 
背景 . 例如 : 

1. 4 N=R 时 ,调和 映射 就 是 M E BS oe A PR 
A. 

2. 当 dim M — 1 时 ,调和 映射 就 是 入 中 的 测 地 
线 . 

3. 24 f 为 等 距 浸 入 时 ,ff 是 调和 映射 的 充分 必 
要 条 件 为 f 是 极 小 浸入 . 

4. 克 勒 流 形 间 的 全 纯 映射 必 为 调和 映射 . 

5. 具有 双 不 变 黎 曼 度量 的 李 群 间 的 连续 同 态 必 
为 调和 映射 . 

调和 映射 理论 的 基本 问题 是 它 的 存在 性 问题 ， 
即 ,给 定 黎 曼 流 形 MAN 间 的 一 个 映射 f :MN， 
在 了 的 同 伦 类 中 是 否 存 在 调和 映射 o? 当 M 具有 边 
FL AM 时 ,还 要 求 在 OM 上 9 二 了. 调和 映射 的 存在 性 
依赖 于 MAN 的 拓扑 和 几何 性 质 以 及 f 所 在 的 同 
伦 类 , 例如 : 

LAMAN ERARS UE N 的 截 曲 率 非 
正 , 则 在 M 到 的 任何 映射 同 伦 类 中 都 存在 一 个 
调和 映射 , 它 的 能 量 在 该 同 伦 类 中 为 极 小 . 
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2. 设 M 是 二 维 环 面 ,N 是 二 维 球面 ,各 deg f= 
土 1, 则 在 了 的 同 伦 类 中 不 存在 调和 映射 . 

调和 映射 方程 r(f)= 二 0 是 一 个 半 线 性 二 阶 椭圆 
型 方程 组 ,对 其 整体 解 的 存在 性 尚 无 一 般 理 论 可 应 
用 .因此 ,调和 映射 的 存在 性 问题 比较 复杂 ,需要 根 
据 不 同 的 情形 采用 不 同 的 方法 来 解决 . 几 种 主要 的 
方法 为 : 

1. 利用 热 方 程 的 热流 法 ， 

2. 利用 莫 尔 斯 理论 的 摄 动 法 . 

3. 利用 正则 性 理论 的 变 分 学 直接 法 . 

4. 化 为 向 微 分 方程 的 方法 . 

5. 利 用 全 纯 映 射 的 twistor 方法 . 

与 存在 性 问题 相辅相成 的 是 非常 值 调 和 映射 的 
不 存在 性 问题 . 这 方面 的 结果 与 部 分 正则 性 定理 相 
结合 往往 可 以 得 到 某 种 存在 性 定理 . 

作为 几何 变 分 问题 的 解 ,调和 映射 的 稳定 性 研 
究 十 分 重要 . 者 一 个 调和 映射 的 第 二 变 分 恒 非 负 , 则 
称 为 稳定 调和 映射 . 当 之 3 时 ,从 欧 氏 球面 $" 到 任 
何 黎 曼 流 形 的 稳定 调和 映射 必 是 常 值 映 射 ; 男 一 方 
面 ,从 任何 紧 致 黎 曼 流 形 到 S"(n 宇 3) 的 稳定 调和 映 
射 也 必 是 常 值 映射 . 对 稳定 调和 映射 的 存在 性 与 不 
存在 性 的 研究 , 广 而 言 之 ,对 调和 映射 的 指标 定理 的 
研究 是 调和 映射 理论 的 一 个 重要 方面 . 调和 映射 可 
用 来 刻画 黎 曼 流 形 的 子 流 形 的 性 质 及 构造 . 这 种 结 
果 往 往 是 通过 对 子 流 形 的 各 种 高 斯 映射 的 研究 而 得 
到 . 例如 ,R” 中 子 流 形 具有 平行 平均 曲率 的 充分 必 
要 条 件 是 它 的 高 斯 映射 为 调和 映射 .调和 映射 与 全 
纯 上 映射 的 关系 是 调和 映射 理论 的 又 一 个 重要 方面 ， 
特别 是 复 流 形 间 的 调和 映射 的 全 纯 性 的 研究 已 成 为 
构造 全 纯 映 射 和 解决 很 多 重要 数学 问题 的 有 力 工 
具 . 反 过 来 ,通过 twistor 结构 ,利用 全 纯 映 射 来 研 
究 调和 映射 的 构造 和 分 类 也 已 成 为 一 种 十 分 有 效 的 
方法 . 近 40 年 来 ,调和 映射 理论 得 到 了 入 勃 的 发 展 ， 
它 与 复 几 何 、 代 数 几 何 、 非 线性 分 析 和 数学 物理 等 领 
域 互 相 渗透 , 正 日 益 受 到 人 们 的 重视 ,并 发 挥 着 重要 
的 作用 . 

BE Æ Z A (energy functional) ”映射 的 微分 的 
模 长 平方 的 积分 . Vt MAN 为 黎 曼 流 形 ,f:M 一 NN 
为 光滑 映射 ,f 的 能 量 定 义 为 

EY — 1| lafi «1, 
式 中 df 为 的 微分 , x1 是 M 的 体积 元 ,E 称 为 能 
RP, 
elf) = jd 


称 为 能 量 密度 . 若 在 局 部 坐标 下 ,M AN 的 度量 张 
量 分 别 表示 为 
g= > gde Odre h= > hady G)dyl, 
isj a.p 
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了 表示 为 y'—f'G», a=1,2," -,dim N, 则 
| UNE ud di 
Pe: 3246 BU hep ai ari’ 


APDR Ce) Wie. f£ 的 能 量 可 以 是 无 限 的 , 当 
M 为 紧 致 流 形 时 ,能 量 E CIO EEA DR BJ. e Cf 1E 
区 域 DOM 上 的 积分 也 称 为 f 在 D 上 的 能 量 . 

能 量 密 度 (energy density) UL" REY PR". 

映射 的 第 二 基本 形式 (second fundamental 
form of a map) 由 映射 确定 的 重要 微分 形式 . 设 
M A N S AE ER LOU /: MN 为 光 请 映射 . 记 
f TN 为 了 决定 的 M 上 的 诱导 向 量 从 , 它 的 诱导 联 
络 记 为 VY. 于 是 ,映射 f 的 第 二 基本 形式 BNE 
EA T'MCOT" MOJ CTN 的 一 个 截面 ,定义 如 
F: 

BCA) (X,Y) = Vxdf(Y) — df (V xY) 
(Y X,Y € TOM) 

AF df 是 f BARVA MRR. r M 和 
NÆSS POTD Ja BB Ae s 27 BI CA Cy) , Bü] 


8c» as. x 


E — af? aft 
E = XI i ry en s 9y* 
APT CLOW MAN 的 克 氏 符号 ,从 而 BY 
KF X AY 是 对 称 的 , 即 8(f) (X,Y)==B(f)(Y， 
X). 第 二 基本 形式 也 记 为 Vdf. 当 f 是 等 距 淄 入 时 ， 
BCÓBIDAT- OE M EN 中 的 第 二 基本 形式 . 
映射 的 张力 场 (tension field of a map) 映射 
的 第 二 基本 形式 的 迹 . 设 f:M 一 NN 是 黎 曼 流 形 M 
A N 的 光滑 映射 . f 的 第 二 基本 形式 BC XT M 
的 度量 张 量 的 迹 称 为 映射 SK AH. IA cP). 
ERE SM BA f° TN 的 一 个 截面 , 即 rE 
DOC TN). Æ GUN M 的 一 个 局 部 么 正 标 架 场 , 则 
cC) > PU) nen: 
te ath bs Fe AW RIARA 
cy) PT | au s gu af ud ay" 
AF Ay Æ M pene 映射 Sf A val FBR 
射 的 充分 必要 条 件 是 r(f) = 0. 
第 一 变 分 公式 (first variational formula) tf 
算 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 公式 . 厂 f:M>N 是 光滑 映 
射 ,VET(f TN) 是 诱导 向 量 从 SUITN 的 一 个 截 
面 ,f,:M->N (一 s<t<e) 是 满足 f.—f Al 
af 


Jt t=0 
的 单 参数 光滑 映射 族 , 则 当 V 具有 紧 致 文集 时 ,成 
立 第 一 变 分 公式 
d 五 ( 广 ) 
dt 


= V 


= | ve ids 
M 


1 一 0 
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式 中 NA f 的 张力 场 ,( ORR N 的 黎 曼 内 积 ， 
* ] 为 M 的 体积 元 . 这 个 公式 表明 70C/) —0 是 能 量 
泛 函 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ,而 调和 映射 恰 是 能 量 泛 
PR AY Ith AR AS 
第 二 变 分 公式 (second variational formula) 
AIH FRR REAR REN BRON. 若 
f:M>N BRIAR VETU CTN) EI SE In] 5 
AS OTN 的 一 个 具有 紧 致 文集 的 截面 . S MN 
(一 se<1<e) 是 单 参数 光滑 映射 族 且 满足 六 = 人 和 
gf, 


则 成 立 第 二 变 分 公式 


| d'ECf) 
I;QV,V) = d£ 


£=0 


= | v, T wey. = > RN Ce), VdS Ce) Yy xc. 


Ath te 小 是 MM 上 么 正 标 染 场 ,R JEN EIER Ga 
RKE, V? = EOVV.— Vv) Æ CTN AE 


ORE RUE T ELOV. v) 恒 非 负 , 则 称 为 稳 
定 调 和 映射 . 

Fa Te Va FN AR At (stable harmonic mapping) Ji 
“第 二 变 分 公式 ”. 

应 力 -能 量 张 量 (stress-energy tensor) ”由 映射 
确定 的 一 个 特殊 张 量 . Gp SMN 是 光滑 映射 ,MM 
和 NN 的 歼 曼 度量 张 量 分 别 为 g 和 ,了 的 能 量 密度 
HÀ eG MW S,—eCOg— f" h 称 为 了 的 应 力 -能 量 张 
量 , 它 是 M 上 的 一 个 二 阶 对称 张 量 场 . A Sj 的 散 度 
divSy 二 0, 则 称 f 满足 守恒 律 . h FIR div S; = 
=(P. dH AFP rN E S HRKI. df 是 了 的 
微分 ,所 以 调和 映射 必 满 足 守 恒 律 . 9] [0] EE IA TEL] b 
形式 也 可 定义 应 力 -能 量 张 量 . 

向 量 从 值 的 外 微分 形式 (exterior differential 
forms valued in a vector bundle) 流 形 上 外 微分 形 
式 的 推广 . 取 值 于 向 量 丛 的 外 微分 形式 .和 后 =>M 是 
M 上 一 个 有 限 维 向量 从 , 则 向 量 从 和 A*(T* MO US 
M BAS VA BS p 次 外 积 从 ,人 *(T*M)6éE 的 一 个 
A FRA COM E) —r [JA € (BS p 次 外 微分 形 
A HP EEH p ER. E os EEN pÉ, 
B] oc rA T MOE), X Xo XL EM Ep 
个 向 量 场 , 则 w(Xis X23 Xs) CTC), MER 值 
的 p 形式 就 是 普通 的 流 形 M 上 的 之 次 外 微分 形式 . 
向 量 从 值 的 外 微分 形式 在 微分 几何 中 使 用 很 多 . 例 
如 , 若 f:M>N 是 光滑 映射 , 则 了 的 微分 df 就 可 视 
为 诱导 向 量 从 STN 值 的 1 形式 ,这 里 从 "TN 
>M Ere M 处 的 纤维 是 TywN, 对 XET,M,， 
dO RE X ES MORTAR. BUA CA 
联络 时 ,联络 的 曲率 算 子 可 视 为 Hom C£. 6 [E B5) 2 
形式 . 当 回 量 丛 具有 黎 曼 内 积 及 相 容 的 联络 时 ,对 


E(B B Sb pit AT JE XN P] XE LA P CAT EH AUR 
zB 3E 959 T- RMR FHM IE XU Hn 
普 拉 斯 算 子 等 . 

外 微分 算 子 (exterior differential operator) 


一 种 特殊 的 映射 . 指向 量 从 值 的 p BRB (p+ DB 


AWRY. E o HEA ER p 形式 ,4 的 联 
AHV AY aR EMS 5 ER Cp + DIB SK do: 
V Xi Xa X44 EITM), 

deCX,,X;,.,X,,)) 


pi 


— 23 C= I9 M. (w(x, ot qn AR X 5,4122, 
i=l 


^ 


+ c pac Xx X. pitt Xj yee (Xj, X uei) i 


AFPS ”表示 该 项 被 略 去 ,do 称 为 w 的 外 微 
分 , 算 子 diede 称 为 外 微分 算 子 . 一 般 情形 下 d 
£0. d 与 的 曲率 算 子 有 关 . SRR M 具 无 挠 联 
络 时 ,外 微分 算 子 d 还 可 用 A^ CO 上 的 诱导 联络 来 
表达 , 即 

de(X,,X,,,X,,) 

= xe D? Q7xo) CX) Xi Xu). 

外 微分 (exterior differential) 见 “ 外 微分 算 
c xd 

余 微 分 算 子 (codifferential operator) 外 微分 
$. T BJ3C SE SET. x M ER SRB SOM ER S 
BA, BI 4 具有 和 歼 曼 内 积 及 相 容 的 联络 . 此 时 在 
A*(€) 上 有 相应 的 诱导 联络 V 及 逐 点 内 积 ( 0L Aw 
3 € (B p 形式 , 则 可 如 下 定义 一 个 值 的 (p 一 1) 
形式 0m; V Xi, X2, X, € POTMD, 

Óo(X,,X, X, D 


一 一 av (e; , X4, Xs, X 2) , 


Rp leE M 的 么 正 标 架 基 ,3w 称 为 o 的 余 微 分 ， 
算 子 5:w>6w 称 为 余 微分 算 子 . 当 M 为 紧 致 无 边 流 
形 或 a€ A^ (5,8€ A?(&) 具 紧 致 支 集 时 ,成 立 


| deo x1=| (a, ôB) * 1, 
M M 


式 中 x* 1 为 M 的 体积 元 , 即 d 56g Xdktu ST. 

余 微 分 (codifferential) 见 “ 余 微分 算 子 ”. 

3 - Fu % Fr A BF CHodge-Laplace operator) 
一 种 特殊 的 映射 .由 4=d6 十 6d 定义 的 算 子 A: 
A* (£0) — A" (D) , 式 中 A*COGGR UE M E € (BS p 
形式 从 ,d 和 9 分 别 为 外 微分 算 子 和 余 微 分 算 子 . 当 
KREG M 为 紧 致 无 边 流 形 时 ,A UNE BIS EL dE S8 
子 , 即 成 立 ,V a,BE ACE), 


| (Aa,a) * ] Z2 0, 
M 


| (An, «1 = | (a, AB) x 1. 
M M 


调和 了 映射 与 杨 米尔 斯 场 


因此 ,ker4 是 有 限 维 的 , 且 有 正 交 直 和 分 解 
4 (E) = ACA*C£)) QD ker A. 

调和 形式 (harmonic form) 一 类 最 重要 的 向 
量 从 值 的 外 微分 形式 . 设 w 是 向 量 从 值 的 p 形式 ,A 
表示 霍 奇 - 拉 普 拉 斯 算 子 . 若 Aw 二 0, 则 称 w 为 向 量 
从 值 的 调和 zp 形式 . 换言之 , 当 wEkerA 时 , 称 w 为 
调和 形式 . 当 底 流 形 M 为 紧 致 无 边 时 ,w 为 调和 形 
式 的 充分 必要 条 件 是 成 立 dw=0 和 6w=0. 设 f:M 
>N ARBRE M 8) N 的 光滑 映射 . 视 f 的 微分 
df M.EZF'TN 值 的 1 形式 ,直接 计算 可 知 
d(df)-—041zC60-——6(4/0 RP r NA f KKH 
场 . 于是,f 是 调和 映射 等 价 于 df 是 调和 1 形式 .类 
似 地 ,在 规范 场 理 论 中 ,联络 为 杨 -米尔 斯 联络 等 价 
于 其 曲率 形式 是 调和 2 JE XX. 

魏 春 扑克 公式 (Weitzenb6ck formula) #7 - 
拉 普 拉 斯 算 子 的 局 部 表示 式 . 它 在 博 赫 纳 技巧 中 有 
重要 的 作用 . 设 一 MM ER SME M 上 的 歼 曼 问 量 
从 ,Rt 41 R” 分 别 表示 《和 MM 的 曲率 算 子 .此 时 ,é& 
值 的 pp 形式 从 4”(§$) 有 诱导 联络 V ,其 曲率 算 子 R 
定义 如 下 :V o€DPCAT(CDD,X S, Y Xi, Xo, X,€ 
rTM™), 

(ROX ,Y)o) CX, , X, 7, X,) 

= RÉ(CGYO(GQGOL,, X, ,X,) 


P 
一 >a (XX 250 R(X SY) Xi X). 
i=] 


id S:P CA? (C) T CAP CN ll F 3E XB CT. 


dmM p 


SC(o) X,,X, ,, X) = >) S C— DRE, 
i=] k=] 


X00) (e, X,, X,,- ,X,, 7, ,X,), 
式 中 符号 “* ”表示 该 项 略 去 ,{e) 是 MHA EGR 
场 . BU? 表示 迹 拉 普 拉 斯 算 子 , 即 

Ve = $ (VV. — Vev,.0), 


则 成 立 Y c€ TCA’ CE)),— 
Ac — — V’o + S(o), 

称 为 魏 春 扑克 公式 . 

复合 公式 (composition formula) 计算 两 映射 
的 复合 映射 的 公式 . 设 f:M>N 和 g:N>W X 
曼 流 形 M,N 和 W 之 间 的 两 个 光滑 映射 . 直接 计算 
复合 映射 g。 f: M—W 的 第 二 基本 形式 和 张力 场 可 
得 复合 公式 :Y X,YET(TM)， 

Blg e 1) (X,Y) 

= dg(BCÉOX,Y» + Ble) (df (X), df Y )), 
tig ° f) 


= dg(r(f)) + > 86g) f Ce) dF Ce) ; 


式 中 (ei) 为 M 的 么 正 标 架 场 . 由 复合 公式 看 出 :全 测 
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HE BR NT AY) E RA I E em RY E S 是 调和 
映射 的 复合 映射 不 一 定 再 是 调和 了 映射. 复合 公式 反 
映 了 映射 f,g Mec f ZANKA. MABE. 

全 测 地 映射 (totally geodesic map) ”特殊 的 调 
和 映射 . 设 /:M>N 是 歼 曼 流 形 M 与 N 之 间 的 映 
HE f 的 第 二 基本 形式 8(7) 恒 为 零 , 即 A=, 
WE f 为 全 测 地 映射 .此 时 ,有 的 张力 场 r(f) 二 
0, 所 以 全 测 地 映射 必 是 调和 映射 . 当 了 又 是 等 距 映 
射 时 ,MM 就 成 为 N 的 全 测 地 子 流 形 . 映射 f 是 全 测 
地 映射 的 充分 必要 条 件 为 f 将 M 的 测 地 线 映 为 NN 
的 测 地 线 . 由 于 测 地 线 可 由 仿 射 联络 定义 ,所 以 全 测 
地 映射 的 概念 在 具 仿 射 联络 的 空间 中 即 可 定义 . 

能 量 极 小 映射 (energy minimizing map? 一 类 
特殊 的 映射 . 指 具 有 最 小 能 量 的 映射 . 设 fs M>N 
ER StI MA N 间 的 光滑 映射 . AT EE fay A E 
gla = f jam FY 26 18. RO gi M—N 8b ECA) < 
El(g), 则 称 了 为 能 量 极 小 映射 .能 量 极 小 映射 必 是 
稳定 调和 映射 .但 是 ,非常 值 映射 f 的 同 伦 类 中 并 
不 一 定 具 有 能 量 极 小 映射 . 例如 , 当 x (M)==0， 
7; CN) —0 Bf. f 的 同 伦 类 中 能 量 的 下 确 界 为 零 ,从 
而 能 量 极 小 映射 必 是 常 值 映射 . 奋 改 变 对 了 了 的 光滑 
性 要 求 , 则 可 如 下 定义 能 量 极 小 映射 :将 和 N 光滑 等 
ERA RER E E Ré 中 ,用 LMR") fem A M 
A Ri 的 分 量 函 数 具 L^ 意义 下 的 一 阶 导 数 的 映射 全 
体 构 成 的 空间 . 记 

Li(M,N) 

= {u € L?(M,R*):u(r) € N,a.e. x € M). 
Zr u€LIGOM,NO BONS ET B wC€ LiOM,NDsu |a 
w laii. ECE Cw), WR u 为 能 量 极 小 映射 . 
此 时 ,zx 是 能 量 泛 函 的 形式 上 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方 
Re Tu) —0 AY SS AR 不 一 定 是 光滑 的 ;但 是 , 铬 在 xz 
€ M 的 一 个 邻 域 内 * 是 连续 的 , 则 在 该 邻 域 内 是 
光滑 的 ， 

Hh YAR S] (minimizing tangent map) 一 类 
特殊 的 切 映 射 . 设 R' xvn k 维 欧 氏 空间 ,N ERS 
流 形 . 若 映 射 x:R* 一 (0} 一 和 在 每 条 从 原点 出 发 的 
射线 上 是 常 值 , 则 称 u ARS E RA u TE R 
的 每 个 紧 致 集 上 又 是 能 量 极 小 的 , 则 称 u 是 极 小 切 
映射 . 切 映 射 u 在 单位 球面 S$ :上 的 限制 产生 映射 
:3 > 入; 反之 ,对 任 一 映射 w:S”!' 一 NN , 设 

ulz) = wlz/|x|), Vx€R'-— {0}, 

就 得 到 一 个 切 映射 u. u 是 调和 映射 当 且 仅 当 ww 是 
Hal RU B SH. C ^] 07] BR RETE BE E ARR |) BR B TR. TET 
究 中 有 重要 作用 . 

乌 伦 贝 格 - 舍 恩 定理 (Uhlenbeck-Schoen theo- 

rem) ” 亦 称 部 分 正则 性 定理 ,描述 调和 映射 正则 性 
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的 重要 定理 . 设 Mr 和 和 N SPA n SEA k EN BR 
ZME M 可 能 有 非 空 边界 .wu€ Li(CM,N ) 为 能 量 极 
小 映射 . ARTE r€ M" 的 某 一 邻 域 中 zx 连续 (从 而 必 
光滑 ), 则 称 2 Au 的 正则 点 .zx 的 正则 点 全 体 在 M 
的 内 部 的 补 集 称 为 u 的 奇 点 集 , 记 为 9. 马 伦 贝 格 - 
舍 恩 定理 断言 : 若 存在 整数 /之 3 使 得 对 任何 3 jx 
/, 极 小 切 映 射 f:R'-{0} 一 和 N" 都 是 常 值 映射 , 则 S 的 
豪 斯 道夫 维 数 不 超 过 n 一 /一 1. 根据 这 个 定理 ,由 非 
常 值 的 极 小 切 映 射 的 不 存在 性 可 推出 能 量 极 小 映射 
的 内 部 光滑 性 .由 此 建立 了 调和 映射 的 不 存在 性 和 
存在 性 之 间 的 一 种 密切 联系 . 

部 分 正则 性 定理 (partial regularity theorem) 
即 “ 乌 伦 贝 格 - 舍 恩 定理 ”. 

主 纤维 从 上 的 联络 (connection on the principal 
bundle) 主 纤维 从 中 邻近 两 点 间 的 一 种 对 应 关系 ， 
借 此 可 定义 纤维 中 的 一 点 沿 底 空间 中 的 一 条 曲线 的 
平行 移动 . 设 己 是 一 个 以 流 形 MANS ERC 
为 结构 群 的 主 纤维 从 . P 上 的 一 个 联络 4 可 局 部 地 
用 一 个 取 值 于 G 的 李 代 数 中 的 1 形式 A= Aldz'X, 
表 出 ,其 中 r 是 流 形 M 的 局 部 坐标 ,X; 是 G 的 李 
代数 的 一 组 基 . BB RMU (QU, 上 的 两 个 局 部 联 
络 1 形式 A, 和 A, 之 间 存 在 着 关系 式 

A,=g 'Ag + g dg, 
其 中 g EREK U NU: 上 的 一 个 取 值 于 G 中 的 
函数 , 称 为 规范 变换 . 

联络 的 规范 变换 (gauge transformation of a 
connection) 见 “ 主 纤维 从 上 的 联络 ” 

和 乐 群 (holonomy group) 亦 称 完整 群 .反映 
一 联络 与 平坦 联络 之 间 差 别 的 一 个 群 . 在 主 纤 维 从 
上 给 定 一 个 联络 后 ,可 将 纤维 沿 底 空间 M. 中 的 曲线 
平行 移动 . i Y 是 一 条 以 xE M 为 基点 的 闭环 路 ,从 
x 点 出 发 沿 7 绕 行 一 周 后 ,位 于 x 处 的 纤维 中 的 另 
一 点 v ,一 般 地 它 不 再 是 原来 的 v Wu =v. god 
中 gy 是 结构 群 C 中 的 元 素 . 34 NR BUS VA c 为 基 
点 的 闭环 路 后 ,这 些 相 应 的 元 素 gy 的 全 体 就 构成 了 
G 的 一 个 子 群 五 " , 称 为 主 纤维 从 上 该 联络 的 和 乐 
BE. Y RFA x 为 基点 的 同 伦 于 零 的 闭环 路 , 则 相 
应 的 元 素 gy 的 全 体 就 构成 了 G 的 另 一 个 子 群 五 ， 
称 为 该 联络 的 齐 次 和 乐 群 . 这 两 种 和 乐 群 与 该 联络 
的 曲率 有 极 密切 的 关系 . 使 和 乐 群 为 C 中 恒 等 元 的 
联络 即 是 平坦 联络 . 使 齐 次 和 乐 群 为 C 中 恒 等 元 的 
联络 即 是 局 部 平坦 联络 . 伯 热 (Berger,M. ) F 1955 
年 对 黎 曼 流 形 的 和 乐 群 作出 了 详尽 的 分 类 . 

完整 群 (holonomy group) 即 “ 和 乐 群 ”. 

联络 的 齐 次 和 乐 群 (homogeneous holonomy 
group of connection)” 见 “和 乐 群 ”. 

杨 -米尔 斯 规范 理论 (Yang-Mills gauge the- 
ory) 一 种 关于 主 纤 维 从 上 联络 的 理论 . 杨振宁 和 


米尔 斯 (Mills,R.L. ) 于 1954 年 提出 的 一 种 规范 理 
论 . 它 起 源 于 电磁 场 理论 ,并 已 成 功 地 用 来 描述 弱电 
相互 作用 . 人 们 正 试图 用 它 作 为 描述 自然 界 各 种 相 
互 作用 统一 理论 的 框架 . 从 数学 上 看 , 设 P 是 一 个 
底 空间 为 四 维 流 形 M ,结构 群 为 紧 致 单纯 李 群 G 的 
主 纤维 从 . 对 P 上 的 每 一 个 联络 ,可 算出 该 联络 的 
曲率 以 及 曲率 模 长 的 平方 关于 底 流 形 M 上 的 积分 ， 
并 称 此 积分 值 为 该 联络 的 杨 -米尔 斯 作用 量 . 使 杨 - 
米尔 斯 作用 量 达 到 临界 值 的 联络 被 称 为 杨 -米尔 斯 
联络 . 研究 杨 - 米 尔 斯 联络 的 存在 性 、 有 和 多少 这 样 的 
联络 以 及 这 种 联络 的 性 质 是 杨 -米尔 斯 规范 理论 的 
主要 研究 内 容 . 杨 -米尔 斯 规范 理论 对 四 维 光 滑 流 形 
的 拓扑 性 质 和 分 类 的 研究 起 了 重要 的 作用 . 

杨 -米尔 斯 作用 量 (Yang-Mills action) 一 类 特 
DR B 12. PRI. 对 底 空间 为 四 维 流 形 M ,结构 群 为 紧 致 
单纯 李 群 G 的 主 纤维 从 已 上 的 任 一 联络 4, 有 下 列 
iz PR 

YM(A) =| IFAlt 1. 


其 中 Fr, 是 联络 4 BUHESE.]FA[^ 是 曲率 的 模 长 平 
方 , * 1 是 M' 的 体积 元 .YAM(4) 称 为 杨 -米尔 斯 作 
用 量 RA Va ARTE P. 

45 -X AR Wf iE BR (Yang-Mills functional? Bp 
“ 杨 - 米 尔 斯 作用 量 ”. 

杨 - 米 尔 斯 方程 (Yang-Mills equation) 一 个 
重要 的 微分 方程 . 指 杨 -米尔 斯 作用 量 所 确定 的 哆 拉 
- 拉 格 朗 日 方程 . 设 Fa 是 联络 4 的 曲率 ,64 表示 关 
于 4 的 余 微分 算 子 , 则 杨 -米尔 斯 方程 可 表示 为 

QAI 0 
满足 该 微分 方程 的 联络 4 称 为 杨 - 米 尔 斯 联络 , 亦 称 
杨 -米尔 斯 场 ,又 称 杨 -米尔 斯 势 . 

杨 -米尔 斯 联络 (Yang-Mills connection) Ji) 
“ 杨 - 米 尔 斯 方程 ”. 

杨 -米尔 斯 场 (Yang-Mills field) 
斯 联络 ” 


即 “ 杨 -米尔 


杨 -米尔 斯 势 (Yang-Mills potential) 即 “ 杨 - 米 
尔 斯 联络 ”. 
自 对 偶 联 络 (self-dual connection) 一 种 杨 - 米 


尔 斯 联络 . 它 使 杨 -米尔 斯 作用 量 达 到 最 小 值 . 这 种 
联络 的 曲率 形式 是 一 个 自 对 偶 的 2 形式. 

反 自 对 偶 联络 (Canti-self-dual connection) — 
种 杨 -米尔 斯 联络 . 它 使 杨 - 米 尔 斯 作用 量 达 到 最 小 
值 . 这 种 联络 的 曲率 形式 是 一 个 反 自 对 偶 的 2 形式 . 

Be (instanton) 一 种 自 对 偶 联 络 . CERT 
间 为 四 维 球面 5' ,结构 群 为 SU(2) 的 主 纤 维 从 上 的 
自 对 偶 联 络 . 

自 对 偶 联 络 的 模 空 间 (Cmoduli space of self-du- 
主 纤维 从 上 自 对 侦 联 络 全 体 所 构 


al connection) 
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成 的 集合 .在 此 模 空 间 上 可 配 上 适当 的 拓扑 及 微分 
结构 ,使 它 成 为 一 个 流 形 . 研究 该 流 形 的 拓扑 及 几何 
性 质 已 成 为 杨 -米尔 斯 理论 的 中 心 课 题 . 唐 纳 森 
(Donaldson,S. ) 于 1982 年 通过 对 目 对 偶 联 络 的 模 
空间 的 拓扑 性 质 及 几何 性 质 的 研究 和 分 析 , 弄 清 了 
四 维 流 形 的 许多 拓扑 及 几何 性 质 , 为 此 他 荣获 了 
1986 4E B) SEZR Z6 X. 

陈 - 西 蒙 斯 规范 理论 (Chern-Simons gauge the- 
ory) ”由 陈省身 和 西蒙 斯 (Simons,J. ) 所 提出 的 一 
种 规范 理论 . 它 是 关于 在 三 维 底 流 形 的 主 纤维 从 上 
联络 的 理论 . 这 种 理论 对 三 维 流 形 和 扭 结 的 拓扑 性 
质 的 研究 起 了 十 分 重要 的 作用 . 

Be 稿 aE LY: 
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其 他 类 型 的 几何 结构 


芬 斯 勒 流 形 (Finsler manifold) pessoas 
[B] ,一 种 比 黎 曼 流 形 更 广泛 的 度量 空间 . IR Gn, 
x EMA IE Fn, 的 一 个 坐标 系 ,C:x' 二 x GG 
二 1,2,…,n) 是 一 条 曲线 ,定义 它 的 弧 长 为 


i i BG (t) Me . o v) ae byte wa" dts 


0 


其 中 ra= TE , F Cz yd "ee 


是 分 斯 勒 度量 函数 . 这 样 的 微分 流 形 Fn 称 为 分 斯 勒 
流 形 .下 (z r,e dr! dr’, te de yY RARE 


E. 
里 


| ”2 LI 
SUD UE LV e pete’) 


a 
> Biz az? +a" )da'dz! 
aa 


的 推广 . 像 黎 曼 流 形 一 样 ,分 斯 勒 流 形 的 两 点 之 间 的 
距离 定义 为 连接 这 两 点 的 曲线 弧 长 的 下 确 界 . 关于 
这 个 距离 ,分 斯 勒 流 形 是 度量 空间 ,度量 拓扑 和 原来 
微分 流 形 拓扑 一 致 . 黎 曼 流 形 作 为 度量 空间 的 许多 
性 质 可 以 推广 到 芬 斯 勒 空间 . 黎 曼 (Riemann,G. 下 ， 
B. ?曾经 考虑 过 以 这 样 一 般 化 的 度量 为 基础 讨论 流 
JE ,但 是 他 认为 用 黎 曼 度量 更 为 适当 . 分 斯 勒 ( Fins 
ler, P. ) 于 1918 年 在 学 位 论文 中 系统 地 研究 了 这 种 
推广 的 度量 ,把 经 典 的 曲线 和 曲面 论 中 许多 概念 和 
定理 推广 过 来 . 嘉 当 (Cartan,E. ) 于 1933 年 引进 联 
络 并 得 到 许多 重要 结论 才 使 分 斯 勒 流 形 几 何 理 论 逐 
渐 完 整 . 陈省身 于 1990 年 发 现 了 一 个 新 联络 ,使 芬 
斯 勒 几何 的 发 展 推 向 一 个 新 阶段 ,尤其 是 成 功 地 开 
展 了 整体 芬 斯 勒 几何 的 研究 . 芬 斯 勒 空间 F, 是 对 线 
Ride czas ,7X") 赋 予 度量 的 一 种 微分 
流 形 . 作为 对 偶 的 概念 有 嘉 当 空间 , 它 对 超 平 面 素 赋 
予 度量 . 进一步 的 推广 还 有 道路 空间 和 天 展 空间 
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等 ,统称 为 一 般 空间 . 芬 斯 勒 流 形 几 何 理论 在 广义 相 
对 论 和 其 他 物理 学 领域 中 有 许多 应 用 . 近年 来 无 限 
维 芬 斯 勒 流 形 在 非 线 性 分 析 中 有 重要 作用 . 

25 3r 2h EE ER E (Finsler metric function) Pi, 
“分 斯 勒 流 形 ” 

芬 斯 勒 度量 (Finsler metric) 黎 曼 度量 的 一 种 
推广 . a F, n 维 微 分 流 形 ,TF, 是 F, 的 切 从 ,下 ， 
上 的 芬 斯 勒 度量 是 定义 在 切 从 TF,, 上 满足 下 列 条 
fF BI E 2E B SCELERI Fi Ox m^. EF, E 
Ij up AA BRA Cala esa sy yy ORE TF, 的 
点 (7,y) 的 局 部 坐标 ,其 中 《x oan, ,x”) 是 FF, 的 点 
r 的 局 部 坐标 , Gy oe WEE, Æ r WAE y 
的 分 量 , 即 

y= 20» x 
则 : 
1. Æ yÆ0,F (x,y) P fot. 


2. 对 任意 实数 A, Flr, ày) = |A| Fr, y). 
3. LL 


Lb gc pag oh: a m 
&ij Ed 2 dy' ay! (1,7 I 1,2; n) 
为 元 素 的 矩阵 是 正定 的 . 


IEE, F, 称 为 芬 斯 勒 空间 ,函数 也 称 为 芬 斯 
勒 空间 F, 的 度量 函数 . 以 gi;j 为 分 量 的 张 量 称 为 F, 
的 度量 张 量 或 茜 本 张 量 ,f(x,y)’ 称 为 基本 形式 . 当 
FG, y) Æ y y! sy! 的 二 次 齐 式 时 ， 


F(x,y) = Mn GO y y, 


这 个 芬 斯 勒 度量 是 黎 曼 度量 . tol Ot tit FG FFE 
勒 度量 的 充分 必要 条 件 是 它 为 仿 紧 的 . 

芬 斯 勒 空间 (Finsler space) Jl “3¢ Hy Bh JE 
5. 

3 Wr Eb E SK BE CFinsler metric tensor) J 
“分 斯 勒 度量 ” 

SB u E (Cartan connection) 一 种 度量 联 
络 . C Æ 36 4 Cartan, E. ) 在 分 斯 勒 空间 上 引进 的 ， 
是 黎 曼 联络 在 芬 斯 勒 空间 的 一 种 推广 . E n 维 芬 斯 


勒 空间 F, 中 , 嘉 当 考虑 由 点 (zz 
…,7") 构 成 的 2 一 1 维 流 形 M2,-! 的 欧 氏 联络 (其 中 


sT” XT! Ts 


Tl, 和 2 ol 看 做 齐 次 坐标 ). 相对 于 F, B BE & pki BV 
Fx ax ,zz 和 度量 张 量 
1 PF 
2 apa 


嘉 当 联络 有 两 组 联络 系数 C% 和 DS BE nant 
TT TT BS EE 625 7,R=1,2,¢% 50). 任意 回 


量 场 
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的 共 变 微分 
DX' — dz 十 SSC, Xdi + Sr, Xda 


j k=l j k=l 


(i = 1,2," ,7n). 
关于 嘉 当 联络 ,度量 张 量 go 的 共 变 微分 为 零 , 因 此 ， 
平行 移动 时 向 量 的 长 度 保持 不 变 . 
贝尔 瓦尔 德 联络 (Berwald connection) 仿 射 
联络 的 一 种 推广 . 它 是 贝尔 瓦尔 德 (Berwald,L. ) 在 
分 斯 勒 空间 中 定义 的 联络 ,在 维 芬 斯 勒 空间 OP, 的 
Jay UB AB ES AR Ca santa ,zx") 下 ,相对 于 的 度量 张 


E gi (5) ,贝尔 瓦尔 德 联络 的 联络 系数 


|| 3G 
Cn Iriart? 
其 中 
esce ee 
= ie i 
pol o c n| Emn OL ih — Ka 
Me = 5 > a Se + axt j’ 
g’ 是 gi 的 反 变 分 量 . 贝尔 瓦 尔 德 联络 和 嘉 当 联络 有 
如 下 关系 : 
i At 长 了 JU o, 
Gy = D t2, aped 
其 中 


3 G* 
- 36 ar "ALBO? 

和 Ci 是 嘉 当 联 络 的 联络 系数 . aS la E D 
尔 瓦尔 德 联络 对 应 的 平行 移动 一 般 不 保持 向 量 的 长 
度 . 

道路 (path) 和 歼 坚 流 形 的 测 地 线 在 分 斯 勒 空间 
的 推广 . 4E n 维 芬 斯 勒 空间 FF, 的 局 部 坐标 系 (x ， 
ry ,x") 下 ,道路 是 满足 微分 方程 


d? 
dz + 2H'(x,x) = 0 


D = Th 


( = 1,2, n) 
的 曲线 r Sr aail, 2, sn), BPW rok 
F, HRA (x x2 — (xl, r,e ye gee see Bd 
FE PRIS. ANAS LZ E EY, A T PE AA 
流 形 Fn 称 为 一 般 的 道路 空间 ,这 是 道格拉斯 (Dou- 
glas ,J. ) 于 1928 年 引进 的 概念 . AATF PF, 的 分 斯 
勒 度量 图 数 F,r), PR H =G Cr, 32 , WG Ee ox 
cus 
x: ig pe = = 0 G=1,2,°,n). 


Ex: 


F, peer renegade 


道路 空间 (path space) WME”. 

2* Hm $5 «s E AY $$ x (Torsion of the Finsler 
space) 非 对 称 联络 的 挠 率 在 苍 斯 勒 几 何 学 的 推 
广 .考虑 芬 斯 勒 空间 FE. 的 无 穷 小 平行 四 边 形 , 设 
PP, 和 PP, 是 两 邻 边 ( 既 看 做 曲线 又 看 做 向 量 ), 将 
PPi 沿 PP, 从 卫 平 行 移动 (关于 嘉 当 联络 ) 到 P. 得 
到 PoP;, 将 PPs 沿 PP 从 PP 平行 移动 到 Pi 得 到 已 ,Ps 
(P's 和 P, RAB AAP PPE F, 的 挠 率 . 在 
ARERR, reer F ARKEN E 

1 9*3 F(xr,x) 


A;; 一 二 (六 , 工 ) OC NN 
ái 4 Ax’ ax Ir” 


Ay, => Ag =F aC 
7^1 


其 中 下 是 已 ,的 度量 函数 ,6 是 度量 张 量 g; 的 反 变 
分 量 . 

芬 斯 勒 空间 的 曲率 (curvature of the Finsler 
space) 一 种 曲率 , 它 与 黎 曙 流 形 的 曲率 类 似 . 在 分 
斯 勒 空间 F, 的 一 点 了 Bp Ee X 沿 无 穷 小 回路 平 
行 移动 回 到 了 时 得 到 向 量 X',X 到 X' 的 旋转 产生 
,在 了 的 曲率 .按照 这 条 无 穷 小 回路 的 类 型 ,相对 
于 嘉 当 联络 ,分 斯 勒 空间 FF. 有 三 个 曲率 张 量 Sus 
Pi A Roa. 分 斯 勒 几何 学 的 曲率 论 比 歼 曼 几何 学 的 
曲率 论 复 杂 得 多 . 最 近 , 陈 省 身 等 人 给 出 了 一 种 新 的 
联络 和 曲率 ,简化 了 分 斯 勒 几 何 的 局 部 理论 ,开展 了 
分 斯 勒 几 何 的 整体 性 质 研 究 . 

仿 射 微分 几何 (affine differential geometry) 
微分 几何 的 一 个 近代 分 支 . 它 是 由 以 布 拉 施 克 
(Blaschke, W. J. E. ) 为 首 的 汉堡 学 派 根 据 克 莱 因 
(Klein, (C. )F. ) 的 几何 分 类 思想 ,于 20 世纪 20 年 
代 初 创立 的 . 它 主要 研究 仿 射 空间 中 曲线 和 曲面 在 
等 积 仿 射 变换 (行列 式 为 1 的 仿 射 变换 ) 群 下 的 不 变 
性 质 . 由 于 等 积 仿 射 变换 群 比 刚体 运动 群 大 得 多 ,要 
得 到 满意 的 理论 ,必须 对 曲面 加 上 一 些 限 制 , 最 目 然 
的 限制 是 曲面 为 非 退 化 的 , 即 它 的 第 二 基本 形式 的 
系数 行列 式 不 为 零 . 利用 非 退化 性 ,可 以 在 曲面 上 征 
义 一 个 仿 射 不 变 的 伪 黎 曼 度 量 和 一 个 仿 射 不 变 的 横 
截 向 量 场 ,分 别称 为 曲面 的 布 拉 施 克 度 量 和 仿 射 法 
HEH. 这 样 就 可 以 仿照 欧 氏 曲面 论 ,发 展 一 套 仿 射 
不 变 的 曲面 论 . 中 国 数学 家 苏 步 青 于 20 世纪 20 年 
代 后 期 ,用 他 自己 的 独特 方法 ,在 仿 射 曲面 的 几何 结 
构 、 仿 射 柱 面 和 仿 射 旋转 面 的 引进 、 仿 射 曲 面 论 与 射 
影 曲 面 论 间 的 关系 等 方面 取得 了 丰硕 成 果 , 对 仿 射 
微分 几何 做 出 了 重要 的 贡献 . 

最 近 30 年 来 ,在 高 维和 整体 性 的 研究 方面 进展 
很 大 ,研究 主要 集中 于 局 部 严格 凸 的 仿 射 球 和 仿 射 
极 大 曲面 . 特别 值得 注目 的 是 ,完成 了 关于 布 拉 施 克 
度量 完备 的 局 部 严格 凸 仿 射 球 的 整体 分 类 . 仿 射 球 


其 他 类 型 的 几何 结构 


的 研究 ,自然 地 引导 到 蒙 日 -安培 方程 . 这 个 重要 的 
非 线 性 偏 微 分 方程 因此 有 了 几何 的 意义 ,对 于 它 的 
研究 便 有 很 大 帮助 .在 这 方面 作出 重要 贡献 的 有 卡 
拉 kk (Calabi, E. ), Fr EX, Hal. XB 28 e. Ux Xe, 9 38 R 
(1LoropeztoB , A. B. ) &. 仿 射 极 大 曲面 因 其 基本 方程 
是 四 阶 非 线 性 偏 微分 方程 ,产生 了 严重 困难 , 仿 射 伯 
恩施 坦 问题 至 今 没 有 完全 解决 . 

布 拉 施 克 度 量 (Blaschke metric) ” 仿 射 空间 中 
超 曲 面 上 的 仿 射 不 变 的 黎 曼 度量 . 设 M Æ ntl 维 
仿 射 空间 中 的 超 曲面 ,z Je ZEE ERE Gu! pe? oe") 
是 局 部 坐标 . E 


ax a 9 d 
h;;= det | = = zd = | 


当 det (2250 时 , 则 称 M dEiB (b. 此 时 , 若 记 
gi= |det (hy) hj; 


则 G= >) g,du'du’ 
2 


在 M 上 和 定义 了 一 个 仿 射 不 变 的 伪 黎 曼 度量 , 称 为 布 
拉 施 克 度 量 . M 局 部 严格 凸 时 ,可 选择 M 的 定 
向 ,使 布 拉 施 克 度 量 正定 . 

3E 3B 1L $8 ER Tf] (non-degenerate hypersurface) 
见 “ 布 拉 施 克 度 量 ”. 

= 15 81 iE £E (affine normal line) 欧 氏 空间 中 曲 
面 法 线 的 推广 . 与 仿 射 空间 中 的 超 曲面 横 截 相交 的 
直线 , 它 是 欧 氏 曲面 论 中 法 线 的 仿 射 类 似 . 若 M 是 
2 十 1 维 仿 射 空间 4 和 :中 的 非 退 化 超 曲 面 ,z 是 位 置 
JEA 是 关于 布 拉 施 克 度 量 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 则 了 
— Az/n 是 M 上 仿 射 不 变 的 横 截 向 量 场 , 称 为 M 的 
仿 射 法 癌 量 场 . 过 M 的 点 工 且 平行 于 YY(z) 的 直线 ， 
称 为 M 在 点 工 的 仿 射 法 线 . 当 M 严格 凸 时 , 仿 射 法 
线 有 下 述 几 何 意义 :用 了 .AM 表示 M 在 点 工 的 切 超 
平面 , A” 中 平行 于 了 TM 的 超 平面 7 与 M 的 交 线 
界定 上 一 个 凸 域 2, 当 + 平行 移动 时 ,f2 的 重心 描 
出 一 条 从 z 出 发 的 曲线 ,这 条 曲线 在 点 x 的 切线 ， 
就 是 M 在 点 r 的 仿 射 法 线 . 

仿 射 法 向 量 场 (affine normal vector field) J 
“ 仿 射 法 线 ” 

富 比 尼 - 皮 克 形 式 (Fubini-Pick form) 仿 射 超 
曲面 上 一 个 仿 射 不 变 的 三 次 微分 式 . 设 M 是 ”十 1 
维 仿 射 空间 4” :中 的 非 退化 超 曲 面 , Cac"? oe”) 
是 局 部 坐标 . M 上 可 以 定义 两 个 联络 :一 个 为 AU 
的 联络 通过 仿 射 法 线 在 M 上 的 诱导 联络 ,用 Du 
其 联络 系数 ; 另 一 个 是 M 上 布 拉 施 克 度 量 的 列 维 - 
齐 维 塔 联络 ,用 1% 表 其 联络 系数 . 若 


人 = ee nn Ix 
f=1 


则 Aine XT M 上 的 一 个 三 阶 对 称 协 变 张 量 场 . 三 
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次 微分 式 
4 一 = A; du'du/du* 
称 为 富 比 尼 - - 皮 克 形式 . A 和 布 拉 施 克 度 量 
G = 2 du'du! 
满足 下 面 的 所 谓 反 极 关系 ; 
Dan co (k= 1,2,*,0), 


step Co") 3 Goo BO s e. 
fh St = h x (affine principal curvature) 刻画 

仿 射 空间 中 超 曲 面 弯曲 程度 的 不 变量 . 它 是 欧 氏 曲 
面 论 中 主 曲 率 的 仿 射 类 似 . 设 凡是 2 十 1 维 仿 射 空 
间 中 的 局 部 严格 凸 的 超 曲 面 ,z 是 位 置 向 量 , GS, 
u^ ttu je Jey a AB ER Y 是 仿 射 法 向 量 场 .Y KT u' 
的 偏 微 商 可 由 

ar de ar 

Ju!” Ju?’ E s 
—— 

a UB Ss (1 = 1,2,0%*,0). 


‘eau 间 中 定义 了 一 个 自 
伴 线 性 变换 , 称 为 仿 射 外 思 加 滕 变换 , 它 的 特征 值 
hi,h2，,… A, 称 为 M 的 仿 射 主 曲 率 . 仿 射 主 曲 率 的 初 
等 对 称 函 数 

L= D MAS 


Ii cem, 


Ài (r = 1,2,°**,7) 


n 


称 为 M 的 第 + 阶 仿 射 平均 曲率 . 工 称 为 M 的 仿 射 


平均 曲率 . 

仿 射 外 因 加 滕 变换 (affine Weigarten transfor- 
mation)” 见 “ 仿 射 主 曲 率 ”. 

仿 射 平均 曲率 (affine mean curvature) WÒ 
射 主 曲率 ”. 

仿 射 微分 几何 基本 定理 (fundamental theorem 
of affine differential geometry) 关于 仿 射 空间 中 


的 超 曲面 完全 由 布 拉 施 克 度 量 和 富 比 尼 - 皮 克 形 式 
确定 的 定理 . 设 在 一 个 维 单 连通 可 微 流 形 M 上 给 
定 了 黎 曼 度量 G 和 一 个 三 阶 对 称 协 变 张 量 场 AA 
它们 满足 一 组 所 谓 可 积 性 条 件 , 则 存在 一 个 从 M 到 
2 十 1 维 仿 射 空间 4 的 局 部 严格 凸 浸入 z, 使 Al 
A 分 别 为 x CM) BS p br ds va BE E A 8S EG J6 - BT 
式 ,并且 除了 一 个 等 积 仿 射 变换 外 , 浸 人 是 惟一 的 . 

仿 射 球面 (affine hypersurface) 一 个 重要 的 
超 曲 面 . 指 仿 射 空间 中 仿 射 法 线 交 于 一 点 或 互相 平 
行 非 退 化 的 超 曲 面 . 一 个 局 部 严格 凸 的 仿 射 球 称 为 
虚 的 或 抛物 型 的 仿 射 球面 , 若 它 的 仿 射 法 线 互 相 平 
ÍT. 它 称 为 一 个 真 仿 射 球面 , 硅 它 的 仿 射 法 线 交 于 一 
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点 ; 称 交 点 为 它 的 仿 射 中 心 . 真 仿 射 球 又 依 仿 射 中 心 
位 于 曲面 刀 的 一 侧 或 凸 的 一 侧 , 分 别称 为 椭圆 型 的 
或 双 曲 型 的 仿 射 球面 . 三 维 仿 射 空间 AS 中 的 椭 球 
eee aad 
和 抛物 型 仿 射 球面 的 例子 . 设 (ri,z,…,7"1'1) 是 nn 
十 1 维 仿 射 空间 4” 中 的 坐标 ,4 中 的 局 部 严格 
凸 超 曲面 ,局 部 上 可 表示 为 
quote fp ptt ps 

其 中 f 是 由 定义 在 4” 中 某 个 开 集 上 的 严格 凸 的 可 
M, BEL BX. M 是 抛物 型 仿 射 球面 的 充分 必要 条 件 为 了 
满足 以 下 蒙 日 -安培 方程 

dei JE - TS 
M 是 椭圆 型 或 双 曲 型 仿 射 球面 的 充分 必要 条 件 为 了 
的 勒 让 德 变换 函数 


AR = pi p 
5 = a a= = l, 2，， T n) 
满足 
9*u EET 
det EE, = (Liu) $ 


其 中 工 ; 为 仿 射 平均 曲率 , 它 为 常数 . 欧 氏 曲面 论 中 
法 线 交 于 一 点 或 互相 平行 的 曲面 中 有 球面 和 平面 两 
种 ,而 仿 射 球面 则 广泛 得 多 . 因此 ,对 仿 射 球面 的 分 
类 是 基本 的 、 重 要 的 . 关于 布 拉 施 克 度 量 完 备 的 局 部 
严格 凸 仿 射 球面 的 整体 分 类 始 于 布 拉 施 克 
(Blaschke, W. J. E. ), 他 于 1923 年 证 明 : 一 个 紧 致 
无 边 的 2 维 球面 一 定 是 椭 球 面 . 后 来 , 戴 克 (Deicke， 
A. ) 于 1953 年 把 这 个 结果 推广 到 了 高 维 . 因为 完备 
的 椭圆 型 仿 射 球面 一 定 是 紧 致 无 边 的 ,他 们 实际 上 
完成 了 对 完备 椭圆 型 仿 射 球面 的 分 类 . 对 完备 抛物 
型 仿 射 球面 的 分 类 是 卡拉 比 (Calabi,E. ) 完 成 的 ,他 
于 1958 年 证 明 :一 个 完备 的 抛物 型 仿 射 球面 一 定 是 
椭圆 抛物 面 . 完备 的 双 曲 型 仿 射 球面 是 迷人 的 , 它 不 
必 是 二 次 超 曲 面 ,例如 ,由 reet = 确定 的 超 
曲面 ,卡拉 比 曾 构造 出 许多 别 的 例子 ,并 于 1971 年 
提出 猜测 :A4”™' 中 每 个 完备 的 双 曲 型 仿 射 球面 渐 近 
T 4 所 :中 某 个 凸 锥 的 边界 ;反之 , 任 给 一 个 负 笛 数 
和 4 中 一 个 非 退化 的 凸 锥 ,4 中 有 惟一 一 个 完 
备 的 双 曲 型 仿 射 球面 渐 近 于 所 给 凸 锥 的 边界 ,并 以 
所 给 常数 为 仿 射 平均 曲率 . 这 个 猜测 ,经 过 卡拉 比 、 
丘成桐 \ 郑 绍 远 ,佐佐木 (Sasaki,T. ) 等 数学 家 的 努 
力 , 直 到 1990 年 才 被 李 安 民 彻 底 解决 ,从 而 完成 了 
完备 局 部 严格 凸 仿 射 球面 的 整体 分 类 . 关于 布 拉 施 
克 度 量 为 常 截面 曲率 的 仿 射 球面 的 局 部 分 类 于 
1990 年 由 弗 航 肯 (Vrancken,L. )、 李 安民 ,西蒙 (Si- 
mon, U. ) 完 成 . 这 类 仿 射 球面 局 部 地 为 椭 球 面 ( 下 


截面 曲率 )、 双 曲面 ( 负 截 面 曲率 ) .椭圆 抛物 面 和 由 
r'e’ eer” =) 定义 的 超 曲面 ( 零 截面 曲率 ). 对 仿 射 球 
面 的 研究 ,自然 地 引出 以 下 方程 问题 : 蒙 日 -安培 方 
程 C(* ) 的 定义 在 整个 A’ 上 的 凸 解 了 是 二 次 多 项 式 
吗 ? 或 等 价 地 ,f 的 图 是 椭圆 抛物 面 吗 ? 答案 是 肯定 
的 .n= 二 2 是 约 根 斯 (Jorgens,K. ) 于 1954 年 证 明 的 ; 
n«5 是 卡拉 比 于 1958 年 证 明 的 ;任意 的 dE E X 
3| 1& X; (Horopezon, A. B. ) 于 1972 年 证 明 的 . 

伪 仿 射 球 面 (pseudo-affine hypersphere) W 


“ 仿 射 球面 ”. 

真 仿 射 球 面 (proper affine hypersphere) W 
“ 仿 射 球面 ”. 

dà d 52 th St EK m (affine hypersphere of 

parabolic type) J“ fj SEEK m”. 

椭圆 型 仿 射 球面 (affine hypersphere of elliptic 
type) 见 “ 仿 射 球面 ” 

双 曲 型 仿 射 球面 (affine hypersphere of hyper- 
bolic type)” 见 “ 仿 射 球面 ”. 

蒙 日 -安培 方程 (Monge-Ampere equation) Jl 
“ 仿 射 球面 ” 


仿 射 极 大 曲面 (affine maximal hypersurface ) 
欧 氏 曲面 论 中 极 小 曲面 的 推广 . 早期 称 仿 射 极 小 曲 
面 ,后 因 发 现 其 第 二 变 分 在 许多 重要 情形 为 负 而 改 
称 现 名 . 仿 射 不 变 面 积 变 分 的 极 值 曲面 , 亦 即 仿 射 平 
均 曲 率 为 零 的 曲面 .nn 十 1 维 仿 射 空间 A 中 的 局 部 
严格 凸 超 曲 面 ,局 部 上 可 表示 为 某 个 凸 函数 zx” = 
大 zt 的 图 . 它 是 仿 射 极 大 曲面 的 充分 必 
要 条 件 为 


Qf Q0 
|| de: (a) | | i 

其 中 人 为 布 拉 施 克 度 量 的 拉 普 拉 斯 算 子 . 椭圆 抛物 
面 是 仿 射 极 大 曲面 的 重要 例子 . 类 似 于 欧 氏 曲面 论 
的 伯 恩 施 坦 问 题 ,陈省身 于 1971 年 提出 以 下 猜测 : 
定义 在 整个 4* EB d O PRG. ETE BS R E D; H1] 
极 大 曲面 , 则 它 是 二 次 多 项 式 . 局 部 的 仿 射 曲面 的 例 
子 很 多 ,但 关于 布 拉 施 克 度 量 完备 的 仿 射 极 大 曲面 ， 
已 知 的 例子 只 有 椭圆 抛物 面 . 卡拉 比 (Calabi,E. OTT 
1986 年 提出 了 下 面 的 问题 ;关于 布 拉 施 克 度 量 完 
的 仿 射 极 大 曲面 一 定 是 椭圆 抛物 面 吗 ? 陈省身 的 猜 
测 和 卡拉 比 的 问题 都 称 为 仿 射 伯 恩 施 坦 问题 . 这 个 
[n] i Ex yr 4E JE T T& (Trudinger,N. S. ) 和 汪 锡 加 共 
同 解 决 . 

切 触 流 形 (Ccontact manifold) 一 类 特殊 的 微 
分 流 形 . 4 22 十 1 维 微分 流 形 M 容许 满足 7A dyp” 
#0 的 1 形式 7, 式 中 d7 是 7 的 外 微分 ,和 人 表示 外 乘 
法 , 则 M 称 为 具有 切 触 形式 7 的 切 触 流 形 . 切 触 流 
形 的 切 从 的 结构 群 可 简化 为 U(n)X1, 这 里 U(n) 
EAR. 因此 ,每 个 切 触 流 形 是 可 定向 的 . 欧 氏 空间 


其 他 类 型 的 几何 结构 


R” “中 的 单位 球面 $S”' 和 十 1 维 黎 曼 流 形 的 切 球 
从 是 简单 的 典型 例子 ,二 者 都 具有 自然 的 切 触 形式 . 
每 个 3 维 紧 的 可 定向 微分 流 形 均 为 切 触 流 形 ， 

76 U] fü HE FZ (almost contact manifold) 切 触 
流 形 的 推广 . 若 2nt-1 维 微分 流 形 M 允许 一 个 1 形 
式 7, 一 个 向 量 场 和 ,以 及 一 个 (1,1) 型 张 量 场 使 得 

dg =— 二 he, pË =l, Cx) 
则 M 3E EROS 58 UI fe WE. £8 Co, & 7) WU ERA F6 E fih 
结构 . C ) 式 蕴含 着 GE — 0, d — 0. F8 UI f DILE I 
切 从 的 结构 群 可 简化 为 U(n)X1. 事 实 上 ,格雷 
(Gary, J. W. ) 曾 将 该 性 质 作为 至 切 触 结构 的 定义 . 
对 于 具有 结构 为 (2, 和 ,7) 的 切 触 流 形 M , 必 能 求 得 一 
个 正定 黎 曼 度量 g 使 得 m= ores Gap AG = Eru 
Mh 度量 g 与 92,7 一 起 组 成 了 MHA RRS 
结构 ,AM 则 称 为 殖 切 触 黎 曼 流 形 . 

zA Y ýt iE t almost contact structure) 
切 触 流 形 ”. 

zA UJ) fit BS HEH almost contact Rimannian 
manifolds) D," se ARTE”. 

佐佐木 流 形 (Sasakian manifold) 一 类 特殊 的 
y V) fh AE Se WWE. Teva V AAR S WUE M 中 , 奉 成 立 

Vae" =F V uo = hu — gu gab): 
则 称 M 为 佐佐木 流 形 或 正规 切 触 黎 曼 流 形 . 式 中 算 
子 V 表 示 关 于 度量 g 的 协 变 微分 . 另外, 它 的 曲率 
张 量 由 下 式 给 定 : 

Rioo RF DUE ybr Eu 
sp &CPzyP。 — Quo 一 ZG, Pro 
F Ir 十 Ewo 一 Bro ey Eao), 
其 中 是 常数 . SR-ON MMAR AH BE 1 的 
空间 . 

正规 切 触 黎 曼 流 形 (Cnormal contact Rimannian 
manifolds) 即 “ 佐 佐 木 流 形 ” 

正规 仿 切 触 黎 曼 流 形 (Cnormal paracontact Rie- 
mannian manifold) 一 类 特殊 的 殉 仿 切 触 流 形 . 在 
—"^ 5845 9) fi 3& 9 WE M 中 A 

29, = Vil, 十 Nu (B, = Exp) , (1) 
则 M 称 为 仿 切 触 黎 曼 流 形 . 若 它 又 满足 


JL" 38 


Vaha V up, (2) 
Vy V Ma == gp E 701, 
m (= Brn E 7,2,))s (3) 


则 该 M 便 称 为 正规 仿 切 触 黎 曼 流 形 , 或 称 为 具有 结 
MJ Gp 8.7, 80 HJ P Jc Ve IK VE. 这 一 概念 实际 上 来 
源 于 类 似 的 概念 一 一 正规 切 触 黎 曼 流 形 ,因为 在 
(1),(2),(3) 下 殖 仿 切 触 黎 曼 流 形 的 挠 率 张 量 
N= Py A- A Vd 
— (V adl — TAA — CV gn — V age 
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消失 . 5h. (1) 和 (2) 意 味 着 0, — V9, — V. A 
此 ,一 个 列 仿 切 触 黎 曼 流 形 只 要 满足 该 式 和 条 件 (3) 
便 成 为 一 个 P 佐佐木 流 形 . 这 一 事实 常 视 为 P 优 佐 
木 流 形 的 定义 而 作为 研究 相关 问题 的 出 发 点 . 特别 
地 ,Gy 二 Vw 二 土 (一 gy 十 kw) 时 ,一 个 佐佐木 流 形 
PRA SP 佐佐木 流 形 .在 了 佐佐木 流 形 中 ,曲率 张 量 
和 结构 向 量 满足 关系 式 : 
Rs — & po" — arl 

P 佐佐木 流 形 (P sasakian manifold) 
仿 切 触 黎 曼 流 形 ” 

SP 佐佐木 流 形 (SP sakian manifold) 
规 仿 切 触 黎 曼 流 形 ” 

78 (h Ul fü ift J (almost paracontact manifold) 
Fe Ul fih WE R9 3840. iE M 是 一 个 HER AT CE E 
M 存在 一 个 1 形式 7, 一 个 向 量 场 ,以 及 一 个 (1,1) 
型 张 量 场 2 满足 条 件 

HA = ei — 96, £2], (*) 

则 M PAIR H i TE. T 4 (o6. EA FR UU 
触 结构 . 它 是 类 似 于 列 切 触 结构 的 一 个 结构 . 这 一 结 
构 是 由 沙 通 (Satc,I. ) 于 1976 年 8 月 首先 引入 的 . 
因为 讨论 的 基本 依据 和 得 到 的 主要 结构 均 建 立 在 佐 
fE XÆ (Sasaki, S. ) 研 究 的 基础 上 ,所 以 沙 通 特别 声称 
列 仿 切 触 结构 的 观点 得 益 于 佐佐木 教授 . 类 似 于 切 
触 结 构 ,( x ) 式 也 意味 着 BE —0, =O. 同时 ,对 
于 具有 结构 为 (yp,&,7) 的 殖 仿 接触 流 形 M, 必 可 求 得 
一 个 正定 黎 曼 度量 g 使 得 0, — 8 Ges BG. = Bin 
Phe 这 个 伴随 的 度量 e 与 9.6.7 一 起 组 成 了 M 的 
列 仿 切 触 黎 曼 结构 ,从 而 称 M 为 殖 仿 切 触 黎 曼 流 
JE. 黎 曼 流 形 的 切 球 从 具有 自然 的 歼 仿 切 触 结构 ,从 
而 是 一 个 简单 的 典型 例子 . 再 如 在 具有 直角 坐标 
(xz,y,z,w) 的 4 维 欧 氏 空间 R* 中 ,车 

e (6 e 60S 0.05204 


见 “ 正 规 


见 “ 正 


7= (9)— [0.0.0.5 


2 
020. xm qr op 
7 0 1 0 0 
PE 0 0 
0 0 0 0 
1 y! 0 0 0 
|] 0 1+ 2’ 0 0 
TOS 芍 Uo qq wr 
0 0 0 1 


M Cp E, g) ME T R 的 一 组 列 仿 切 触 黎 曼 结 梳 
带 系 数 大 的 正规 仿 切 触 黎 曼 流 形 Cnormal para- 
contact Riemannian manifold with a coefficient £) 
一 类 特殊 的 正规 仿 切 触 流 形 . 在 一 个 n 2E 968 5 V1 fat 
黎 曼 流 形 M GEN Y. 
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V Pau 一 AL (一 Sr, i= 7,2.) 7]. 
+ c= Ern 十 7,027, | (1) 


Pa = Vite (函数 了 0)， (2) 


则 M 称 为 带 有 系数 的 正规 仿 切 触 黎 曼 流 形 ,或 称 
M 为 带 有 系数 的 P 佐佐木 流 形 , 又 名 EP 佐佐木 
MIE. k=1 时 , 它 就 成 为 一 个 P 佐佐木 流 形 . 在 带 有 
系数 的 P 佐佐木 流 形 中 ,曲率 张 量 和 结构 向 量 满 
ERRA: 

R greh = — [kopar — kP tk (ga) Ep). 
具有 保 圆 型 结构 的 至 仿 切 触 黎 曼 流 形 是 带 有 系数 
的 P 佐佐木 流 形 的 一 个 典型 例子 .在 其 中 成 立 着 

Rs PGgyhy 一 gg). (3) 
AUB BBN PETE 95 8] 3€ 89 OE d AE A AA RBS 
P 优优 木 流 形 . 它 的 结构 可 称 为 挠 形 结构 ,因此 它 也 
称 为 具有 挠 形 结构 的 列 仿 切 触 黎 曼 流 形 . 设 M 是 带 
BARB PEAR. 若 它 满足 

Ry. = — [Ro Ba — Ie) — kr(gps — 1) J 

s k? Cg ty — Ep): 
则 它 是 较 具 挠 形 结构 的 列 仿 切 触 黎 曼 流 形 广泛 的 一 
类 EP 佐佐木 流 形 ;而 当 满 足 条 件 (3) 时 , 则 M 是 较 
具 保 圆 型 结构 的 仿 切 触 黎 曼 流 形 广 泛 的 一 类 EP ffc 
佐 木 流 形 , 且 称 之 为 LP 佐佐木 流 形 . 佐佐木 流 形 和 
P 优优 木 流 形 与 其 他 流 形 一 样 , 从 它 引 进 以 来 便 有 
丰富 多 彩 的 微分 几何 与 拓扑 学 的 问题 可 供 研究 . 有 
关 的 论述 已 由 国内 外 许多 学 者 所 发 表 . 特别 是 日 本 
学 者 至 今 仍 在 对 这 些 流 形 做 不 倦 的 研究 ,形形色色 
的 各 种 结果 在 诸多 杂志 上 时 有 所 见 . 

带 有 系数 上 的 P 佐佐木 流 形 (P -Sasakian man- 
ifold with a coefficient &)” 见 “ 带 系 数 & 的 正规 仿 
H fit RS TRI”. 

EP 佐佐木 流 形 (EP -Sasakian manifold) W 
“ 带 系数 & 的 正规 仿 切 触 黎 曼 流 形 ”. 

LP 佐佐木 流 形 (LP -Sasakian manifold) W 
“ 带 系数 和 & 的 正规 仿 切 触 黎 曼 流 形 ” 

只 分 几何 (integral geometry) 几何 学 的 一 个 
分 文 . 是 通过 考察 各 种 密度 的 积分 来 赋 究 图 形 性 质 
的 一 门 学 科 . 它 渊源 于 几何 概率 ,其 发 展 与 几何 概率 
的 发 展 有 着 不 可 分 割 的 联系 . 布 丰 (Buffon,G. -L. 
L. de) F 1733 年 在 一 份 研 究 报告 的 附录 中 提出 了 
著名 的 投 针 问题 . 克 罗 夫 顿 (Crofton, M. W.) F 
1868 年 建立 了 一 系列 重要 的 积分 公式 .但 到 了 19 
T 2g zk UL BA CBertrand,J. L. F.) 发 现 ,对 于 同一 
个 几何 概率 问题 ,选取 不 同 的 测度 求解 竟 会 得 出 不 
同 的 答案 ,他 提出 了 著名 的 贝 特 朗 悖 论 :在 圆 内 任 做 
一 弦 , 求 其 长 超过 该 圆 的 内 接 正三 角形 边 长 的 概率 . 
该 问题 可 以 有 不 同 的 解答 : 


1. 由 对 称 性 可 预先 固定 弦 的 方向 ,做 垂直 于 该 
方向 的 直径 ,只 有 当 直 径 与 弦 的 交点 到 圆心 的 距离 
小 于 d/4 时 , 弦 长 才 大 于 内 接 正 三 角形 边 长 ,这 里 4 
为 圆 的 直径 . 设 所 有 交点 是 等 可 能 的 , 则 所 求 概率 为 
1/2( 图 1). 

2. H XT ER HE nT 3806 IB] XE 5A RS — ns RAK 
过 此 端点 的 切线 的 交角 在 60" 一 120" 之 间 ,其 长 才 合 
乎 要 求 . 设 所 有 方向 是 等 可 能 的 , 则 所 求 概率 为 1/3 
(Al 2). 


BE DM Se (Poincaré, (J.-)H. ) F 1896 年 引进 了 
运动 密度 的 观念 ,把 积分 几何 建立 在 群 论 的 基础 上 ， 
M m Ak T EF J. t t a (Blaschke, W. J. 
E. ) 于 1934 年 将 这 一 学 科 取 名 为 积分 几何 . 1935 至 
1939 年 , 布 拉 施 克 及 其 合作 者 以 积分 几何 为 总 标题 
发 表 了 一 系列 论文 , 布 拉 施 克 推 得 了 欧 氏 平面 中 的 
运动 学 基本 公式 等 重要 结果 . 继 布 拉 施 克之 后 , 陈 省 
FRK Santaló, L. A. ) 对 积分 几何 作出 了 卓 
越 的 贡献 . 1940 年 前 后 ,陈省身 和 韦 伊 (Weil,A. ) 将 
局 部 紧 致 李 群 上 不 变 测度 的 概念 引入 到 积分 几何 ， 
从 而 建立 了 齐 性 空间 的 积分 理论 . 桑 塔 洛 毕 生 致 力 
于 积分 几何 研究 ,他 获得 了 骏 塔 洛 公 式 入 维 非 欧 
空间 中 运动 学 基本 公式 等 大 量 研 究 成 果 , 他 的 专著 
《积分 几何 与 几何 概率 》(1976 年 第 一 版 ,1979 年 修 
订 版 ) 是 迄今 为 止 积 分 几何 领域 最 完备 的 权威 性 专 
3&. 积分 几何 与 微分 几何 的 各 个 分 文 关 系 密切 ,积分 
几何 方法 经 常用 以 研究 流 形 的 等 周 不 等 式 、 特 征 值 
估计 等 整体 微分 几何 问题 . 它 还 牵涉 到 数论 ( 闵 科 夫 
斯 基 - 卢 卡 - 西 格 尔 定理 )、 偏 微分 方程 ( 拉 东 -约翰 变 
换 )、 概 率 统计 (广义 布 丰 问题 ) 等 许多 数学 领域 ; 它 
在 物理 学 、 天 文学 .生物 学 、 医 学 .金属 学 .矿物 学 、 声 
学 、 建 筑 学 等 众多 学 科 中 有 重要 应 用 . 随 着 现代 科技 
的 志 猛 发 展 , 它 的 应 用 将 日 趋 广泛 、 深 入 . 

不 变 密度 (invariant density) ”积分 几何 中 各 
种 密度 的 统称 . 指 某 一 可 迁 变换 群 下 不 变 的 微分 形 
X. TE R' 中 , 设 有 动 点 P Gr , y) M ÉL £X, G : x cos gt 
ysin g— p —0,.4r IERM E KR dP —dx Ady fll dG 
=dp Ado X A s BERUE ZEE BE. 将 点 密度 和 直线 密 
REA FP A. BTS BR BR P P2). RAB CG Ga) 
等 几何 元 素 的 密度 .R: 上 的 任 一 运动 u 可 表示 为 


其 他 类 型 的 几何 结构 


Z = xcosg— ysingt+a, 

i y = rsing + ycose + b, 
AP a,bER, GE [0.20 Aizawa u HBR. Æ R’ 
S| AS KA: (a.6.¢+ 2kn)~(a.b.9) ,为 任意 
整数 , 便 得 到 一 个 新 的 三 维 空间 , 即 运动 群 的 参数 空 
[R] , 则 微分 形式 daAdeAdy 在 运动 群 作用 下 具有 左 
不 变性 、 右 不 变性 和 道 不 变性 , 除 一 个 常数 因子 外 ， 
它 是 惟一 具有 这 些 性 质 的 微分 3 形式 , 称 之 为 平面 
运动 群 的 运动 密度 , 记 为 dK. 上 述 概念 可 推广 到 n 
维 欧 氏 空间 和 非 欧 空间 . 

i G/H Æ n 维 齐 性 空间 ,这 里 G LH 分 别 为 
m HE AS BERI Gn —222E B] 2E OBE. Zr wy Wa y ,ww FE 
李 群 G B— 4 3m AR -3& LUE XX N H 的 任 一 左 陪 
集 可 视 为 完全 可 积 发 甫 方程 组 es m e = 9, = 0 
的 积分 流 形 . ER ei 人 … A w 为 李 群 G 的 运动 密度 ， 
记 为 d,G. Xp e A Ao, RE G/H EXT G 的 左 作 
FAAR AE BS n ÉR. MERZ AAE G/H EW AE 
密度 In Ad(G/H). 4 H A G 的 闭 正规 子 群 时 , 齐 
性 空间 G/ 五 上 必 存 在 不 变 密 度 . 

点 密度 (point density) W PERE”. 

直线 密度 (line density)” 见 “不 变 密度 ”. 

运动 密度 (motion density density)” 见 “不 变 
密度 ”. 

陈省身 条 件 (Chern condition) 齐 性 空间 积分 
几何 中 最 重要 的 结果 之 一 . 陈省身 推 得 的 齐 性 空间 
上 存在 不 变 密 度 的 充分 必要 条 件 . 若 G/H Æ n E 
齐 性 空间 ,这 里 G 是 m 维 李 群 ,五 是 G 的 (m 一 n) 维 
闭 李 子 群 , 则 齐 性 空间 G/H 上 存在 不 变 密 度 的 充 
分 必要 条 件 是 


Do (s=n+ lsem), 
AP Cs 为 李 群 G 的 结构 常数 . 这 一 充分 必要 条 件 称 


为 陈省身 条 件 . 
强 窜 积分 (integrals for power of chords) 一 


类 与 直线 密度 相 联 系 的 重要 积分 . 设 K 为 R* 中 有 
界 凸 集 ,o 为 天 被动 直线 C 截 得 的 弦 长 , 称 积 


| a"dG (n = 05.153 5***) 
G 门 天 天 9 


ASK 的 弦 需 积分 .为 了 研究 7, ,常常 引进 男 一 
种 积分 


duel rar; ^ dP, (n =— 1,0,1,2,°*"), 
PQPQEK 


u 


式 中 ”表示 Pi 与 P; 两 点 间 的 距离 .7 与 J, ZA 
在 关系 式 
n(n — 1) 


l EE MEE 5 ENT (n2). 


JA BUT L FORK 的 几何 性 质 有 密切 的 关系 . AE 
ORK 的 周 长 和 面积 分 别 为 LK 和 下 , 则 有 重要 公式 
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m 分 几何 = 


ped Fe a pop 
L 55 I, ZALE aK EAR AS 
i 16,3 
I, È 2I, Ip < si 
Za been od paca EE 
eee rE dS 
(n = 4,6,8,:2, 
(n = 3,5,7,*). 
一 个 与 弦 害 积分 相 联 系 的 引 人 注 目的 问题 是 :一 实 
BF UL) (2 一 0,1,2,…) 是 凸 集 的 弦 寡 积分 序列 
的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 这 就 是 著名 的 布 拉 施 克 猜 
测 , 至今 尚未 解决 . 在 高 维 欧 氏 空间 也 可 以 定义 弦 客 
积分 ,目前 已 有 相当 丰富 的 研究 成 果 . 

布 拉 施 克 运 动 学 基本 公式 (Blaschke funda- 
mental kinematic formula) 平面 积分 几何 中 最 基 
本 的 公式 . 设 Du,D 是 R? 中 两 个 边界 由 有 限 条 简 
单 闭 曲线 构成 的 区 域 , Do 固定 而 Di 做 运动 FE, 
Los Li; Cosci 依次 是 它们 的 面积 周 长 和 边界 总 曲 
R. E Cu 是 交集 DAD 的 边界 总 曲率 ,dK 是 D, 
的 运动 密度 , 则 
CudK, = 2x(Fy,c, + Eico + Lal), 


I, zt 


上 式 称 为 布 拉 施 克 运 动 基本 公式 . 它 有 很 多 重要 的 
应 用 . 例如 , 当 D, 缩 成 长 度 为 4; 的 曲线 C; 时 (i==0， 
1), 若 它们 的 交点 数 为 nn, 则 布 拉 施 克 运动 学 基本 公 
式 简化 为 庞 加 莱 公 式 


| ndK, = 4L. 
e ey 


哈 德 威 格 条 件 (Hadwiger conditions) 平面 中 
一 个 区 域 包 含 男 一 区 域 的 充分 条 件 . 设 D; Æ R? 中 
由 简单 闭 曲 线 围 成 的 区 域 ,其 周 长 和 面积 分 别 为 Li 
和 Fi,i 二 0,1. 若 下 述 条 件 之 一 成 立 : 

L,L, — 4nF, > (LBL — 16 F,F,)?7, (D) 

4rF — LiL, > GALE — 16r°F,F,)?, (2) 
WU px 3s Dj 必 包 含 在 一 个 与 Do 合同 的 区 域 之 中 . io 
述 充 分 条 件 称 为 哈 德 威 格 条 件 .在 非 欧 平面 中 已 有 
平行 的 结果 . 这 些 结果 在 高 维 常 曲率 空间 型 可 否 做 
相应 的 推广 是 一 低 有 兴趣 的 问题 . 

均 质 积分 (quermass integral) 尔 称 平均 截面 
测度 . 凸 体 论 和 积分 几何 的 重要 概念 . 本 质 上 是 R” 
中 凸 集 在 (x 一 7) 维 平面 上 投影 体积 的 积分 平均 值 . 
A K 为 R” 中 的 凸 集 ;上 ,wy 表示 过 定点 O 的 任 一 人 z 
一 7) 维 平面 . 则 K 到 过 -上 的 牌 直 投影 所 构成 的 
凸 集 Ki ,的 (x 一 7) 维 体积 VCK'_,) 的 积分 平均 值 

EW OK", 0) 
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muc o 
= x 56V GC AL, ag, 


A dL, pode R” 中 过 定点 的 (x 一 7) 维 平面 的 不 变 
密度 ,m(G,_,,,) 是 R” 中 过 定点 的 所 有 (nn 一 7) 维 平面 
所 构成 的 格拉 斯 曼 流 形 G,,,, 的 体积 . 设 V(K) 和 
On TRA K BS n ERR A m 维 单 位 球面 的 面积 ， 
设 
W,CK) =VC(K), W,(K) = O, |/n, 
(n — r)O 
nO. a 
(r=; mn I); 
称 W, CK) G—0,1, on) AR" Pease K 的 均 质 积 
分 .这 一 概念 是 由 闪 科 夫 斯 基 (Minkowskl,H. ) 5| 
t B3 , EE AG AR Ap JL fer P 3E EUR FI. e FORI 
K, DIA R PORK 的 表面 积 和 天 的 距离 为 o 
By SPE fT m EW, CK 0d& n — D AE [B] LL, 
ams Km By RA. 用 dz 表示 (2 一 1) 维 单 
位 半球 面 S. B3 5x 25 BE CALL, dv, MA 
F = nW (K), (1) 


vie 


W,CK) = med sig We pay Sen OU ays (3) 
n—2 sy 


Wah = EVK a) 


PWO, (2) 
1 


(1),(2),(3) 式 依次 被 称 为 柯 西 公式 、 施 泰 纳 公式 和 
FPA. 

平均 截面 测度 (average section density) Bp 
“ 均 质 积分 ”. 

5» X Xdü4 (Crofton formulae) 一 组 重要 
的 积分 公式 .在 平面 中 , 设 开 是 周 长 和 面积 分 别 为 
LA FHAR OR. AA PAE K Wn 和 zs; 是 从 
已 到 天 的 两 条 切线 的 长 ,wo 是 两 切线 间 的 夹 角 ,ac 是 
K 被 运动 直线 C MEW IKK. CHR 中 一 条 长 
Hy LB HR n FE G 与 C 的 交点 数 , 则 


| BIne ip e nS (1) 
PEK lis 
| (w — sinw)dP = Lyt — xF, (2) 
PEK 2 
| Ade = or (3) 
CC 站 CC 天 他 
| sdb esas (4) 
G[| Ks Ø 
| odG = 3F"*, (5) 
GOK 2l 
上 上述 积分 公式 是 由 克 罗 夫 顿 (Crofton ,M. W. ) 推 得 
的 ,统称 为 克 罗 夫 顿 公式 . 


陈省身 公式 (Chern formula) 一 个 十 分 有 用 
的 积分 公式 . 设 Lie R 中 过 定点 O 的 固定 的 g 维 
平面 ,L, Æ R” P r 维 运动 平面 ,r 十 g 之 n. ZELA 


Li ME LoP etga- m EE Bu LY... 
FOOL Ao BAe X Æ R” 中 
所 有 7 维 平面 的 集合 ,Y Æ Lio HA Otgan) HE 
平面 的 集合 ,dL, A dL ,分 别 是 R" 中 + 维 线性 子 
空间 密度 和 Liw 中 十 gq 一 n) 维 线性 子 空间 密度 , 则 


| ACANA 
X 


DD | ras, ana. 
上 式 是 由 陈省身 推 得 的 ,所 以 称 为 陈省身 公式 . 它 在 
桑 塔 洛 公式 的 证 明 中 起 了 关键 作用 . 

REZAR (Santaló formula) wP RIZA 
式 的 推广 . 设 M 是 R' h q HEZEEROCIR BAR SICCA 
微分 流 形 ,上 FER" Por 维 运 动 平面 ,r 十 gq 之 n. 用 
a, C* JRR k 维 流 形 的 k 维 体积 , 则 


Gig (MOU: 


lus 

O,*O, ,O, Lu, 
comae ett 
上 式 称 为 桑 塔 洛 公 式 . Á n=2,r=1 H M X R? H 
的 区 域 K 时 ,这 一 公式 简化 为 


| adusque. 
Gf)Kze d 


EEH f «m Kit (Crofton, M. W. ) KM — 5E A 
A 和 桑 塔 洛 公式 还 蕴含 了 其 他 一 些 经典 的 积分 公式 . 
射影 微分 几何 (projective differential geome- 
try) 微分 几何 的 一 个 分 支 . 从 属于 射影 变换 群 的 
微分 几何 . 在 达 布 (Darboux, (J. 2G. ) 的 著名 的 曲 
面 论 中 已 含有 它 的 萌芽 , 它 主 要 是 在 20 世纪 初期 按 
88 yz 3E A (Klein, (C. )F. ) 的 思想 展开 的 ,到 20 tt 
£i 40 年 代 趋 于 完善 . 主要 研究 对 象 是 曲线 .曲面 和 
Ste SEN CRAP HOARSE . 协 变 图 形 及 其 
性 质 . 射影 微分 几何 的 研究 方法 大 致 有 下 列 三 种 : 

第 一 种 是 以 富 比 尼 (Fubini,G. ) 为 首 的 意大利 
学 派 的 方法 . 以 曲面 论 为 例 , 设 (z) 王 (zoyziyzzyZs) 
是 三 维 射 影 空间 P? 中 齐 次 坐标 ,z= 二 x(u,v) 是 曲面 
S 的 参数 表示 . 用 一 种 射影 不 变 的 方法 确定 xz 的 比 
例 因 子 , 得 到 富 比 尼 规 范 坐 标 ,构造 二 次 和 三 次 形 
式 : 

9 = Edw! + 2Fdudv + Gdr’, 

d = Adu? + 3Bduidv + 3Cdudv’ + Ddv?, 
式 中 2 和 普通 曲面 论 中 第 二 基本 形式 只 相差 一 个 因 
T. 于 是 2=0 定义 了 曲面 的 两 族 渐 近 曲 线 .y 和 
?9 满足 配 极 关 系 ,y==0 定义 曲面 的 三 族 达 布 曲线 . 这 
两 个 基本 形式 的 系数 满足 一 系列 关系 式 , 即 曲面 的 
基本 方程 . 同 普通 曲面 论 一 样 ,可 导出 射影 曲面 论 的 
基本 定理 . 

第 二 种 是 嘉 当 (Cartan,E. ) 的 活动 标 染 法 . 嘉 当 


其 他 类 型 的 几何 结构 


用 活动 标 架 法 重建 射影 曲面 论 ,问题 归结 为 普法 夫 
方程 组 ,可 积 条 件 即 嘉 当 结构 方程 ,从 而 导出 许多 结 
IR. 近年 来 ,用 嘉 当 方法 发 展 起 来 高 维 射影 空间 共 思 
网 理论 . 

第 三 种 是 以 苏 步 青 为 首 的 中 国学 者 开创 和 发 展 
的 结构 式 射 影 微分 几何 方法 ,主要 是 用 几何 作 图 法 
来 建立 射影 协 变 的 构图 和 不 变量 . 例如 用 平面 曲线 
在 其 某 种 奇 点 的 不 变量 来 表达 其 他 的 几何 不 变量 . 

ait Ze (asymptotic curve) JRR EHH. 
曲面 上 的 一 种 曲线 . 它 在 每 点 的 密切 平面 与 曲面 在 
该 点 的 切 平面 重合 . 设 S 是 三 维 射 影 空 间 PP 中 一 
解析 的 非 直 纹 面 , 它 的 参数 向 量 方程 为 + 二 x 《u,v). 
S 上 任意 正常 点 Plz) 的 切 平面 方程 为 (X x x, x.) 
一 0, 式 中 X — OX, Xi, X5 XV HMF EEA 
坐标 ,括号 表示 四 阶 行列 式 ,以 r= TRR IA 
S LHR T:u=ult), v =v (t) A c Bl Ze B T5 
要 条 件 是 (z x, zs d'a) 0. B JE £8 Bu tt HH R EA] 
分 方程 为 

(dd 
qoCo 3 dm du^ m. 

曲面 的 渐 近 曲线 是 射影 协 变 曲线 . 

主 切 曲 线 (Cprincipal tangent curve) 
曲线 ” 

曲面 的 基本 方程 (fundamental equation of sur- 
face) 射影 曲面 论 的 重要 结论 之 一 . 射影 曲面 满足 
的 微分 方程 组 . E S 是 一 解析 的 非 直 纹 面 , 取 渐 近 
曲线 为 参数 曲线 ,u,v 为 渐 近 参数 , 则 z 满足 下 列 微 
分 方程 组 


即 “ 浙 近 


da cre Oe peas 
mu ege cp spass 
其 中 p.q,0,8.,Y 为 u,v 的 数量 函数 . 这 个 方程 组 称 
为 曲面 的 基本 方程 . 取 适 当 比 例 因 子 可 使 9= 
In C82). Wc Ft, Ain zx 称 为 富 比 尼 坐 标 . 点 P(x) 和 
Q(zrw) 的 连 线 称 为 S 在 点 已 (z) 的 射影 法 线 . Aid 
r—ey, 
则 方程 组 改写 为 
Yat 2by.tey-—0,. yo 十 224 十 czy 一 0， 
EH a.b. Æ usv 的 函数 .这 方程 组 称 为 维尔 清 
斯 基 型 基本 方程 . 
富 比 尼 坐 标 (Fubini coordinates) 
基本 方程 ” 
射影 法 线 (projective normal) 
方程 ”. 
维尔 清 斯 基 型 基本 方程 (fundamental quation 
见 “ 曲 面 的 基本 方程 ”. 
渐 近 密切 二 次 曲面 (asymptotic osculating quad 
097 


见 “ 曲 面 的 


见 “ 曲 面 的 基本 


of Wilezynski type) 


m 分 JL 何 学 


ric) 亦 称 主 密切 二 次 曲面 . 射影 曲面 论 的 重要 元 
素 之 一 . 设 本 是 曲面 $$ 上 的 曲线 ,从 卫 每 点 引 渐 近 
曲线 u=const 的 切线 ,得 到 直 纹 面 R,. 从 本 每 点 引 
渐 近 曲线 v—const 的 切线 ,得 到 直 纹 面 R,. R, FIR. 
称 为 了 的 渐 近 直 纹 面 . 设 O 是 忆 上 任意 一 点 ,! 是 通 
过 OO 属于 R, 的 母线 ,做 R l 的 密切 二 次 曲面 Q? 
(由 7 及 其 邻近 的 二 母线 决定 的 二 次 曲面 ). 类 似 地 
做 密切 二 次 曲面 QQ 和 Qs KA D EO 的 渐 近 密 
切 二 次 曲面 . 直 纹 面 R 的 一 族 弯 曲 渐 近 曲线 的 每 条 
切线 与 R 相交 于 三 重点 ,因此 ,从 /每 点 引 R BS 
曲 渐 近 曲线 的 切线 ,其 轨迹 就 是 Qo. 渐 近 密切 二 次 
曲面 是 由 克 罗 布 捷克 (Kloboucek,J) 和 邦 皮 亚 尼 
(Bompiani, E. ) 同 时 发 现 的 . 

主 密切 二 次 曲面 (principal osculating quadric) 
即 “ 渐 近 密 切 二 次 曲面 ” 

Wik B&H (asymptotic ruled surface) 
近 密 切 二 次 曲面 ”. 

李 二 次 曲面 (Lie quadric) 射影 曲面 论 中 重要 
元 素 之 一 .一 种 射影 协 变 的 二 次 曲面 . 设 修 和 本 是 
曲面 $ 上 交 于 正常 点 O 的 两 条 渐 近 曲线 , 矿 和 本 的 
渐 近 直 纹 面 都 有 一 个 是 切线 曲面 . 李 (Lie,S. ) 证 明 : 
r AAEE MAY T 的 切线 的 密切 二 次 曲面 
(在 0 的 渐 近 密切 二 次 曲面 ) 和 的 另 一 渐 近 直 
纹 面 沿 荆 的 切线 的 密切 二 次 曲面 (在 O 的 渐 近 密 
切 二 次 曲面 ) 重 合 . 这 个 二 次 曲面 称 为 李 二 次 曲面 . 

达 布 二 次 曲面 束 (Darboux pencil of quadrics) 
射影 曲面 论 中 重要 元 素 之 一 . 设 P(z) 是 曲面 上 任意 
AA cr A A JERR. A E, Lus Lvs Zu NE P WI 
RA » T [ITE S M (G0 RE Ro DJ 

e capace ep puse. 
XijGXijca&zc4 为 MOER (L, Zus Lus Zw) PASE 
次 坐标 . 方程 


Fu, se kay e 


V 


G 为 参数 ) 
决定 的 二 次 曲面 束 称 为 达 布 二 次 曲面 束 . 达 布 二 次 
曲面 束 有 两 种 不 同 的 作 图 法 . 每 个 达 布 二 次 曲面 由 
它 的 指数 决定 .A 二 0 为 李 二 次 曲面 ,h 二 1 为 维尔 
清 斯 基 二 次 曲面 ,Ah 二 1/3 AR KEK. A= 
是 二 重 切 平面 . 

规范 直线 (normalized line) 射影 曲面 论 的 重 
要 概念 之 一 . 通过 曲面 上 一 点 书 而 不 在 切 平 面 上 的 
直线 xz 十 kJz 二 0, yd-kgz—0 (k 为 任意 常数 ) 或 在 
切 平 面 上 但 不 通过 PP 的 直线 z= 二 0, l+kertkpy= 
0 GE 为 任意 常数 ), 其 中 

ponds E 
Xj 
是 非 齐 次 坐标 , Gri 90 xi c FEAF RR rte ty: 
x4) HJJFAK AB Tn , 
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X, Tı 
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9 — 4 In(8Y*), 9 — 5, in(B Yy, 


前 一 种 是 连结 点 P(x) 和 点 M Go — ko, — kpr) H 
EH MAB AS S BE WN O0. 后 一 种 是 连 
Zl && Gr, — ker) ALR Cr, — kx BR RAH — 28 
规范 直线 iW 1 00. LOWMARR, KAMER 
束 , 公 共 点 (0 ,— d. 9 00) FRONS LG n. 0 GO TER] — 
面 上 ,这 个 平面 称 为 规范 平面 .规范 平面 关于 曲面 在 
P 的 李 二 次 曲面 的 极 就 是 规范 点 . 对 同一 常数 &， 
LCR) AD 1, (ORFS hA EHAA. k=0 BY, 
/0) 为 射影 法 线 ; R=1/4 BY, 


4] æ «i 
Ay Fill FB PK (Green) 88 — 88 — eR k=1/2 时 ， 
43) m ahl 


分 别 为 维尔 清 斯 基 第 一 、 第 二 准 线 ;k 一 oo 时 ,得 到 点 
P(x) 和 (yz 十 9x,) 的 连 线 , 称 为 规范 切线 . 

第 一 类 规范 直线 (the first kind normalized 
line) 见 “ 规 范 直 线 ”. 

第 二 类 规范 直线 (the second kind normalized 
line) SL“ PLE BAR”. 

X 35 £k BR (normalized line pencil) 
线 ”. 

规范 点 (normalized point)” 见 “规范 直线 ”. 

格林 第 一 棱 线 (Green first edge line) 见 “ 规 
范 直 线 ”. 

格林 第 二 棱 线 (Green second edge line) J 
“规范 直线 ”. 

维尔 清 斯 基 第 一 准 线 (Wilczynski first direc- 
trix)” 见 “规范 直线 ”. 

维尔 清 斯 基 第 二 准 线 (Wilczynski second direc- 
trix)” 见 “规范 直线 ”. 

规范 切线 (Cnormalized tangent line) 
BA. 

zx 当 规 范 标 架 (Cartan normalized frame) ff 
面 论 的 一 种 活动 标 架 . 设 M(xz) 是 曲面 $S 的 任 一 点 ， 
M, 和 M; 是 维尔 清 斯 基 第 二 准 线 /,(1/2) 与 李 二 次 
曲面 的 两 个 交点 ,Ms 是 维尔 清 斯 基 第 一 准 线 1(1/2) 
与 李 二 次 曲面 的 另 一 个 交点 ， 以 M, Mı, Mz, M; A 
TOS AY VU iij Hs UM «Mi Mz MS A Fe = AA YE P ZR. 
这 个 标 架 是 射影 协 变 的 . 在 这 个 标 架 下 ,二 次 曲面 的 
方程 可 以 有 更 简单 的 形式 . 例如 李 二 次 曲面 的 方程 
为 yiya yzy 一 0, 达 布 二 次 曲面 束 的 方程 为 


1 
Yiya — Y2o¥3 7 a hBY yi = 0 (A 是 参数 ) , 


其 中 Cy yy ya EK TT ALM, M, Mi MUT] 
坐标 . 


JL AUS E 


见 “ 规 范 


德 穆 林 四 边 形 (Demoulin quadrangle) 一 种 


515 idein $& pk (Demoulin, A. ) F 1908 年 
研究 李 二 次 曲面 时 得 到 . 4 M 在 曲面 $ 上 变动 
时 ,相应 的 李 二 次 曲面 有 o0 个 , 八 个 包 络 面 中 有 四 
个 与 9$ 重合 ,其 余 四 个 与 M 点 的 李 二 次 曲面 切 于 另 
外 四 点 . 这 四 点 形成 的 四 面体 称 为 曲面 $ 在 M 的 德 
穆 林 四 面体 ,这 四 点 对 应 的 四 条 直线 是 李 二 次 曲面 
的 母线 ,构成 的 空间 四 边 形 称 为 德 穆 林 四 边 形 . 点 
M 变动 时 ,四 点 的 轨迹 称 为 S 的 德 穆 林 变换 . 
德 穆 林 四 面体 (Demoulin tetrahedroid) J 
“FS AS PK OHI”. 
德 穆 林 变换 (Demoulin transformation) W, 
“ 德 穆 林 四 边 形 ”. 
伴随 二 次 曲面 (associate quadric) ”射影 曲面 
论 的 基本 元 素 之 一 . 德 穆 林 四 边 形 和 伴随 二 次 曲线 
确定 的 二 次 曲面 . 曲面 $ 上 点 M 沿 渐 近 曲线 x 变动 
形成 李 二 次 曲面 的 特征 线 , 其 中 两 条 是 重合 的 渐 近 
线 MM,, 男 外 两 条 是 直线 f.(e— 4D. BAS. 和 
MM, 的 交点 F 是 渐 近 直 纹 面 玉 在 MM, Ii 29 85 
MoJ 是 弯 节 切线 . 类 似 地 ,MM E o 曲线 变动 得 到 重 
合 渐 近 线 MM, TIE E EAE RNS PA 大, 对 
MSTA Fe 4 M 沿 曲线 变动 时 ,A 形成 的 曲线 
在 Fe ADR te 在 切 平面 (MM,M,) 上 ;M TR v th 
变动 时 ,天 .形成 的 曲线 在 F. 的 切线 也 在 切 平面 
(MMM) b. 存在 二 次 曲线 K, 通过 民居 SF, 
F FEE HE a AY IURI tot DEL H.K FRONS 
TE M 的 伴随 二 次 曲线 . 伴随 二 次 曲面 是 苏 步 青 在 
1935 年 首先 发 现 的 , 白 正 国 做 了 重要 推广 . 
伴随 二 次 曲线 (associated quadratic curve) 
抑 “ 伴 随 二 次 曲面 ”. 
穆 塔 儿 二 次 曲面 (Moutard quadric) 射影 曲 
面 论 的 基本 元 素 之 一 . AS 是 非 直 纹 面 ,: 是 S 在 P 
点 具 方 向 4 的 切线 ( 非 渐 近 切 线 ), 则 通过 :的 任意 
平面 与 9 的 平 截 线 在 P 的 密切 二 次 曲线 的 轨迹 是 
一 个 二 次 曲面 , 称 为 S 在 PP 的 切线 1 或 方向 4 的 称 
塔 儿 二 次 曲面 . 由 S dk P IR UI c 的 穆 塔 儿 二 次 曲 
HAS 在 了 的 切 平面 决定 的 二 次 曲面 束 称 为 属于 
切线 1 的 穆 塔 儿 二 次 曲面 束 .在 了 的 切 平面 上 任 取 
点 RGEÉPO ,做 属于 切线 PR 的 穆 塔 儿 二 次 曲面 束 和 
R 关于 它 的 任意 极 面 x, 点 R 与 7 之 间 的 对 应 称 为 
穆 塔 儿 对 应 . 
穆 塔 儿 二 次 曲面 束 (Moutard quadric pencil) 
见 “ 穆 塔 儿 二 次 曲面 ”. 
穆 塔 儿 对 应 (Moutard correspondence) W, 
“ 穆 塔 儿 二 次 曲面 ”. 
射影 线 素 (projective line element) ”射影 曲面 
论 的 重要 概念 之 一 . 欧 氏 线 素 在 射影 曲面 论 的 推广 ， 
EEN A. 设 usv 是 曲面 S 的 参数 ,z 是 S 的 点 


其 他 类 型 的 几何 结构 


P(x) 的 齐 次 坐标 . 在 和 一 CCz x, x0 P o RIES 
因子 , (x x zu) 是 行列 式 (X x tu Xx,) 关 于 第 一 列 四 
个 元 的 代数 余子 式 . 定义 分 式 
Ê e d’r— z qu dz * d?é — dé * dz 
25 «d^ 26 e dêr 

为 S 的 射影 线 素 . 这 个 定义 最 初 由 德 拉 齐 尼 (Ter- 
racini, A. ) F 1926 年 给 出 . 知 取 xz 为 渐 近 参数 ， 
则 射影 线 素 为 


2dudv  ' 
称 为 富 比 尼 线 素 . 
富 比 尼 线 素 (Eubini line element) 见 “ 射 影 线 
zx. 
Bt X 25 F% (projective deformation) 射影 曲面 


论 的 重要 概念 之 一 . 宣 比 尼 拓 广 普通 曲面 变形 到 射 
影 曲面 论 而 导入 的 概念 . 设 曲 面 $ 和 S' 之 间 存 在 点 
对 应 , 且 对 于 S 任意 点 卫 均 可 找到 直射 人 ,变换 PP 
到 S' 的 对 应 点 P'SS 上 过 P 的 任意 曲线 古 变换 到 
rT 和 本 的 对 应 曲线 站 在 点 P' 构 成 二 阶 和 解析 接 
fin. WU ER S 和 SS’ 为 互 为 射影 变形 的 曲面 ,它们 的 对 
应 称 为 射影 变形 .两 曲面 互 为 射影 变形 的 充分 必要 
条 件 是 它们 的 渐 近 曲线 互相 对 应 且 在 对 应 点 的 B. 
分 别 相 等 ,或 者 两 曲面 在 对 应 点 有 相同 的 射影 线 素 . 
”射影 变形 的 曲面 (surface of projective defor- 
见 “ 射 影 变 形 ”. 
+ N (net of conjugate curves) 射影 曲面 论 
的 重要 概念 之 一 .nn 维 射 影 空 间 P" 中 曲面 上 一 种 曲 
线 网 ,在 其 中 一 族 的 每 条 固定 曲线 上 各 点 做 为 一 族 
各 曲线 的 切线 构成 一 个 可 展 曲 面 . 曲面 n = x (uv) 
RA SE Sg RO Cu v0 B9 75 4r EE TR PE JE x 满足 拉 普 拉 
斯 方程 


mation ) 


XL tax, H bX, 十 cx = Q, 
H a,b,c 是 u,v 的 函数 . 
射影 极 小 曲面 (projective minimal surface) 
射影 曲面 论 的 基本 元 素 之 一 . 变 分 问题 


3| | rude =0 


的 解 曲面 . XX 7S AE X. de YH WE HR (Thomson, G. 2 F 


1928 年 给 出 的 . 射影 极 小 曲面 有 许多 特征 ,例如 
1. 射影 极 小 曲面 的 射 景 do p aa A 
随 二 次 曲线 天 ,的 非 欧 线 素 ds’ = O 给 出 的 两 族 曲 
Zi FJ] BUSS Be d. 
2. 射影 极 小 曲面 的 切 平 面 关 于 对 应 的 伴随 二 
曲面 的 极 在 对 应 的 李 二 次 曲面 上 . 
3. 射影 极 小 曲面 的 德 称 林 变换 是 可 逆 的 . 
SE mS 刘 继 志 We SPH KERS REAM 
# A BEN FER 
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叫 集 几何 与 距离 几何 


ri fe JL fA 


O $ JL{ (geometry of convex set) 现代 几何 
学 的 一 个 分 支 . 凹 集 几何 集 线 性 代数 、 分 析 、 点 集 拓 
扑 、 几 何等 内 容 于 一 体 ,利用 凸 性 概念 的 几何 观点 ， 
研究 有 限 维 实 仿 射 空间 中 图 形 的 几何 性 质 , 它 是 一 
门 年 轻 的 数学 分 支 . 在 20 世纪 50 年 代 , 由 于 数学 规 
划 论 .最 优 控制 理论 .对策 论 .数理 经 济 等 应 用 学 科 
的 兴起 ,出 现 了 一 个 新 的 数学 分 支 凸 分 析 . baa 
凸 分 析 的 崛起 ,根据 凸 集 的 几何 特性 ,与 凸 分 析 相 辅 
相 成 地 形成 了 凸 集 几 何 . 

凸 集 几何 含有 古典 的 有 趣 内 容 . TE 1813 年 ， 
柯 西 (Cauchy,A. -L. ) 就 指出 :“ 设 P,P' 是 仿 射 空间 
X 中 的 两 个 西 多 面体 ,f:F,P 一 F,P' 是 保持 顶点 、 校 
和 面 的 一 个 双 射 . ARF P 的 任意 一 个 面 , 限 制 
flx:F>f(F) 是 一 个 等 距 , 则 存在 X 的 一 个 等 距 
7, 使 得 了 CP) 二 P', 了 |ss 一 了 ,特别 地 ,P PRA 
中 的 ”. 柯 西 的 这 个 定理 有 一 个 推论 :“ 一 个 凸 多 面体 
P 是 不 可 弯曲 的 ”, 从 这 推论 又 提出 一 个 问题 :是 不 
是 存在 非 凸 的 可 弯曲 的 多 面体 ?时 隔 164 年 之 后 ,由 
Be PRI CConnely, R. ) 构 作 了 一 个 单 连通 的 可 弯曲 
的 多 面体 . 多 胞 形 是 内 部 非 空 的 紧 多 面体 ,是 平面 上 
凸 多 边 形 和 三 维 空 间 中 凸 多 面体 的 推广 . 施 拉 夫 里 
(Schlafli, M. ) 于 1850 年 给 出 了 多 胞 形 的 分 类 :对 
于 二 维 情 形 有 无 限 多 个 正 多 胞 形 ; 对 于 三 维 与 四 维 
情形 ,各 有 五 个 正 多 胞 形 ; 当 维 数 大 于 或 等 于 五 时 ， 
恰 只 有 三 个 正 多 胞 形 : 立 方 体 、 余 立方 体 和 正则 单 
形 . 由 此 施 拉夫 里 定理 可 以 作为 下 面 那 句 富有 哲理 
的 格言 的 一 个 例证 "丰富 的 结构 大 多 数 是 低 维 的 ， 
而 贫乏 的 结构 大 多 数 是 高 维 的 ”, 例 如 , 单 李 群 .可 除 
代数 .二 次 型 域 . 正 交 群 的 非 单 性 .二 维 负 常 曲率 的 
紧 结 构 的 可 变性 等 具有 丰富 的 结构 ;但 拓扑 向 量 空 
E. 有限 域 的 可 换 性 .可 微 映 射 的 一 般 奇 性 等 具有 贫 
乏 的 结构 . 此 外 ,尽管 施 拉 夫 里 定理 是 纯 几 何 的 ,但 
是 正 多 胞 形 就 它们 的 等 距 群 来 说 ,是 属于 重要 的 数 
学 结构 之 列 的 ;它们 的 群 是 “经 反射 生成 的 ”, 用 的 是 
超 平 面 对 称 . 而 这 种 类 型 的 有 限 群 也 能 进行 完全 分 
类 ,这 在 李 群 和 代数 群 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 

体现 凸 集 几何 特性 的 有 三 个 著名 的 例子 : 闵 科 
夫 斯 基 加 法 ;一 个 凸 集 关 于 一 个 球面 的 对 偶 凸 集 ( 或 
配 极 ); 一 个 凸 集 的 施 泰 纳 对 称 . 尤其 是 施 泰 纳 对 称 
化 可 用 于 证 明 一 类 凸 超 曲 面 的 极 值 性 质 . na SEU PT 
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个 判定 准则 : 

1. |t S 是 欧 几 里 得 仿 射 空间 X 的 一 个 非 空 闭 
RAR FY x€X, 存 在 惟一 的 y€5, 使 得 d(x,y) 
=d(x,S) M] S 是 一 个 凸 集 . 

2. 设 4A 是 一 个 内 部 非 空 的 闭 集 , 厦 4 的 边界 上 
每 一 点 都 具有 一 个 支撑 超 平 而 , 则 4 是 一 个 凸 集 . 

利用 代数 拓扑 观点 ,在 不 计 同 胚 差别 的 意义 下 ， 
可 将 凸 集 与 凸 集 的 边界 进行 分 类 ,有 下 述 的 结论 : 

1. 大 X 是 一 个 4 维 仿 射 空间 ,4A 是 X 的 一 个 4 
维 凹 集 , 则 A 与 R” [RR eI HU d 维 空间 内 一 切 非 
空 的 开 凸 集 都 是 与 R“ 同 胚 的 . 

2. X 的 任意 一 个 开 星 形 集 与 X AM. 

3. dy A 是 一 个 有 界 的 凸 集 , 征 dim X=dim A= 
d, 则 其 边界 F.A SERS? TAR. 

对 于 非 有 界 的 凸 集 4, 若 dim A=dimX =d, H 
FAAS ,W| F.A XRF RY BT 

S^" XR' Cxrzd-—1). 
作为 此 结论 的 特例 ,一 条 凸 曲线 或 同 胚 于 圆 $' ,或 
同 胚 于 直线 R, 对 于 三 维 欧 几 里 得 空间 中 的 凸 曲面 ， 
它 是 一 个 连通 集 , 可 作为 空间 中 三 维 凹 集 的 边界 . BR 
此 , 凸 曲面 总 是 或 同 胚 于 Ri’, 或 同 胚 于 S' XR CIB EE 
H) RAAF S“. 凸 集 几 何 中 有 一 个 古典 的 海 因 - 巴 
EWE: A X 是 仿 射 空间 ,A 是 X 的 一 个 非 空 凹 
开 集 , 且 亏 是 X 的 一 个 仿 射 子 空间 ,使 得 4 门 工 = 
多 , 则 存在 X 的 一 个 超 平面 , 它 包 含 工 且 与 X 不 相 
ác. 作为 这 个 定理 的 一 个 几何 应 用 是 : 奋 A 是 一 个 
闭 凸 集 , 则 经 过 4 的 边界 上 的 每 一 点 ,有 一 个 在 该 
点 处 的 文 撑 超 平面 . 海 因 - 巴 拿 赫 定理 在 泛 函 分 析 中 
有 重要 的 应 用 ,其 关键 是 超 平面 与 线性 形式 之 间 具 
有 对 应 关系 .一 个 凸 集 具有 不 同类 型 的 边界 点 : 顶 
点 `. 端 点 和 暴露 点 , 顶点 必 是 端点 ,但 反之 不 然 , 对 于 
多 面体 两 者 是 一 致 的 . 暴露 点 必 是 端点 ,但 反之 不 
然 . 作为 端点 的 一 个 应 用 是 : 阁 2 AR 是 连续 的 凸 
PR aL. WW f£ 至 少 在 A 的 一 个 端点 处 达到 它 的 极 大 
值 , 即 
SUPAJ = SuUpExeenca)y - 

这 个 结论 在 极 大 值 问题 的 具体 应 用 中 是 有 用 的 . 例 
如 ,在 博弈 论 . 对策 论 和 线性 程序 设计 方面 都 可 用 
到 . 大 要 找 其 极 大 值 的 那个 函数 是 凸 的 , 则 只 要 知道 
该 函数 在 Extrem(A) 上 的 值 就 够 了 . 例如 , 当 A 为 
多 面体 时 ,这 种 点 只 有 有 限 多 个 . 端点 在 应 用 数学 中 
也 要 用 到 ,例如 , 双 随 机 和 矩阵 全 体 构成 一 个 凸 集 , 此 
凸 集 的 端点 为 置换 矩阵 .有 两 种 构 作 凸 函 数 的 方法 : 


l. 布鲁诺 - 闵 科 夫 斯 基 定 理 : 基 A4 和 B 是 仿 射 
空间 X 中 的 两 个 4 BROS FALE X Em 
D A WI E , 则 函数 

[0,1]23AC-LGA-J- (0 —2)) B)'^€R 
Ti n. 

2.4 QCA) E. EBXUL E 1 ARA e Ts Br LI us 
间 , 工 是 上 的 一 个 勒 贝 格 测度 ,对 于 每 一 个 gE€ 
Q(E), 配 以 椭 球 面 g9'(1), 其 凸 包 络 为 实心 椭 球 
é(g)—q 1([0,1]), 则 QCE)3g 一 L(E(g))ER 是 
严格 凸 的 . 

利用 这 个 凸 函 数 可 以 证 明 勒 夫 纳 - 伯 哈 雷 特定 
H:A E 是 一 个 有 限 维 实 问 量 空间 , 赋 有 一 个 勒 贝 
格 测度 , 若 天 是 五 的 一 个 具有 非 空 内 部 的 紧 集 , 则 
存在 惟一 的 一 个 包含 K 且 体 积极 小 的 椭 球 体 . 布 鲁 
庄 - 闵 科 夫 斯 基 定 理 也 可 用 于 证 明 等 周 不 等 式 . 所 请 
述 如 下 : 设 C 是 欧 几 里 得 空间 中 任 

一 个 内 部 非 空 的 d 维 凸 集 , 则 在 体积 给 定 的 所 有 
pl 的 紧 凸 集中 ,以 球 的 面积 最 大 (或 者 说 :在 
面积 给 定 的 这 些 凸 集中 ,以 球 的 体积 最 大 ). 等 周 不 
等 式 有 广泛 的 应 用 ,特别 地 , 紧 致 黎 曼 流 形 的 齐 格 等 
周 不 等 式 已 成 为 现代 微分 几何 研究 中 一 个 强 有 力 的 
计算 工具 . 

从 20 世纪 70 年 代 开 始 , 伯 热 (Berger,M. ) 在 
AE E WE COM. go Ris Y ORRA OR PE JI. BIS A 
曼 流 形 CM,g) 中 的 集合 4 是 凸 的 ,是 指 : 对 于 V m. 
m' E 4, 存 在 惟一 的 一 条 极 小 测 地 线 连 结 mm 与 nm 
点 ,并 且 此 测 地 线 含 于 集合 4 PN. 按 凸 集 的 定义 ,在 
Be iI Mog) ESIA ST OREM HS. KM. g) 
是 2 十 1 维 欧 几 里 得 空间 R" (BS n HEAR ET OE. 
m € M, 用 Hn 表示 mr 点 处 切 于 M 的 超 平面 . AE 
M 内 存在 点 m 的 邻 域 U ,使 得 整个 U 位 于 五; 的 一 
边 , 则 称 子 流 形 M 在 点 m 处 是 凸 的 . MAUNA, 
退缩 为 点 m, 则 称 子 流 形 M 在 点 m 处 是 严格 凸 的 . 
EE M 的 任意 点 处 都 是 凸 的 (严格 凸 的 ) , 则 称 子 流 
É M 是 凸 的 (严格 凸 的 )， 

随 着 凸 集 几 何 与 凸 分 析 的 发 展 , 凸 集 儿 何在 变 
分 学 .最 优 控制 、. 偏 微分 方程 .逼近 论 .数理 经 济 学 等 
方面 将 越 来 越 显 示 出 它 的 重要 性 ,特别 地 ,在 随机 几 
何 中 它 将 发 挥 更 大 的 作用 . 作为 几何 学 的 本 身 , 凸 集 
几何 将 会 广泛 地 用 于 几何 测度 论 和 微分 几何 ,尤其 
在 黎 曼 流 形 上 , 凸 集 的 几何 特性 的 应 用 将 越 来 越 深 
入 , 越 来 越 广泛 . 例如 , 伯 热 于 1988 年 指出 : 设 有 一 
JER STI. AWA OM, HRA DHE, £ 9M Pe 
XB BI d(p.qg) ,试问 在 什么 范围 之 内 距离 d 可 作为 
映射 3M X AMR RE PAR BERE g (不 计 内 
部 等 距 的 微分 同 胚 )? 据 此 ,在 地 震 .z 射线 ,扫描 等 
考虑 一 刹那 间 的 这 样 一 类 问题 中 显示 出 凸 性 研究 的 
重要 性 . 


c ELA 


bys (convex set) 亦 称 凸 子 集 . 一 类 重要 的 集 
a. WX ed 维 实 的 仿 射 空 间 ,4 是 X 的 一 个 子 集 ， 
EV xry€ A4A, 有 [x,y]CAh, 其 中 
[x,y]—(àr4d-(I—2ylA€ [0,1]. 

则 称 4 EL HE. eR SB. 例如 ,整个 仿 射 空间 
X.X 的 任意 一 个 仿 射 子 空间 ,尤其 是 点 、 直 线 和 超 
Ym abe ae. 空 集 也 是 凸 集 . 凸 集 是 连通 的 . 4d 
—] 时 ,XX 中 的 凸 集 就 是 任何 一 种 类 型 的 区 间 . 在 欧 
几 里 得 空间 中 ,每 一 个 开 球 Blar) RAER U Ca 7) 
都 是 凸 集 . AH eX 的 一 个 超 平面 , 则 由 五 决定 的 
开 的 或 团 的 半空 间 是 上 王 的 . 任意 多 个 凸 集 的 交集 为 
凸 集 ;半空 间 的 交集 为 凸 集 . 

四 子 集 (Cconvex subset) Jl“ py”. 

Z Oy (compact convex set) 一 类 重要 的 凸 
集 . 它 既是 凸 集 又 是 紧 致 集 . 设 和 是 任 一 拓扑 空间 ， 
A dé X BUE —-T 8E. BE EA A HEF SE RF 
中 取出 4 的 一 个 有 限 子 覆盖 F ME 4 是 拓扑 空 
la] XX 的 一 个 紧 致 集 ,简称 紧 集 . 实 直线 R 中 每 个 有 
界 闭 区 间 La,6bj] 都 是 R 的 紧 凸 集 .但 实 直 线 R 不 是 
紧 致 的 . 在 欧 几 里 得 空间 中 ,每 一 个 闭 球 U(a,r) 都 
ERR. 

AE (compact set) M Bye”. 

Bw (star set) 一 类 比 凸 集 更 广泛 的 子 集 . 
设 是 4 维 实 仿 射 空间 XX 中 的 一 个 子 集 .zxE 五 , 若 
对 任意 的 yEE, 有 Lz,y]CE, 则 称 E 是 一 个 在 x 处 
的 星 形 集 . 一 个 凸 集 在 其 每 一 点 处 都 是 星 形 集 . EÉ 
集 是 连通 的 ,并 且 是 弧 连 通 的 . 设 A 是 4 维 欧 几 里 
得 空间 X 中 的 一 个 紧 集 ,并 且 对 于 任意 的 

iu erus aer s 
存在 vEX ,使 得 Lxi ,yjC4 对 于 任意 的 = A 
d+1 成 立 , 则 A 是 一 个 星 形 集 . 

闵 科 夫 斯 基 加 法 (Minkowski addition) m% 
的 一 种 加 法 运算 . 用 它 可 以 构 作 一 个 较为 复杂 的 凸 
Ak. dx S.T 是 向 量 空间 X 的 两 个 凸 集 , 则 

AS + pT — (as- pt|ls€ S,£€ T) 

AE gu $E. HPA 6 X TE XC. ARAM 
(Minkowski, H. ) 首 先 采 用 此 加 法 运算 构 作 了 这 个 
凸 集 . 若 X 是 仿 射 空间 , 则 此 加 法 仅 当 十 pw=1 时 
才 有 意义 ;否则 ,45 十 pT 仅 当 不 计 平 移 差 别 时 才 是 
确定 的 ,而 它 的 “形状 ? 却 总 是 相同 的 . 当 A— 1. p= 
一 1 f, hÆ S—T RUA SAAR SH. X ES. 
T 是 两 个 多 胞 形 , 则 对 任意 的 4, 闵 科 夫 斯 基 和 集 AS 
+(1-AT 是 一 个 多 胞 形 . 

P f B3 jt BE 89 x] BR (Steiner symmetry of a con- 
vex set) ” 凸 集 的 一 种 变换 . 它 是 凸 集 关 于 超 平面 的 
XT PRE IR. WX FE d 维 欧 几 里 得 空间 ,五 是 XX 的 一 
个 超 平面 ,A 是 X 的 一 个 紧 子 集 , 定 义 一 个 称 为 4 
关于 五 的 施 泰 纳 对 称 集 的 新 的 紧 子 集 , 记 为 

601 


O Se JL fap E E ES 7L fe] 


Stu CAD. 该 紧 子 集 A — Stu CAD h ATF ZR PE WR XE MT 
任何 正 交 于 五 的 直线 D. x; ANDI, WAND 
=J; f ANDAJ, W A'ND 是 D 上 的 线段 , 它 的 
中 点 在 DN 石上 ,线段 长 度 等 于 AN 门 D 在 D 上 的 长 . 
若 A d Su CAD ES. AA, BU BH A 
构 作 了 凸 集 Stu CAD. 3x E A D 28 43 (Steiner, J. 2 $ 
FEN. WA BEX HAPS AOR, 是 一 个 超 
Fi WV A€ [0,1], Stu QAH (10— 20 B) DASHA 
十 (1 一 人 Sir(B). 当 C 是 & 维 紧 凸 集 时 ,体积 
UGCSir(CC)) 委 WUCC)， 

此 式 表 明 吓 集 的 施 泰 纳 对 称 不 会 使 凸 集 的 体积 增 
K.E FC 容 有 一 个 有 限 剖 分 , 剖 分 为 维 数 取 0,1， 
dd 一 1 的 的 可 微 子 流 形 , 则 此 前 分 的 每 一 个 Cd 
一 1) 维 子 流 形 的 体积 是 有 限 的 ,并 且 UC(C) 是 全 体 
(dg 一 1) 维 子 流 形体 积 之 和 

凸 集 的 配 极 (polarity of convex set) +54 mh 
集 的 一 种 方法 . 设 A 是 欧 几 里 得 空间 X 的 任意 一 个 
子 集 ,4 的 配 极 子 集 为 

A*={yE€EX|(r]y)S1, Y rEA}, 

这 里 (x|y) 代 表 内 积 . 对 于 任意 的 4,4 "是 个 凸 集 . 
凸 集 的 配 极 和 关于 X 中 单位 球面 3 一 SC0,1) 的 逆 
配 极 变换 有 密切 的 联系 :x€ XX 的 配 极 超 平面 是 {y€ 
X | Gr] 30 — Dj. iX X EUO 为 原点 的 欧 几 里 得 空 
间 , 若 Adé4A«a8.mJOCÀA';X OCAÀCABNImSD, 
WA EARN. EAER ORARAA R, 
4… 一 4, 即 把 * 作为 运算 符号 . 若 4 取 遍 内 部 包含 
A O 点 的 紧 凸 集 , 则 映射 f: AA 是 一 个 优异 的 
对 侦 , 这 种 对 偶 用 于 研究 多 面体 . 凸 集 的 配 极 子 集 可 
作为 海 因 - 巴 拿 赫 定理 的 一 个 几何 应 用 . 

[4 HE (convex cone) ”和 锥 的 推广 .一 个 凸 集 C ER 
为 以 工 为 项 点 的 凸 锥 ,是 指 :对 于 每 一 个 以 zz 为 中 
心 EUROS AC Ri 的 位 似 HUC 是 稳定 的 . 在 三 维 
空间 中 凸 锥 可 看 做 由 点 x 引出 的 所 有 射线 构成 的 
无 界 凸 体 . 

凸 集 的 判定 准则 (criteria of convex set) i5 4 
iiic con 即 判 定 凸 集 的 两 条 定理 : 

1. 设 4 是 欧 几 里 得 空间 X 的 一 个 非 空 半 集 ,大 
XI TV €A.fríktE—RJ y € A. ER do, y) = 
dx, A) Wl] A 是 一 个 凸 集 . 

2. 设 A 是 一 个 内 部 非 空 的 闭 集 , 铬 4 的 边界 
上 每 一 点 具有 一 个 文 撑 超 平面 , 则 ABT OR. 

0 E $% (convex envelope) hema. — Æ h 
4E. 指 包 含 集合 4 的 最 小 的 凸 集 . 大 4 是 仿 射 空间 
X 的 任意 一 个 子 集 , 则 存在 一 个 包含 ANE) 
集 , 即 X 内 所 有 包含 AN MRSS MA AH OA 
8 itn (A) zr A dé XE IJ MM s(4) 也 是 紧 的 ;者 A 
是 一 个 紧 凸 集 , 则 A==e(F,(4)), 这 里 fF,(4) 是 4 的 
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边界 集 ; 若 4 是 有 界 的 , 则 直径 
diam(e(A))=diam A. 
特别 地 ,s(C4) 仍 是 有 界 的 . 为 了 得 到 s(4), 有 两 种 重 
要 的 方法 : 
1. 卡拉 西 奥 多 里 定理 :对 于 d 维 仿 射 空 
任意 一 个 子 集 4, 有 


d+] d+] 


e(A) = [224m V iz, € AAS 2A = 1]. 


2. 一 个 紧 凸 集 是 其 端点 的 凸 包 络 . 

ty convex hull) B[g5&&". 

P ABBE (convex cell) FRAN DAA. fk d HE 
欧 里 得 空间 中 ,有 限 集 的 d 维 凸 包 络 称 为 同胞 腔 . 

B] € £& (convex closed envelope) ”特殊 的 凸 
包 络 . 设 4 是 仿 射 空间 X 中 的 一 个 子 集 ,包含 4 的 
所 有 凸 闭 集 的 交集 称 为 子 集 4 的 凸 闭 包 络 ,这 个 
闭 包 络 就 是 e(C4). 

凸 集 的 维 数 (dimension of convex set) (~4@ 
的 一 种 刻画 . 凸 集 s 所 生成 的 仿 射 子 空间 (5S) 的 维 
数 , 记 为 dimS. 因此 dim S —dim 《S$S). 对 于 一 个 非 空 
4 S,dimS=dimxX 等 价 于 S 关 2. 

O AY 4 Fh (topology of convex set) Alm rh 
集 的 拓扑 结构 . 因为 Xx 是 有 限 维 的 仿 射 空间 ,所 以 
它 有 一 个 典范 的 拓扑 . 对 凸 集 RS 
同 胚 差别 的 意义 下 ,有 下 述 的 结 

LAX 是 一 个 4 维 仿 射 空 a, ARX dd 
维 凸 集 , 即 dim A—dim X =d, Il) A 与 R“” 同 胚 ,特别 
地 ,4d 维 空间 内 一 切 非 空 的 开 凸 集 都 是 与 R* [He 
的 . 

2. X 的 任意 一 个 开 星 形 集 与 X AR. 

3. 若 4 是 一 个 有 界 的 凸 集 , 而 且 dim A—dim X 
=d, WKAR F, A E 5R S^" [R] RR. HG P a 4 
是 紧 的 , 则 A 5j d HEALER, Bealls, 2 d=2 时 ， 
F.A 是 一 条 简单 闭 曲 线 . 

4.6 A RE X H—-7+44,.dim A 二 dim 关 二 4, 而 
H F.AzE Ø, N F.A mE IRE RT ,或 者 同 胚 于 
S^" XR'(Osxrsd-1). 

5. 若 凸 集 4 是 任意 维 的 , 即 其 维 数 未 必 为 
dimX, 则 把 结论 1 与 3 用 于 由 4 所 生成 的 仿 射 子 
空间 可 得 :d' 维 的 开 凸 集 与 R“ 同 胚 ,d' 维 紧 同 集 与 
R^ 中 的 单位 球 同 胚 . 

海 因 - 巴 拿 赫 定理 (Hahn-Banach theorem) H 
集 几 何 的 基本 定理 . ERK ORS BY eH. 
它 在 泛 函 分 析 中 有 重要 的 应 用 ,其 关键 乃 是 超 平面 
与 线性 形式 之 间 有 着 对 应 关系 . aX 是 仿 射 空间 ,4 
是 XX 的 一 个 非 空 凸 开 集 , 且 工 是 X 的 一 个 仿 射 子 
空间 ,使 得 ANL=O MEX 的 一 个 超 平面 , 它 
包含 亏 , 并 且 与 A 不 相交 . 


|B] X 的 


分 离 定 理 (separated theorem) i/i & JL fn] MH 
要 定理 . 它 是 海 因 - 巴 拿 赫 定 理 的 一 个 重要 几何 应 
AUX EAS AM BEX 的 两 个 子 集 ， 
H 是 一 个 超 平面 , 称 HR A 和 B, 是 指 :A 落 在 
由 五 所 决定 的 一 个 半空 间 内 ,而 B 落 在 男 一 个 半 

空间 内 . 者 上 述 的 半空 间 均 是 开 的 ， ns H PA 
BAA B. 利用 分 离 的 概念 和 海 因 - 巴 拿 赫 定 理 可 得 
下 述 诸 分 离 定 理 : 

1. Æ A.B 是 仿 射 空间 X 内 的 两 个 非 空 凸 集 ,4 
是 开 的 , 且 A4 门 B= 多 , 则 存在 一 个 超 平面 分 离 4 与 
I. 

2. E E — 1 Ui E Il PLE LT dE 28 I TB SE HJ 
FOUR, up fede — 4 EDT REIT RAT ES. 

3. dr A fü B 是 两 个 凸 集 ,A 是 非 空 闭 集 ,B 是 
紧 集 , 且 A 门 B== 儿 , 则 存在 一 个 超 平面 把 它们 严格 
分 离 . 

4. dp A,B 是 两 个 非 空 
在 一 个 超 平面 把 它们 分 离 . 

5. 设 和 X 是 以 Oo 为 原点 的 欧 几 里 得 空间 ,利用 海 
因 - 巴 拿 赫 定理 以 及 分 离 的 概念 ,对 于 A 的 配 极 子 集 
A*' ,有 4 一 4. 

宽度 (width) 凸 集 的 一 个 重要 概念 .者 4 是 
欧 几 里 得 空间 X 中 的 一 个 紧 集 ,V 是 X 的 一 个 超 平 
面 方向 , 则 X/V 有 一 个 自然 的 欧 几 里 得 结构 : 紧 集 
2(4) 的 长 度 , 即 直径 diamp(4), 称 为 在 直线 < 一 
方向 上 的 4 的 宽度 , 记 为 larg: Aik Be: X>X/V 
E X EAZA X/V 上 的 投影 ,pp(4) 是 仿 射 直线 
XX/V 上 的 一 个 紧 集 . X8 4 是 一 个 紧 凸 集 , 当 方 向 
E POR AITA AI EAJ E, Mi larg:A 恒 为 常数 , 则 称 A 
AU BS. 

常 HEU f (convex set with constant width) 
见 "宽度 ” 

最 大 宽度 (maximal width) 对 紧 凸 集 的 一 种 
刻画 . 设 C 是 一 个 紧 凸 集 . 当 超 平面 方向 V 取 过 所 
有 的 方向 时 ,方向 名 取 遍 所 有 的 直线 方向 ,C 1n 527 
向 的 宽度 的 上 确 界 称 为 C 的 最 大 宽度 , 记 为 D(C); 
其 下 确 界 称 为 最 小 宽度 , 记 为 &CCc).C 的 直径 
diam (C) — DG. GA r(ORA CHAE, ECR 
包含 在 C 内 的 球面 的 半径 的 上 确 界 . p PP ESL as Td BS 
维 数 为 4, 则 当 4 为 奇数 时 ， 


\ 不 相交 的 闭 凸 集 , 则 存 


Hes eS d(C) 
2/d 
当 d 为 偶数 时 ， 
d 
LS ein n 
最 小 宽度 (minimal with) 见 “ 最 大 宽度 ” 
金 定 理 (Jung theorem) 四 集 几 何 的 重要 和 定 


XE. 它 是 关于 欧 几 里 得 空间 中 紧 集 的 定理 . 该 定理 断 


ae T 


a: A fed 维 欧 几 里 得 空间 X 的 一 个 紧 集 , 则 A 
被 包含 在 惟一 的 一 个 半径 最 小 的 球 内 . 此 外 ,者 此 球 
中 心 为 Xx, 半径 为 7, 则 有 : 


lr spi + diam (A) Ut AFUE TA 


可 能 的 佑 计 中 最 好 的 结果 )， 

2.xEs(4 门 SCzryr))， 

凸 集 的 顶点 (vertex of convex set) XAR 
一 种 刻画 . 它 是 凸 集 的 一 种 边界 点 . 设 A 是 仿 射 空 
la] X 的 一 个 4 EAR, H x€ F.A. Bri x ABTA 

a, 是 指 :A 在 点 工 处 的 所 有 的 支撑 超 平 面 的 交集 作 
为 仿 射 子 空间 ,其 维 数 为 . 石 工 的 阶 es= 王 0, 则 称 > 
是 4 的 一 个 顶点 .换言之 ,顶点 是 阶 为 零 的 边界 点 . 
又 , 若 a 二 4d 一 1( 即 点 x 处 的 支撑 超 平面 是 惟一 的 )， 
则 称 4 在 点 x 处 是 光滑 的 .一 个 4 维 单 形 具有 阶 数 
为 0,1,…,d 一 1 的 边界 ;任意 一 个 多 胞 形 也 是 如 
此 . 凸 集 可 有 无 限 多 个 顶点 ,但 顶点 集 总 是 可 数 的 . 

凸 集 的 暴露 点 (exposed point of convex set) 
对 凸 集 的 一 种 刻画 . 它 是 凸 集 的 一 种 边界 点 . 设 A 
是 仿 射 空间 X 的 一 个 凸 集 ,x€ FA. BER x Sh 
在 一 个 支撑 超 平面 五, 使 得 五 站 4 二 {x}), 则 称 xz 是 
Bem. 背 一 个 凸 集 的 所 有 的 边界 点 均 是 暴露 点 , 则 
称 此 凸 集 为 严格 的 凸 集 . 暴露 点 必 是 端点 ,反之 未 必 
成 立 . 

P= #8 D & (strictly convex set) 
露点 ”. 

凸 集 的 端点 (extreme point of convex set) 对 
凸 集 的 一 种 刻画 . 它 是 凸 集 的 一 种 边界 点 . 设 4 是 
仿 射 空间 X 的 一 个 凸 集 , 知 存 在 y,z€ A AM (Cy 
+z2)/DEA BA y=z MEK x 为 端点 . 项 点 必 是 端 
点 ,但 反之 不 然 ; 然 而 对 于 多 面体 两 者 是 一 致 的 . 用 
Extrem(。) 表 示 凸 集 4 所 有 端点 的 集合 ,此 集合 未 
qi H AY. 4B 44 dim A=dim X = 2 时 ,Extrem(。) 
是 闭 的 .一 个 紧 区 间 的 端点 就 是 它 作 为 区 间 的 端点 . 
端点 有 广泛 的 应 用 ,在 测度 论 里 ,端点 起 重要 的 作 
H. 在 应 用 数学 里 也 会 遇 到 端点 . 例如, 双 随 机 和 矩阵 
全 体 构成 一 个 凸 集 ,此 吓 集 的 端点 为 置换 矩阵 . 

$ Fl) FE FB (Helly theorem) aes 

个 定理 . 设 X 是 一 个 4 维 仿 射 空间 ,Ff 是 X 的 一 
基数 大 于 4d 十 1 的 凸 集 族 .在 下 满足 下 

1 .五 的 任意 d - 1 个 元 素 所 成 的 子 集 , 其 交集 是 


DL h Se a a 


2.F I BUR CREARI REF 是 有 限 的 ， 
WARME BAC Se ZEAE 2S 

这 个 几何 性 很 强 的 赫 利 定理 有 两 条 推论 : 

1. 铬 在 一 个 仿 射 平面 XX 内, 族 F 由 有 限 个 平行 
线段 所 组 成 ,并 且 每 三 个 线段 具有 一 条 共同 的 割 线 ， 
则 整个 族 尺 具有 一 条 共同 的 割 线 ， 
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凸 集 几 何 与 距离 几何 


2. OF d 维 仿 射 空间 X 的 任意 一 个 紧 凸 集 A, 
至 少 存在 一 点 z€E A, RG A 中 过 zz HER — RK 
Lu vv [fi AL 


BRU (normalization)  — ^ fü eZ. HX 是 欧 
JL B fx IR]. S: X— BR 是 任意 一 个 凸 函数 , 且 对 于 
V x€ X,A0 d f(x) —Af (x), 则 称 f 是 X 上 的 
规范 . 例如 ,X 上 的 范 数 是 一 个 规范 . AS 是 一 个 规 
wM CO={xzEX | f(a) <1} HX HAE. 
MZ. C#—-PRAR.AOEC.M 

fcCGr) =inf{AlA>0,x€ AC) 

是 一 个 规范 , 称 fc 是 C 的 距离 函数 . 

距离 函数 人 (distance function) “MIE”. 

支撑 函数 (supporting function) i JL fn Ay 
一 个 概念 . 它 是 同文 撑 超 平面 相 联 系 的 概念 . 它 对 于 
凸 集 的 几何 研究 是 一 个 有 力 的 工具 . 若 C 是 欧 几 里 
得 空间 X 中 的 一 个 有 界 集 MM 

helxr)=sup{(y|zx)|yEX) 

是 一 个 规范 , 称 为 X BH] RR. A OT g 分别 是 
A 和 B BY sc HER BX. WU IURE EE AER SS 44 十 ApB 的 
X HE PRU Af t ng. 

布鲁诺 - 闵 科 夫 斯 基 定 理 (Brunn-Minkowski 
theorem) mh PR ZI] — 7S ER EXE PB. 它 可 用 于 证 明 
Jel NER. A A 和 B 是 仿 射 空间 X 中 两 个 4 维 
mR HAL BX ER ULT DU BE . eR g 

[0,1] 234—L(A-- (0-2 2B)? €R 
BMW. EE 维 实 向 量 空 间 ,Q(E) 是 上 全 体 
欧 几 里 得 结构 所 成 的 空间 , 则 函数 
QCE) Dq>Lte(q)) ER 

EDORA E LEE ERE NPB 01 $68 1 
BE. 这 是 构 作 一 个 非 平 几 凸 函数 的 例子 . 称 QUE) 9 
q— LG(GD) ER 为 勒 夫 纳 - 伯 哈 雷 特聘 数 . 

$ k -h Mw Se t Be AW CLoewner-Behrend func- 
tion) ” 见 “ 布 鲁 诺 - 闵 科 夫 斯 基 定 理 ”. 

凸 多 面体 (convex polyhedron) 一 类 特殊 的 凸 
集 . 设 X 是 4 维 实 仿 射 空间 ,X 的 一 个 凸 多 面体 是 
X 的 这 样 一 个 子 集 , 它 是 有 限 多 个 闭 半 空间 的 交 
集 . 凸 多 面体 的 有 限 交 仍 是 凸 多 面体 . 一 个 凸 多 面体 
和 一 个 仿 射 子 空间 之 交 仍 是 此 仿 射 子 空间 中 的 一 个 
P pp. 紧 凸 多 面体 的 有 限 并 集 称 为 多 面体 . 多 面 
体 不 一 定 是 凸 的 ,甚至 不 一 定 是 单 连 通 的 . 

多 胞 形 (polytope) 一 类 特殊 的 凸 多 面体 . 一 
个 多 胞 形 就 是 一 个 内 部 非 空 的 紧 凸 多 面体 . 当 


dim X —2 时 ,一 般 不 称 多 胞 形 , 而 称 之 为 多 边 形 . 例 
如 ,平行 六 面体 . A (P PENES amd ee , 则 平行 
六 面体 
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P= E sp DA zor, | A c [0,1] V i) 
是 一 个 多 胞 形 ; 又 如 ,实心 单 形 
S es » 0, DIA = 1] 


也 是 一 个 多 胞 形 . 
标准 多 胞 形 《standard polytope) 
形 . 三 个 最 重要 、 最 基本 的 多 胞 形 是 : 
l. 标准 立方 体 
Cub; [Crist |e | SIV a Trd]: 
2. 标准 余 立 方 体 


d 

Coc, = | Gros) | p EE 15 
i=| 

3. 标准 实心 单 形 


一 类 多 胞 


dfi 


245 02520]. 
Cub, 和 Coca 是 R? 中 的 多 胞 形 , 而 Simp; 是 
R ”的 超 平面 


H — CERT x 


Simp, — Kea 9 2 i PIED 


2,5 = 1] 

中 的 一 个 多 胞 形 . 欧 几 里 得 空 司 中 5 Cub, Coc, 和 
Simp, 相似 的 多 胞 形 相 应 地 称 为 a 维 立 方 体 4 维 
余 立 方 体 和 d 维 实 心 单 形 , 其 中 d 是 欧 几 里 得 空间 
的 维 数 ， 

d 维 立 方 体 (d-dimensional cube) 
胞 形 ” 

d 维 余 方 体 (4d-dimensional cocube) ” 见 “ 标 准 
多 胞 形 ”. 

d 维 实 心 单 形 《real central simplex of d-dimen- 
sion)” 见 “标准 多 胞 形 ”. 

Xjf& (duality) 上 吓 集 几何 的 一 个 重要 概念 . E 
是 与 凸 集 的 配 极 和 凸 包 络 有 关 的 概念 . 奢 X 是 一 
欧 几 里 得 空间 , 取 X "PUB BRA ri Ca; cis HQ 
El(ai,as* a) 是 (a), ，， 的 西 包 络 , 则 凸 集 Q' 
(EIQ 的 配 极 ) 是 一 个 凸 多 面体 . 若 还 有 OEQ ” , 则 
Q 是 一 个 多 胞 形 , 称 Q E Q XHA. Cubv 的 对 偶 
是 Cocs;Cocs 的 对 偶 是 Cubs. Æ Q 是 欧 几 里 得 空间 
X 中 的 一 个 多 胞 形 OER. MOER, HR DAKE 
胞 形 , 称 Q* 是 QQ 的 对 偶 . 由 对 偶 方 法 可 知 :一 个 多 
胞 形 P 的 项 点 个 数 是 有 限 的 , 则 P 了 是 它们 的 凸 包 
络 . 反 过 来 ,有 限 多 个 点 的 凸 包 络 是 一 个 紧 的 凸 多 面 
体 . 

多 面体 结构 定理 (structural theorem of poly- 
hedron) ”上 山 集 几何 的 一 个 重要 定理 . 它 是 关于 多 面 
体 结 构 的 定理 . 若 己 是 一 个 内 部 非 空 的 凸 多 面体 ， 
且 


Pd) 


见 “ 标 准 多 


P=R, 


i=] 


是 一 个 最 低 限 度 的 记 法 , 即 R 都 是 财 半空 间 , 并 且 
PP 不 能 表示 成 个 数 比 更 小 的 有 限 多 个 闭 半空 间 之 
交 , 则 : 

1. BATTS MR; 都 是 确定 的 . 

2.74 A, on E MR, 的 超 平面 FIR; UI HAP 
是 H: 内 一 个 内 部 非 空 的 凸 多 面体 , 称 为 P 的 第 i 
个 面 ( 当 dim P —2 时 , 称 为 第 i 条 边 ), 记 为 Face;P. 

3. F,P = UFace;P. 

这 就 是 多 面体 的 结构 定理 .一 般 地 ,一 个 内 部 非 
空 的 凸 多 面体 记 为 P= NAR: 时 ,总 是 指 最 低 限度 的 


记 法 . 若 忆 是 一 个 多 胞 形 , 则 它 的 面 仍 为 多 胞 形 . & 


H 是 外 围 空间 X 的 一 个 超 平面 ,如 门 忆 六 好 ,并 且 书 
是 一 个 多 胞 形 , 则 H)PXHRB)—T428JIÉ.HYL) 
P 的 面 为 H(\Face,P. 

k 维 面 (&-face) 多 面体 的 基本 内 容 . 设 P 是 一 
个 内 部 非 空 的 凸 多 面体 .把 P 的 (4 十 1) 维 面 中 的 每 
一 个 面 称 为 P 的 维 面 ,其 中 的 面 是 从 PP 的 (4d 一 1) 
维 面 开始 的 (4% 二 0,1,…,d 一 1). 一 维 面 称 为 棱 ( 当 4d 
—2 时 , 称 为 边 ). 0 维 面 称 为 了 P 的 顶点 ,也 是 PP 的 端 
点 . 若 两 个 维 面 的 交集 为 (4 一 1) 维 面 , 则 称 这 两 个 
面 是 相 邻 的 . [I R^ 空间 中 4d 维 实心 单 形 有 Cy, 
个 i 维 面 (G= 二 0,1,…,d 一 1);, 有 4d 十 1 个 顶点 ;d E 
XJ 4482" '。…C, 个 i 维 面 (i 二 0,1,…,d 一 1), 有 
2" 个 顶点 ;d 维 余 立 方 体 有 27 CI hi AGS 
0,1,……,d 一 1), 有 2 个 顶点 . 

多 胞 形 的 体积 (volume of polytope) 多 胞 形 
的 一 个 基本 内 容 . 设 矿 是 4 维 欧 几 里 得 空间 六 的 
一 个 超 平面 ,x 所 五 ,KK 是 五 的 一 个 紧 集 ,并 是 
C= 二 e{{X7}UK}) 是 “以 x 为 项 点 ,KK 为 底 的 角 锥 体 ”， 
则 C 的 体积 


LG = 4 P AE oT 


若 了 二 UR; 是 一 个 多 胞 形 ,a€ P. H: 是 了 的 超 
平面 , 则 
L(P) = IL» dH) Ly, CaceP), 


这 就 是 多 胞 形 的 体积 ,这 里 4(a,，) 代 表 几 何 距离 . 
多 胞 形 的 体积 不 一 定 用 到 勒 贝 格 测度 ,也 可 用 初等 
的 方法 给 出 多 胞 形 的 初等 体积 更: 给 定 一 个 欧 几 里 
得 空间 X 和 的 一 个 边 长 为 1 的 立方 体 C, 则 存在 
惟一 的 一 个 映射 @, 把 多 胞 形 P 的 集合 映 到 R+ P, 
且 满 足下 面 三 条 公理 : 

1. F X 的 任意 一 个 平移 t 和 任意 一 个 多 胞 形 
PB 60K) —9((O). 

2. 对 于 任意 的 多 胞 形 P $81 Q.; POÓQQ— O.H. 
PUQ 是 一 个 多 胞 形 ,; 则 O(PUQ)=8(P)4+ ®(Q). 


A s mu fm 


3. $9 (C) — 1]. 

@ 不 依赖 于 立方 体 C 的 选取 , 称 为 多 胞 形 P H 
体积 . 

有 许多 关于 初等 体积 的 有 趣 内 容 ,也 有 大 量 未 
曾 解 决 的 这 方面 的 问题 . 例如, 希 尔 伯 特 (Hilbert， 
D. ) 提 出 如 下 的 问题 :X 中 两 个 体积 相等 、 维 数 大 于 
或 等 于 3 的 多 胞 形 是 不 是 总 能 分 解 成 相互 等 距 的 一 
些 多 胞 形 ? Ak EL Dehn Br gi : X R? 中 多 胞 形 是 不 可 
能 的 . 

球 的 体积 (volume of sphere) 关于 球体 和 球 
面 的 测度 . 设 X kd 维 欧 几 里 得 空间 .对 任意 的 a€ 
X 及 -ER+, 有 以 下 球 的 体积 计算 公式 : 


T^ 
LGB, (a r)) = nt 9 


2 oso 2k+ | 
(2b + DI 
AA LGL.C(O,;.DOMRIEJ Brig 8D-—LGC, 
DO. Wah KX BP d—1 维 单位 球面 S”'!' 的 体积 记 
X ald), Bl a(d)=dB(d). 因此 


BOD sn r20) = 


—- 2 2m 
wey 
u 9411 , qd 
a(2d + 1) = Gd — Dr 


多 胞 形 的 面积 (area of polytope) 多 胞 形 的 测 
度 . 设 P— 门 R, 是 欧 几 里 得 空间 X 的 一 个 多 胞 形 ， 
H: 是 超 平面 . 多 胞 形 P 的 面积 记 为 UC(P), 是 正 的 
数量 
UCP) = > Ln, (Face;P). 


当 dim P 二 2 时 ,就 是 周 长 . 若 天 是 X 的 一 个 紧 集 ， 
H 是 一 个 超 平 面 , 并 且 p.X—HJÉX9] H EWE 
交 投 影 , 则 Lu CO CKOO ARM Homil] H 无关 . 若 
< 是 X 的 一 个 单位 向 量 , 即 ES 一 S$(C0,1)( 单 位 球 
Hi), WFK La(p:(K)) 是 投影 pCKO TE HAMAR, 
其 中 fe (A). 因此 ,就 有 柯 西 公式 :对 于 任意 的 d 
Z2 和 任意 的 多 胞 形 P. o Rm S 的 典范 测度 , 则 


Cy se = py | EGP nde. 
ees 


£ Al AZ AY — mi f (dihedral angle of polytope) 
三 维 欧 氏 空间 中 多 面体 的 二 面 角 的 推广 . 设 P 是 4 
维 欧 几 里 得 空间 X 中 的 一 个 4d 维 多 面 体 , 对 于 PP 的 
任意 一 个 (d 一 2) 维 面 4A, 恰好 有 两 个 超 平面 入 
经 过 它 BPR PAP RET X 的 两 个 单位 向 量 < 
和 如 ,其 中 《与 EA te Fe FMES F 
IE A fe FE F 的 一 侧 , 则 PP 在 (4d 一 2) 维 面 4 处 
的 二 面 角 就 是 角度 
个 
(6,8 ) € (0,0). 
当 d=2 时 ,二 面 角 就 是 角 , 而 4 是 P 的 一 个 顶点 . 
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fa Se JL fay Sy SB S JL fa] 


ptg 35 £5 - [S] RI X Hr BD st C Steiner- Minkowski 
formula) ” 凸 集 几何 中 的 一 个 重要 公式 , 它 是 关于 
多 胞 形体 积 的 公式 . 它 由 两 个 公式 组 成 ,一 个 是 多 胞 
形 的 体积 计算 公式 , 男 一 个 是 紧 凸 集 的 体积 公式 . 设 
P 是 欧 几 里 得 空间 中 任意 一 个 d 维 多 胞 形 , 对 于 

BGP,A)— (ix€ X|id(Gr,POx:iA) QAER), 
伴 有 数量 

L((P)CRi (1=0,1,.,d), 

使 得 对 于 Y AC Ri ,体积 


d 
LUPA) > LO 
i=0 


It Sh, Y Polo Sai a I T= 
B Ca). 对 于 欧 几 里 得 空间 中 任意 一 个 4 2E EX 8 E 
C, 伴 有 数量 L; CWC) (1—0,1,:::,d2, fl 4g. V ACRI, 


d 
LODS EM. 


对 于 任意 的 Cy LG) - LO LC) UO LC 
=B(d). 式 路 (，) 都 是 附着 于 紧 凸 集 的 有 趣 的 等 
距 不 变量 . 当 4d==3 BEER LOK C 的 全 平均 曲率 . 
M FC È X HAC? 类 子 流 形 时 ， 

LC) = | pda), 


这 里 oo 是 FC 的 典范 测度 ,而 e: PF. CHR 是 它 的 平 
均 曲 率 . 

正 多 胞 形 (regular polytope) 一 类 重要 的 特殊 
胞 形 . 右 给 定 欧 几 里 得 空间 X 中 一 个 d 维 多 胞 形 
Pod 元 组 (PP Fa D h P IE FCE G= 
0,1, "+d — 2) Bg 1 2E rip Br 4 py, U ER CFo Finn 
F, DAP IHR. d; P BURE COP) =I p(X) F 
P AY Air a R EB nI xERJ, DU ER P 是 一 个 正 多 胞 
É. 下面 给 出 两 个 正 多 胞 形 的 等 价 定 义 : 

l.d 维 多 胞 形 P 称 为 正 多 胞 形 , 是 指 : 它 的 所 有 
的 面 都 是 彼此 等 距 的 d —1 维 正 多 胞 形 , 并 且 所 有 
的 二 面 角 相 等 . 

2.d 维 多 胞 形 P 称 为 正 多 胞 形 ,是 指 : 它 的 所 有 
的 面 是 d 一 1 维 正 多 胞 形 , 并 日 ,对 了 的 任意 一 个 顶 
点 X,P 的 食 x 的 楼 的 男 一 端点 都 属于 同一 超 平面 ， 
并 且 在 此 超 平面 内 构成 一 个 d 一 1 维 正 多 胞 形 . 

多 胞 形 己 的 顶点 的 重心 0 与 所 有 项 点 的 距离 
相等 , 即 这 些 顶 点 位 在 以 O 为 中 心 的 一 个 球面 上 ， 
称 此 球面 为 P 的 外 接 球面 , 称 O 为 P 的 中 心 .P 的 
每 一 个 i 维 面 (= 二 2,3,…,d 一 1) 是 一 个 i 维 正 多 胞 
形 . 三 维 、 四 维 正 多 胞 形 的 研究 不 仅 同 代数 上 的 四 元 
数 和 一 般 五 次 方程 具有 一 定 的 联系 ,而 且 利 用 正 多 
胞 形 可 对 欧 几 里 得 空间 的 正则 铺 诅 问题 进行 分 类 : 
二 维 铺 诅 用 的 是 等 边 三 角形 、 正 方形 和 正六 边 形 ,三 
2E BH fr PL FT AR. 此 外 ,符号 为 (ri,r;,… ,ra-1} 的 
正 多 胞 形 能 铺 髋 一 个 4 维 空间 的 充分 必要 条 件 是 
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存在 一 个 符号 为 (rs,r3,… ora) BIE E MJE ,使 得 
prisr2s"* sry_1974)=0, 

这 个 符号 为 {7r2,r，,…,r4) 的 多 胞 形 对 应 于 正则 铺 骸 

的 星 形 集 .这 里 函数 o 满足 


po ULCUS Senta 


多 胞 形 的 旗 (flag of polytope) W“ S W 
形 ”. 

正 多 胞 形 的 外 接 球 面 (circumscribed sphere of 
regular polytope) 见 “ 正 多 胞 形 ” 

正 多 胞 形 的 中 心 (center of regular polytope ) 
见 “ 正 多 胞 形 ”. 

正 多 胞 形 的 星 形 集 (star set of regular poly- 
tope) 一 种 特殊 的 集合 . 它 是 由 正 多 胞 形 确 定 的 集 
合 . 设 已 是 一 个 以 O 为 中 心 的 正 多 胞 形 , Æ PW 
-SHA AARP PR zx 的 一 条 校 ,> 是 为 一 个 
项 点 , 则 了 的 所 有 顶点 都 和 y 一 样 属 于 同一 个 与 Ox 
正 交 的 超 平面 H, ZR PAH 是 一 个 正 多 胞 形 , 称 
此 正 多 胞 形 为 P 在 点 x 处 的 星 形 集 , 记 为 Et. P. W 
为 所 有 这 些 星 形 集 都 是 等 距 的 ,所 以 又 可 记 为 
Et P. 例 如 ,Et(Cocy) 二 Cocy_. 

正 多 胞 形 的 符号 (symbol for regular polytope) 
正 多 胞 形 的 一 种 刻画 . 它 是 正 多 胞 形 分 类 的 有 力 工 
具 之 一 . 设 P 是 一 个 d 维 正 多 胞 形 . 所 谓 P 的 符号 ， 
WAP) P) ,ry_1(P)), 是 指 归纳 定义 如 
下 的 d 一 1 个 整数 的 序列 :r1(P) 是 了 的 二 维 面 的 边 
WM rP or P) sary, (PE ECP WAS. 
依 定 义 有 Ti 宇 3. Simp, WI SÆ (3,3. 7,3); Cub, 
的 符号 是 {4,3,…,3);Coc WAS 4E (3,3, 7.3, 
4); 正 二 十 面体 的 符号 是 {3,5); 正 十 二 面体 的 符号 
是 {5,3);P 的 对 偶 多 胞 形 P^ 的 符号 是 

a Vr UP yy err EP. 

IE & B8 TZ BY EAR X XX (fundamental relation 
of regular polytope) 正 多 胞 形 的 一 种 刻画 . 关于 
正 多 胞 形 符号 的 一 个 公式 .在 忆 是 一 个 & 维 正 多 胞 
Gl 是 其 棱 的 公共 长 度 , 外 接 球 的 半径 为 ”并 记 
PCP) — [P Ar? , Vi] 4 P 具有 符号 (risrestt ,rs_1} 时 ， 
在 oCP YI oCEtP) 之 间 有 关系 式 


o, X 
COS — 
r 


Py ST py 
此 式 称 为 正 多 胞 形 的 基本 关系 式 . 因为 数 p(P) 只 依 
ili T a=) TH Uri ro trai SPA AW iA Pris 
r2，*… ,ry_1) ,每 当 一 个 正 多 胞 形 的 符号 为 {ri ,rz，*…， 
ri} 时 ,多 胞 形 的 基本 关系 式 可 写作 


2 T 
COS — 


piri ru 1— 


DOR SP e EL 


IE & Bi JE BY 43 3$ (classification of regular poly- 
tope) fà S& JL fu] R5 SEA Ja] —. 用 正 多 胞 形 符号 
给 出 的 一 种 分 类 . 借助 于 正 多 胞 形 的 符号 以 及 正 多 
胞 形 的 基本 关系 式 , 有 施 拉 夫 里 (Schlafli, M. ) 于 
1850 年 给 出 的 著名 的 施 拉夫 里 定理 ,该 定理 断言 : 
对 于 一 个 正 多 胞 形 , 它 所 有 可 能 取 的 符号 可 用 下 表 
给 出 : 

d=2: inj n 是 之 3 的 任意 整数 ); 

d-3:; (353), (3,4) (4,3) (355), (55393 
A= Ae 436 B53) Tad 949.040) 5 099 45.215 
135355)2155299)3 

AS: {3,3,3}, {3,3,4}, (4,3, 75,3). 

对 应 于 此 表 中 的 每 一 个 符号 ,存在 一 个 正 多 胞 
形 , 以 它 作 为 符号 . 两 个 具有 相同 符号 的 正 多 胞 形 是 
相似 的 . 当 4 — 2 时 ,有 无 限 多 个 正 多 边 形 , 即 对 于 
任意 的 整数 n 宇 3, 总 存在 一 个 % 边 正 多 边 形 . d= 
3 时 , 依 符号 {3,3),{3,4}, {4,3), {5,3),{3,5}, 相 
应 地 是 三 维 欧 几 里 得 空间 中 的 正四 面体 .正八 面 体 、 
立方 体 、 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 . 4 d=4 时 , 依 
给 出 符号 {3,3,3},{3,3,4},{4,3,3), 相 应 地 是 四 维 
欧 几 里 得 空间 中 的 正则 单 形 、 余 立方 体 和 立方 体 ; 
{3,3,4}) 与 14,3,3} 是 互 为 对 偶 的 正 多 胞 形 ; (3,3,5) 
与 (5,3,3) 也 是 两 个 互 为 对 偶 的 正 多 胞 形 ;而 (3,4， 
3) 与 {3,3,5}) 是 四 维 欧 几 里 得 空间 中 两 个 较 复杂 的 
正 多 胞 形 :{3,4,3} 具 有 24 个 顶点 ,它们 是 Cub, 的 
顶点 与 位 似 比 为 2 的 Coc 的 顶点 之 并 集 , 称 为 四 维 
24 面体 ;{3,3,5) 具 有 120 个 顶点 ,它们 是 标准 (3， 
A Ir Ds ARATA Er Ehr 0) 
经 坐标 偶 置 换 得 出 的 所 有 的 点 ,这 里 


称 {3,3,5} 为 四 维 600 面体 ;其 对 偶 15,3,3} 称 为 四 
维 120 面体 . 当 vd 之 5 时 , 正 多 胞 形 的 分 类 尤为 简单 ， 
只 有 三 个 正 多 胞 形 13,3,…,3),43,3,.…,4} 和 {4,3， 
… ,3). 它们 相应 地 为 正则 单 形 、 余 立方 体 和 立方 体 . 
WE 03 S 8g UH FB (volume of compact convex set) 
对 于 紧 凸 集 的 一 种 刻画 . 凸 集中 一 个 重要 概念 . 采用 
多 胞 形 副 近 紧 凸 集 得 出 紧 凸 集 的 体积 . 设 X 是 欧 几 
里 得 空间 . = 
F I mu € RHY i, 
Ac v Aces i} 
则 A BRN -P RE. BCS(FOCF |F RA 
RUE EF 的 团 集 , 且 是 完全 集 . 记 
«' —(C€'€idim C=dim X); 
P JS BUE DS A SR S LA BMA Bhi m 
集合 . THE SHC AERE. MFCES.CH 


体积 

£'(C)-—supl£Z/(P)|Pess$Pcc) 

= inf(Z(P)|P € € fi PC). 

利用 多 胞 形体 积 的 定义 ,把 上 式 作 为 7C EZ 
凸 集 上 的 定义 ,避免 求助 于 积分 理论 .体积 SEI 
R 是 严格 递增 的 ,体积 SOR 是 一 个 连续 函数 . 
紧 凸 集 内 点 之 间 的 最 大 距离 称 为 紧 凸 集 的 直径 . 

XX m # By B € (diameter of compact convex 
set) JL“ Reh Se ye AR”. 

Wt m f AY m $4 (area of compact convex set) 
对 于 紧 凸 集 的 一 种 刻画 . 紧 凸 集 的 测度 . 根据 多 胞 形 
面积 的 定义 ,对 于 维 数 与 欧 几 里 得 空间 X 的 维 数 相 
等 的 任意 凸 集 C ,积分 


UO = (Kd D| se GC) 


存在 , 称 它 为 C 的 面积 , 式 中 心 为 和 的 单位 球面 . 当 
d —2,RBl C 为 欧 几 里 得 平面 上 的 凸 集 时 ,UU(C) 称 为 
KE. 此 时 , 凸 集 C 的 长 度 同 FC 的 长 度 , 这 两 个 长 
度 概 念 是 一 致 的 . 类 似 于 紧 凸 集体 积 的 定义 ,CC) 
—sup(ll(P)|P€ Z'3l PCC)-inf (CP) | PEZ 
Al PDC}. 
等 周 不 等 式 (isoperimetric inequality) — fà 8 JL 
何 中 的 一 个 著名 不 等 式 . 它 是 关于 凸 集 的 体积 及 其 
面积 的 不 等 式 . 若 C 是 欧 几 里 得 空间 中 任意 一 个 内 
部 非 空 的 4 维 凸 集 M 
uC) > d(B(d) LZ (C) 
We) Sf C (d-- 1)/d 
AH UC), (Or MR C 的 面积 和 体积 . 若 C 
是 一 个 球 , 则 等 号 成 立 ; 反 之 , 阁 等 号 成 立 , 则 C 是 
一 个 球 . 上 述 等 周 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 表明 ;在 
体积 给 定 的 所 有 内 部 非 空 的 紧 凸 集中 ,以 球 的 面积 
最 小 ;或 者 说 ,在 面积 给 定 的 这 些 凸 集中 ,以 球 的 体 
积 最 大 . 当 d=2 时 ,8(2)==x, UOS K), 
SC)=5( 代 表面 积 ), 从 而 得 到 平面 上 的 等 周 不 等 
A l Ans, AT BA AK A E A 
括 四 的 ), 以 圆 的 面积 最 大 . 换 一 种 写法 : 若 C 是 欧 
JLE RM E— X SR LD — FLC 是 一 条 简单 闭 
曲线 , 则 等 周 不 等 式 为 
long > 2 re TN, 
亏 差 (defect) 等 周 不 等 式 研 究 中 的 一 个 基本 
概念 . 所 谓 亏 差 就 是 
UCC) — d (PdC AY, 
当 两 个 量 不 相等 时 ,研究 它们 的 差 是 好 还 是 不 好 ,是 
个 十 分 有 趣 的 问题 . KF SB HAR RD. 若 记 
r(C) 为 内 切 于 C 的 球面 的 最 大 半径 , 即 C 的 内 半 
2, Mid R(C) 是 含 C 的 球 半径 的 下 确 界 , 称 为 外 半 
径 , 则 有 


, 


607 


凸 集 几 何 与 距离 几何 


UC) — ad" (Bd) CZ (C277 
= [cu (C ))/C-n» — 
(CE 
对 于 平面 的 情形 , 则 有 
UC)? — 4n£Z(C) > (RCO) — rC)’. 
另外 ,知已 给 整数 "之 3, 而且 CEA n WH 


ntan GC) "cu CO) in sin ROGO, 


?ntan ~ e r(C)<U(C)<2nsin ZRC). 


FFA HNA CEE n ZUERI Br. WC 是 平面 上 
— RUS. BT n 边 形 PART CARRE 
最 大 值 , 则 有 


CUP) = 
2n 


FE HAH FC 是 一 个 椭圆 时 成 立 . 

二 维 凸 图 形 (2-dimensional convex figure) — i! 
集 几 何 的 研究 对 象 之 一 . 它 是 一 种 平面 凸 图 形 . 若 一 
个 图 形 包 含 连结 它 的 任意 两 点 的 整个 线段 , 则 称 此 
图 形 是 凸 的 . 此 外 ,和 若 一 个 凸 图 形 能 被 一 个 半径 为 有 
限 数 的 圆 所 包含 , 则 称 为 有 界 凸 图 形 ;反之 称 为 无 界 
OB. IB]. 半圆、 椭圆 .所 有 三 角形 都 是 有 界 凸 图 
JE. 半 平 面 . 两 条 平行 线 之 间 的 图 形 都 是 无 界 凸 图 
JE. 二 维 凸 图 形 的 边界 是 一 条 线 , 称 为 凸 线 . Ga 
凸 图 形 己 包含 不 共 线 三 点 4,B,C, 则 已 包含 整个 
和 人 A4BC; 包 含 不 共 线 4,B,C 三 点 的 最 小 证 图 形 是 
AABC. 点 称 为 零 维 凸 图 形 ,直线 .射线 .线段 称 为 
一 维 凸 图 形 . 它们 是 平面 上 特殊 的 凸 图 形 . 两 个 凸 图 
形 的 区 是 同属 于 两 个 图 形 的 所 有 点 的 集合 , 即 它 们 
的 公共 部 分 .各 两 个 图 形 无 公共 点 , 则 称 它 们 不 相 
交 , 即 其 交集 为 空 集 . 例如 ,两 条 直线 的 交 是 一 点 或 
空 集 ; 半 平 面 和 圆 的 交 是 整 圆 ,或 弓形 ,或 一 点 ,或 为 
空 集 . 铬 两 个 凸 图 形 的 交 非 空 , 则 它们 的 交 仍 是 点 图 
形 (〈 零 维 、 一 维 或 二 维 ). 垂直 于 直线 2 的 平面 凸 图 
形 两 条 支撑 线 之 间 的 距离 称 为 此 凸 图 形 在 p A 
的 宽度 . 

有 界 凸 图 形 (bounded convex figure) 
维 凸 图 形 ”. 

Fe FE C FA J£ Cunbounded convex figure) Jl 
“二 维 口 图 形 “. 

Pi£&(convex line) 见 “ 二 维 凸 图 形 ” 

零 维 凸 图 形 (zero-dimensional convex figure) 
DUS ESSE. 

一 维 凸 图 形 (1-dimensional convex figure) Jy 
“二 维 凸 图 形 ”. 

凸 图 形 的 宽度 (width of convex figure) W 
“二 维 凸 图 形 ”. 

支撑 线 (supporting line) 
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E E" o^ (C). 


Dl “ 


与 凸 图 形 有 关 的 一 


(AB CAII FR y 


类 特殊 直线 .已 给 二 维 凸 图 形 P 和 定 直 线 LUE 
凸 图 形 P 在 直线 1 的 一 侧 , 而 且 直 线 ! SP PAL 
共 点 , 则 称 直 线 / 是 凸 图 形 己 的 支撑 线 . 支撑 线 也 可 
以 定义 为 包含 了 图 形 边 界 点 但 不 包含 内 点 的 直线 . 
E A 是 F,P 与 文 撑 线 ! 的 公共 点 , 则 称 :与 己 在 点 
A 相 接 ,并 称 A 为 支撑 点 . 支撑 线 / 可 规定 正 、 负 两 
个 相反 的 方向 . 当 回 /的 正 向 看 去 时 ,被 文 撑 线 ! 分 
出 的 两 个 半 平 面 一 在 左边 ,一 在 右边 . 规定 支撑 线 / 
的 正 向 ,使 凸 图 形 P 在 支撑 线 / 的 左边 . 因此 ,P 的 
任何 两 条 平行 支撑 线 必 有 相反 的 方向 ， 
支撑 点 (supporting point) 见 “ 支 撑 线 ” 

凸 多 边 形 (convex polygon) 一 类 特殊 的 凸 图 
JE. 边界 由 者 干 条 线段 构成 的 凸 图 形 称 为 凸 多 边 形 . 
这 些 线段 称 为 凸 多 边 形 的 边 . 5531 BO S 3E ja EROS h 
多 边 形 的 顶点 .者 凸 多 边 形 Q 包含 凸 图 形 PHEW 
边 都 是 凸 图 形 P 的 支撑 线 的 一 部 分 , 则 称 Q 是 凸 图 
JE P 的 外 切 多 边 形 . 奉 凸 多 边 形 Q 的 每 一 个 顶点 在 
F,P 上 , 则 称 Q 是 点 图形 P 的 内 接 多 边 形 . 做 F,P 
A A F h n 边 形 P,, 4 n 趋 于 无 穷 大 时 , 行 其 最 大 
边 长 趋 于 零 , 则 P, 的 周 长 必 趋 于 一 个 极限 值 . 此 极 
限 值 称 为 凸 图 形 P 的 周 长 . 

凸 图 形 的 外 切 多 边 形 (circumscribed polygon 
of convex figure) JL“ TRU”. 

凸 图 形 的 内 接 多 边 形 (inscribed polygon of 
convex figure) D," i! & ujJE". 

O Bd TÉ B3 JA K (perimeter of convex figure) 
JL" gh YE. 

IE& iH JÉ (regular polygon) 一 类 特殊 的 凸 多 
边 形 . 在 欧 几 里 得 平面 上 ,者 凸 多 边 形 的 各 边 长 度 相 
等 ,日 各 角 也 相等 , 则 称 此 凸 多 边 形 为 正 多 边 形 . 奉 
n 表示 多 边 形 的 边 数 , 则 角度 的 公共 值 为 
(n— 2)n/n. 对 于 任 一 整数 n 宇 3, 总 存在 一 个 n 边 正 
多 边 形 . 一 个 多 边 形 P 是 正 多 边 形 的 充分 条 件 是 
G(P) 关 于 序 对 (zx, 下) 是 可 迁 的 ,这 里 (x,f) 是 由 P 
的 一 个 顶点 x MPAA r 的 棱 下 所 组 成 的 ,而 

GCP) = LO) = ig E€ I(X)|g (P) = Pj. 

oe oe H Ze (equal width curve) ZR f [B HH 
JE. 一 类 特殊 的 凸 集 . 欧 几 里 得 平面 上 一 个 常 宽度 凸 
集 . 即 指 欧 几 里 得 平面 上 的 一 个 凸 集 C, 它 使 得 VY E 
ES ,线段 Pe(C) 有 定 长 . xx SEDET B S Zr mi c 的 
两 条 支撑 直线 保持 定 距离 .在 此 情形 下 ,不 仅 有 圆 
盘 , 还 有 和 鲁 洛克 斯 三 角形 (用 等 边 三 角形 的 边 长 为 半 
径 , 三 个 顶点 为 圆心 做 圆 弧 所 构成 的 曲 边 三 边 形 ). 
FAL 表示 这 个 常数 宽度 , 则 等 宽 曲 线 的 长 度 为 i. 

恒 宽 卵 形 (equal width egg-shape) 有 即 “ 等 宽 
曲线 ”. 

凸 体 (convex body) ” 亦 称 三 维 凸 图 形 . ZE nh 
图 形 的 简单 推广 . 三 维 空间 中 其 点 不 全 在 同一 平面 


上 的 上 西 图 形 称 为 凸 体 . 例如 , 球 .平行 六 面体 . 底 为 凸 
多 边 形 的 棱柱 都 是 凸 体 . eK] SPER A.M 
称 为 有 界 的 ;反之 称 为 无 界 的 . 若 凸 体 Q 包含 不 共 
面 四 点 A4,B,C,D, 则 QQ 也 包含 整个 四 面体 ABCD. 
此 外 ,四 面体 ABCD EEA A,B,C,D 四 点 的 最 小 
HE. 在 通常 意义 下 ,同体 是 紧 致 的 . 凸 的 ,并 有 非 空 
内 部 . 

三 维 凸 图 形 (three-dimensional convex figure) 
Bp ^ pe. 

67 0 f$ (bounded convex body) MJ" KK". 

ZA D {$ (unbounded convex body) W “m 
体 ”. 

支撑 面 (supporting plane) 凸 集 几何 的 一 个 
i. 它 是 支撑 线 的 推广 . 也 是 支撑 超 平面 的 特例 . 

给 定 凸 体 Q 和 平面 a, 帮 平面 a 同 F,Q 有 公共 点 ， 
EH Q 没有 公共 点 , 则 称 “是 @ 的 支撑 面 . 也 可 把 
支撑 面 定 义 为 与 QQ 有 非 空 交集 , 且 & 位 于 它 的 一 侧 
的 一 个 平面 . 凸 体 Q@ 内 每 条 以 内 点 O 为 始点 的 射影 
OZ ,有 且 只 有 一 个 支撑 面 同 它 垂 直 相 交 . 对 任何 直 
线 g, 有 界 凸 体 Q 有 两 个 垂直 于 HREM. 


距离 几何 


距离 几何 (distance geometry) ”现代 几何 学 的 
一 个 分 支 , 它 的 研究 对 象 是 定义 了 距离 的 几何 空间 ， 

其 最 初 的 任务 是 借助 于 定义 在 某 些 空间 上 的 距离 对 
这 些 空间 进行 分 类 ,后 来 的 发 展 超 出 了 这 个 框架 . E 
离 几 何 一 词 得 名 于 当代 美国 数学 家 布 上 户 门 塔 尔 
(Blumenthal, L. M. ) ,他 是 《距离 几何 的 理论 和 应 
用 ;一 书 的 作者 ,该 书 被 公认 为 本 领域 的 偶 基 性 著 
TE. 他 于 1938 年 首先 以 《距离 几何 ) 作 为 一 篇 论文 的 
标题 ,该 名 称 随即 被 沿用 至 今 . 

距离 的 一 般 概 念 比 日 常生 活 中 的 距离 概念 及 数 
学 中 的 度量 概念 要 广泛 些 . 设 9 是 一 个 集 ,F 是 一 
域 ,其 至 更 一 般 地 ,Ff 是 一 个 抽象 群 或 有 序 集 . 一 个 
映射 4:SXS>F RAE MES 上 的 一 个 抽象 距离 ， 
而 (6S,Q) 就 称 为 一 个 抽象 距离 空间 或 简称 一 个 距离 
空间 . 特别 地 ,在 上 述 定 义 中 , 若 环 是 实数 域 而 距离 
函数 a 满足 以 下 条 件 , 即 对 于 V pq € SH: 

l.d(p,g)=ad(g,p); 

2.d(p5q)=20.M d(p,g) 二 0 HAK p=q; 
则 将 a 称 为 S$ 上 的 一 个 半 度 量 , 而 称 (5S ,4) 为 一 
半 度 量 空间 . 

di BB HS d 还 满足 三 角形 不 等 式 , 即 对 于 
V poqor€S, Mia 

3.d(psq) tdlqsr) Sd (por); 
WK CS ,&) 是 一 个 度量 空间 . 

P3 ^ ER SSCS dO CS" d") ZE 


射 f:S >S BRA 
成 立 着 


一 个 合同 或 称 为 等 长 V pw€5 


d (fp), f(@)=d(psq). 
当然 合同 的 概念 也 可 以 限制 在 两 空间 的 子 集 上 来 使 
用 ,特别 是 当 SS 之 间 不 存在 全 空间 合同 对 应 的 
情形 . 
距离 几何 的 经 典 问题 之 一 是 把 一 类 距离 空间 从 
更 大 的 一 类 中 区 别 出 来 . 较为 精确 地 讲 , 设 2 是 一 
类 距离 空间 而 2。 是 的 一 个 子 类 ,对 于 一 个 空间 
(Ssd) € X, RIA TS EI EB Bg PR C d 加 上 什么 条 件 ， 
才能 使 (S$,d)€ Yo? 这 方面 的 一 个 简单 例子 是 常 曲 
率 空间 的 分 类 .在 给 定 的 常 曲率 空间 中 取 一 个 非 退 
化 的 三 角形 ,考虑 这 个 三 角形 任意 两 边 中 点 的 距离 . 
若 这 个 距离 等 于 第 三 边 之 半 , 则 可 判定 该 空间 是 欧 
氏 的 . 若 这 距离 小 于 或 大 于 第 三 边 之 半 , 则 该 空间 分 
别 是 罗 巴 切 夫 斯 基 的 或 正 曲 率 的 . 门 杰 (Menger， 
K. )F 1928 一 1931 年 发 表 的 几 篇 论文 中 首先 给 出 
一 个 半 度 量 空间 成 为 欧 氏 空间 的 充分 必要 条 件 ， 
他 的 条 件 是 借助 于 所 谓 凯 莱 - 门 杰 行 列 式 来 表述 的 ， 
普 此 他 其 至 给 出 了 欧 氏 几何 的 一 个 新 的 公理 系统 . 
B3 (Cayley, ADB AWR) n 维 欧 氏 空 间 中 十 2 
个 点 的 相互 距离 之 间 存 在 着 一 个 依赖 关系 ,更 重要 
的 是 他 于 1941 by aan 一 个 十 分 简洁 的 行列 
式 来 表述 ,这 一 思想 后 来 在 门 杰 的 工作 中 得 到 了 系 
pc a E. Z. ) 和布 卢 门 
塔 尔 继 续 研 究 度量 空间 成 为 巴 拿 赫 空间 以 及 进一步 
成 为 欧 氏 空间 的 条 件 . 这 里 给 出 的 条 件 不 再 借助 于 
凯 莱 - 门 杰 行列 式 , 而 立足 于 度量 凸 .度量 外 凸 性 质 、 
弱 毕 达 哥 拉 斯 性 质 等 度量 特征 . 与 上 述 空间 判 属 问 
题 大 同 小 异 的 一 个 问题 是 合同 能 人 或 称 等 长 舱 人 ， 
给 了 距离 空间 (S ,4d) 的 一 个 子 集 A IS — ER ES [8] 
GS* ,d"), 试 问 是 否 存在 一 个 单 射 f:A>S" ,使 得 
Vp,g€ 4 有 
d(p,q)-—d'(C(fCg0, fq)? 
若 这 样 的 了 存在 , 则 称 A 可 以 合同 地 散人 于 (5S*， 
ad" ). 例 如 ,能 否 在 三 维 欧 氏 空间 中 构造 一 个 四 面体 
使 其 具有 给 定 的 楼 长 ? 施 恩 伯 格 (Schoenberg ,1.J.) 


eb iet 设 A= (po,pi， 
…, p4}) 是 半 度 量 空间 (5S,4d) 中 的 点 列 . 记 dyd Cp. 
pi X, MFi,j=1, Z5 Esp. 


— di--di-—di 
ENS MEL 
Jk — 7 LX BEIQCA) = Xaijzix;. 施 恩 伯 格 指出 :4 
nf LA Fei] B ABK EK s: [B] BY 76 4 D E A PE de CRI 
QUEYERE. 此 外 , 若 QCA BRE n. WU] A FT 
Dit A E" TA BERR AE". 

有 关 的 二 次 型 和 双 线 性 型 的 应 用 给 距离 几何 的 
研究 带 来 许多 方便 . 德 瑞 斯 (Dress,A. W. MORIA 
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叫 集 几何 与 距离 几何 


韦 尔 (Havel,T. F. ) 于 1987 年 发 表 的 文章 《距离 几 
何 的 基础 理论 》, 对 此 做 了 某 些 统一 的 系统 处 理 . SE 
际 应 用 中 产生 的 一 个 问题 是 : 若 4 不 能 合同 地 艇 入 
GS" ,d' ), WE FEE BE E XT DU RR ACERO 换言之 ， 
如 何 将 4 BRET OS” ,这 映射 虽 不 能 完全 保持 距离 ， 
却 使 得 某 个 描述 距离 改变 的 损失 函数 取 到 最 小 值 ? 
若 用 统计 学 的 语言 来 讲 , 则 这 恰好 是 多 维 尺 度 化 问 
Bi. 克 鲁 斯 卡尔 (Kruskal,J. B. ) 等 统计 学 家 于 20 HH 
纪 70 年 代 发 展 起 来 的 多 维 尺 度 化 ,主题 是 将 距离 空 
间 (或 其 子 集 ) 如 何 最 佳 近似 地 髋 入 一 个 低 维 数 的 欧 
氏 空 间 、 闵 科 夫 斯 基 空 间或 双 曲 空间 . 这 一 任务 有 极 
强 的 实际 应 用 背景 . 分 子 构 型 研究 中 提出 这 样 的 问 
题 : 用 二 维 核磁 共振 技术 获得 某 个 分 子 的 各 原子 之 
间 的 相互 距离 的 数据 后 ,如 何 确定 这 个 分 子 在 三 维 
欧 氏 空间 中 的 构 型 ? 车 将 该 分 子 中 各 原子 的 集合 看 
做 一 个 半 度 量 空间 (4,4), 则 这 里 4 是 所 测 得 的 数 
据 . 由 于 测量 误差 不 可 避免 ,所 以 ,一般 说 来 (A,4d) 
FEA RES RAF E 的 . 如 何 将 所 获 数据 略 做 修改 
[i SERRA. ,这 正 是 统计 学 中 多 维 尺度 化 所 考虑 的 
问题 之 一 . 

oe ig £2 (Crippen,G. M. )AI BREA F 20 世 
纪 80 年 代 就 距离 几何 在 分 子 构 型 中 的 应 用 发 表 了 
一 系列 的 著作 ,不 过 他 们 没有 使 用 统计 学 语言 . 而 统 
计 学 家 在 多 维 尺度 化 的 研究 中 业已 直接 引用 距离 几 
何 的 概念 和 结果 . 分 子 构 型 学 还 向 距离 几何 提出 了 
较 难 的 任务 :虽然 不 知道 各 原子 间 的 准确 值 4;;, 但 
是 ,已 经 知道 每 个 di 必定 在 对 应 的 某 个 小 区 间 中 取 
值 , 即 Z;; d; mi. 试问 如 何在 这 些 给 定 的 小 区 间 
Le mij JAS RM di fe HAW A shim A E 
或 其 他 某 个 指定 维 数 的 空间 ? 这 样 的 dE AE 
在 ? 即 , 给 定 各 个 距离 上 下 界 之 后 ,要 判定 对 应 的 合 
同 垦 入 是 否 存 在 .有 人 指出 这 至 少 是 一 个 NP 难度 
的 问题 ,并 称 之 为 距离 几何 的 基本 问题 . 当然 ,对 于 
具体 问题 而 言 , 充 分 条 件 有 时 也 能 奏效 . 至 于 要 想 构 
造 性 地 给 出 这 样 的 府 入 就 更 难 些 , 至 今 还 没有 一 个 
普遍 行 之 有 效 的 算法 . 将 合同 让 入 技巧 应 用 于 几何 
AE , WA uw XCAlexander, R. ) 在 几何 不 等 式 的 研 
究 中 发 展 了 度量 和 的 概念 ,他 和 斯 托拉斯 基 (Sto- 
larsky,K.B. ) 考 虑 了 距离 几何 中 一 系列 极 值 问题 . 
一 个 著名 的 斯 托拉斯 基 问 题 是 :一 个 球面 上 的 5 个 
点 如 何 分布 才 能 使 5 点 间 的 10 条 弦 的 长 度 之 和 为 
最 大 ?给 了 一 些 点 之 间 的 部 分 而 非 全 部 距离 信息 ,人 
们 能 够 做 些 什么 ?首先 是 ,未 直接 给 出 的 那 部 分 距离 
是 否 被 惟一 地 确定 了 或 者 被 确定 到 什么 程度 ?这 就 
是 所 谓 刚性 问题 ,可 参阅 康 内 利 (Connelly,R. ) 等 人 
的 文章 . 下 一 个 问题 是 ,如 何 根 据 给 出 的 部 分 距离 信 
息 来 计算 未 给 出 的 那 部 分 , 行 后 者 能 被 前 者 所 确定 
的 话 . 对 于 欧 氏 空间 ,这 任务 依赖 的 工具 是 凯 莱 - 门 
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杰 代 数 , 它 导致 了 采用 无 坐标 方法 或 称 不 变量 方法 
来 对 几何 学 进行 算法 化 的 研究 方向 . 近期 十 分 活跃 
的 几何 定理 计算 机 辅助 证 明 领 域 ,有 一 部 分 工作 就 
是 基于 不 变量 方法 的 . 

综合 微分 几何 正 是 作为 一 种 无 坐标 几何 而 归属 
于 此 (参见 “美国 数学 会 数学 主题 分 类 表 ”). 该 领域 
的 葛 基 性 工作 , 首 推 布 斯 曼 (Busemann,H. 的 专著 
《 测 地 线 的 几何 》. 该 书 直 接 对 度量 空间 加 上 几 条 极 
简单 的 公理 建立 了 G 空间 的 概念 . 用 无 坐标 方法 人 研 
3t G 空间 中 的 测 地 线 获得 一 系列 非 平 凡 结果 . 例 
如 ,对 二 维 G 空间 的 高 斯 - 波 内 定理 (一 般 的 G 空间 
上 是 否 有 流 形 结构 尚 不 清楚 ,也 是 一 个 重要 的 未 解 
决 问题 ). 综合 微分 几何 的 研究 和 应 用 有 着 十 分 广阔 
的 前 景 . 

半 度 量 空 间 (semi-metric space) 
fg". 

度量 空间 (metric space) Ji“ RIL”. 

EB (metrically convex) ”距离 几何 的 一 个 
概念 . 它 是 半 度 量 空 间 的 一 种 类 似 于 一 般 的 凸 性 但 
稍 弱 些 的 性 质 . 此 概念 是 门 杰 (Menger,K. ) 引 进 的 . 
一 个 半 度 量 空间 (S,4) 称 为 度量 是 的 , 知 对 于 其 中 
任意 两 个 不 同 的 点 x,z 总 能 找到 一 点 y, 使 得 v 
vsa MH. 


JU FB x JL 


d(x.y)-d-d(y,z)-—d(Gr zz). 
例如 , 实 轴 上 全 部 有 理 点 按 常 义 的 距离 构成 一 个 半 
度量 空间 ,这 空间 按 上 面 的 定义 显然 是 度量 凸 的 . 但 
它 不 是 通常 意义 下 的 凸 集 . 

E ia 5) ID; (metrically externally convex) FER 
离 几 何 的 一 个 概念 . 它 是 类 似 于 线段 的 可 延性 那样 
的 性 质 . 一 个 半 度 量 空间 (S,d) 称 为 度量 外 凸 的 , 若 
对 其 中 任意 两 点 x,y 总 能 找到 一 点 z TE yA 而 
H d(x,y) 十 d(y,z) 二 d(x,z). 稍 弱 一 点 的 是 局 部 
度量 外 凸 的 性 质 .一 个 半 度 量 空间 (5S,4) 称 为 局 部 
度量 外 凸 的 , 肴 对 其 中 任 一 点 p 可 以 找到 一 个 小 正 
数 el(p), 对 于 S 中 任何 两 个 满足 

ad(p,7)<e(p) 和 和 d(p,y)<elp) 
的 点 xc Aly, RETR BIO xz 使 得 yA mH. d(x， 
y) 十 dl(y,z) 二 d(x,z), 例 如 ,球面 就 是 局 部 度量 外 
凸 的 度量 空间 . 

E 8D B BSP  Clocally metrically externally 
convex) Jl“ BRR A Ay”. 

BL 3€ - 1 AS fr Fl xB OC Cayley - Menger determi - 
nant) 联系 于 半 度 量 空间 中 某 个 有 限 子 集 的 行列 
式 , 定 义 如 下 . 设 A= (pis foots pi} EEFE BB 
间 中 的 一 个 & 元 有 序 组 . 记 

di 一 dp 和 pi)CYT 7 一 1,2……,)， 
而 将 阶 方 阵 工 ==[4d;j 称 为 4 的 平方 距离 阵 . Mid J 
二 [1…1j 表 示 所 有 元 素 都 等 于 1 的 1 Xk 阶 阵 , 而 将 


& 十 1 阶 方 阵 及 对 应 的 行列 式 


; J | 0 d 
l , l 
J —— abu t i ES —L 
2 r d 2 


分 别称 为 4 的 凯 莱 - 门 杰 矩 阵 和 凯 菜 - 门 杰 行列 式 
(这 里 了 表示 J i BO. 该 矩阵 依赖 于 4 中 各 点 的 
排序 而 其 行列 式 的 值 却 不 依赖 于 这 个 排序 . DE po 
pis bui Fe EK E fal rh — P OE B9 D SE iO D 
open PA RRR- RITI. ERA A 
下 的 几何 意义 : 
D( pos pists 0 — (O11)V?, 
这 里 Y 表示 该 单 形 的 nn 维 体积 . 应 注意 到 茶 些 文献 
中 的 定义 略 有 出 人 ,在 那里 凯 莱 - 门 杰 阵 和 凯 莱 - 门 
杰 行 列 式 分 别 是 指 
0 J 


vad 
JU a que È 


3E H EB S FE (squared distance matrix) 
莱 - 门 杰 行 列 式 ” 

凯 莱 - 门 杰 矩阵 (Cayley-Menger matrix) W 
“ 凯 莱 - 门 杰 行列 式 ”. 

度量 方程 (metric equations) ”距离 几何 的 一 
个 重要 概念 . 它 是 几何 学 算法 化 和 机 械 化 的 有 效 工 
R. 指 一 组 方程 ,它们 给 出 某 些 距离 空间 中 各 点 距离 
之 间 的 依赖 关系 . 例如 ,对 于 nn 维 欧 氏 空 间 E" "BR E 
意 一 个 上 元 组 , 当 宇 n 十 2 时 这 样 的 关系 是 存在 的 ， 
即 其 凯 莱 - 门 杰 行 列 式 等 于 0. 此 即 著名 的 凯 莱 定理 . 
进而 , 知 >? 十 3, 则 其 遍 莱 - 门 杰 行 列 式 的 所 有 余子 
式 都 等 于 0, 这 就 得 到 更 多 的 度量 方程 . 其 他 有 限 维 
常 曲率 空间 也 有 类 似 的 度量 方程 . 这 一 概念 近期 已 
被 推广 到 某 些 更 抽象 的 距离 空间 . 

西 尔 维 斯 特 - 布 卢 门 塔 尔 行列 式 (Sylvester-Blu- 
menthal determinant) HLX- JZS 47 9i] oX Bg — fb dE 
PO. BE A= {pio Posts p) B= iqieg tt qg) E 
个 半 度 量 空间 中 的 两 个 & 元 有 序 组 . 记 

di—d(p;,qjY(N i, j—1,2,-,.À) 
im fjik—4 k RDE L= ldi] XiBJ-—[1:-1]* 
示 其 所 有 元 素 都 等 于 1 的 1 XA 阶 阵 , 而 将 下 面 的 & 
十 1 Br ER ROSE RE BU TI PU XS 


“eal 


, Pi | 0 d 
pde dus o 
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分 别称 为 {4,8) 的 西 尔 维 斯 特 - 布 卢 门 塔 尔 矩阵 和 
西 尔 维 斯 特 - 布 户 门 塔 尔 行列 式 ;后 者 在 一 些 文献 中 
常 被 记 为 

Dbispsstts Dasqioqaostt*qu2. 
它 有 明显 的 几何 意义 . 若 半 维 欧 氏 空间 中 两 个 & 维 
单 形 的 & 维 体积 为 V, Viki S AI {pos Ps 
s billiqo.quesquà2s PS AIG Br FE BY OR ET 


JB 5 JL 何 

射 子 空间 的 夹 角 为 8, 则 有 

D( fos fis??? pr;qoq1 5912 = CR 12*V ,V,cos 6, 
等 式 右边 的 正 负 号 可 以 根据 某 种 简单 的 法 则 确定 . 
该 等 式 称 为 达 布 定理 ,其 应 用 尚未 被 充分 研究 . 例 
如 ,对 于 三 维 欧 氏 空间 中 的 两 个 三 角形 pi pops 和 
q19293， 若 有 D( pis po» P3399 ,93) 二 0, 则 下 列 三 情 
况 至 少 出 现 其 一 : 

l. bis Pi fs 三 点 共 直 线 . 

2. 91992993 二 点 共 直 线 . 

3. 两 个 三 角形 所 在 的 两 平面 互相 垂直 . 

对 于 五 " 中 的 两 个 维 单 形 , 达 布 定 理 导致 

DC pos bist busdosquo tq.) 一 一 AL V Vy 
RRE V,.V, 应 作为 有 向 单 形 的 带 号 体积 来 理解 . 
西 尔 维 斯 特 - 布 卢 门 塔 尔 行列 式 首先 出 现在 西 尔 维 
Wr fF (Sylvester, J. J. ) 的 工作 中 ,近期 布 户 门 塔 尔 
(Blumenthal,L. M. ) 借 助 它 来 证 明 一 个 新 的 欧 氏 平 
面 公 理 系 统 的 完备 性 ,因而 得 名 . 而 达 布 定理 也 曾 被 
AmE E. 西 尔 维 斯 特 - 布 卢 门 塔 尔 行列 式 与 凯 莱 - 
门 杰 行列 式 的 关系 是 : 

DCbpispsst ,prspis Prset Ped 
一 DCpis pi. pa). 

西 尔 维 斯 特 - 布 卢 门 塔 尔 矩 阵 (Sylvester-Blu- 
menthal matrix) 见 “ 西 尔 维 斯 特 - 布 卢 门 塔 尔 行列 
n 

& ERA (congruent imbedding) 2P AK REB gx 
人 .一 种 映射 .距离 空间 或 其 子 集 到 另 一 距离 空间 的 
单 射 , 它 保 持 中 离 不 变 . 设 (人 9,d) 和 (3 i ) 是 两 个 
抽象 距离 空间 ,距离 d 和 4 “都 在 同一 域 ( 或 集 ) 中 取 
EES S>S 是 一 个 单 射 ,Y zyES Hd’ (f(x), 
fy) =dlasy) WH f ENE RRA. 给 定 (S， 
d)füuGS" .d' ), 若 满足 上 述 条 件 的 单 射 存在 , 则 称 前 
者 可 以 合同 地 艇 人 后 者 .一 个 半 度 量 空间 在 什么 条 
件 下 可 以 合同 地 通 人 欧 氏 空间 或 其 他 和 井 曲率 空间 ? 
这 是 经 典 距离 几何 要 解决 的 基本 问题 之 一 . 

£k EB RRA Cisometric imbedding) — B["- [n] BK 
P 

欧 几 里 得 四 点 性 质 (Euclidean four-point prop- 
erty) 对 半 度 量 空间 的 一 种 刻画 . 一 个 半 度 量 空间 
称 为 具有 欧 几 里 得 四 点 性 质 , 若 其 中 任意 四 个 点 都 
可 以 合同 地 藤 人 三 维 欧 氏 空间 . 威 尔 森 (Wilson, W. 
A.) 于 1932 年 发 表 了 下 述 结果 ;任何 一 个 完备 的 、 
RB OWFA BE Boh HS SE BE ERES] ARA XUL 
里 得 四 点 性 质 , 则 它 必 然 合 同 于 一 个 有 限 维 或 无 限 
维 的 欧 氏 空间 . 据 此 推出 :任何 一 个 有 限 紧 致 的 、 度 
ES AF E. BE & Pp a B 2E BE Rb [8] RAL 
得 四 点 性 质 , 则 它 必 然 合 同 于 某 一 个 有 限 维 的 欧 氏 
空间 . 此 后 , 布 卢 门 塔 尔 (Blumenthal,L.M. ) 提 出 了 
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弱 四 点 性 质 的 概念 . 一 个 半 度 量 空间 (S,Z) AM E 
条 件 piqors€ S, d(p.qo-F d(qor) - dCp,rO WEE 
BOT s AB RT LA Er EHE RA RFR. ULER DS RU 
欧 几 里 得 弱 四 点 性 质 . 布 户 门 塔 尔 证 明了 一 个 改进 
的 结果 :任何 一 个 完备 的 、 度 量 凸 的 并 且 度 量 外 凸 的 
半 度 量 空间 ARAL SSO AHR WER 
合同 于 一 个 有 限 维 或 无 限 维 欧 氏 空间 . 据 此 推出 : 任 
何 一 个 有 限 紧 致 的 .度量 凸 的 并 且 度 量 外 凸 的 半 度 
量 空间 ,大 具有 弱 四 点 性 质 , 则 它 必 然 合 同 于 某 一 个 
有 限 维 的 欧 氏 空间 . 

欧 几 里 得 弱 四 点 性 质 (weak Euclidean four po- 
ints property) 见 “ 欧 见 里 得 四 点 性 质 ” 

PIAS ERA SK FE Menger's imbedding condition) 
对 半 度 量 空间 的 一 种 刻画 
否 合同 地 通信 欧 氏 空间 的 充分 必要 条 件 之 一 .一 


半 度 量 空间 S 可 以 合同 地 嵌入 ? 维 欧 氏 空间 E", 
且 仅 当 : 
Iu 含有 一 个 | 元 有 序 组 pospistts p, rS 


n ) 使 得 DCpo pis sp) ZO (V k=1,2,°**57r). 
p 对 于 S 中 任意 一 对 点 zy 总 有 


DOP js Pit? ss Diu) = 0, 
DC pos piss py) = 0, 
DC pospist**sPrsXLey) = Q. 


上 面 所 给 出 的 条 件 是 S AWA TRA E" 4H BE B 
A ETHER URRI. E S FEAR RI A Hh n] x AC 
间 EW. BEARER A E.T] Menger, K. ) 还 
证 明 :一 个 可 分 的 半 度 量 空间 S BY LA IRE ER A AK 
伯 特 空间 的 充分 必要 条 件 是 ,S 中 任何 有 限 子 集 的 
遍 莱 - 门 杰 行列 式 都 不 取 正 值 ， 

HE Bk JL 8 48 H& A (non-Euclidean imbedding) 
对 半 度 量 空间 的 一 种 刻画 . 一 般 指 半 度 量 空 间或 其 
子 集 在 非 欧 常 曲率 空间 中 的 合同 苦 和 人 . 关于 球面 型 

空间 Sa, Cn 是 空间 的 维 数 ,~ 是 空间 的 半径 ) 中 的 赔 

入 问题 , 布 卢 门 塔 尔 (Blumenthal,L. M. ) 和 嘉 瑞 特 
(Garret) 证 明了 下 述 定 理 : 若 半 度 量 空间 CS,4d) 中 任 
意 两 点 的 距离 都 不 超过 rr, 且 满足 下 列 条 件 : 

1S &8 —^ m+1 元 有 序 组 bis farts Dns 
(mn) ,使 得 对 于 整数 列 & 二 1,2,…,m 十 1, 下 面 这 
HE k 阶 行列 式 


ACP: s Dposttt pi) = cos AV 
(jm1,2,7,* 
都 取 正 值 . 
2. 对 于 S 中 每 对 元 素 xy, 
Ante Pis Pasttts Duis X) 
Anis Pis Pasttts Pmt) 
Ars is Posttts Pms TY) 


一 0, 
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WY CS a» Ay EA Ie] th gk ACER I] 23 ^s [8] S... 更 确切 地 
Vi. GS aD RT ELA RT RA Snr BOSE RT ELA fal de 
BRA. Smr IBARSBEIA S, au 关于 双 曲 空间 H, OX 
里 ” 是 空间 的 维 数 ,而 ”六 0 是 空间 的 参数 , 即 空间 曲 
率 为 一 1/7”) 的 般 入 问题 有 如 下 定理 : 若 半 度量 空间 
GS ,qd) 满 足下 列 两 条 件 : 

l.S 含有 一 个 和 十 1 元 有 序 组 pis Posts Boa 
(mn) BS FBR B— 1.2. m1. Fix 
BER BT ty A 


A, (bi Pit 


cosh 


d (PiP) 
r s 


7 一 1，2，… ,下 


T7» — 


具有 符号 (一 1) 一 :; 
2. 对 于 S 中 每 对 元 素 z,y， 
Anas Dis Pas tts Puis) 
= Anse (Dis Posttts Puis Y) 
= Ámt bis Posts Pusat y) 
— 0; 

W) CS d) 8f LA e fel 3t 8x A BX BH S 
Wi. CS AWA ZH gx A H mro 
BLA Hn ABABEBLA Hmi 

EEF metric sum) 度量 之 间 的 一 种 加 法 ， 
最 初 称 为 度量 加 ,其 定义 如 下 : 设 欧 氏 空间 中 及 
个 N 元 有 序 组 

S,— Ups pret spy} OR 1,2, m 
若 有 一 个 N TCA IFAS =( pis pis ,pr} 使 得 


|2: -p= Me cupi 
Xf :2j—l, 2,5. N 都 成 立 ， WEK S 是 S SaS, 


的 度量 和 . 满足 上 述 条 件 的 5S 不 是 惟一 的 ,而 是 组 
成 一 个 合同 类 . 此 外 ,将 满足 条 件 


= t 1 ii 
LB pl =S] 


的 N 元 有 序 组 SS {Pispost*s Pn} PA SENTEI 
的 度量 平均 . AFERA OE RED HR GE: A 
点 组 S1,$;, S, 等 所 占 空 s 间 维 数 的 最 大 值 为 ns 
则 其 度量 和 (度量 平均 ) 上 右 有 空间 维 数 不 超过 ?= 的 充 
分 必要 条 件 是 ,对 其 中 某 个 5, 存在 着 一 组 仿 射 映射 
A, Ck— 1,2, m), (81% ALCSO =S,. 维 数 定理 在 
几何 不 等 式 的 研究 中 有 重要 应 用 . 度量 和 (度量 平 
均 ) 的 概念 和 维 数 定理 都 可 以 推广 到 连续 型 . 
EE ME (metric addition) 见 “ 度 量 和 ”. 
度量 平均 (metric mean) WEHA”. 
度量 变换 (metric transformation) 一 种 映射 . 
半 度 量 空 间 之 间 的 一 种 变换 . 一 个 半 度 量 空间 (9 ， 
d”) 称 为 某 个 半 度 量 空间 (CS,d) 的 按照 某 个 实 函 数 
plX) 的 度量 变换 ,车 存在 一 个 双 射 f:S 一 S$” ,使 得 


sÈ) H, 更 确切 地 
即 它 可 以 合同 地 


V »5,4€S 总 有 
d'(fCgo. f(q)) = Kd (p,q)). 
这 时 可 以 将 空间 (S" ,gd SPECS” ,gpg(qd)). 经常 考 
虑 的 是 S$ =S 而 f 是 恒 同 映射 的 情形 ,这 时 的 度量 
变换 是 在 同一 点 集 上 采用 新 的 距离 
d'(p,q) = «e(dCp,qD). 
为 了 方便 ,在 不 致 引 起 混淆 的 情况 下 ,有 时 将 S TE 
9 的 度量 变换 简 记 为 pC(S). 布 上 户 门 塔 尔 (Blumen- 
thal, L. M. 238 tH E MM 是 一 个 度量 空间 而 9 是 一 个 
£f. 8] 336 285 [T p 2C PCO) — 0 , UJ EC JE EE E P CM th E 
一 个 度量 空间 . 施 恩 伯 格 (Schoenberg,1.J. ) iX — 
课题 做 了 一 系列 有 趣 的 工作 .有 人 证 明 : 奉 CM,d) 是 
一 个 由 半 个 点 组 成 的 度量 空间 ,0 委 c 委 0. 72/n, 则 度 
量变 换 (CAM,d) 可 以 合同 地 般 和 人 一 个 欧 氏 空间 ， 
G 空间 (CC-space) ”特殊 的 度量 空间 .一 个 度量 
FEM, DRA CRAE CRAS AFIL: 
1. 它 是 有 限 紧 致 的 , 即 任何 有 界 的 无 限 子 集 至 
DAP X A. 
2. C AE RE EBON. 
3. 它 是 局 部 度量 外 凸 的 . 
4. 它 满足 延长 惟一 性 , 即 
d(x,y)--d(Gy,zi) —d(x,zi), 
d(xsy) +d ys2%2.)=d(x,22)5 
d(y,zi) —-dCy,z,) 
=F WR R 21 — €» 
常见 的 许多 具 流 形 结 构 的 度量 空间 都 是 G 空 
间 ,因此 , 它 成 为 综合 微分 几何 研究 的 重要 对 象 . H 
前 已 知 二 维和 三 维 的 G 空间 具有 流 形 结构 ;一 般 的 
高 维 G 空间 是 否 具 有 流 形 结构 尚 属 悬 而 未 决 的 难 
题 . 
抽象 距离 空间 (abstract distance space) 一 般 
距离 空间 的 推广 .一 个 集 连 带 在 这 集 上 定义 类 似 于 
距离 的 一 个 二 元 抽象 函数 . 设 S 是 一 个 集 ,F 是 一 个 
抽象 群 或 有 序 集 . 一 个 映射 4:SXS 一 F RAS 上 的 
一 个 抽象 距离 ,而 ($S,Z) 则 称 为 一 个 抽象 距离 空间 
或 简称 一 个 距离 空间 . 在 许多 场合 中 ,一 个 距离 空间 
的 某 些 点 的 实际 含义 并 不 重要 ,主要 关心 的 是 各 点 
间 的 相互 距离 .一 个 有 用 的 例子 : 设 S, 表示 由 nn 4 
欧 氏 空间 中 所 有 的 点 ,所 有 的 定向 超 平面 ,外 加 一 个 
抽象 点 a 所 组 成 的 集合 . 每 一 个 超 平面 y 可 记 为 
y= (xi(y), rz(y))， 
其 中 xi(y) 是 y 上 的 任意 一 点 Hz; Co y 的 单位 
法 向 量 . 然后 对 O, 中 任意 一 对 元 素 z,y 来 定义 抽 
REN d: 
Lry 都 是 点 ,将 d(x,y) 定 义 为 欧 氏 距离 的 
平方 乘 以 一 1/2, 即 


d(x,y) 一 一 Fle 2) 


2. coy 都 是 定向 超 平面 ,将 &Cz,y) 定 义 为 两 

超 平面 夹 角 的 余弦 , 即 
d(x,y) = mr) m). 

3. di c dé mu y BEBE MH d(x,y) 定 

义 为 点 到 超 平 面 的 带 号 距离 , 即 
d(x,y) = (4 — XT(y)) «A,(y). 

4. X x 二 a( 抽 象 点 ) 而 y 是 正常 点 , 则 和 定义 
d(x,;y) 二 1; 帮 xX 二 y 二 a, 或 X= 二 a 而 y 是 定向 超 平 
面 , 则 定义 dix, y)-—0. 

最 后 约定 dCy,x)—d(Gr,y)2. 这 空间 的 构造 方 
式 看 去 虽 不 很 自然 , 却 具 有 极 强 的 度量 性 质 . 设 po» 
poc p 是 ©, 中 的 一 个 上 十 1 元 的 有 序 组 . 记 

dj;—d(pi,.p;) 0,;—0,1,*, 5), 

将 & 十 1 阶 方 阵 Ladi;] 称 为 这 个 十 1 7c K E EAR 
BE. 一 个 有 用 的 性 质 是 ,在 空间 ( 咏 ,,d) 上 ,任何 一 个 
这 样 的 距离 矩阵 的 秩 不 超过 nn 十 2. 这 导致 一 系列 度 
量 方程 ,这 些 方程 在 几何 算法 化 的 研究 中 扮演 重要 
角色 . 距离 空间 (SS,,d) 还 可 以 扩充 使 之 包括 所 有 定 
向 超 球 面 . 类 似 的 结构 可 在 其 他 常 曲率 空间 上 建立 . 
抽象 距离 空间 的 概念 实际 上 早已 应 用 于 统计 学 、 计 
量 心理 学 等 多 个 学 科 领 域 ,虽然 有 时 没有 使 用 这 个 
术语 . 

抽象 距离 (abstract distance) 
间 ”. 

距离 空间 (distance space) 


见 “ 抽 象 距离 空 


VUE UE 2S 
[8] ". 

BB BH 46 BE (distance matrix) 
[a] ". 

Sy F Æ (molecular conformation) — At 48 
根据 某 分 子 的 各 个 原子 两 两 之 间 的 距离 来 确定 该 分 
子 的 立体 几何 结构 的 技术 . 可 以 把 任务 提 得 更 具体 
一 些 , 比 方 说 ,要 求 给 出 在 某 个 直角 坐标 系 中 各 个 原 
子 的 坐标 .有关 原 子 距 离 的 数据 可 借助 于 核磁 共振 
或 其 他 技术 来 获得 . 根据 距离 信息 建造 分 子 模型 则 
是 距离 几何 的 任务 . 用 一 般 的 照相 技术 确定 分 子 的 
精确 模型 是 困难 的 ,因为 分 子 相 对 而 言 很 微小 ,有 的 
还 常常 处 于 高 速 自 旋 之 中 . 若 人 们 不 满足 于 一 个 大 
致 的 几何 轮廓 , 则 必须 依赖 有 效 的 数学 工具 . 从 距离 
几何 的 角度 看 ,分 子 构 形 不 过 是 有 限 点 集 在 三 维 欧 
氏 空 间 中 的 合同 航 入 问题 . 最 近 发 现 的 碳 元 素 的 第 
三 种 存在 形式 , 即 碳 分 子 Ceo, 具 有 足球 形状 的 美妙 
几何 结构 . 这 个 结构 的 发 现 首 先是 用 胶水 和 牙签 来 
模拟 . HAC DEUS OB SEA URP TX JE Ee DAC] ERR HJ 
联想 ,最 后 以 精确 的 计算 予以 肯定 . 而 在 分 子 的 几何 
对 称 性 较 差 的 一 般 情 况 下 ,模拟 和 联想 既 非 必要 ,也 
可 能 无 效 . 下面 叙述 分 子 构 形 问题 的 一 种 典型 算法 . 
设 A 二 {pi1,pz，…,pi} 是 个 原子 的 一 个 有 序 组 而 
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见 “ 抽 象 距 离 空 


凸 集 几 何 与 距离 几何 


d; —d (pi;,p;) 表 示 测 得 的 距离 数据 ;MM 表示 4 的 
BL3€-l]28 E. 又 I, ER 阶 单位 阵 而 


0 0 

h= E zi 
这 时 det (Mi 一 4711) 是 4 的 一 个 多 项 式 , 将 它 的 一 
1 个 根 称 为 A 的 次 特征 值 . 所 有 的 次 特征 值 都 是 实 


的 . 进而 ,和 奉 某 个 k+1 AE [5] EE (uo sus ,… ,ui) 使 得 
Uo 0 
Ul Ul 
M, ES E s 
Uu, uU, 


则 将 k HE [5] E Qua suo ttt ,wui) 称 为 A 的 一 个 对 应 于 À 
BJ IX BF AE I3] EE. WE AAA 是 4 的 三 个 最 大 的 次 特 
征 值 . 24 A250, A20, AZ NT LAER i ie P ES 
确 度 达到 了 起 码 的 要 求 ( 否 则 算法 失效 ). 这 时 从 A 
的 对 应 于 Ài s Àz , 43 HS IR EF iE po] E HP 3C P 2B LIE 
交规 范 组 , 设 它 们 为 

= GE ast, > = 1s 253s 
最 后 给 出 & 个 点 在 五 中 的 直角 坐标 : 


pj; = Cl EP a (7 = 1,2,.",k). 
CAH. Ae eRe. BB A 恰好 可 以 
BRA E? WA 

le; — Bj] = dépo pp Gj = 1,2,7,5. 
否则 , {pi1,p;,… ,pi} 将 是 某 种 意义 下 4 在 EE 中 的 
最 佳 近似 . 关于 分 子 构 形 向 距离 几何 提出 的 未 解决 
问题 可 参见 “距离 几何 ”. 

次 特征 值 (sub-eigenvalue) 

次 特征 向 量 (sub-eigenvector) 
E". 

1A Xt BRE (pseudo-symmetric set) JE fp HL 
类 似 于 对 称 性 那样 性 质 的 点 集 . 欧 氏 空 间 中 一 个 点 
R ORAE n HEATH 4S 的 凸 包 是 维 的 并 
且 满 足以 下 条 件 : 

1. 扎 中 所 有 的 点 都 分 布 在 E" 中 的 某 一 个 超 球 
H5" 3b. 

2. 超 球面 S$” :的 中 心 O 恰好 是 集 O 的 重心 . 

3. € KF O 的 惯量 椭 球 面 是 一 个 超 球 面 . 

设 aca ip E" Ha 记 


MG) = Ne ww > I 


表示 各 点 间 相 互 距离 的 CREUSE E. 已 经 证 明 
成 立 着 不 等 式 


M,©) > 


见 “分 子 构 形 ” 
见 “ 分 子 构 


mg 2 
N y S S M: (O); 
式 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 :已 是 一 
对 称 集 . 

+H GE HEX HM (ellipsoid of inertia) 
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^h n HE TR 


一 个 特殊 的 


H8 EK E. EERRAKS 间 中 某 个 点 集 S 和 某 个 点 

l; A ASP RO BEBO REUS 
BK Et ZEB E E] 20-77 (BL. 

2. 一 个 点 集 关 于 某 条 直线 的 惯性 和 矩 ,是 指 各 点 
到 该 直线 距离 的 平方 和 或 距离 平方 的 积分 值 . 

3. 给 定 一 个 点 集 9 和 和 一 个 点 0, 考 虑 满足 下 述 
条 件 的 点 已 :线段 OP WIE EST IOP) 3X E 
ICOPO XR S 关于 直线 OP 的 惯性 矩 ; 所 有 这 样 的 
点 的 轨迹 是 一 个 椭 球 面 , 称 为 点 集 S 关于 点 O 的 惯 
E WAER E. 

类 似 地 可 以 定义 一 个 质点 组 关于 某 个 点 的 惯量 
椭 球 面 . 一 个 质点 关于 某 条 直线 的 惯性 矩 是 指 该 点 
到 该 直线 距离 的 平方 乘 以 该 质点 的 质量 ;定义 的 以 
下 部 分 类 推 . 

tH ME 46 (moment of inertia) J, 
i". 

杨 - 张 不 等 式 (Yang-Zhang inequalities) EP 
路 - 张 景 中 不 等 式 . 是 具有 广泛 应 用 价值 的 一 类 与 质 
点 组 有 关 的 不 等 式 . 设 

= (Ain) |i=1,2,°°,N} 
是 E"(n<N) P B Fs A om; 是 点 4; 所 赋 有 的 质 


“惯量 椭 球 


量 .多 中 任意 RFI 个 点 (4; A ,…,A;) 所 文 撑 的 
€ V uis i, T: 
022 una PE ic Viu 


GE k= ws 

M, =m, + m+ + my #0; 

则 有 杨 - Pan 
[in — D1Q1» } 
^ LG — 5bIQ(Qu»] 
(Ls ew DS nm). 
, k4d-1|?n—k--l 
MEC E 

(1 x & x n,m; 可 正 可 负 )， 
其 中 等 号 当 且 仅 当 多 关于 其 质心 的 惯量 椭 球 面 是 
一 个 球面 . 设 多 不 是 有 限 质 点 组 而 是 某 个 具有 有 限 
质量 的 区 域 , 奉 质 量 分 布 油 数 为 mx) Gr € &) , Wü] np 

定义 


M (n1 M,)' * (D 


a M, Miu (2) 


M, = i | [noma mao 
x 了 
M, = E Cad. 
不 等 式 (1),(2) 仍 然 成 立 ， 


BR fa SE AW 
€ 阅 沈 一 兵 HR 声 


杨 路 


一 般 dh dh E 


一 般 拓扑 学 (general topology) 亦 称 点 集 拓 
扑 学 . 简称 一 般 拓 扑 . 研究 与 拓扑 有 关 的 空间 结构 和 
映射 性 质 的 学 科 . 拓扑 学 是 由 于 分 析 学 与 几何 学 的 
需要 而 发 展 起 来 的 ,起 初 是 几何 学 的 一 个 分 文 , 从 人 研 
究 几 何 图 形 在 连续 变形 下 保持 不 变 的 性 质 开 始 , 现 
已 发 展 成 研究 连续 性 现象 的 数学 分 文 . 由 于 连续 性 
的 表现 方式 、 人 研究 方法 和 讨论 课题 的 不 同 ,分 成 一 般 
拓扑 学 .组合 拓扑 学 .代数 拓扑 学 等 分 文 , 后 来 又 出 
现 了 微分 拓扑 学 、 几 何 拓扑 学 等 分 支 . 

19 世纪 70 年 代 , 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. 5) 
创建 了 一 般 集 合 论 ,研究 欧 几 里 得 空间 内 的 点 集 , 引 
入 开 集 、 聚 点 、 闭 集 等 概念 ,实际 上 是 人 研究 了 欧 几 里 
得 空间 的 拓扑 结构 . TH Je 7K 24 Gordan, C. )、 庞 加 
莱 (Poincaré, (J. -)H. )、 波 莱 尔 (Borel, (F. -E. -J. -) 
É. ), Wl /K CBaire,R. L. ) SI UI 4& (Lebesgue, H. L. ) 
等 于 1893—1905 年 期 间 ,也 引进 一 些 欧 几 里 得 空间 
中 与 拓扑 结构 有 关 的 重要 概念 .实际 上 ,对 欧 几 里 得 
空间 拓扑 结构 的 刻画 已 讨论 得 很 清楚 ,前 进 的 决定 
性 步骤 是 由 欧 几 里 得 空间 到 抽象 空间 的 发 展 . 关于 
这 一 问题 , 黎 曼 (Riemann,G.F. B. ) 是 先驱 ,他 在 
1854 年 引进 并 研究 了 二 维 流 形 的 概念 ,并 且 指出 了 
研究 高 维 流 形 以 及 函数 空间 的 可 能 性 . 1900 年 前 
后 , 阿 斯 科 利 (Ascoli,G. ) 在 曲线 集合 上 ,阿尔 泽 拉 
CArzelà, C. 2, iK PK Æ dy (Volterra, V. 2, 和希 尔 们 特 
(Hilbert, D. ?, 2B E Æ (Fredholm, CE. 2I. 2 YE FR 
数 集合 上 ,以 及 波 莱 尔 在 三 维 空间 的 直线 和 平面 集 
合 上 引入 拓扑 绪 构 ,对 极限 概念 给 予 公 理化 处 理 . FF 
随 公 理化 方法 的 发 展 , 在 函数 空间 研究 的 基础 上 , 弗 
fa Sk (Fréchet, M. -R. )、 里 斯 (Riesz,F. (F.D A 
开始 了 抽象 空间 的 研究 ,标志 着 用 公理 化 方法 研究 
连续 性 的 开始 . 弗 雷 葡 为 了 把 集合 论 和 滑 数 空间 的 
研究 统一 起 来 ,在 1906 年 的 博士 论文 中 定义 了 度量 
空间 ,讨论 了 空间 的 紧 性 和 完备 性 ,开辟 了 抽象 的 方 
向 . 2E Hr X (Hausdorff, F.) F 1914 年 在 希 尔 伯 特 
和 外 尔 (Weyl,(C. H. OH. ) 的 观念 的 基础 上 ,定义 了 
一 类 足够 广泛 的 拓扑 空间 ,开创 了 一 般 拓 扑 学 .在 这 
门 学 科 形 成 过 程 中 ,波兰 的 亚 尼 谢 夫 斯 基 
(Janiszewski, Z. ) WR m Wr AG (Sierpinski, W. ), Hj 
1H OR FE AE A (Mazurkiewicz, S. 2. Æ M 16 X H d 
(Kuratowski, K.), 俄罗斯 的 亚 历 山 德 罗 夫 
( Aurekcautpon , L1. C. ), 5 E MS CY ppicon, IT. C. )、 吉 潜 
Wi A Cl'uxoion, A. H. ), 3€ ES AY BAK Moore, R.L. ), 
PB COWhyburn,G. T.) [JAS (Menger, K. ) 等 人 


都 做 出 了 重要 的 贡献 .到 20 世纪 30 年 代 , 一 般 拓扑 
学 已 成 为 一 门 独立 的 数学 分 文 , 并 具有 明确 内 部 课 
题 与 保证 本 领域 发 展 的 内 部 动力 . 

一 般 拓 扑 学 出 发 的 公理 为 数 甚 少 ,而 且 简 单 明 
了 ,容易 掌握 ,如 开 集 公理 (或 与 之 等 价 的 闭 包 公理 、 
PRAE KASETE). 当 人 研究 各 种 不 同类 型 的 拓 
扑 空 间 时 ,根据 需要 引进 大 量 拓扑 公理 ,如 可 数 性 公 
理 、 分 离 性 公理 、 连 通 性 公理 、 紧 性 公理 等 .可 见 拓扑 
公理 既 具 有 简单 性 又 具有 丰富 性 . 一般 拓 扑 学 的 基 
本 课题 就 是 在 这 些 公 理 的 基础 上 与 相互 关系 的 探讨 
中 有 规律 地 展开 . 在 空间 结构 的 讨论 中 ,公理 的 相 容 
性 和 独立 性 自然 涉及 ,如 闭 包 公理 的 相互 独立 性 意 
味 着 减少 其 中 任意 一 条 公理 都 会 得 到 实质 上 不 同 于 
拓扑 空间 的 更 广泛 的 空间 结构 . 又 如 第 一 可 数 性 \ 正 
则 性 .可 数 紧 性 与 非 紧 性 是 相 容 的 ,因为 可 以 举 出 满 
足 这 四 条 公理 的 拓扑 空间 .所 以 反例 在 这 一 学 科 中 
有 特殊 意义 . 

一 般 拓扑 学 基本 上 是 处 理 服从 某 些 公理 的 集 
族 , 并 在 各 种 集 族 之 间 的 运算 推演 中 展开 . 为 适应 这 
一 特点 采用 一 套 符号 , 尽 可 能 将 逻辑 论证 归结 为 某 
些 有 规则 的 形式 演算 ,从 而 使 文字 证 明 减 少 到 最 小 
Tz BE. 这 种 方式 采用 了 极为 有 力 的 表述 形式 ,应 用 了 
高 度 抽象 的 观点 ,使 得 理论 十 分 简洁 且 具 有 高 度 概 
括 力 . 概念 的 敏锐 和 精确 ,在 这 一 学 科 中 具有 特殊 的 
意义 . X-RAP. oY UL A r a 
现 ,新 的 方法 不 断 产生 ,新 的 理论 相继 形成 . 但 其 基 
本 内 容 早 已 成 为 现代 数学 的 基础 学 科 之 一 . 它 的 观 
点 、 方 法 和 成 果 大 大 刺激 和 推动 了 数学 各 分 文 的 发 
展 . 

一 般 拓 扑 学 是 一 个 基础 理论 学 科 , 是 服务 于 几 
乎 所 有 数学 部 门 的 . 它 的 价值 决定 于 它 在 现代 数学 
中 不 可 取代 的 地 位 ,决定 于 它 的 结论 和 方法 的 普遍 
意义 ,决定 于 它 在 其 发 展 中 日 益 显 示 出 的 旺盛 生命 
力 . 恩格斯 (Engels,F. ) 说 过 :“ 数 学 上 的 公理 ,是 数 
学 需要 用 作 目 己 出 发 点 的 少数 思想 上 的 规定 . ”一 般 
拓扑 学 充分 表明 这 些 少数 思想 上 的 规定 不 是 凭空 腾 
造 的 ,而 是 有 它 的 实际 背景 ,是 概括 、 抽 象 的 结果 . 从 
这 些 少数 思想 规定 出 发 , 确 可 得 出 一 系列 丰富 的 结 
果 而 形成 数学 中 一 门 很 重要 的 学 科 . 中 国 已 故 数学 
家 关 後 直 指出 :“ 拓 扑 空 间 的 理论 一 方面 是 由 19 TUE 
纪 数 学 分 析 葛 基 工 作 的 需要 , 男 一 方面 是 它 受 了 19 
世纪 末 以 来 几何 学 基础 以 及 一 般 的 公理 化 方法 的 影 
响 而 产生 的 . ” 几 十 年 来 一 般 拓 扑 学 发 展 的 事实 充分 
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一 般 dh dh = 


证 明了 一 般 拓 扑 学 的 建立 与 发 展 , 大 大 促进 了 数学 
分 析 的 研究 ,促进 了 整个 数学 的 发 展 而 且 也 进一步 
巩固 了 公理 法 在 纯粹 数学 研究 中 占有 的 统治 地 位 . 
点 集 拓 扑 学 (point set topology) ” 即 “ 一 般 拓 
扑 学 ” 
度量 空间 (metric space) ” 亦 称 距离 空间 .一 类 
特殊 的 拓扑 空间 . SB E 8X (Fréchet, M. -R. ) 将 欧 几 
里 得 空间 的 距离 概念 抽象 化 ,于 1906 年 定义 了 度量 
空间 . we X 是 一 非 空 集合 ,R 为 全 体 实 数 的 集 , 若 范 
数 di XX X—ROSTÍIERÀ x yz€ X WER: 
l. dx, y2)z20,d(Gr,r)—0; 
2. MÀ xy Bod y220; 
3.d(xr,y)—d(y,x)1 
4. d(x,y)id(Gr,z)--d(z,y2; 
WER 4 为 XxX 上 的 一 个 度量 ,d(x,y) 为 + 与 y 
之 间 的 距离 . 赋予 度量 4 的 集合 X 称 为 度量 空间 ， 
iA CX, d). n 维 欧 几 里 得 空间 R” 按 通常 的 度量 构 
成 度量 空间 .区 间 [Lo,1j 上 定义 的 连续 实 值 范 数 的 集 
合 上 赋予 由 
d(f,g) = max |f) m i1 
确定 的 度量 也 是 度量 空间 . 在 任意 非 空 集合 X LE 
X d(xz,2220, S rÆy adr, y)—1, BI CX,2245 
是 度量 空间 . 当 d 满足 条 件 1,3,4 时 ,4d FRA DIS 
量 ,赋予 伪 度 量 的 集合 X 称 为 伪 度 量 空间 . 当 4 W 
EARLE 1,2,4 时 ,4d 称 为 拟 度 量 , 赋 予 拟 度量 的 集合 
X 称 为 拟 度量 空间 . 
在 度量 空间 中 , 紧 性 、 可 数 紧 性 ,序列 紧 性 、 子 集 
紧 性 是 一 致 的 . 可 分 性 .遗传 可 分 性 .第 二 可 数 性 、 林 
德 勒 夫 性 是 一 致 的 .度量 空间 必 满 足 第 一 可 数 公 理 ， 
是 豪 斯 多 夫 空 间 , 完 全 正规 空间 , 仿 紧 空间 . 伪 度 量 
空间 满足 第 一 可 数 公 理 , 但 一 般 不 是 豪 斯 多 夫 空间 . 
距离 空间 (人 (distance space) BI)“ EZE”. 
度量 (metric) 见 “ 度 量 空间 ” 
距离 (distance) D," BE ats W”. 
D E HE(pseudo-metric ) Jl“ EZE”. 
A HE EO = E (pseudo-metric space) Jl ^ HE d 
空间 ”. 
拟 度 量 (quasi-metric) W“ E Z Hj”. 
拟 度量 空间 (quasi-metric space) M “R EZ 
间 ". 
开 球 (open ball) 度量 空间 的 基本 概念 之 一 . 
设 (X ,qd) 为 度量 空间 ,aEX,e 为 正 数 . 令 
B.(a)= (x € X |dlasx)<e}, 
B.(a) — (r€ X |d([a,x) e), 
则 BORA a APH e FER, Bela) 称 为 以 a 
Ap mas BS e BIER. B. Ca) MPRA a BS e Shih. a B3 e 4p 
BA A CB. Ca) e> 0) BRA a 的 基本 邻 域 系 .用 基 
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本 邻 域 系 在 X 中 可 以 导入 拓扑 ,使 成 为 拓扑 空 
间 . 

e 开 球 (open e-ball) W,^JF EK". 

€ 闭 球 (closed e-ball) 见 “ 开 球 ”. 

e 邻 域 (s-neighborhood) 见 “ 开 球 ” 

基本 邻 域 系 (basic system of neighborhoods) 
UL Fr ER”. 

直径 (diameter) 度量 空间 的 基本 概念 之 一 . 
设 M 为 度量 空间 (X,d) 的 子 集 ,定义 

(M) = sup{d(z,y)|z,y € M}, 

M 6CM) 称 为 集合 M 的 直径 . 直径 为 有 限 的 集合 称 
为 有 界 集 . 当 整 个 空间 X 的 直径 为 有 限 ( 即 0CXO — 
co) 时 , 称 X 上 的 度量 d 为 有 界 度 量 . 

有 界 集 (bounded set) W^ EE48 ". 

6 FEB B (bounded metric) Wh“ He”. 

完备 度量 空间 (complete metric space) 一 类 
重要 的 度量 空间 . 设 (X,&) 是 度量 空间 ,{(z,) 为 和 
HREJ. ERFIR 6 0, FF TE nC No Ñ i jn 
时 有 

dziZi)<e， 
则 称 {zx,}) 为 柯 西 序列 或 基本 序列 . 度量 空间 中 每 一 
收敛 序列 必 为 柯 西 序列 ; 反 之 柯 西 序 列 未 必 收 敛 . E 
X 中 的 任意 柯 西 序列 都 收敛 , 则 称 X 为 完备 度量 空 
li]. 欧 几 里 得 空间 和 和 布尔 位 特 空间 都 是 完备 度量 空 
间 . Xi f£ ERETTA d OARE BR] CX, d; 
的 映射 , Ae ERR ny € Xi 成 立 
di(x,wW=d,flr). fly), 

则 称 了 为 X 到 和 ;的 等 距 上 映射 ,此 时 称 X 等 距 于 
TA CX 

Zr Hr d X (Hausdorff, F.) F 1914 年 证 明了 以 
下 定理 :对 于 任意 度量 空间 Xi, 必 存在 完备 度量 空 
[R] Xj, fF X, TEF X: h RS — ^P 38) BE FS [8] ,并 
且 除 去 等 距 不 计 外 ,这 种 空间 是 惟一 的 ,度量 空间 
X, BAX, 的 完备 化 空间 . 这 个 定理 称 为 完备 化 定 
H. 在 完备 度量 空间 中 财 球 套 定理 成 立 . BE UM, In 
EN}) 为 完备 度量 空间 X PPAR. ARE: 

1l. M,OM,.1,nEN; 

2: lim e 一 0, 其 中 e 为 M, 的 半径 ; 


RI (Y M, 丛 含有 一 点 . 

紧 度 量 空 间 必 为 完备 度量 空间 . 完备 度量 空间 
是 弗 雷 歇 (Frechet , M. -R. ) F 1906 年 定义 的 . 

柯 西 序列 (Cauchy sequence) 见 “ 完 备 度量 空 
间 ". 

基本 序列 (fundamental sequence ) 
AJ". 

$6 RE AR Sj (isometric mapping) 
空间 ”. 


即 “ 柯 西 序 


见 “ 完 备 度 量 


完备 化 空间 (completion of a space) W“ 
度量 空间 ”. 

完备 化 定理 (theorem of completion) J“ 
备 度量 空间 ”. 


闭 球 套 定理 (theorem for nest of closed balls) 
见 “完备 度量 空间 ”. 

完全 有 界 度 量 空间 (totally bounded metric 
space) 一 类 特殊 的 度量 空间 . 设 (X,d) 为 度量 空 
间 ,e 为 正 数 ,M 和 A 都 是 匀 的 子 集 . 车 对 于 任意 x 
EM, FE x. € AEI dlr, x) xe, Ul fk A 2g M BS 
e 网 . 知 对 于 任意 e 0. f£ TE M 的 有 限 e 网 ( 即 由 有 
RA zx BE e 网 ), 则 称 MASeHRAR. AX 
本 身 为 完全 有 界 集 , 则 称 X 为 完全 有 界 度量 空间 . 
完全 有 界 集 必 为 有 界 集 ,反之 有 界 集 未 必 是 完全 有 
界 的 . 紧 度量 空间 是 完全 有 界 度量 空间 . 完全 有 界 的 
完备 度量 空间 是 紧 度 量 空间 . 完全 有 界 度量 空间 是 
第 二 可 数 空间 . 

e 网 (e-net) 见 “ 完 全 有 界 度量 空间 ”. 

完全 有 界 集 (totally bounded set) 见 “ 完 全 有 
界 度量 空间 ”. 

Heh (topology) 集合 上 的 一 种 结构 . 设 .F 为 
非 空 集 X 的 子 集 族 . AT 满足 以 下 条 件 : 

LX 与 空 集 名 都 属于 .7 ; 

2.2 中 任意 两 个 成 员 的 交 属 于 :> ; 

3. 中 任意 多 个 成 员 的 并 属于 7 ; 

则 7 称 为 X 上 的 一 个 拓扑 . 具有 拓扑 7 的 集合 
X 称 为 拓扑 空间 , 记 为 (X e )， 

设 了 ,与 之 ,为 集合 X 上 的 两 个 拓扑 . 若 有 关 
RICT, WET MFT NTT MFT 
4X 上 的 两 个 拓扑 相互 之 间 没 有 包含 关系 时 , 则 称 
它们 是 不 可 比较 的 .在 集合 X 上 ,离散 拓扑 是 最 细 
的 拓扑 ,平凡 拓扑 是 最 粗 的 拓扑 . 

粗 于 关系 (coarser relation) W“ Fp”. 

” 细 于 关系 (finer relation)” 见 “拓扑 ”. 

不 可 比较 拓扑 (incomparable topologies) J4 
"EIN" 

拓扑 空间 (topological space) 一般 拓扑 学 的 
基本 研究 对 象 . 确定 了 拓扑 .7 的 集合 X 称 为 拓扑 
空间 , 记 为 (X,” ). 具有 拓扑 结构 的 抽象 空间 是 弗 
i Bk (Fréchet, M. -R. ) F 1906 4E fll H Sp (Riesz, F. 
(CF. D F 1907 年 首先 引进 的 . FB E RICH UC SE PI, 
里 斯 用 聚 点 分 别 定义 了 他 们 的 空间 , 但 里 斯 的 定义 
过 于 一 般 且 比较 复杂 , 弗 雷 软 的 定义 过 于 狭窄. 第 一 
个 令 人 满意 的 拓扑 空间 的 定义 是 察 斯 多 夫 (Haus- 
dorff,F. ) F 1914 年 用 邻 域 系 提 出 的 . 他 的 定义 发 
展 了 和 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 于 1902 年 和 外 和 尔 
(Weyl, (C. H. OH. ) 于 1913 年 的 思想 . 希 尔 伯 特 和 
外 尔 用 邻 域 分 别 给 出 平面 和 和 歼 曼 曲面 的 一 种 公理 描 
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XE. 而 豪 斯 多 夫 将 他 们 引进 的 概念 给 出 适当 的 一 般 
化 ,并 发 展 成 有 系统 且 详 尽 的 一 般 理论 ,从 而 商定 了 
一 般 拓 扑 学 这 一 学 科 . 稍 后 , 穆 尔 (Moore,R.L. ) 于 
1916 年 用 开 集 系 , 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski,K.) 
T 1922 年 用 闭 包 算 子 分 别提 出 另 一 种 公理 系统 , 它 
们 都 是 等 价 的 . 还 可 用 闭 集 系 、 内 部 算 子 ,收敛 类 等 
各 种 不 同 公理 系统 刻画 拓扑 空间 . 目前 较 常 用 的 是 
开 集 系 、 邻 域 系 或 闭 包 算 子 等 公理 系统 建立 拓扑 空 
间 . 

开 集 (open set) 拓扑 空间 的 基本 概念 之 一 . 
在 集合 X 上 确定 适当 的 拓扑 结构 Z m7 中 的 元 
素 就 称 为 ,7 开 集 ,在 不 致 混淆 时 亦 简称 开 集 . 拓扑 
FT 亦 称 为 开 集 系 . 开 集 的 补 集 是 闭 集 , 开 集 G 的 每 
一 点 都 是 G 的 内 点 ,G 也 是 G 的 任 一 点 的 邻 域 ( 参 
见 “ 邻 域 ”)., 开 集 、 闭 集 、 内 部 \、 闭 包 等 概念 都 是 康 托 
AR CCantor,G. CF. P. )) 在 研究 欧 几 里 得 空间 的 子 集 
类 时 引进 的 . SEH X (Hausdorff,F. ) 于 1914 年 将 
它们 推广 到 抽象 空间 . 

F JF$RCT -open set) ” 即 “ 开 集 ”. 

开 集 系 (system of open sets) Jl“F HE”. 

内 点 (interior point) 拓扑 空间 的 基本 概念 之 
一 . 设 4 是 拓扑 空间 (X,2) 的 子 集 ,aE A. GFE 
GET ,使 得 a€EGCAh, 则 称 a Æ A 的 内 点 .这 时 A 和 4 
称 为 点 a 的 邻 域 ( 参 见 “ 邻 域 ”). 4 的 全 部 内 点 组 成 
的 集合 称 为 4 的 内 部 或 4 的 开 核 , 记 为 AX int A. 

内 部 (Cinterior) 见 “ 内 点 ”. 

开 核 (open kernel)” 即 “内 部 ”. 

内 部 算 子 (interior operator)” 亦 称 开 核算 子 . 
集合 之 间 的 一 种 对 应 . 设 X 为 一 非 空 集合 ,X mtt 
意 子 集 4 对 应 着 X WFR A. 称 此 对 应 为 内 部 算 
子 , 若 满足 下 列 四 个 条 件 : 

hx -—X. 

2. A*C. A. 

3. A” = A*. 

4. CANBY — AC) BP, Rh A,B 为 XX 的 任意 子 
集 . 

这 四 个 条 件 称 为 内 部 算 子 公理 . 内 部 算 子 公理 
也 是 刻画 拓扑 结构 的 一 种 公理 系统 . 

开 核 算 子 (open kernel operator) 
aes 

内 部 算 子 公理 (axiom of interior operator) 
见 “ 内 部 算 子 ”. 

$B (neighborhood) 拓扑 空间 的 基本 概念 之 
—. BX, 7 ) 为 拓扑 空间 ,4 AV 都 是 X 的 子 集 . 
若 存在 CE 使 得 ACGCV, 则 称 V 为 4 的 邻 域 . 
特别 地 ,包含 4 的 开 集 称 为 4 的 开 邻 域 . 当 A 为 单 
点 集 {xz} 时 , 称 V 为 xz 的 邻 域 .点 工 的 邻 域 的 全 体 称 
为 xz 的 邻 域 系 , 记 为 C(x). 


即 “ 内 部 算 
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一 般 dh dh = 


FF Si (open neighborhood) J,“ 43k". 

SB i X (neighborhood system) M“ pd". 

邻 域 公 理 (neighborhood axioms ) 刻画 拓扑 
结构 的 一 种 公理 系统 . 设 X ETRE. AM TE 
意 xEX, 存 在 XX 的 子 集 族 K., WU T AB. 

1. 7€, (O,JEH XU € WI eU. 

2.4: UC Z7, HUCW ,hl| W € 2c ,. 

3. zz U,VcCe,,Wm|viucoe,. 

4. XE UEC, WHE VEX, 使 得 VCU, 且 对 
pig YEV DAVEY, WHE X EAE Hth 

7 ABARTH Th 2S A OX, FPR oc 的 邻 域 系 刚 
A s 

上 述 公 理 系 统称 为 邻 域 公理 . SD a ZS XE i BEER 
多 夫 (Hausdorff ,FE. ) 于 1914 年 首先 提出 的 . 

Æ SA (accumulation point) 拓扑 空间 的 基本 
概念 之 一 . 设 4 为 拓扑 空间 X 的 子 集 ,a EX. 阁 a 
的 任意 邻 域 都 含有 异 于 a 的 4 中 的 点 , 则 称 < 是 4 
的 聚 点 .集合 4 的 所 有 聚 点 的 集合 称 为 4 的 导 集 ， 
记 为 4“ 或 4(4). 若 4==A“, 则 称 4 为 完备 集 . 若 A 
CA‘, Wl gy 4 为 自 密集 . 聚 点 和 导 集 等 概念 是 康 托 
尔 (Cantor,G. CF. P. )) 研 究 欧 几 里 得 空间 的 子 集 时 
首先 提出 的 . 

完备 集 (perfect set) 

自 密集 (dense-in-itself set) 

导 集 (derived set) ”拓扑 空 
CB UAE UO. 导 集 有 下 列 性 质 : 

1. A— AU A*. 

2. Æ ACB, M] A"C- B". 

3. CAU B)" =A URB’. 

4. UA = CU Aa)“, 

Kb D 为 任意 指标 集 , A“ 表示 4 的 导 集 ,4 表示 A 
的 闭 包 . 

a 阶 导 集 (a-th derived set) ” 导 和 集 概念 的 推广 , 
拓扑 空间 X 的 导 集 X” 称 为 X 的 第 一 阶 导 集 , 记 为 
XU —X*. 一般 地 , 设 a 为 任意 序数 , 当 a 有 前 趋 序 
数 a—1HB[.ii X= CX); 8 a ERI FF CINE , 
id X" — OC 182a). Hee PRB IH XE DLE TE S 
序数 a AEM XO. mr XO RA X BJ a 阶 导 集 . 
Xp FE IK BI FEB MARA a 使 得 和 "一 X .这 
^ XO RA X BE. 

$8 — hy ER (first derived set) 

(kernel) 见 “a hy HH”. 

接触 点 (cluster point) 拓扑 空间 的 基本 概念 
之 一 . 设 4 是 拓扑 空间 (XX,.F ) 的 子 集 ,xEX. 若 对 
F r hER BRU AUNAFS MPK cA 4 的 接 
触 点 .4 的 所 有 接触 点 的 集合 称 为 4 的 闭 包 , 记 为 
4 或 cl4.4 的 闭 包 是 包含 4 的 最 小 闭 集 .有 A=A 
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PRE”, 
VS y E”, 
s 间 的 基本 概念 之 一 


Wo 阶 导 和 集 ”. 


UA", KP AS AA 的 导 集 . 
闭 包 (closure)” 见 “接触 点 ”. 
凝 点 (condensation point) 
设 4 为 拓扑 空间 XTR, EX. x x HERB 
都 含有 4 中 不 可 数 多 个 点 , 则 称 xz 为 A BOSE A. iX 
一 概念 是 豪 斯 多 夫 (Hausdorff ,F. ) 于 1914 年 提出 
的 . 设 X 为 第 二 可 数 空 间 ,4CX, 则 A 中 不 是 凝 点 
的 点 集 是 有 限 集 或 可 数 集 , 第 二 可 数 空间 XX 本 身 可 
以 表示 为 两 个 不 相交 的 集合 的 并 ,其 中 一 个 是 完备 
集 , 另 一 个 是 有 限 集 或 可 数 集 . 该 结论 称 为 康 托 尔 - 
本 迪克 偿 定理 . 
RHE R-E AG 98 3 XE FB (Cantor-Bendixson the- 
见 “ 凝 点 ”. 
完全 聚 点 (complete accumulation point) — 
类 特殊 的 聚 点 . 设 4 为 拓扑 空间 X 的 子 集 ,zE A. 
ARF r BERSE&RUSIUDAI-IA| UE x 
A 的 完全 聚 点 ,其 中 |4| 表 示 集 合 4 的 基数 . 
闭 集 (closed set) 拓扑 空间 的 基本 概念 之 一 . 
拓扑 空间 中 开 集 的 补 集 称 为 闭 集 . 集合 4 是 闭 集 当 
且 仅 当 4 等 于 它 的 财 包 ,或 4 的 每 个 聚 点 都 属于 
A. 拓扑 空间 X 中 闭 集 的 全 体 称 为 X 的 闭 集 系 .由 
闭 集 的 定义 可 得 到 与 开 集 对 偶 的 三 条 性 质 : 
l. FRØS X WAAR. 
2. 任意 多 个 闭 集 的 交 是 财 集 . 
3. 任意 两 个 闭 集 的 并 是 闭 集 . 
闭 集 系 (system of closed sets) 见 “ 闭 集 ” 
闭 包 公理 (closure axioms) 刻画 拓扑 空间 的 
一 种 公理 系统 . 设 X 为 一 非 空 集合 ,c 是 XX HR 
到 自身 的 映射 ,下 列 四 个 条 件 称 为 财 包 公理 : 
le); 
2. 对 于 任意 4CX, 有 ACC CA). 
3. 对 于 任意 4,BCX, 有 
c(AUB)=c(A) Uc(B). 
4. 对 于 任意 ACX.A eC CAD) —cCA). 
满足 以 上 闭 包 公理 的 映射 c 称 为 闭 包 算 子 .这 
个 公理 系统 是 波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 Kura- 
towski, K. ) 于 1922 年 提出 的 . 许多 点 集 拓扑 的 著 
作 应 用 闭 包 公理 建立 拓扑 空间 . 
闭 包 算 子 (closure operator)” 见 “ 闭 包 公理 ”. 
外 点 (exterior point) 拓扑 空间 的 基本 概念 之 
一 . 设 4 是 拓扑 空间 X NFR. MT eCX Bak 
A 的 补 集 X 一 4 的 内 点 , 则 称 a 是 集合 4 的 外 点 .a 
是 4 的 外 点 当 且 仅 当 存在 a ARR U 使 得 U 与 4 
不 相交 . A 的 外 点 的 全 体 称 为 4 的 外 部 , 记 为 4 或 
extA. X 中 的 任意 点 4a, 或 是 4 的 内 点 ,或 是 4 的 外 
点 ,或 是 4 的 边界 点 ,并 且 三 者 仅 成 立 一 
外 部 (exterior)” 见 “外 点 ”. 
边界 点 (boundary point) ”拓扑 空 


一 类 特殊 的 聚 点 . 


orem? 


s 间 的 基本 概 


xc. B AEAEE XTR EX. E BL 
不 属于 4 的 内 部 ,又 不 属于 A 的 外 部 , 亦 即 z 的 任 
意 邻 域 既 含 有 4 的 点 也 含有 不 属于 4 的 点 , 则 称 x 
是 4 的 边界 点 .4 的 所 有 边界 点 的 集合 称 为 4 的 边 
界 , 记 为 2(4),4 或 bry4 等 .边界 概念 是 康 托 尔 
(Cantor ,G. CF. P. )) 在 研究 欧 几 里 得 空间 的 子 集 情 
形 时 首先 引信 的 . 

边界 (boundary)” 见 “边界 点 ”. 

孤立 点 (isolated point) ”拓扑 空间 的 基本 概念 
ue E ps 的 子 集 ,a € 4. 若 存在 开 
集 U UNAS (ai, Wr a 为 A 的 孤立 点 .与 聚 
eoa ping dta A 的 聚 点 , 则 必 
是 4 的 孤立 点 . Hs Ei JULI BS. 
ERAS MANA. 4A 中 每 一 点 都 是 4 的 孤 
立 点 , 则 称 4 为 和 中 的 离散 集 或 孤 点 集 . 

离散 集 (discrete set) D," Rar dà. 

PR AX (isolated point set) 即 “ 离 散 集 ” 

子 空间 (subspace) 一 类 拓扑 空间 . 设 ( 和 ,二 
是 拓扑 空间 ， A SFR, E 

={U|U=G(\Y.GET } 

— WR EC FEY ER FAST HS. 拓 
扑 空 间 (Y ZO PRA CX 7 ) 的 子 空间 . 

相对 拓扑 (relative topology)” 见 “ 子 空间 ” 

相对 开 集 (relative open set) 子 空 — | 
Y 为 拓扑 空间 X 的 子 空间 ,在 相对 拓扑 下 Y 的 开 
子 集 称 为 相对 开 集 .UCY 是 相对 开 集 的 充分 必要 
条 件 是 存在 X 的 开 集 V ,使 得 U==V NY. 

相对 闭 集 (relative closed set) 子 空间 的 闭 
R.R Y 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 ,在 相对 拓扑 下 YY 
的 闭 子 集 称 为 相对 闭 集 . F CY 是 相对 闭 集 的 充分 
必要 条 件 是 存在 X BB AG PS AVY. 

遗传 性 质 (hereditary property) ” 亦 称 继承 性 

一 类 特殊 的 拓扑 性 质 . 设 已 是 一 个 拓扑 性 质 , 兰 
A H X RAH PAX 的 任意 子 空间 ( 闭 
子 空间 、 开 子 空间 ) 也 具有 人 性质 PUR P 是 遗传 性 
质 ( 闭 遗传 性 质 、 开 遗传 性 质 ) ,或 性 质 P 是 遗传 的 
( 闭 遗 传 的 . 开 遗 传 的 ). 拓扑 空 间 的 分 离 性 除 正规 性 
外 都 是 遗传 的 ,正规 性 是 闭 遗 传 的 . 可 分 性 不 是 遗传 
B. 林 德 勒 夫 性 也 是 闭 遗 传 的 . 可 数 性 是 遗传 的 . 紧 
性 是 闭 遗 传 的 . 连通 性 不 是 遗传 的 . 

B(base) 与 拓扑 有 关 的 概念 . 设 (X,2 ) 是 拓 
th 25 |B], ACT. X 的 任意 非 空 开 集 均 可 表示 为 
多 的 者 十 个 元 的 并 ， 则 称 AB Aa Fhe la] CX, 7) BY 
基 或 拓扑 7 WA. SSX. 7 ) 可 以 有 不 同 的 
基 , 但 由 基 惟 一 确定 X LWT. BFE 多 的 基数 为 
So, 则 多 称 为 可 数 基 .拓扑 空间 X 的 所 有 基 的 基 
数 的 最 小 值 称 为 拓扑 空间 X 的 权 . 

拓扑 空间 的 权 (Cweight of a topological space) 
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见 “ 基 ”. 

可 数 基 (countable base) 见 “ 基 ”. 

CT d (subbase) 与 拓扑 有 关 的 概念 . KX, 
F AES CT. EGS 的 元 的 所 有 有 限 交 
的 族 为 过 的 基 , 则 称 SH 为 拓扑 空间 (X, 2 WF 
基 或 拓扑 2 BUT AE. 每 一 个 非 空 集 族 SY 必 是 X= 
UY 上 的 某 个 拓扑 的 子 基 , 并 且 该 拓扑 由 c 惟一 
确定 . 它 是 包含 Z 的 最 小 拓扑 .一 个 拓扑 可 以 有 不 
辣 的 子 基 ,但 子 基 确 定 惟 一 的 拓扑 . 

SBIR Æ (base for a neighborhood system) 拓 
th i Fy a SEA HER. Rao ESA A. 
UM (afi x BO S3 58 (X0 CL GO FM FER 
UCM (2) BA BEZE BOU NRK 多 (zx) 是 
点 工 的 邻 域 基 或 局 部 基 . 

局 部 基 (local base) 即 “ 邻 域 基 ?”. 

邻 域 系 的 子 基 (subbase for a neighborhood 
system) ”拓扑 结构 的 基本 概念 之 一 . 设 工 是 拓扑 空 
[8] B5) — ix » 24 Cx) d& x ABA YA Cx) CC a). EE 
SY (Xz) 的 元 的 所 有 有 限 交 的 族 是 oc 的 邻 域 基 , 则 称 
SCDE r 的 邻 域 系 的 子 基 或 x 的 局 部 子 基 . 

局 部 子 基 (local subbase) 即 “ 邻 域 系 的 子 
FE”. 

IE $128 (normal base) 拓扑 结构 的 基本 概念 
之 一 . 设 X 为 拓扑 空间 , 罗 AX WAR. o 为 
X BEWA, A F 满足 下 列 条 件 : 

1. 对 于 X 的 任意 闭 集 4 和 zx 有 A4, 存 在 FE 多 
使 得 x€F H F(1A— 4. 

2.7% 的 任意 有 限 个 元 的 并 及 交 都 属于 Z. 

3.4 EFC 满足 E 门 Ff 二 名, 且 存 在 G,HE 
多 E GNF= Ø, ENH=8Ø,GUH=X. 

完全 正则 空间 的 所 有 和 零 集 族 , 正 规 空间 的 所 有 
闭 集 族 等 都 是 正规 基 . 若 完 全 正则 空间 X 的 正规 基 
F 的 每 一 成 员 都 是 某 开 集 的 闭 包 时 , 则 称 7 X 
的 正则 正规 基 . 

正则 正规 基 (regularly normal base) 见 “ 正 规 
Ak". | 

E BEA Fh (discrete topology) 一 类 特殊 的 拓 
th. 设 XX 为 任意 非 空 集合 , 则 由 X 的 所 有 子 集 组 成 
的 拓扑 称 为 X 上 的 离散 拓扑 . 它 是 和 上 的 最 细 拓 
扑 . 由 此 得 到 的 拓扑 空间 称 为 离散 拓扑 空间 或 离散 

空间 . 

GX 为 离散 空间 , 则 OX 的 任意 点 都 是 孤立 点 ， 
E 4 是 X 的 任意 子 集 , 则 A 是 XX 的 既 开 又 闭 的 集 ， 
并 且 A 的 边界 为 空 集 . 在 X 上 定义 的 任意 映射 都 是 
连续 的 . 离散 空间 恒 可 度量 化 , 它 满足 一 切 分 离 公 
理 , 是 局 部 紧 空 间 , 是 第 一 可 数 空 间 . 多 于 一 点 的 离 
散 空 间 是 局 部 连通 的 但 不 是 连通 的 ,也 不 是 道路 连 
通 的 . 离散 拓扑 分 有 限 离散 拓扑 `. 可 数 离散 拓扑 和 不 
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可 数 离散 拓扑 三 类 . 根据 X 分 别 是 有 限 集 、 可 数 集 
和 不 可 数 集 ,容易 给 出 它们 的 定义 .它们 的 拓扑 性 质 
也 不 尽 相 同 , 如 有 限 离散 拓扑 是 紧 、 可 数 紧 .序列 紧 
的 ,其 他 二 者 不 是 . 而 不 可 数 离散 拓扑 不 是 可 分 的 、 
第 二 可 数 的 .ca 紧 的 、 林 德 甚 夫 的 ,其 他 二 者 却 是 . 

离散 拓扑 空间 (discrete topological space) W 
“离散 拓扑 ” 

离散 空间 (discrete space ) 
间 ". 

有 限 离散 拓扑 人 (finitely discrete space) 
散 拓扑 ” 

可 数 离散 拓扑 (countably discrete space) J 
“离散 拓扑 ” 

不 可 数 离散 拓扑 (non-countably discrete 
space) 见 “ 离 散 拓扑 ” 

平凡 拓扑 (trivial topology? 一 类 特殊 的 拓 
th. 它 是 相对 于 离散 拓扑 的 男 一 种 极端 情形 . A X 
为 任意 非 空 集合 , 则 由 X 与 空 集 儿 组 成 的 拓扑 称 为 
X 上 的 平凡 拓扑 . CX ENR AGS. 由 此 得 到 
的 拓扑 空间 称 为 平 几 拓 扑 空 间或 平凡 空间 . 

平 几 空间 X 的 任意 非 空 真子 集 都 不 是 开 集 、 闭 
R.F, RIR G SR. 任意 子 集 都 是 紧 集 与 序列 紧 
4E. X 的 任意 点 都 是 和 的 任意 非 空 子 集 的 接触 点 . 
若 平 凡 空 间 X 是 不 可 数 集 , 则 它 的 任意 序列 都 有 不 

可 数 个 极限 点 . 任意 非 空 子 集 在 X 中 是 稠密 的 , 惟 
一 的 无 处 稠密 子 集 是 空 集 .平凡 空间 是 可 分 的 、 第 二 
可 数 的 .道路 连通 的 . 到 平凡 空间 的 任意 映射 都 是 连 
续 的 . 多 于 一 点 的 平凡 空间 不 满足 To,T oT: 公理 ， 
[EN IE Pas asd A SH. 

平凡 拓扑 空间 (trivial topological space) Jit 
“平凡 拓扑 ” 

平凡 空间 (trivial space) 即 " 平 凡 拓扑 空间 ” 

F H Fh Corder topology) 在 全 序 集 (线性 序 
集 ) 上 依 序 关系 定义 的 一 类 拓扑 . 设 (X,<) 为 全 序 


BD "RS ECHO TRA 


见 “ 离 


集 , 则 以 所 有 形 如 (zlz<a} 与 4z|z>>a) 的 集合 为 子 
EEX 上 生成 的 拓扑 称 为 序 拓扑 . 
通常 拓扑 (usual topology) 一 类 特殊 的 拓扑 . 


B R” A n 4ERKJL 8 48 2s [8], X CR". R” 中 按 欧 几 里 
得 空间 的 度量 确定 的 拓扑 在 X 上 的 相对 拓扑 称 为 
X 上 的 通常 拓扑 . 当 X=R" 时 ,X 上 的 通常 拓扑 满 
足 一 切 分 离 公 理 , 是 cc R MAER RR 
第 一 可 数 、 第 二 可 数 、 仿 紧 、 亚 紧 、 全 体 正规 、 连 通道 
路 连通 、 局 部 连通 空间 . 但 不 是 紧 、 可 数 紧 、 序 列 紧 、 
AR FES H. 

A BR &h $h fh (finite complement topology) 一 
种 拓扑 结构 . 设 X 为 任意 非 空 集合 ,以 和 的 所 有 补 
集 是 有 限 集 的 子 集 及 空 集 组 成 的 族 构成 的 拓扑 称 为 
X 上 的 有 限 补 拓扑 或 有 限 余 拓扑 .将 上 述 定 义 中 的 
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“有 限 "两 字 都 改 为 "可 数 ? 就 是 可 数 补 拓扑 的 定义 . 

可 数 补 拓扑 人 (countable complement topology ) 
UL" Aq BR AD HE Fh”. 

有 限 余 拓扑 (finite complement topology) Ep 
“有 限 补 拓扑 ” 

特殊 点 拓扑 (particular point topology) 一 种 
拓扑 结构 . 设 六 是 任意 非 空 集合 ,p 是 X 的 一 个 定 
A47 ={ACX|A=OM PEA) W Z7 是 一 个 拓 
扑 , 称 为 上 的 特殊 点 拓扑 . OX. ) 是 了 7 空间. 2H 
X 多 于 一 点 时 ,X 不 满足 任何 其 他 分 离 公 理 . 特殊 
点 拓扑 分 为 有 限 特殊 点 拓扑 .可 数 特殊 点 拓扑 和 不 
可 数 特 殊 点 拓扑 三 类 . 其 定义 可 仿照 一 个 特殊 点 情 
形 加 以 描述 . 三 者 拓扑 性 质 并 不 相同 . 如 有 限 特 殊 点 
拓扑 是 紧 、 可 数 紧 、 序 列 紧 、 仿 紧 、 亚 紧 空间 ,其 他 二 
者 不 是 . 不 可 数 特殊 点 拓扑 不 是 o RMR KO 
局 部 紧 、 第 二 可 数 空间 ,其 他 二 者 却 是 . 它们 都 是 伪 
紧 、 局 部 紧 、 可 分 、 第 一 可 数 、 连 通 \ 道 路 连通 、 局 部 连 
通 、 局 部 道路 连通 空间 . 

有 限 特殊 点 拓扑 (finite particular point topolo- 
gy)” 见 “特殊 点 拓扑 

可 数 特殊 点 拓扑 (countable particular point 
topology)” 见 “特殊 点 拓扑 ”. 

不 可 数 特殊 点 拓扑 (uncountable particular 
point topology) WM Pk a jth”. 

例外 点 拓扑 (excluded point topology) 一 种 
拓扑 结 i UX AERIS APC X A 

=({ACX|A=X Kp & A}, 

WF Pere X 上 的 例外 点 拓扑 . (X, 
TWEET ToT: 公理 ,但 不 满足 其 他 分 离 公 理 ， 
是 紧 、o 紧 、 林 德 勒 夫 、 可 数 紧 、 序 列 紧 、 拟 紧 、 仿 紧 、 
局 部 紧 、 可 数 仿 紧 、 第 一 可 数 、 连 通 空间 .例外 点 拓扑 
分 为 有 限 例外 点 拓扑 、 可 数 例 外 点 拓扑 、 不 可 数 例外 
点 拓扑 三 类 . 其 拓扑 性 质 并 不 相同 ,例如 有 限 例 外 点 
拓扑 和 可 数 例外 点 拓扑 都 是 可 分 的 、 第 二 可 数 的 . 而 
不 可 数 例 外 点 拓扑 不 具有 这 些 性 质 . 

有 限 例 外 点 拓扑 (finite excluded point topolo- 
gy) 见 “ 例 外 点 拓扑 ”. 

可 数 例 外 点 拓扑 (countable excluded point 
topology)” 见 “例外 点 拓扑 ”. 

AN PT BY Bil} Sh SS HG Fh Cuncountable excluded 
见 “ 例 外 点 拓扑 ” 

紧 补 拓扑 (compact complement topology) 一 
种 拓扑 结构 . 在 实数 集 R 上 ,由 紧 集 的 补 集 及 空 集 
构成 的 拓扑 称 为 R 上 的 紧 补 拓扑 ,相应 的 拓扑 空间 
称 为 紧 补 空间 . 紧 补 拓扑 粗 于 R 上 的 通常 拓扑 , 细 
于 R 上 的 有 限 补 拓扑 . Beeps lel AT) 空间 ,不 满足 
Tos Ty 外 的 其 他 分 离 公 理 , 是 紧 . 连 通 . 局 部 连通 空 
[8] ,但 不 是 全 体 正 规 空间 . 


point topology?) 


紧 补 空间 (compact complement space) 见 “ 紧 
补 拓扑 ”. 

稠密 集 (dense set) 拓扑 空间 的 一 类 特殊 的 点 
R. 设 是 拓扑 空间 ,4 是 XX BOT E.P 4 的 闭 包 
等 于 X, 则 称 4 是 X 中 的 稠密 集 , 或 4 在 X PH 
密 . ATE X PRR. 4AM X 的 每 一 非 空 开 集 都 
包含 APIA. AA 的 补 集 在 X 中 稠密 , 则 称 4 为 
X 中 的 边缘 集 . AA BMAX NFR HFAARX 
中 的 闭 包 包含 B, 则 称 A 在 B 中 稠密 .所 有 有 理 数 

的 集合 与 所 有 无 理 数 的 集合 在 实数 空间 中 是 稠密 
的 . 整数 集 是 实数 空间 中 的 边缘 集 . 

稠密 (dense) M“ PER”. 

边缘 集 (boundary set) Jil “FRR”. 

Fc Ab A EE (nowhere dense set) 拓扑 空间 的 
一 类 特殊 的 点 集 . 设 4 是 拓扑 空间 X APR. A 4 
ES Pr] ELS P SB Aa. BI CAD? =O WU A d X rm 
的 无 处 稠密 集 .4 是 X 中 的 无 处 稠密 集 当 且 仅 当 4 
的 闭 包 4 在 XX 中 是 边缘 集 , 当 和 且 仅 当 X 的 每 一 非 
空 开 集 都 包含 一 个 与 4 不 相交 的 非 空 开 集 . 

可 分 空间 (separable space) 一 类 具有 可 数 性 
质 的 拓扑 空间 . 车 拓扑 空间 X 有 一 个 可 数 的 稠密 子 
集 , 则 称 X 为 可 分 空间 . 3x A 3j d SK (Fréchet, M. - 
R. ) 于 1906 年 定义 的 . 第 二 可 数 空间 必 是 可 分 空 
[B]. 可 分 性 不 具有 遗传 性 ,但 具有 开 遗 传 性 与 可 数 可 
TATE. 可 分 空间 的 连续 像 是 可 分 空间 . 欧 几 里 得 空 
间 、 希 尔 伯 特 空间 都 是 可 分 空间 . 

3E JF f& (semi-open set) 一 类 弱 于 开 集 的 集 

合 . 设 4 为 拓扑 空间 XX 的 子 集 . APEX 的 开 集 
G, 使 得 GCACG, 则 称 4 AX 的 半 开 和 集 . 开 集 一 定 
是 半 开 集 , 但 是 反之 未 必 成 立 . 任意 多 个 半 开 集 的 并 
仍 是 半 开 集 . 包含 于 4 的 所 有 半 开 集 的 并 称 为 集合 
A 的 半 内 部 , 它 是 包含 于 4 的 最 大 半 开 集 . 
半 内 部 (semi-interior) — JL, ^25 JF 4E "". 
+ fF (semi-closed set) 一 类 弱 于 闭 集 的 集 
合 . 设 4 为 拓扑 空间 X 的 子 集 . AA 的 补 集 是 半 开 
&. 则 称 4 AAR RISE. A 是 半 闭 集 的 充分 必要 条 件 
是 存在 X 中 的 闭 集 下 ,使 得 下 CACF. 闭 集 一 定 是 
YAE ,但 是 反之 未 必 成 立 . 任意 多 个 半 闭 集 的 交 仍 
是 半 闭 集 . 包含 4 的 所 有 半 闭 集 的 交 称 为 集合 A 的 
半 闭 包 , 它 是 包含 4 的 最 小 半 闭 集 . 
半 闭 包 (semi-closure) 见 “ 半 闭 集 ” 
正则 开 集 (regular open set) 一 类 强 于 开 集 的 
合 . 设 4 为 拓扑 空间 X 的 子 集 . 各 4 的 闭 包 的 内 
部 等 于 A, BCD =A, MEA 为 XX WIEN. E 
则 开 集 一 定 是 开 集 ,但 是 反之 未 必 成 立 .各 4 的 内 
部 的 闭 包 等 于 4, 即 (4") 王 4, 则 称 4 为 X 的 正则 
闭 集 . 正则 闭 集 一 定 是 闭 集 , 但 是 反之 未 必 成 立 . 4 
AX 的 正则 开 集 当 且 仅 当 A 的 补 集 为 XX 的 正则 闭 
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A. 
TE BU FA (regular closed set) W“ 1E Jl] JF HE”. 
第 一 可 数 空 间 (first countable space) 一 类 具 
有 可 数 性 质 的 拓扑 空间 . 大 拓扑 空间 X 的 任意 点 都 
有 一 个 可 数 的 邻 域 基 , 则 称 X 满足 第 一 可 数 性 公 
理 ,或 称 X 是 第 一 可 数 空间 . 度量 空间 是 第 一 可 数 
空间 .在 第 一 可 数 空 间 中 ,其 拓扑 可 由 点 列 的 收敛 来 
确定 . 第 一 可 数 性 是 遗传 的 ,并 且 具 有 可 数 可 积 性 . 
第 一 可 数 性 公理 (first axiom of countability ) 
见 “ 第 一 可 数 空间 ” 
第 二 可 数 空间 (second countable space) 一 类 
有 具有 可 数 性 质 的 拓扑 空间 . En dh RH] X 有 一 个 可 
数 基 , 则 称 X 为 满足 第 二 可 数 性 公理 ,或 称 X 是 第 
二 可 数 空间 . 欧 几 里 得 空间 是 第 二 可 数 空间 . 第 二 可 
数 空间 必 是 第 一 可 数 空间 ,并 且 是 可 分 的 林 德 勒 夫 
空间 . 可 分 的 度量 空间 是 第 二 可 数 空间 .第 二 可 数 性 
是 遗传 的 ,并 且 具 有 可 数 可 积 性 . 
第 二 可 数 性 公理 (second axiom of counta - 
bility) W“ — wy Be E 
$8 — 28 HU f (first category set) 拓扑 空间 的 
一 类 特殊 的 点 集 . 若 拓扑 空间 X 的 子 集 4 可 表 为 可 
数 个 无 处 稠密 集 的 并 , 则 称 4A 为 X 的 第 一 类 型 集 . 
E 4 不 是 第 一 类 型 集 , 则 称 4 为 第 二 类 型 集 . 在 实 
数 空 间 中 ,有 理 数 全 体 是 第 一 类 型 集 ,无 理 数 全 体 是 
第 二 类 型 集 . 它们 都 是 实数 空间 中 稠密 的 边缘 集 . 可 
数 个 第 一 类 型 集 的 并 仍 为 第 一 类 型 集 . 有 人 亦 称 第 
一 (二 ) 类 型 集 为 第 一 (二 ) 范 畴 集 . 
第 一 范畴 集 (first category set) 
集 ” 
第 二 类 型 集 (second category set ) 
型 集 ”. 
第 二 范畴 集 (second category set) 
型 集 ” 
贝尔 空间 (Baire space) 一 类 特殊 的 拓扑 空 
间 . 设 有 拓扑 空间 XX, SHEA X 的 第 一 类 型 集 时 ， 
E 的 补 集 在 X 中 稠密 , 则 称 X 为 贝尔 空间 . 下 列 条 
ftr A FE X 为 贝尔 空间 的 充分 必要 条 件 : 
1.X 的 任意 非 空 开 集 是 第 二 类 型 集 . 
2. 对 于 X WARIS 


A=UF, 
具有 内 点 , 则 至 少 有 一 — F, 具有 内 点 . 


3. dr X WFP (G,) i PE DE X 中 都 
是 稠密 的 , 则 


即 “第 一 类 型 


见 “ 第 一 类 


即 “ 第 二 类 


A — f1G, 


n=} 


在 关中 也 是 稠密 的 
贝尔 空间 的 开 子 集 也 是 贝尔 空间 . 拓扑 完备 空 
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间 ,特别 是 完备 度量 空间 是 贝尔 空间 . 局 部 紧 豪 斯 多 
X Phe Æ Ul ZR zs fg]. 

贝尔 类 型 定理 (Baire category theorem) 亦 称 
贝尔 范畴 定理 . 关于 完备 度量 空间 的 一 条 定理 .者 X 
为 完备 度量 空间 , CAS 2g X 的 一 列 无 处 稠密 子 
集 ， 

A -UA. 

则 4 的 补 集 X 一 4 在 X 中 是 稠密 的 . 它 的 等 价 形式 
为 :完备 度量 空间 中 一 列 稠密 开 子 集 的 交 在 X 中 仍 
是 稠密 的 . 这 一 结论 称 为 贝尔 类 型 定理 ,贝尔 
(Baire, R. L. ) F 1889 年 对 实 直线 情形 给 出 了 证 明 ， 
AE Nr & X (Hausdorff, F. ) 于 1914 年 推广 到 完备 度 
f zx B]. Ud (Cech, E. ) 于 1937 年 推广 到 切 赫 完备 
空间 的 情形 . 

贝尔 范畴 定理 (Baire category theorem) Ep 
“贝尔 类 型 定理 ” 

可 数 密 度 空间 (space of countable density) 
一 类 特殊 的 拓扑 空间 .拓扑 空间 X 满足 下 列 条 件 
时 , 称 X 为 可 数 密度 空间 : 设 下 是 X 的 子 集 , 铬 对 
于 任意 可 数 集 HCF'8HCF.WF-oSBS.T. 
序列 空间 、 遗 传 可 分 空间 都 是 可 数 密 度 空 间 .X 是 
可 数 密度 空间 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 X 的 任意 子 
RPA rer MAE FORTE A, re 
H. 可 数 密度 空间 是 遗传 的 . 

F, 集 (F,-set) 拓扑 空间 中 一 类 特殊 的 点 集 . 
i A 为 拓扑 空间 X 的 子 集 . 若 4 可 表 为 X 中 的 可 
数 个 财 集 的 并 , 则 称 AA XW FP, B.A 可 表 为 
和 中 的 可 数 个 开 集 的 交 , 则 称 4 为 X 的 Cs S. F, 
集 的 补 集 是 Cs 集 ; 反 之 亦 然 AREA F, 集 的 交 是 
F, 集 ,可 数 多 个 F, 集 的 并 是 F, 案 .Gs 集 有 相应 的 
对 偶 性 质 . 所 有 有 理 数 的 集合 在 实数 空间 R PE F, 
集 ,但 不 是 Cs f. 

Gs 集 (Gs-set) JL“ F, 8. 

波 莱 尔 集 (Borel set) 拓扑 空间 的 一 类 特殊 的 
AE. WX 是 拓扑 空间 , 是 X NTR x 是 
满足 以 下 条 件 的 最 小 集 族 : 

LY Be X 的 所 有 开 子 集 ; 

2. AEF ZAR X—AC S; 

3. A,€ £70 —1,2, 2 ZR TR 


UACS, 
i=] 


则 称 ”为 X 中 的 波 莱 尔 集 族 ,2 的 成 员 称 为 波 莱 

尔 集 .Cs RF, 集 都 是 波 莱 尔 集 . 波 莱 尔 集 的 定义 是 

波 莱 尔 (Borel, CF. -E. -J.E ) 对 于 实 直线 的 子 集 

描述 的 , 欧 几 里 得 空间 的 波 莱 尔 集 理论 是 由 勒 贝 格 

(Lebesgue, H. L.) F 1905 年 创建 的 ,度量 空间 的 波 

K IRR H E H H E A (Hausdorff, F. ) 于 1914 
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年 创建 的 . 

苏 斯 林 空 间 (Suslin space) 一 类 特殊 的 拓扑 
空间 . 设 X eH tha [B]. AX 的 任意 两 两 不 相交 的 
非 空 开 集 族 是 至 多 可 数 的 , 则 称 X 为 苏 斯 林 空 间 ， 
这 个 空间 是 苏 斯 林 (《Cycnmn,M. S.) F 1920 年 提出 
HJ. 可 分 空间 是 苏 斯 林 空 间 . 苏 斯 林 空 间 的 连续 像 是 
苏 斯 林 空 间 . 任意 多 个 苏 斯 林 空 间 的 积 空间 也 是 苏 
斯 林 空 间 . 

To 空间 (Tv-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 , 它 
ERA T 分离 性 的 拓扑 空间 . 者 拓扑 空间 X 的 任 
意 相 异 两 点 中 至 少 有 一 点 ,该 点 有 一 个 不 含 男 一 点 
的 邻 域 , 则 称 X 满足 Do 公理. 此 时 称 X DJ T. 空间 
或 柯 尔 莫 哥 洛 夫 空 间 .X 是 了 ,空间 的 充分 必要 条 
件 是 :对 于 X 的 任意 相 异 两 点 x,y, 有 Xx Xy 
& {x}. To 空间 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (onvoropos, A. H. ) 
T 1935 年 引信 的 .了 7 空间 的 积 空 间 是 7 空间 .TT。 
空间 的 子 空间 也 是 T. 空间 . 

To 公理 (7T -axiom) 见 “ 了 空间” 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 空 间 (Kolmogorofft space) J 
Qon 空间 ”. 

T, 空间 (Tj-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 , 它 
是 具有 T. 分 离 性 的 拓扑 空间 .大 拓扑 空间 X 的 任 
意 相 异 两 点 各 有 一 个 邻 域 不 含 万 一 点 , 则 称 X 满足 
T, AB. 此 时 称 X 为 Ti 空间 或 弗 雷 歇 空间 .X 是 
T, 空间 的 充分 必要 条 件 是 :X 中 任意 单 点 集 {x} 都 
AE] $2. T, 28 [B] Ji FE AK (Fréchet, M. -R. ) 于 1906 
年 和 里 斯 (Riesz,F. CF. )) F 1907 年 引入 的 .7 空 
间 的 积 空间 是 T. Ax]. T. 空间 的 子 空间 是 T. 
间 . T, zx HI ECT. 空间 . T, 空间 和 正则 空间 是 互 
相 独 立 的 . 

T: 公理 (7 -axiom) JL"“T, Bilal”. 

E S a (Fréchet space) 即 “ 7 空间 ”. 

T; 空间 (了 JT,-space) 一 类 重要 的 拓扑 空间 . A 
A T: 分离 性 的 拓扑 空间 . 奇 拓扑 空间 X 的 任意 相 
异 两 点 有 不 相交 的 邻 域 , 则 称 X 满足 D. 公理 . 此 时 
Wk XAT, AS la] SEM ABR. X BT, 空间 的 充 
分 必要 条 件 是 :对 于 任意 zEX,z 的 所 有 闭 邻 域 的 
30 T {x}. 正则 空间 和 7 了 ;空间 是 互相 独立 的 . 半 
正则 空间 、 完 全 豪 斯 多 夫 空 间 、 马 雷 松 空间 以 及 了 7， 
空间 都 是 了 空间 . 7, 空间 的 积 空间 还 是 T: 空间 . 
T; 空间 具有 遗传 性 ,但 T: 空间 的 连续 像 未 必 是 7， 
空间 . T, 48 [8] FE SE e X (Hausdorff, F. ) 于 1914 
年 提出 的 . | 


Is 公理 (T,-axiom ) “T, Zs 间 ] 


豪 斯 多 夫 空 间 (Hausdorff space) — B ^T, zx 
间 e 
乌 雷 松 空间 (Urysohn space) 一 类 特殊 的 拓 


扑 空 间 . 它 是 具有 有 茶 种 图 数 分 离 性 的 拓扑 空间 . XX 
为 拓扑 空间 . 若 对 于 和 的 任意 相 异 两 点 ty TE 
XE SEC FX 10,1]. EIR 
f(ix)—0, fm=l, 

则 称 X 为 乌 雷 松 空间 . GRATER R 
空间 ,但 是 反之 不 成 立 . 乌 雷 松 空间 和 了: 空间 是 互 
相 独 立 的 . 马 雷 松 空间 是 乌 雷 松 (Ypprcoft, IT. C. ) 于 
1925 年 提出 的 ， 

半 正 则 空间 (semiregular space) 一 类 特殊 的 
拓扑 空间 . 以 正则 开 集 形成 基 的 豪 斯 多 夫 空 间 称 为 
Æ TE Wü] zs [8]. 7, 空间 是 半 正 则 空间 . 乌 雷 松 空间 和 
半 正 则 空间 是 互相 独立 的 . 

7 空间 (Tsj -space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 
它 是 具有 了 :分离 性 的 拓扑 空间 . 硅 对 于 拓扑 空间 
X 的 任意 相 异 两 个 点 ab. FERFE 0,0, 分 别 包 
& a.b. HONO = C WR X WEL TLAM. 此 
BIER X 为 T 128 |e] SE ACRI BA H. T, 空间 是 
SER BK A TEP RH BK A BAAR 
空间 ,但 是 反之 均 不 成 立 . 完全 聚 斯 多 夫 空 间 与 半 正 
则 空间 是 互相 独立 的 . 乌 雷 松 空间 必 是 完全 豪 斯 多 
夫 空 间 . 

TAXE (D;1-axiom) VM SE |R] ". 

ZH SX FZ (completely Hausdorff 
即 “7 空间” 

T, 空间 (7'3-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 它 
是 具有 T 分 离 性 与 7; 分 离 性 的 拓扑 空间 . 在 拓扑 
空间 X 的 任意 点 z 与 不 包含 xz 的 任意 闭 集 有 不 相 
交 的 邻 域 , 则 称 X 满足 了 7 了 ;公理 或 X 为 正则 空间 . X 
是 正则 空间 的 充分 必要 条 件 是 X 的 任意 点 都 有 闭 
邻 域 基 . 同时 满足 T. 公理 与 7 公理 的 拓扑 空间 称 
AT, 空间. 有 人 称 满足 7 公理 的 空间 为 7 了; 空间 ， 
而 将 满足 了 5T, 公理 的 空间 称 为 正则 空间 .7; 空 
[a] Ee SEI E ADS qu] SAK ENS [B]. T's 空间 和 乌 
雷 松 空间 是 互相 独立 的 . 言 洪 诺 夫 空间 是 7; . 
TE Wl 25 la] 40 26 4 2 Hr e uS ul. x BHR ALT, 
空间 .7T, 空间 等 都 是 互相 独立 的 .7: 空间 具有 可 积 
性 与 遗传 性 . 

T, 公理 (7T:-axiom) JL“T, 空间 ”. 

正则 空间 (regular space) — JL"T', 空间 ” 

7 空间 (7:4+-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 
它 是 具有 了 | 分 离 性 与 了 1 分 离 性 的 拓扑 空间 . EDT 
于 拓扑 空间 X 的 任意 点 x 和 不 包含 zx WAR BOG 
在 连续 映射 /:X 一 L0,1j, 使 得 

Js JTOCB)sesTTI)S 
则 称 X 满足 Ti ER. 这 个 公理 是 乌 雷 松 (YphicoH， 
II. C. ) 于 1925 年 提出 的 .满足 7 公理 的 拓扑 空间 


space) 
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称 为 完全 正则 空间 . 同时 满足 7 公理 与 了 + 公理 的 
拓扑 空间 称 为 T, 空间 或 吉 洪 诺 夫 空 间 . 这 一 类 空 
[B] $2 FF HE aK CTuxouos, A. H. ) F 1930 年 首先 研究 
AY. T, 空间 是 了 1 空间 .了 3} 空间 是 T's 空间. 元 全 下 
则 空间 是 正则 空间 . 正规 空间 和 完全 正则 空间 是 互 
相 独 立 的 .完全 正则 空间 和 完全 豪 斯 多 夫 空 间 . 豪 斯 
BRS LT, ZET, 空间 都 是 互相 独立 的 . ui 
间 具 有 可 积 性 和 遗传 性 . 7 空间 在 研究 紧 化 问题 
时 是 非常 重要 的 . 

T, 4 (T';1-axiom) RET 31 ZS [B] ". 

完全 正则 空间 (completely regular space) W 
“Ti 35a)” 

BH is X dB (Tychonoff space) 
|a] ". 

T, 空间 (74-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . E 
是 具有 T 分 离 性 与 T, 分 离 性 的 拓扑 空间 . AT 
空间 X 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 有 不 相交 邻 域 , 则 
BK X YR ET, 公理 或 和 为 正规 空间 .正规 空间 首先 
由 蒂 茨 (Tietze,H.) 于 1923 年 , 亚 历 山 德 罗 夫 
《AirekcaHIpoB, IT. C. ) 和 乌 雷 松 (ypprcot, 11. C.) F 
1924 年 分 别 定义 .同时 满足 T SES T, 公理 的 拓 
扑 空间 称 为 7 空间 .有 人 将 满足 TD. 公理 的 空间 称 
AT, 空间 .关于 正规 性 质 的 讨论 曾 出 现在 菲 托 里 斯 
《Vietoris ,1. ) 于 1921 年 发 表 的 文章 中 . 正规 空间 的 
子 空间 未 必 是 正规 空间 . 它 不 具有 可 积 性 ,但 是 具有 
闭 遗 传 性 , 在 正规 空间 上 乌 雷 松 引 理 和 蒂 芯 扩张 定 
理 都 成 立 . 正规 空间 和 TS T TS Ta TS TES 
间 都 是 互相 独立 的 .7 空间 是 T3128 [A]. KT: 空间 
是 正规 空间 . 

正规 空间 (normal space) 见 “7 空间 ”. 

TA (T',-axiom) — M," T, ZW”. 

T, 空间 (Ts-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 它 
ERAT 分离 性 与 7; 分 离 性 的 拓扑 空间 . A H th 
空间 X 的 任意 子 空间 都 是 正规 空间 , 则 称 X 满足 
T; 公理 或 X 为 完全 正规 空间 .同时 满足 7T, 公理 与 
T; 公理 的 拓扑 空间 称 为 7; 空间 . 有 人 称 满足 Ts A 
理 的 空间 为 了 ; 空间 . 完全 正规 空间 又 称 为 遗传 正规 
空间 . 

T, 4:38 (T,-axiom) — DW," T, 空间 ” 

完全 正规 空间 (completely normal space) Jj 
“T; 空间 ”. 

遗传 正规 空间 (hereditarily normal space) Bp 
“完全 正规 空间 ”. 

T, 空间 (7T6-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 它 
ERAT, 分 离 性 与 7 分离 性 的 拓扑 空间 . AMF 
拓扑 空间 X AE RES I F FEX 上 的 实 值 连 
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AE PROC SEG FOR — (00) ER ch PWN, f(x) 
zE0, Ju fk X THA T's 公理 . 正规 空间 满足 7 公理 的 
充分 必要 条 件 是 任意 闭 ( 开 ) 集 是 GP OR. WE T. 
公理 的 拓扑 空间 称 为 完备 正规 空间 . 同时 满足 了 ZS 
理 与 7 公理 的 拓扑 空间 称 为 了。 空间 . RT ih 
(Cech, E. ) 于 1929 年 定义 的 . 库 拉 托 夫 斯 基 (Kura- 
towski, K. ) 曾 指出 完备 正规 空间 必 是 完全 正规 空 
间 . 完备 正规 性 首先 出 现在 乌 雷 松 (Yppicon,11.C.) 
于 1925 年 发 表 的 文章 中 ,在 紧 空 间 的 范围 内 由 亚 历 
rg BK CAoutekcaupon, O. C. ) 和 乌 雷 松 于 1929 年 
人 研究 过 . AEE JE RK (Begeuncos, H. B. ) 于 1936 年 和 
1940 年 给 出 完备 正规 性 的 条 件 . 

T, 公理 (7 -axiom)  W,"T', 空间” 

完备 正规 空间 (perfectly normal space) J 
“T's 空间 ”. 

乌 雷 松 引 理 (Urysohn lemma) 刻画 正规 性 的 
一 条 定理 . 拓扑 空间 X 为 正规 空间 的 充分 必要 条 件 
是 :对 于 X 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 A, B, FEE 
续 映 射 f:X 一 [0,1j, 使 得 当 xE AM, f(r) =0; 4 
x7€B 时 ,f (zx) 二 1. 这 个 引 理 是 乌 雷 松 (Yppicour,11. 
C. ) 于 1925 年 建立 的 . 它 反 映 了 正规 空间 中 两 个 不 
相交 闭 集 的 邻 域 分 离 性 与 函数 分 离 性 之 间 的 相互 联 
f. 
We d KEH (Tietze extension theorem) K 
映 正规 空间 中 连续 映射 的 扩张 性 质 的 一 条 定理 . 对 
于 任意 给 定 的 闭 区 间 [c 6 ,拓扑 空间 X 为 正规 空 
间 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 X 的 任意 闭 集 4, 以 及 
A 上 的 任意 连续 映射 f,:A 一 [a,bj, 都 有 一 个 在 X 
上 的 连续 扩张 fiX—[a.b]. AERAR 
TK xE FE. 

连通 空间 (connected space) 一 类 重要 和 常用 
的 拓扑 空间 . xr PA Fb 2S AX 不 能 表示 成 两 个 互 不 相 
交 的 非 空 开 集 的 并 , 则 称 X 为 连通 空间 . rn dS 
间 的 子 集 作 为 子 空间 是 连通 的 . 则 称 它 为 连通 子 集 . 

拓扑 空间 X 是 连通 空间 的 充分 必要 条 件 是 :和 
不 是 两 个 非 空 隔离 集 的 并 . 连通 子 集 的 闭 包 是 连通 
的 .连通 空间 的 积 空 连通 的 .连通 空间 的 连续 像 
是 连通 的 .n 维 欧 几 里 得 空间 、n( 宇 1) 维 球面 5S” 都 
是 连通 的 ,但 5S" 连通 性 的 定义 是 厂 尔 
当 (Jordan,C. ) F 1893 年 关于 平面 的 紧 子 集 类 引入 
的 . 8j J£ Hr (CLennes. N. J.) F 1911 E. ZWZ K 
(Hausdorff,F. ) 1914 年 将 它 推广 到 抽象 空间 . 连 
通 性 的 系统 研究 开始 于 罕 斯 多 夫 于 1914 年 , 克 纳 斯 
特 (Knaster,B. ) 和 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski,K.) 
F 1921 年 的 工作 . 

连通 子 集 (connected subset) M“ zZ jB)”. 

隔离 集 (separated sets) 一 对 特定 的 子 集 .用 

于 刻画 拓扑 空间 的 子 集 之 间 的 一 种 关系 . 设 A.B 为 
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拓扑 空间 X 的 子 集 . AWE 
A(1B—A(|1B— Ø, 

WR A 和 B 为 X 中 的 隔离 集 .利用 隔离 集 概念 可 
以 定义 拓扑 空间 的 连通 性 . 拓扑 空间 X 是 连通 的 当 
HAUS XX 不 能 表示 为 X 中 两 个 非 空 隔离 集 的 并 . 

连通 分 支 (component) 与 连通 性 有 关 的 一 个 
概念 . ATS le] X 的 子 集 4 是 一 个 极 大 的 连通 子 
集 ( 即 A 本 喘 是 连通 集 , 但 不 是 其 他 连通 子 集 的 真 
子 集 ), 则 称 4 是 X 的 一 个 连通 分 文 . 对 于 道路 连通 
性 也 可 定义 道路 连通 分 支 ,只 要 把 上 述 定 义 的 连通 


二 字 都 改 成 道路 连通 即 可 .任意 拓扑 空间 可 分 解 为 
两 两 不 相交 的 连通 分 支 的 并 集 . 
道路 连通 分 支 (path component) 见 “ 连 通 分 


x". 

局 部 连通 空间 (locally connected space) 一 类 
拓扑 空间 . 设 X 为 拓扑 空间 ,zEX. 若 存在 由 连通 
子 集 组 成 的 xz 的 邻 域 基 , 则 称 X 在 点 xz 是 局 部 连通 
的 . 若 拓扑 空间 X 在 每 一 点 都 是 局 部 连通 的 , 则 称 
X 是 局 部 连通 空间 . X 是 局 部 连通 空间 当量 仅 当 X 
的 开 集 的 连通 分 文 是 开 集 . 局 部 连通 空间 在 连续 开 
映射 下 的 像 是 局 部 连通 空间 . 局 部 连通 空间 的 积 空 
间 是 局 部 连通 的 . 局 部 连通 空间 和 连通 空间 是 相互 
独立 的 . 

道路 (path) 拓扑 空间 的 基本 概念 之 一 . 单位 
区 间 f= 二 [L0,1j 到 拓扑 空间 X 的 连续 映射 f :1 一 X 
Wr X 中 的 一 条 道路 ,f(0) 二 a,f(1)==5 分 别称 为 
道路 f 的 始点 与 终点 . AOSS DARSA X 
中 的 闭路 . 

闭路 (closed path) WÉ”. 

道路 连通 空间 (path connected space) 一 类 拓 
扑 空 间 . 若 对 于 拓扑 空间 X 中 的 任意 两 点 都 存在 以 
这 两 点 分 别 为 始点 与 终点 的 道路 , 则 称 X 为 道路 连 
通 空 间 . 车 拓扑 空间 的 子 集 作 为 子 空间 是 道路 连通 
的 , 则 称 它 为 道路 连通 子 集 . 道路 连通 空间 一 定 是 连 
通 空 间 , 但 是 ,其 逆 不 成 立 .例如 ,XX 为 {(x,y)|y== 
sin (1/x),X 关 0} 与 {(0,y)|y€E[ 一 1,1j) 的 并 集 且 
赋予 通常 拓扑 , 则 X 是 连通 空间 但 不 是 道路 连通 空 
|R]. 

道路 连通 子 集 (path connected subset) — JL," 3 


路 连通 空间 ” 
局 部 道路 连通 空间 (locally path connected 
space) 一 类 拓扑 空间 . 设 X 和 为 拓扑 空间 . 行 对 于 


任意 zxEX 和 的 任意 邻 域 U, 存 在 的 一 个 道路 
连通 的 邻 域 V 使 得 VCU, 则 称 X 为 局 部 道路 连通 
zs [B]. 道路 连通 空间 未 必 是 局 部 道路 连通 空间 . X 
为 局 部 道路 连通 空 dehet X 的 开 集 的 道路 连 
通 分 支 是 开 集 . 局 部 道路 连通 空间 在 连续 开 上 映射 下 
的 像 是 局 部 道路 连通 空间 . 


遗传 不 连通 空间 (hereditarily disconnected 
space) 一 类 拓扑 空间 . APTS le] X 的 每 一 连通 
分 文 都 是 单 点 集 , 则 称 X 为 遗传 不 连通 空间 . 拓扑 

空间 X 是 遗传 不 连通 的 当 且 仅 当 撕 不 含有 基数 多 

于 1 的 连通 子 集 . x 25 zs fH] Je SEL E K (Hausdorff, 
F.O F 1914 年 引入 的 . 遗传 不 连通 空间 有 时 也 称 为 
完全 不 连通 空间 . 离散 空间 、 和 零 维 空间 都 是 遗传 不 连 
通 空 间 . 

完全 不 连通 空间 (totally disconnected space) 
见 “ 遗 传 不 连通 空间 ” 

积 do d space) 一 类 重要 的 拓扑 空 
间 . A XT J) 1aED) 为 一 族 拓 扑 空 间 ， 


Xs | 


ač D 


HJ UXO.e BU HK LFA, pa: X >X. N X 到 坐标 空 
lia] X. 的 投影 , 则 以 
UESTRE TD Xacwq.U e 

为 子 基 生成 的 拓扑 .2 BRA X EWEX, T 
PKA Xa Z a) la E DD} 的 积 空间 . PAVESE 
有 限 交 构成 的 集 族 多 是 积 拓扑 的 基 . JB Ey BA 
(Fréchet, M. -R. ) F 1910 年 首先 讨论 抽象 空间 的 
积 空间 . 任意 多 个 拓扑 空间 的 积 空 间 是 由 吉 洪 诺 夫 
Cluxouon, A. H. ) 于 1930 年 定义 的 . ER KIL HE 
上 引入 积 拓 扑 是 从 已 知 拓扑 空间 构成 新 拓扑 空间 的 
重要 方法 . 吉 洪 诺 夫 的 论文 不 仅 定 义 了 积 空间 ,也 提 
出 了 一 些 重要 性 质 .他 的 结果 使 积 空间 成 为 现代 一 
般 拓 扑 的 典型 工具 之 一 . 不仅 在 可 度量 化 和 紧 化 问 


pi 而 且 对 函数 空间 的 拓扑 结 
构 也 给 出 了 深刻 的 刻画 . 

只 拓扑 (product topology)” 见 “ 积 空 间 ”. 

秆 拓扑 (box topology) 在 拓扑 空间 的 乘积 
合 上 不 同 于 积 拓 扑 的 一 个 常用 拓扑 . 设 { 人 CCX 2 I 
aED} 是 一 族 拓 扑 空 间 . 在 乘积 集合 

X= IL x. 

上 以 


为 = ([[u.lee DULE Fa} 
eE D 


为 基 生 成 的 拓扑 称 为 和 上 的 箱 拓 扑 . 一般 情 况 下 它 
细 于 积 拓扑 . 当 DD 为 有 限 集 时 , 箱 拓扑 与 积 拓扑 是 
一 致 的 . 

乘积 不 变性 (product invariance) 在 乘积 运算 
下 保持 不 变 的 拓扑 性 质 . 设 P 表示 某 个 拓扑 性 质 ， 


若 当 每 个 坐标 空间 X。(a€ D) 具 有 性 质 P 时 , 积 空 
间 

x= px 
也 具有 性 质 P, 则 称 性 质 PP 为 乘积 不 变性 或 可 积 


VE. 例如 , 豪 斯 多 夫 分 离 性 是 乘积 不 变性 ,连通 性 和 
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紧 性 也 是 乘积 不 变性 . 对 有 限 个 坐标 空间 具有 的 乘 
积 不 变性 称 为 有 限 可 积 性 .对 可 数 个 坐标 空间 具有 

的 乘积 不 变性 称 为 可 数 可 积 性 .度量 空间 .第 一 可 数 
空间 .第 二 可 数 空 间 .可 分 空间 等 都 具有 可 数 可 积 
TE. 正规 空间 、 林 德 勒 夫 空 间 不 具有 可 积 ' 

可 积 性 (productive property)” 见 “乘积 不 变 
性 ”. 

有 限 可 积 性 (finitely productive property) J 
“乘积 不 变性 ” 

可 数 可 积 性 (countably productive property? 
SL Fe BAR EE”. 

fa @ le] (quotient space) 一 类 重要 的 拓扑 空 
[E]. Xr CX Z ) 是 拓扑 空间 ,R 是 XX 上 的 等 价 关 系 ， 
X/R 是 XX 关于 R 的 商 集 , 则 使 得 自然 映射 p; X 
X/R 为 连续 的 X/R 上 的 最 细 拓 扑 , 即 

Zi {U CXIRI UN] E Z), 


a s FE th 23 fa] X/R, Z BRA 
7 ) 关 于 等 价 关 系 R 的 商 空间 . 商 空间 首先 出 


nun (Moore, R. L.) F 1925 年 发 表 的 论文 和 
€ Bj ilr (8 BK CAaekcauapon, Ll. C. ) 于 1927 年 发 表 
的 论文 中 ,两 位 作者 仅 讨 论 了 特殊 情形 , 即 由 上 半 连 
续 分 解 确定 的 商 空 间 . 商 空间 的 一 般 概 念 及 商 映射 
的 概念 是 由 比尔 (Baer , R. W. ) #5] Z& (Levi E. E.) 
T 1932 *E5| AW. fa ZR E dE (Bourbaki, N. )-F 1940 
年 与 1951 年 出 版 的 书 中 首先 系统 讨论 了 商 空间 . 

商 拓扑 (quotient topology) 见 “ 商 空间 ?” 

和 空间 (sum space) E IB CX; 

7,)1iED) 为 一 族 两 两 不 相交 的 拓扑 空间 ， 

A= U X. 


X 上 的 拓扑 .了 - 是 这 样 确定 的 ， UE? 
FE Bie D, U(1X,€.7 ,, MHH ZE 
(CX, 7 DED YAS [R8]. 

poem (decomposition space) 一 类 拓扑 空 
IR]. 拓扑 空间 X 的 分 解 —7 是 满足 以 下 条 件 的 集 族 : 
F 由 XX 的 两 两 不 相交 的 非 空 闻 集 组 成 ,并 且 o^ Tg 
成 X 的 覆盖 . 给 定 空间 X By EX ETSI 
A FESEM ~: MF r yEXđ BAER FE 
F 同时 含 A x,y, WALE r^ yj WAT, Ri Z lB] X/— 
称 为 分 解 空间 . 

上 上 半 连 续 分 解 空 间 (upper semi-continuous de- 
composition space) 一 类 拓扑 空间 . 设 纪 为 拓扑 
空间 X 的 商 空间 .者 对 于 Z 中 任意 元 素 DD 和 XX 中 
包含 DD 的 任意 开 集 U ,存在 开 集 V 使 得 DCVCU, 
ei V dk ££ p XGESUBSJ3E. WE ER Z 为 上 半 连 续 分 

空间 . 商 空间 是 上 半 连 续 分 解 空间 的 充分 必要 条 
Viros iari gia 上 半 连 续 分 解 空间 的 概念 
E FBR (Moore, R. L.) F 20 世纪 20 年 代 末 期 
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~ 4AM INE 
B] CX ,一 ) 称 为 
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引 和 人 的， 

定向 集 (directed set) 一 类 特殊 的 偏 序 集 . 设 
(D, 三 ) 为 偏 序 集 . XT FER disd: € D 都 有 d€ 
D 使 得 d <d3,d.<d;, Wk CD, 5g EE. 4> FF 
集 是 定向 集 . 滤 子 按 包 含 关 系 忆 是 定向 集 . 拓扑 空间 
中 一 点 的 邻 域 系 按 包含 关系 忆 也 是 定向 集 . 

共 尾 子 集 (cofinal subset) 定向 集 的 一 类 子 
集 . 设 (D, 三 ) 是 定 问 集 ,4 BR DNFR. AW TER 
aED, FE a € AE aa, M A d& DAHER 
TÆ. 拓扑 空间 的 一 点 的 邻 域 系 按 包 含 关 系 忆 看 成 
定向 集 时 ,其 邻 域 基 就 是 它 的 一 个 共 尾 子 集 . 自然 数 
集 的 任意 无 限 子 集 都 是 它 的 共 尾 子 集 . 定向 集 的 等 
终 子 集 是 共 尾 子 集 . 定向 集 的 共 尾 子 集 仍 为 定向 集 . 

等 终 子 集 (eventially subset) 定向 集 的 一 类 
TR. ED SEER, A 是 DD BST SE. BFE ay 
ED, 使 得 当 aza 时 有 a€ 4, 则 称 AD 的 等 终 
子 集 . 对 于 ay € DE 

D(ao)= {ala € D;azz ay}, 
则 Dla dt D 的 等 终 子 集 . 
网 (net〉 亦 称 定 向 点 集 . 序列 概念 的 推广 . 网 


的 概念 是 研究 拓扑 空间 中 极限 理论 的 有 力 工 具 . 设 . 


X ERA DQM RD BX 的 映射 S KA 
X 中 的 网 . arid (S..¢€D,<), HPS, RAH 
S f£ a€D 的 值 . 特别 地 , 当 DEARRE. SEM 
常 的 大 小 关系 时 ,网 就 是 序列 . 和 度量 空间 类 似 , 对 


于 第 一 可 数 空间 , 它 的 拓扑 可 以 用 序列 的 极限 来 刻 


画 , 但 是 对 于 一 般 拓扑 空间 该 性 质 不 成 立 . ERR 
(Moore, E. H. ) 5 $ Hy (Smith. H. L. 2g T ax 
种 方法 应 用 于 一 般 情形 ,于 1922 年 建立 了 网 和 定向 
集 上 的 收敛 理论 . 在 一 般 拓 扑 空间 中 用 网 准确 地 描 
E WK ON PE Fe BIL 3K (Kelley, J. L.) F 1950 年 给 出 的 . 
ax WE (Mcshane,E. J.) F 1952 年 做 了 非常 有 趣 的 
描述 . KIS. ac D, ERA X 中 的 网 ,4 是 XX 的 
子 集 . 车 存在 MED. 4 a 之 a 时 都 有 S.C A, MERA 
S, 终于 4. 若 对 于 任意 COD, FE 8€ D 使 得 asc 
H Ss€ 4, 则 称 网 S, 常 在 4 中 . 这些 语言 在 刻画 网 
的 收敛 性 时 经 常用 到 ， 

定向 点 集 (directed set)” 即 “网 

FA subnet) 子 序列 概念 的 推广 . i T= 
(Ta BEE, S) 5 S= {Sa aED, S) EAA AK IN] 
了 是 网 S EHTA, EF FERI p: E D. mE: 

l.T'—S * e, BBX FER BCE A Tp=Sqaq. 

2. 对 任意 eE DATE PEE, EG Y> A 

AY) Sa, 

用 子 网 可 以 刻画 蛇 性 如 下 :拓扑 空间 X EXT 
间 当 且 仅 当 X 中 的 每 个 网 部 有 一 个 收敛 的 子 网 . 

网 的 极限 点 dimit point of a net) 序列 极限 
概念 的 推广 . 设 $S={5,,a€ED, 达 ) 是 拓扑 空间 XX 中 
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的 网 ,TE X. 若 对 于 x 的 任意 邻 域 U, 存 在 a€ED, 使 
得 当 6 之 x 时 有 SsEU, 则 称 网 S 收敛 于 x, 或 + 是 
网 S 的 极限 . 铬 一 个 网 收敛 , 则 它 的 极限 未 必 是 惟 
一 的 .但 是 ,有 以 下 结论 :拓扑 空间 X 是 7, 空间 当 
且 仅 当 X 中 每 个 网 至 多 有 一 个 极限 .用 网 的 收敛 可 
以 刻画 集合 的 闭 包 . 设 A 是 拓扑 空间 X 的 子 集 ,4 
表示 4 的 闭 包 , 则 xE€ ASSAY APAMMF x 
的 网 . 

穆 尔 -史密斯 收敛 (Moore-Smith convergence) 
亦 称 网 的 收敛 .序列 收敛 的 推广 . 分 析 的 基本 结构 是 
极限 过 程 , 所 以 收敛 理论 极为 重要 . Pp | ACC] TRE 
远 不 数 用 ,如 积分 的 定义 就 不 能 用 序列 收敛 刻画 , 因 
此 ,收敛 理论 必须 推广 .在 拓扑 空间 中 可 以 研究 收敛 
理论 ,反之 用 收敛 的 概念 也 可 刻画 空间 的 拓扑 . 穆 尔 
-史密斯 收敛 是 其 工具 之 一 . 

网 的 收敛 (convergence of a net) 
密斯 收敛 ” 

网 的 聚 点 《cluster point of a net) 序列 聚 点 概 
念 的 推广 . 设 $=={S。.,a€D, 达 ) 是 拓扑 空间 XX 中 的 
网 ,xEX. 若 对 于 x 的 任意 邻 域 U URIET «€D, 
存在 Brea (E4 SEU, WE a AMS 的 聚 点 .特别 
EN SKAF r W m DAS 的 聚 点 .存在 这 样 的 
网 , 它 有 惟一 的 聚 点 ,但 却 不 收敛 于 该 点 . 拓扑 空间 
中 点 为 网 S 的 聚 点 , 当 且 仅 当 存在 $ 的 某 个 子 网 
WF x. 

超 网 (universal net) 一 类 特殊 的 网 . 设 X 是 
RE S—(SoSa€cD,zx)dé X PHM. cx E X 的 
FETE A, FE aED, EELS, | Ba} CA 或 者 
(Sel 822a) X — A, Wi S 是 X 中 的 超 网 .X 中 的 
每 个 常 值 网 是 超 网 . 对 于 X 中 的 每 个 网 S, 都 存在 
超 网 了 ,使 得 是 S 的 子 网 . 拓扑 空间 X 是 紧 空 间 
当 且 仅 当 X 中 每 个 超 网 都 有 极限 . 

序列 空间 (sequential space) 一 类 特殊 的 拓扑 
空间 . 设 X 为 拓扑 空间 , 若 对 于 任意 CX, 当 序列 
Gr) CF ARF ot MA oer MF AX 中 的 
闭 集 , 此 时 称 X 为 序列 空间 .序列 空间 的 商 空间 是 
序列 空间 . 度量 空间 的 商 空间 也 是 序列 空间 . 

JB 8$ Bk E E (Fréchet space) 一 类 特殊 的 序列 
空间 . 设 X 为 拓扑 空间 , 若 对 于 X 的 每 一 子 集 4 与 
zE4, 存 在 A 中 的 序列 (ay } E1 Gr, 收敛 于 xs M 
FK X AREKE B. SS — np X8 EB SR. 
EERE I8] EP 2 [8] RIA. THUS AE 
T, 空间 称 为 弗 雷 歇 空 间 . 

滤 子 (Filter) 一 类 集 族 . 设 X 是 集合 ,多 是 
X 的 非 空 子 集 族 . AY 满足 : 

1. :多 的 任意 两 个 成 员 的 交 属 于 ; 

2.6% ACF ,AC.BC X. H BEF; 

Wi FAX ENUF. A ST ARR IA Al yA 


即 “ 穆 尔 - 史 


fh. 3€ 34 (Cartan, H. ) F 1937 年 定义 了 滤 子 .布尔 
E Æ (Bourbaki, N. ) 详 细 讨 论 了 滤 子 的 概念 ,并 用 
它 讨 论 了 极限 . 滤 子 的 理论 也 是 研究 极限 理论 的 一 
种 工具 , 它 和 网 的 理论 是 等 价 的 . 巴特 尔 (Bartle,R. 
G. ) 以 及 布 龙 斯 (Bruns,G. ) 和 施 密 特 (Schmidt ,J.) 
于 1955 年 分 别 证 明了 它们 的 等 价 性 . A N 
集合 X EBIBIÁAURT ECF, MEZ T 
FM A, VRP FY). 这 种 强 弱 关 系 是 滤 子 间 的 序 关 
系 . 


弱 于 关系 (coarser relation) 见 “ 滤 子 ” 
强 于 关系 (finer relation) WMT”. 


滤 子 基 (filter base) 生成 滤 子 的 一 类 集 族 . 设 
多 是 集合 XX 的 子 集 族 . 若 多 满足 : 


1. BAD; 
2.06 423 
3. E Ai,4,€ 48, WHE A, ZB, [18 


A;sC Af 1A; 

则 称 Z HX 上 的 滤 子 基 . 设 多 是 X 上 的 滤 子 基 ， 
GF =(ACKX | BEA BCA} MF EX 
上 的 滤 子 , 称 .多 A AERA. 3X 上 的 两 
个 滤 子 基 生 成 同一 个 滤 子 时 ,这 两 个 滤 子 基 称 为 等 
价 的 . X 的 具有 有 限 交 性 质 的 子 集 族 97 称 为 X 上 
的 滤 子 子 基 . 由 A 的 所 有 有 限 交 构成 的 集 族 多 是 
滤 子 基 , 称 多 为 由 滤 子 子 基 2 生成 的 滤 子 基 . 

滤 子 基 的 生成 滤 子 (filter generated by a filter 
base) WTH”. 

3& a9 T 4€ (equivalent filter bases) 
pz 

滤 子 子 基 (ilter subbase) MW “ye FE”. 

极 大 滤 子 (maximal filter) 亦 称 超 滤 子 . 一 类 
特殊 的 滤 子 . 设 .多 是 集合 X EKET. EXTA 
F RET A OH O4 —. 0€. WW FS 为 极 大 滤 子 . 
对 于 集合 X 上 的 任意 滤 子 C BRERA F BR 
大 滤 子 . 若 为 X 上 极 大 滤 子 , 则 对 于 任意 AC 
X, YA AEF m X—AC.. 

iBgETultafiler) 即 “ 极 大 滤 子 ” 

SB tt HEF (neighborhood filter) 一 类 特殊 的 
滤 子 .拓扑 空间 X 中 点 过 的 邻 域 系 是 X 上 的 滤 子 ， 
BRA x 的 邻 域 滤 子 . 

小 子 的 极限 (limit of a filter) 一 类 特殊 的 极 
R. i X 为 拓扑 空间 ,zEX, 有 多 为 和 上 的 滤 子 . 若 
r 的 每 一 邻 域 都 是 . 的 成 员 , 则 称 滤 子 多 收敛 于 
L:N r EWT Z RRA r€lim-. 

He TA) BH A (cluster point of a filter) 
殊 的 聚 点 . 设 多 是 拓扑 空间 X ERT. A 

«e (LP. 


ME rA F KRA ERT FS 的 聚 点 当 且 仅 当 


见 ue 


一 类 特 
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x 的 每 一 邻 域 与 Z 的 每 一 成 员 都 相交 . 滤 子 的 极限 
是 滤 子 的 聚 点 . 超 滤 子 的 聚 点 是 该 超 滤 子 的 极限 . 

主 超 滤 子 (principal ultrafilter) ”一 类 特殊 的 
BET. RARA 之 的 超 滤 子 恰 是 含有 点 之 的 所 有 
集合 的 集 族 , 称 为 主 超 滤 子 .不 具有 聚 点 的 超 滤 子 称 
为 非 主 超 滤 子 . 


非 主 超 滤 子 (non-principal ultrafilter) W“ 
超 滤 子 ”. 
覆盖 (cover) ”拓扑 空间 的 基本 概念 . 一 种 特殊 


HJ E. KY 是 由 集合 组 成 的 族 . 车 它 的 所 有 成 员 
的 并 包 售 集合 B, 则 称 该 集 族 ov 是 B 的 一 个 覆盖 ， 
或 称 o Bin B. 在 拓扑 空间 和 中 ,大 ov 的 每 一 成 
员 都 是 X 的 开 集 (或 闭 集 ), 并 且 o BX. WM HK 
— 是 X HARE RABE). AY BJ ov, 也 
是 B 的 有 覆盖 , 则 称 A 是 -x BUT un. Du o 
为 有 限 集 或 可 数 集 时 分 别称 -ex SUE BR TRE um BT AX 
7H um. 

JFiSzECopen cover) Jl “RR”. 

(closed cover) WM“ Ñ”. 

FM (subcover) Wh“ BH”. 

A RE SS (finite cover) WA A”. 

可 数 和 覆盖 (countable cover) “AR”. 

林 德 勒 夫 空间 (Lindelcf space) 一 类 具有 可 
数 性 质 的 拓扑 空间 . AFH SS A X 的 任意 开 覆 盖 都 
有 可 数 子 覆盖 , 则 称 X 是 林 德 勒 夫 空 间 . 第 二 可 数 
空间 是 林 德 勒 夫 空 间 , 但 林 德 勒 夫 空 间 未 必 是 第 一 
可 数 空间 或 第 二 可 数 空间 . 林 德 勒 夫 空 间 的 连续 像 
是 林 德 勒 夫 空间 . 林 德 勒 夫 空间 是 闭 遗 传 的 ,但 是 不 
具有 可 积 性 .正则 的 林 德 勒 夫 空间 是 正规 空间 . 林 德 
勒 夫 性 与 可 分 性 是 互相 独立 的 . 林 德 勒 夫 (Linde- 
16f,E.L.) 于 1903 年 证 明了 维 欧 几 里 得 空间 R” 
的 任意 开 子 集 族 含有 可 数 子 族 具 有 相同 的 并 . 林 德 
勒 夫 空间 的 概念 是 亚 历 山 德 罗 夫 (ArmekcaHnpoB, IT. 
C. ) 和 乌 雷 松 (ypptcot,Il. C. ) 于 1929 年 引入 的 . E 
拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski,K. ) 和 谢 尔 品 斯 基 (Sierpi 
nski, W. ) 曾 于 1921 年 讨论 过 林 德 勒 夫 性 质 . 

有 限 交 性 质 (finite intersection property) #& 
族 的 一 种 性 质 . 设 .eg 为 集 族 ,各 -x 的 任意 有 限 子 
族 都 有 非 空 交 , 即 : 知 OY. 为 -ez 的 有 限 子 族 , 有 

Are 


则 称 集 族 o 具有 有 限 交 性 质 . 

既 约 覆盖 (irreducible cover) 一 种 特殊 的 覆 
xm. 设 入 是 拓扑 空间 XHAN A 红 的 任意 真子 
族 都 不 能 覆盖 X MER X ABA m. 

紧 空 间 (compact space) 亦 称 紧 致 空间 . RE 
要 的 一 类 拓扑 空间 . AFH Sle X 的 任意 开 和 覆盖 都 
有 有 限 子 覆盖 , 则 称 X 为 紧 空间 .下 列 条 件 分 别 与 
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A TEX SE ERU: 

1. 具有 有 限 交 性 质 的 财 集 族 有 非 空 交 . 

2. 具有 有 限 交 性 质 的 集 族 其 各 成 员 之 闭 包 的 交 
非 空 . 

3. {ERMA RE x. 

4. fE XR UE TB RA. 

o. 任意 极 大 滤 子 是 收敛 滤 子 . 

平凡 空间 .有限 补 空间 都 是 紧 空 间 , 但 实 直线 不 
是 紧 的 . 紧 性 是 闭 遗 传 的 且 具 有 可 积 性 . 紧 空间 的 连 
续 像 是 紧 空 间 . 紧 罕 斯 多 夫 空 间 是 正规 空间 . 

紧 性 概念 起 源 于 在 1894 年 被 证 明 的 波 莱 尔 定 
理 : 闭 区 间 的 任意 可 数 开 履 盖 有 有 限 子 覆盖 . 勒 贝 格 
(Lebesgue, H. L. ) 注 意 到 该 定理 对 闭 区 间 的 任意 开 
覆盖 同样 成 立 . RSE AR (Borel, CF. -E. -J.-)E. ) 于 
1903 年 又 将 此 结果 推广 到 欧 氏 空间 的 有 界 闭 子 集 
上 . 亚 尼 谢 夫 斯 基 (Janiszewski,Z. ) 于 1912 年 对 于 
抽象 空间 曾 用 过 紧 性 概念 . 紧 空间 的 概念 是 菲 托 里 
Hf (Vietoris, I.) F 1921 年 引入 的 .在 紧 空 间 理 论 形 
成 和 发 展 过 程 中 , 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski,K.) 
和 和 谢 尔 品 斯 基 (Sierpinski,W. ) F 1921 年 ,萨克斯 
(Saks,S. ) 于 1921 年 , 亚 历 山 德 罗 夫 (AnekcaHrpoB， 
ll. C. ORI B $R PA CY pacon, IT. C. ) F 1923 4E, d HE TE 
X (Tuxonor, A. H. ) F 1930 年 ,都 先后 作出 了 卓越 
的 贡献 . 

紧 集 (compact set) IPR RAR. 拓扑 空间 的 
一 类 里 要 点 集 . BEC 是 拓扑 空 SEX, TORTE, E 
CRT 7 的 相对 拓扑 是 紧 空 

TEATRE ZE. 拓扑 空间 的 紧 集 未 必 是 闭 集 ， 
但 豪 斯 多 夫 空 间 的 紧 集 是 闭 集 . 拓扑 空间 中 有 限 个 
ARON AR. 两 个 紧 集 的 交 未 必 是 紧 的 ,但 闭 
vieni d duxi d d mE dian 
HJ. 4 A i n Pe R” 的 子 集 , 则 ARR 
集 当 且 仅 当 4 是 有 界 闭 集 ， 

吉 洪 诺 夫 定理 (Tychonoff theorem) 关于 紧 

空间 的 一 条 定理 ,该 定理 断言 :任意 多 个 紧 空 间 的 积 
空间 是 紧 空间 . tt ee iri 
理 ,也 是 一 般 拓 扑 学 中 最 重要 的 定理 之 一 . 它 是 吉 
H R (Tuxouos, A. H. ) 于 1930 年 提出 的 . 
ley .J. L.) F 1950 年 证 明了 吉 洪 诺 夫 定 理 和 选择 公 
理 是 等 价 的 . 

半 紧 空间 (semicompact space) 一 类 拓扑 空 
间 . 大 拓扑 空间 X AREIK), ET X= UK; FH 
AX 的 任意 紧 集 被 茶 个 天, 包含 , 则 称 X 是 半 紧 空 
[8]. 

AY 3i X€ fa) (countably compact space) 一 类 
拓扑 空间 . 知 拓 扑 空 间 X 的 任意 可 数 开 和 覆盖 都 有 有 
RTA m. MK X 为 可 数 紧 空间 .X 是 可 数 紧 空间 ， 
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s 间 , 则 称 C 为 紧 集 . 紧 


当 且 仅 当 X 的 具有 有 限 交 性 质 的 可 数 闭 集 族 具有 
非 空 交 , 当 且 仅 当 所 有 可 数 无 限 子 集 有 聚 点 , 当 且 仅 
当 非 空 闭 集 单调 下 降 列 有 非 空 交 . 可 数 紧 空间 是 伪 
紧 空间 . 紧 空间 是 可 数 紧 空 间 .序列 紧 空 间 是 可 数 紧 


空间 . 可 数 紧 空 间 是 子 集 紧 空间 . 可 数 紧 空间 的 连续 
像 是 可 数 紧 空间 . 两 个 可 数 紧 空 间 的 积 未 必 是 可 数 


AR IJ E Bot CONovak.J. ) 于 1953 年 曾 举 出 反例 . 可 
数 紧 的 概念 源 于 分 析 . 在 古典 分 析 中 可 数 紧 性 、 序 列 
紧 性 与 紧 性 三 者 是 一 致 的 . 实际 上 ,在 第 二 可 数 的 
T, 空 间 中 三 者 是 一 致 的 . 

F Fi] SS iB] (sequentially compact space)  — 
类 拓扑 空间 . 若 拓扑 空间 X 中 的 任意 序列 都 有 收敛 
的 子 序 列 , 则 称 X 为 序列 紧 空 间 .序列 紧 空 间 和 紧 

空间 是 互相 独立 的 .序列 紧 空 间 是 可 数 紧 空间 .在 第 
一 可 数 空间 的 范围 内 ,序列 紧 性 与 可 数 紧 性 是 等 价 
的 . 在 度量 空间 的 范围 内 , 紧 性 .序列 紧 性 与 可 数 紧 
性 三 者 是 等 价 的 .序列 紧 性 具有 可 数 可 积 性 、 闭 遗传 
性 .序列 紧 空间 的 连续 像 是 序列 紧 的 .有 限 个 序列 紧 

空间 的 和 空间 是 序列 紧 的 . 

子 集 紧 空间 (subsetwise compact space) ” 亦 称 
昼 可 数 紧 空间 或 列 肥 空间 .一 类 拓扑 空间 . 夺 拓 扑 空 
la] X 中 任意 无 限 子 集 都 有 聚 点 , 则 称 X 为 子 集 紧 空 
间 . 可 数 紧 空 间 是 子 集 紧 空间 .在 7 空间 的 范围 内 ， 
子 集 紧 性 与 可 数 紧 性 是 等 价 的 . 子 集 紧 性 是 闭 遗 传 
的 . 

弱 可 数 紧 空间 (weakly countably compact 
即 “ 子 集 紧 空 间 ”. 

列 紧 空间 (imit point compact space) 
集 紧 空间 ”. 

伪 紧 空间 (pseudo compact space) 一 类 拓扑 

空间 . rd thes a) X 上 的 每 个 实 值 连续 函数 都 是 有 
界 的 , 则 称 X 是 伪 紧 空间 . 可 数 紧 空间 是 伪 紧 空间 ， 
T, 的 伪 紧 空间 是 可 数 紧 空 间 . 伪 紧 空间 的 连续 像 是 
伪 紧 的 . 伪 紧 空间 的 概念 是 休 伊 特 (Hewitt ,E. ) 于 
1946 年 提出 的 . 

RRS H (real power compact space) 一 类 
拓扑 空间 . 若 拓 扑 空 间 X 同 胚 于 实 直线 的 笛 卡 儿 乘 
积 的 闭 子 空间 , 则 称 X DA SCORE RR IB]. 

HH 闭 空间 (如 -closed space) 一 类 拓扑 空 
re E E ita 
RAZR YX 都 是 了 WA. MK XA H A 

空间 . Aare 2A la] H ALN). Se AHR X 
是 五 闭 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 X HERA BH 
A ,存在 -x 的 有 限 子 族 多 ,使 得 {B81BE E BG 
X. H AZARES BE H ply. H 闭 空 间 的 概念 
是 由 亚 历 山 德 罗 夫 (Aiercamnpos,11, C. 2 5 & gg A 
(Yppicon, IL. C. ) 于 1929 年 引进 的 . 

r B] È iB) Cr-closed space) 


space) 


B 


一 类 拓扑 空间 . 设 


X 为 正则 空间 . ERFA X 为 子 空间 的 任何 正则 空 
间 Y,X 都 是 Y 的 财 集 , 则 称 X 为 r 闭 空间 . 

0 紧 空 间 (c-compact space) 一 类 拓扑 空间 . 
若 拓扑 空间 X 是 紧 集 的 可 数 并 , 则 称 X 为 ce 紧 空 
[B]. o 紧 空 间 是 林 德 勒 夫 空 间 .o 紧 空 间 的 有 限 积 仍 
为 o E. 

局 部 紧 空 间 (locally compact space) 一 类 拓 
扑 空间 . 设 X 是 拓扑 空间 ,者 XX 的 每 一 点 都 有 一 个 
紧邻 域 , 则 称 X 为 局 部 紧 空间 . 紧 空 间 是 局 部 紧 空 
间 ,反之 不 然 . 欧 几 里 得 空间 R" 不 是 紧 空 间 , 但 是 ， 
R" 是 局 部 紧 空 间 . 离散 空间 是 局 部 紧 空间 . 局 部 紧 
的 T, 空间 是 完全 正则 空间 . 局 部 紧 性 是 闭 遗 传 的 . 
局 部 紧 空间 的 连续 像 末 必 是 局 部 紧 的 . 有 限 个 局 部 
紧 空 间 的 积 仍 为 局 部 紧 空间 ， 

佩 亚 诺 曲 线 (Peano curve) 了 欧 几 里 得 平面 R* 
上 的 一 类 连续 曲线 . 在 单 位 朵 区间 J = LO, 1 8] RC 
的 连续 映射 f 的 像 可 以 履 盖 整个 正方 形 TXTI, 则 这 
样 的 连续 曲线 称 为 佩 亚 诺 曲 线 . 最 初 由 佩 亚 诺 
( Peano, G.) 给 出 了 它 的 例子 ,但 由 希 尔 伯 特 
(Hilbert, D. ) 把 它 简单 化 ,并 于 1890 年 具体 构造 了 
佩 亚 诺 曲线 .一 般 地 ,也 称 了 到 豪 斯 多 夫 空 间 的 连续 
映射 的 像 为 佩 亚 诺 曲 线 . 

希 尔 伯 特 方 体 (Hilbert cube) 一 类 度量 空间 . 
设 7 三 L0,1j,o 为 第 一 个 可 数 友 数 . 厂 

I" = (GG) € R'||xil SS 1/05, = 1,2,}, 
则 由 


d(x.y) = | S — y» 
i=] 


给 出 I" 上 的 一 个 度量 . Bes [R] GU" Ld PO Ar I 
特 方 体 . 8 OR AGRE Ti Hs E RR F P 3-2 EXC [8] BY BT 3 7G 
限 积 . 它 是 希 尔 伯 特 空间 的 子 空间 ,是 完全 正规 、 可 
分 .第 二 可 数 、 紧 .连通 的 空间 . 

贝尔 度量 (Baire metric) 一 类 特殊 的 度量 . 对 
于 实数 集合 R 的 可 数 无 限 笛 卡 儿 乘 积 XX==R* 中 的 
任意 两 点 r=) y= (y) £ 


d(x,y) = 


1/2 


(x. y € I?) 


0 (z = y), 
max{1/i|z; 4 yj) (we ys 
NX. d EREZA. 这 个 d FEROX 上 的 贝尔 度 
E, (X,qd) 称 为 贝尔 度量 空间 . 贝尔 度量 4 是 X 上 
的 完备 度量 . 由 贝尔 度量 确定 的 拓扑 细 于 积 拓 扑 , 并 
且 在 每 个 因子 空间 上 诱导 的 拓扑 是 离散 拓扑 . 贝尔 
度量 空间 不 是 o 紧 的 ,不 是 局 部 紧 的 ,不 是 可 分 的 ， 
不 是 完全 不 连通 的 . 

贝尔 度量 空间 (Baire metric space? 
度量 ”. 

EA (embedding) 一 种 特殊 的 映射 . APART f 
是 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y PS HS [e] Re BR S, Bil 
f(X)CY, 并 且 XX 与 1(X) 同 胚 ,; 则 称 f 为 X 到 Y 


见 “ 贝 尔 


— m 


ih dh = 


ARA. 这 时 称 空 间 X n EBRACZEJR]Y A. XA 
讨论 空间 结构 的 一 种 方法 . 如 7' 空间 X 是 第 二 可 
数 的 充分 必要 条 件 是 ,X nb Bx AUS ZR IB FERE HIT 
内 .空间 X 是 可 分 可 度量 化 空间 的 充分 必要 条 件 
EX BRA I" A. n] 4p E d& I) n] A HR AR 
度量 空间 内 . 拓扑 空间 X 是 吉 潜 诺 夫 空间 的 充分 必 
要 条 件 是 ,X 可 骸 和 人 某 个 方 体 空间 内 . 拓扑 空间 X 
是 吉 洪 诺 夫 空间 的 充分 必要 条 件 是 ,X 可 稠密 地 髓 
ATK T: 空间 内 . 

万 有 空间 (universal space) 一 类 特殊 拓扑 空 
la]. i X AmI, AX 具有 性 质 己 ,并且 具有 性 
质 P 的 任意 空间 都 可 艇 和信 X 内 , 则 称 XX 为 对 于 性 
质 P 了 的 万 有 空间 .例如 , 希 尔 伯 特 方 体 了 对 于 可 分 
可 度量 化 性 质 是 万 有 空间 . 

BB Sl X S BE (Sorgenfrey line) 实数 集 R 上 
的 一 种 拓扑 结构 . 以 R 上 所 有 右 半 开 区 间 

{[a,6) lab € Ria b) 

为 子 基 的 拓扑 空间 , 称 为 邵 剑 夫 锐 直线 ,其 拓扑 称 为 
右 半 开 区 间 拓 扑 . 这 种 拓扑 首先 出 现在 亚 历 山 德 罗 
夫 (Arnercagnpos,[. C. ) i & HH PS CY ppicon, I1. C. ) 于 
1929 年 发 表 的 论文 中 . Bb X ER (Sorgenfrey, R. 
H. ) 于 1949 年 发 表 的 论文 使 它 成 为 一 般 拓扑 学 中 
通用 的 反例 . 它 是 第 一 可 数 的 、 遗 传 可 分 的 .完备 正 
规 . 遗传 林 德勤 夫 的 .遗传 仿 紧 的 、 实 医 紧 的 空间 . 但 
是 , 它 不 是 第 二 可 数 的 .连通 的 .可 度量 化 的 空间 . B 
喘 的 乘积 不 是 正规 空间 . 

4 3EJF [X [8] $4 Fh Cright half-open interval topo- 
logy) ” 见 “ 邵 剑 夫 锐 直线 ”. 

康 托 尔 集 (Cantor set) ” 亦 称 康 托 尔 完备 集 . A 
区 间 L0,1]j 上 的 一 个 无 处 稠密 的 完备 集 . EL LO, 
1] Æ E, 中 除去 开 区 间 (1/3,2/3), 剩 下 的 部 分 记 为 

E, = [0,1/3] U [2/3,1], 
在 E; 中 除去 两 个 开 区 间 
(1/9,2/9) 与 (7/9,8/9), 
W) P 83 Pu S ALK RFID A Es EAU A A KA 
中 分 别 除去 中 间 的 三 分 之 一 ( 开 区 间 ), 剩 下 的 记 为 
Ey. 这 样 的 手续 无 限 进行 下 去 . E 
C = NE, 

则 C 称 为 康 托 尔 集 . 赋予 通常 拓扑 的 康 托 尔 集 是 紧 
拓扑 空间 ,满足 所 有 T 分 离 公 理 ,是 完全 不 连通 的 . 
它 同 胚 于 可 数 个 具有 离散 拓扑 的 两 点 集 D—(0.1) 
的 积 空 间 . 

康 托 尔 完 备 集 (Cantor perfect set) 
尔 集 ”. 

广义 康 托 尔 集 (generalized Cantor set) Ft 
尔 集 概念 的 推广 . a DARA ah AR 
{0,1),m 为 任意 基数 , 则 积 空间 D” 称 为 广义 康 托 
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即 “ 康 托 


一 般 dh dh 学 


KE. 它 是 紧 的 完全 不 连通 空间 . 广义 康 托 尔 集 的 连 
续 像 空间 称 为 二 进 紧 空间 . 

二 进 紧 空间 (binary compact space) 
康 托 尔 集 ” 

开 序 数 空 间 (open ordinal space) 序数 集合 上 
的 一 类 拓扑 空间 . 设 X=[L0,wi) 是 严格 小 于 ww 的 所 
有 序数 集合 ,其 中 wi 是 第 一 个 不 可 数 序数 .X EA 
予 序 拓扑 所 构成 的 拓扑 空间 称 为 开 序数 空间 . 对 于 
任意 ao. L0,a ]fE23 L0. w) HF 28 JH] A XE IBY. 
[0, 0,0 FP BS E EAE Se UHR E XE Ji SEE B. TF 
数 空间 是 伪 紧 .序列 紧 . 可 数 紧 .局 部 紧 、 第 一 可 数 、 
可 数 仿 紧 .完全 不 连通 、 零 维 空间 ,不 是 紧 、.c 紧 、 林 
德 勒 夫 、o 局 部 紧 、 可 分 、 第 二 可 数 、 仿 紧 、 连 通 、 道 路 
连通 、 局 部 连通 、 局 部 道路 连通 空间 . 

闭 序数 空间 (closed ordinal space) ”序数 集合 
上 的 一 类 拓扑 空间 . 设 X =O, 是 小 于 或 等 于 
Qi 的 所 有 序数 的 集合 ,其 中 w 是 第 一 个 不 可 数 序 
数 .X "上 赋予 序 拓 扑 所 构成 的 拓扑 空间 称 为 财 序数 
空间 . 开 序数 空间 X 王 [0,w) 是 财 序数 空间 X -的 子 
空间 . (w EL oa ] 中 是 闭 集 ,但 不 是 Cs R. 财 序数 
空间 是 紧 、o 紧 、 林 德 勒 夫 、 可 数 紧 、 序 列 紧 、 伪 紧 、 局 
部 紧 、 仿 紧 、 完 全 不 连通 、 零 维 空间 ,但 不 是 可 分 、 第 
一 可 数 、 第 二 可 数 、 连 通 、 道 路 连通 .局 部 连通 、 局 部 
道路 连通 空间 . 

吉 洪 诺 夫 板 (Tychonoff plank) 一 类 特殊 的 
拓扑 空间 . 1 X —|[0,o], Y —[0.«, ], irn w 是 第 一 
个 可 数 序 数 ,w 是 第 一 个 不 可 数 序数 .X,Y 上 分 别 
赋予 序 拓扑 .由 民 XY 舍 去 端点 已 Co,wl) 所 得 到 的 
子 空 间 2 称 为 吉 洪 诺 夫 板 .2Z 是 完全 正则 的 但 不 是 
正规 的 . XXY 是 正规 的 但 不 是 遗传 正规 的 .2Z 满足 
To Ti Ts Tu TS 73 诸 分 离 公 理 , 但 不 满足 Tas 
T; 公理 ;是 伪 紧 .局 部 紧 、 完 全 不 连通 、 零 维 空间 ,但 
不 是 紧 、o 紧 、 林 德 勒 夫 、 可 数 蛇 、 序 列 紧 、 第 一 可 数 、 
第 二 可 数 .可 分 、 仿 紧 、 可 数 仿 紧 .连通 .道路 连通 .局 
部 连通 、 局 部 道路 连通 空间 . 

穆 尔 半 平 面 (Moore semiplane) | ZR £k 752K 7X 
基 切 圆 盘 空 间 . 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 X 为 包含 
Xx 轴 的 上 半 平 面 ,普通 的 开 集 在 X 上 是 开 的 ,x 轴 上 
A P 的 邻 域 基 中 的 元 素 是 在 xz 轴 的 上 方 与 点 PH 
切 的 开 圆 盘 与 { 尸 } 的 并 集 . 拓扑 空间 X 称 为 穆 尔 半 
平面 . 稳 尔 半 和 平面 是 完全 正则 的 .可 分 的 . 其 子 空间 
Zz 轴 具有 离散 拓扑 ,不 是 可 分 的 . 稳 尔 半 和 平面 是 第 一 
可 数 的 但 不 是 第 二 可 数 的 ,是 连通 的 .道路 连通 、 局 
部 连通 、 局 部 道路 连通 的 ,不 是 紧 的 、o 紧 、 可 数 紧 、 
序列 紧 、 伪 紧 、 林 德 勒 夫 、 局 部 紧 、 仿 紧 空 间 . EA 
WE k C AnekcanipoB, HI. C. 24075 HK RE (Niemytzk- 
i, Y.) F 1938 4E, Æ w BW (McAuley, L. F. ) 于 
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见 x 


1956 年 曾 讨论 过 这 类 空间 的 性 质 . 亚 历 山 德 罗 夫 和 
霍 普 夫 (Hopf,H. ) F 1935 FH MN IKKE A 
盘 空间 , 现 已 成 为 通用 的 反例 . 它 不 是 正规 的 ,其 证 
明 是 琼斯 (Jones,F.B. ) 于 1937 年 给 出 的 . 

75 KR EW) A Si S WB) CNiemytzki's tangent 
即 “ 穆 尔 半 平 面 ”. 

加 细 (refinement) 集 族 之 间 的 一 种 关系 . 设 

M={U,\a€ A), V={V_l|BEB} 

是 集合 X 的 两 个 子 集 族 . 若 存 在 映射 p: 4 一 B, 使 得 
当 go) — B WI f UCV a, MERK -A BY KAER 
A 加 细作, 并 称 o RY. 特别 地 , 当 ASB, 
并 且 恒 等 映射 为 加 细 映 射 时 , 称 -WY 为 N 
细 . 

加 细 上 映射 (refinement mapping? 

一 一 加 细 (one-to-one refinement?) 


disc space) 


见 “ 加 细 ”. 
见 “ 加 细 ”. 
重心 加 细 (barycentric refinement) — £2 ii < M] 
的 一 种 关系 . 设 X 是 拓扑 空间 ,和 和 > 都 是 X 的 
i.d: 
(ry =UVE|xcx EV), 
CA = {KF (x7) \x E X}. 
Xp ^E UB. YR 7 FE SC 的 重心 加 细 . 

kg dn (star refinement) 覆盖 之 间 的 一 种 关 

系 . 设 X 是 拓扑 空间 ,入 和 YY 都 是 X 的 覆盖 . 记 
人 
PY VI=UV EV |V')\VAS}).4 EK 
的 加 细 , 则 称 二 是 SC 的 星 加 细 . 

IE 34 JF 399 E (normal open cover) — 287F 8 
盖 . X AMS. WRX OBR. AGE X 
B3 JF E sS 9 C2.) ,使 得 =H”, FHA M TERE 
PRI io Ulir Fe 7C, 的 星 加 细 , 则 称 红 为 X 的 正规 
JF ti. 空间 X 是 正规 空间 的 充分 必要 条 件 是 ,X 
的 任意 局 部 有 限 开 覆盖 是 正规 开 和 覆盖. 空间 X 的 局 
部 有 限 由 补 零 集 组 成 的 覆盖 是 正规 开 和 覆盖 . 

全 体 正 规 空间 (fully normal space) 一 类 拓扑 
空间 . 任意 开 履 盖 都 是 正规 开 上 覆盖 的 拓扑 空间 称 为 
全 体 正 规 空间 .在 并 空间 范围 内 ,全 体 正 规 空间 等 
价 于 仿 紧 空间 .度量 空间 是 全 体 正 规 空 间 . 全 体 正 规 
空间 是 正规 空间 . 开 序 数 空间 L0,w) 是 正规 但 非 全 
体 正规 空间 . 全 体 正 规 空间 是 族 正 规 的 、 仿 紧 的 . 仿 
AT, 空间 是 全 体 正 规 的 . 

勒 贝 格 数 (Lebesgue number) KE RA) 
与 覆盖 有 关 的 数 . 若 和 是 紧 度 量 空间 ,多 是 X 的 任 
意 开 覆盖 , 则 存在 正 数 A 使 得 {Bi(x) 1xE Xi 是 B 
的 加 细 , 其 中 Bi) ASS X PU x AUD A 
Ale 42 FPR. 正 数 4 称 为 覆盖 到 YL a. 上 
XR 25 Ye WR 2 HO FS E om GE BE. 

Bh n $s 3€ 3S XE XB (Lebesgue covering theorem) 
VM VEL 


ma RJ Ei jk (point-countable family) 一 类 集 
族 . 考虑 集合 X RAP RW. WER COX 的 阶 
数 是 入 中 含有 z 的 元 的 个 数 , 以 ord, € 表示 之 . 
U 的 阶 数 是 集合 (ord. 红 1zEX)} 的 上 确 界 , 记 为 
ord Z. 若 对 于 任意 zxEX,ord, WM 都 是 有 限 数 , 则 
称 % 为 点 有 限 族 . A ord V xL Ss. MEK 为 点 可 
数 族 ,其 中 兴 。 为 目 然 数 集 的 基数 ， 

点 有 限 族 Cpoint-finite family ) 
k". 

局 部 有 限 族 (ocally finite family) 
设 Mie 


一 类 集 族 . 
s 间 X 的 子 集 族 . ANTR rex, 
FE r 的 邻 域 了 ,使 得 7 仅 与 A 中 有 限 个 成 员 相 
ZMP -A A X BERAR. A ET RT 
部 有 限 族 的 并 集 , 则 称 AX BS o 局 部 有 限 族 . 局 
部 有 限 族 的 概念 是 亚 历 山 德 罗 夫 (AsekcaHmpoB, IH. 
C.F 1924 年 引入 的 . 

o 局 部 有 限 族 (o-locally finite family) 
部 有 限 族 ”. 

星 有 限 族 (star finite family) 一 类 集 族 . Rw 
是 拓扑 空间 X 的 子 集 族 . 若 对 于 任意 UCHR 
UNV 关 多 的 e KLV RAARD, MEK H X 
的 星 有 限 族 ， 

离散 族 (discrete family) —2 ER. ie K E 
拓扑 空间 X 的 子 集 族 . AM TEE EX, FEW 
邻 域 V, 使 得 V 5 红 中 至 多 一 个 元 相交 , 则 称 女 / 
E X 的 离散 族 . % 是 离散 族 , 当 且 仅 当 

e —(U|U € v) 

是 两 两 不 相交 的 局 部 有 限 族 . 离散 族 一 定 是 局 部 有 
限 族 . 若 红 可 以 表示 为 X 的 可 数 个 离散 族 的 并 , 则 
EK U E X H o AOR. 

c 离散 族 (o-discrete family) W“ S POR”. 

We E S [8] Ccollectionwise normal space) 一 
类 拓扑 空间 . E X ARTS sli]. 大 对 于 X HERA 
a oa ajacis FF FE PA BA AS dH 20 BY FP 88 3X 

cea iE. Fa EG, 对 于 任意 a€ A RZ, WRK X 
dent 间 . 族 正规 空间 是 正规 空间 . 族 正规 性 是 
闭 遗 传 的 . 全 体 正规 空间 是 族 正规 的 . 仿 紧 空间 是 族 
正规 的 . 族 正规 空间 是 宾 (Bing,R.H. ) 于 1951 FE 
义 的 . 岛 克 (Dowker,C. H. ) F 1952 年 给 出 了 族 正 
规 空间 的 一 个 等 价 条 件 . 

保 闭 族 (closure preserving family) 一 类 集 
族 . 设 V 为 拓扑 空间 X 的 子 集 族 . AMT € 的 任 
mR” UIWI|WE™ AMR. WIE WAX 
保 闭 族 . A SC 可 以 表示 为 可 数 个 保 闭 族 的 并 , 则 称 
U 为 X 的 o 保 闭 族 ,局 部 有 限 族 必 为 保 闭 族 .迈克 
^R (Michael, E. ) 用 保 闭 族 给 出 仿 紧 空间 的 充分 必要 
AR PF. 保 闭 族 是 迈克 尔 于 1957 年 提出 的 . 

o 保 闭 族 (o-closure preserving family) 


见 “ 局 


见 “ 保 


一 般 拓扑 学 


闭 族 ”. 
0 可 加 细 空 间 (0-refinable space) ” 亦 称 次 亚 紧 
空间 .一 类 拓扑 空间 . x X 是 拓扑 空间 . 吞 对 于 X 的 
IEEE uS 20 ,存在 X 的 开 覆 盖 列 《0 } 满足 条 件 : 
XT EX 1.07; dV 的 加 细 , 并 且 对 于 任意 € X. 
存在 i 使 得 x 只 属于 KA 中 的 有 限 多 个 元 , 则 称 X 


是 2 可 加 细 空 间 . 点 有 限 仿 紧 空 间 、 次 仿 紧 空间 都 是 
0 可 加 细 空 间 . 

次 亚 紧 空间 (submetacompact space) ”有 即 “0 可 
加 细 空 间 ”. 

亚 紧 空间 (metacompact space) 亦 称 点 式 仿 
紧 空间 或 弱 仿 紧 空间 .一 类 拓扑 空间 . 大 拓扑 空间 XX 


的 任意 开 覆 盖 都 存在 点 有 限 的 开 履 盖 加 细 , 则 称 X 
KERTH. x; X 的 任意 可 数 开 履 盖 都 存在 点 有 限 
的 开 和 覆盖 加 细 , 则 称 XX 为 可 数 亚 紧 空间 . 仿 紧 空间 
是 亚 紧 空间 . 亚 紧 空间 是 可 数 亚 紧 空间 . 可 数 紧 的 亚 
紧 空间 是 紧 空间 . 亚 紧 的 族 正规 空间 是 仿 紧 的 ,这 是 
迈克 尔 (Michael, E. ) Al 7K Jl, (Nagami, K. ) F 1955 
年 分 别 独 立 证 明 的 . 

| mx 0; X 93 iB] (pointwise paracompact space) 
BD" qp XE [B]. 

55 0; X S E] (weakly paracompact space? Bp 
TRSM”. 

RJ Zi F XX S E] (countably metacompact space) 
见 “ 亚 蛇 空间 ”. 

仿 紧 空间 (paracompact space) 一 类 重要 的 拓 
扑 空间 . 为 了 讨论 拓扑 空间 的 可 度量 化 问题 , 迪 厄 多 
W (Dieudonné, J. ) 于 1944 年 引入 仿 紧 空间 的 概念 . 
i X AMT. X HERA BM A Bh A PR 
的 开 履 盖 加 细 , 则 称 X 为 仿 紧 空间 . 紧 空间 是 仿 紧 
空间 . 度量 空间 也 是 仿 紧 空间 .反之 未 必 成 立 . 仿 紧 

空间 是 紧 空间 的 一 种 最 重要 的 推广 . 对 于 这 一 类 空 
间 的 研究 ,不仅 从 内 容 上 推广 了 紧 空 间 理 论 ,而 且 较 
大 地 发 展 了 覆盖 方法 ,有 力 地 推动 了 一 般 拓 扑 学 的 
发 展 ,特别 是 广义 度量 空间 理论 和 度量 化 问题 的 广 
泛 进展 .另外 , 仿 紧 空 间 在 微分 流 形 、 代 数 拓扑 和 泛 
函 分 析 中 也 有 重要 的 应 用 . 仿 紧 性 具有 闭 遗 传 性 . Dj 
AT, 空间 的 财 连续 像 是 仿 双 了 BJ. DER T» 空间 是 
全 体 正规 空间 . ZEMS HERZ I. DR TS 

空间 中 的 , 集 是 仿 紧 的 .在 完全 映射 下 , 仿 紧 空间 
的 原 像 是 仿 紧 的 . 仿 紧 空间 是 亚 紧 的 .可 数 仿 紧 的 、 
族 正规 的 .可 数 紧 的 仿 紧 空间 是 紧 空 间 . 林 德 勤 夫 空 
间 是 仿 紧 的 .斯 通 (Stone,A.H. ) 于 1948 年 .迈克 和 尔 
(Michael,E. ) 于 1953 年 给 出 了 仿 紧 性 的 几 个 等 价 
条 件 . 森田 纪 一 (Morita , K. ) fl E Ef (Tamano,H. ) 
T 1960—1962 年 也 分 别 给 出 了 几 个 等 价 条 件 . 

强 仿 紧 空间 (strongly paracompact space) 亦 
称 星 有 限 空 间或 S 空间 .一 类 拓扑 空间 . 设 X 是 拓 
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扑 空 间 . E X AY FE RIT E uu BETTE EA PR JT Be I 
细 , 则 称 X 为 强 仿 紧 空间 . 强 仿 紧 空间 是 仿 紧 空间 . 
正则 的 林 德 勒 夫 空间 是 强 仿 紧 空间 . 强 仿 紧 空间 是 
岛 克 (Dowker,C. H.) F 1947 年 定义 的 . 斯 米尔 诺 
K (Cmupuon, lO. M. ) 于 1956 年 给 出 了 强 仿 紧 空 间 的 
等 价 条 件 . KE (Kaplan, S.) A E H UF X 
C AutekcarurpoB, HI. C.) F 1947 年 证 明了 可 分 度量 空 
间 是 强 仿 紧 的 . 

Eg PR £E (star-finite space) 
间 ". 

S 空间 (CS-space) 即 “ 强 仿 紧 空间 ” 

可 数 仿 上 紧 空间 (countably paracompact space) 
一 类 拓扑 空间 . 设 XX 为 拓扑 空间 .车 XX 的 任意 可 数 
开罗 盖 都 存在 局 部 有 限 的 开 履 盖 加 细 , 则 称 X 为 可 
数 仿 紧 空间 . 完全 正规 空间 是 可 数 仿 紧 空间 . 可 数 仿 
紧 性 是 闭 遗 传 的 . 任意 正规 空间 是 否 为 可 数 仿 紧 的 
[n] i i 8 FE (Dowker,C. H. ) 于 1951 年 提出 的 许多 
问题 之 一 ,20 年 后 由 美国 女 数 学 家 路 本 (Rudin， 
M. ) 给 出 了 否定 的 回答 ,并 举 出 一 个 反例 . 可 数 仿 紧 
zs [B] dé S3 su AK UJ 36 X CKareros, M. ) F 1951 年 引 

o fh E jB]Co-paracompact space) 亦 称 次 仿 
紧 空 间 . 一 类 拓扑 空间 . 设 X 是 拓扑 空间 . ATF X 
的 任意 开 覆 盖 A FEREAU) ,对 于 任意 点 
r€ X.ffízi. c. (xz) 包含 在 红 的 某 一 成 员 
中 , 则 称 六 为 o 仿 紧 空 间 .X x o0 X983 Bx 
4X 的 任意 开 和 覆盖 都 存在 o 离散 的 (或 o 局 部 有 限 
的 ,o 保 闭 的 ) 闭 覆盖 加 细 . 


B se i ARS 


次 仿 紧 空间 (Csubparacompact space) 即 “c 仿 
X n". 
可 度量 化 空间 (Cmetrizable space) 一 类 特殊 的 


拓扑 空间 . 设 X 是 拓扑 空间 . AERA X 上 存在 一 
个 度量 & ,使 得 和 FA d 诱导 的 拓扑 和 XX 上 原来 的 
拓扑 一 致 , 则 称 X 为 可 上 度量 化 空间 .关于 拓扑 空间 
可 度量 化 的 充分 必要 条 件 的 探索 是 一 般 拓扑 学 中 最 
上 古老、 产生 问题 最 多 的 课题 之 一 . 亚 历 山 德 罗 夫 
CAiekcagtpon, H. C. ) fll G dg PS CY puicon, TT. C. ) 早 于 
1923 年 用 开 和 覆盖 列 上 的 一 个 特殊 条 件 提供 了 一 个 
答案 .大约 在 10 4E JG. EK Moore, R. L. ) FH fit EXC 
AR f fi 189 ALE. 3 Wr Jones, F. B. ) F 1937 年 称 
这 样 的 空间 为 称 尔 空间 .度量 空间 是 稳 尔 空间 ,反之 
未 必 成 立 . 于 是 ,关于 可 度量 化 定理 的 研究 转变 为 精 
确 地 确定 什么 样 的 称 尔 空间 是 可 度量 化 的 .最 有 名 
的 猜测 是 每 个 正规 称 尔 空间 是 可 度量 化 的 .最 近 50 
年 里 对 这 个 猜测 的 研究 在 一 般 拓扑 学 的 发 展 中 起 着 
重要 的 作用 . 琼斯 于 1937 年 指出 , 寿 29e 2*9 , 则 每 
个 可 分 正规 穆 尔 空间 是 可 上 度量 化 的 . 宾 (Bing, R. 
H. ) 和 永 见 (Nagami,K. ) 指 出 每 个 仿 紧 称 尔 空间 是 
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可 度量 化 的 . PEK de (Silver. J. H.) F 1970 年 用 科 
恩 模型 指出 正规 称 尔 空间 猜测 本 喘 不 能 用 现 有 的 集 
论 公理 证 明 . 周 浩 旋 于 1979 年 在 附加 集 论 假设 MA 
十 了 CH 下 ,证 明了 存在 不 可 度量 化 的 穆 尔 空间 .由 
此 可 见 ,可 度量 化 问题 的 研究 与 公理 集合 论 有 密切 
的 联系 . 

乌 雷 松 度 量化 定理 (Urysohn metrization theo- 
rem) 著名 的 度量 化 定理 . 该 定理 断言 : 

1. 第 二 可 数 的 正则 T 空间 是 可 度量 化 的 . 

2. 紧 空 间 是 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 是 , 它 是 
第 二 可 数 空 间 . 

乌 雷 松 度 量化 定理 的 两 个 结论 是 乌 雷 松 
(Ypnicon, fl. C. ) 于 1925 年 和 1923 年 分 别 得 到 的 . 

宾 - 长 田 - 斯 米尔 诺 夫 度量 化 定理 (Bing-Naga- 
ta-Smirnov metrization theorem) 著名 的 度量 化 
定理 . 该 定理 断言 :对 于 正则 了 空间 X, 下 列 性 质 是 
等 价 的 : 

1.X 是 可 度量 化 的 . 

2. X RA o ARA. 

3. X 具有 局 部 有 限 基 . 

条 件 2 是 宾 (Bing,R.H, ) 于 1951 年 给 出 的 .条 
件 3 Æ K A (Nagata, J.) F 1950 年 ,斯 米尔 诺 夫 
(Cuupuon, IO. M. ) F 1951 年 独立 给 出 的 . 

穆 尔 空间 (Moore space) 一 类 拓扑 空间 . iX 
{i} 是 拓扑 空间 X 的 开 履 盖 列 . 对 任意 XEX, 记 
KM (x)—-U(tU ce rcu). 
dp (EC (ar) |i © N) ABA x By SPA DUI ER UG) 
是 XX 的 展开 列 . 具有 展开 列 的 空间 称 为 可 展 空间 ， 
正则 的 可 展 空间 称 为 穆 尔 空间 . 穆 尔 空间 是 琼斯 
(Jones, F. B.) F 1937 年 命名 的 . 正规 的 穆 尔 空间 
可 否 度 量化 问题 至 今 尚未 全 部 解决 . 度量 空间 必 是 
穆 尔 空间 . YZ * GB X (van Douwen, E. K. ) F 1977 
年 举 出 大 量 不 可 上 度量 化 的 穆 尔 空间 的 例子 . 琼斯 于 

1937 年 曾 指出 正规 穆 尔 空间 是 完全 正规 的 . 

可 展 室 间 (developable space) Jil, " 8 ZR Æ 
jE”. 

展开 列 (development) 拓扑 空间 的 一 个 概念 . 
指 一 类 集 族 ( 参 见 “ 穆 尔 空间 ”). 展开 列 的 概念 是 各 
尔 (Moore,E. H. ) F 1916 年 引入 的 ,并 常 出 现在 他 
的 论文 中 .也 出 现在 亚 历 山 德 罗 夫 (AiercarvtpoB,11. 
C. f E E CO ppicou, IT. C. 21923 年 的 论文 中 . 

穆 尔 度量 化 定理 (Moore metrization theorem) 
著名 的 度量 化 定理 . 设 {%,;} 为 拓扑 空间 X BETA 
盖 列 . 若 对 于 任意 ce xX S r 的 任意 邻 域 U, 存 在 zz 
的 邻 域 V 与 自然 数 1, 使 得 CV) CU Ws C26) 
Hy X 的 强 展开 列 . 穆 尔 度量 化 定理 断言 :拓扑 空间 
X 可 度量 化 当 且 仅 当 X 是 了 7 空间, 并且 具 有 强 展 


JF ÀJ. iX XE PE B — P FR YES IR] BJ JE 5X E Hi ES AR 
(Moore, R. L.) F 1935 年 给 出 的 . 斯 通 (Stone,A. 
H. ) 和 阿尔 汉 盖 路 斯 基 (Apxatreinpcxw 六 ,A. ) 分 别 于 
1960 年 与 1961 年 引进 强 展 开 列 概念 并 证 明了 上 述 
4E JH. 

of Re JT 2| (strong development) 
化 定理 ” 

亚 历 山 德 罗 夫 - 马 雷 松 度量 化 定理 (Alexan- 
droff-Urysohn metrization theorem) 著名 的 度量 
化 定理 . 拓扑 空间 X 可 度量 化 当 且 仅 当 X BT. 空 
间 ,并且 具 有 展开 列 {2v,} 使 得 对 于 任意 并 + 是 
^, 的 星 加 细 . 该 定理 称 为 亚 历 山 德 罗 夫 - 乌 雷 松 度 
量化 定理 , 它 出 现在 图 基 (CTukey,J. W. ) 于 1940 年 
出 版 的 著作 《拓扑 中 的 收敛 与 一 致 性 中 .但 是 ,该 定 
理 的 最 初 形式 是 亚 历 山 德 罗 夫 (AnercanipoB,Il,C.) 
All E 8g S CY pacon, LH. C. ) 于 1923 年 发 表 的 . 

宾 度 量化 定理 (Bing metrization theorem) 著 
名 的 度量 化 定理 . 宾 (Bing,R.H. ) 于 1951 年 证 明了 
如 下 度量 化 定理 :拓扑 空间 X 可 度量 化 当 且 仪 当 X 
是 族 正规 的 可 展 空间 . 

阿尔 汉 盖 路 斯 基 度 量化 定理 (Arhangel’skii 
metrization theorem) 著名 的 度量 化 定理 . 阿尔 汉 
2d BE HAE CA pxanresckum, A.) F 1960 年 引进 了 拓 
扑 空 间 的 正则 基 与 点 正则 基 概 念 ,并 证 明了 下 面 两 
个 上 度量 化 定理 : 


见 “ 穆 尔 度 量 


1. 拓扑 空间 XX 可 度量 化 当 且 仅 当 X eT) 空间 
且 具 有 正则 基 

2. 拓扑 空 ial X 可 度量 化 当 且 仅 当 X 是 族 正规 
的 上 且 具有 点 正则 基 


拓扑 空间 X 的 基 多 称 为 正则 的 ,大 对 于 任意 x 
EX Hx WER BRU, FE r BEER V CU ,使 得 
BHBHVRX—U 同时 相交 的 元 只 有 有 限 多 个 . 2 
称 为 点 正则 的 ,车 对 于 任意 xEX 与 x 的 任意 邻 域 
U, 光 中 含 + 且 与 X 一 U 相交 的 元 只 有 有 限 个 .每 
一 个 正则 基 是 点 正则 的 . 


正则 基 (regular base) 见 “ 阿 尔 汉 盖 路 斯 基 度 


量化 定理 ” 
点 正则 基 (point-regular base) JL“ PAR 
路 斯 基 度 量化 定理 ” 


宾 - 永 见 度量 化 定理 (Bing-Nagaml metrization 
theorem) 著名 的 度量 化 定理 . 3E (Bing R. 五 . ) 于 
1951 年 , 永 见 (Nagami,K. ) F 1955 年 分 别 独 立地 
证 明了 如 下 定理 : 仿 紧 穆 尔 空间 是 可 度量 化 的 . 

可 对 称 度量 化 空间 (symmetrizable space) — 
类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 X 为 拓扑 空间 . FE TE XX 
X 到 非 负 实 数 集 的 映射 d ,对 于 任意 Z,yEX 满足 : 

1.d(x,y)=0, 4 H 4 r=y; 

2. dr, y)—d(Cy.22; 


一 般 i th 学 


3.UCX 是 开 的 当 且 仅 当 对 于 任意 0 € X FE 
e>0 使 得 Blr, CU, Hh 
Blz) = (ly € Xld(x,y) « €), 
WU ER X 是 可 对 称 度量 化 空间 . 满足 条 件 1 与 2 的 映 
H d 称 为 X 上 的 对 称 度量 . 可 对 称 度量 化 空间 是 序 
列 空间 ,但 未 必 是 第 一 可 数 的 .可 对 称 度量 化 的 M 
空间 是 可 度量 化 的 . 


对 称 度量 (symmetric metric)” 见 “可 对 称 度量 


化 空间 ”. 
可 半 度 量化 空间 (semi-metrizable space) — 
类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 X 为 拓扑 空间 . BA FE X X 


X 到 非 负 实数 集 的 映射 <&, 对 于 任意 xy € X ME: 

1. d x,52—0, M H [XM r—y; 

2. M ORNA e 

. GBGr 6€) |e20 FA, x 的 邻 域 基 ， 其 中 
B(x,c)—1y€X|d(c, y) «t; 

则 称 X 是 可 半 度 量化 空间 .X 是 可 半 度 量化 空间 当 
HAL X 是 可 对 称 度量 化 的 与 第 一 可 数 的 , 当 且 仅 
当 X ENE RN KS SAMS Xe 
半 可 层 化 的 与 第 一 可 数 的 . 半 可 度量 化 空间 是 次 仿 
紧 的 . 族 正规 的 半 可 度量 化 空间 是 仿 紧 的 . 

紧 化 (compactification) 与 紧 性 有 关 的 一 个 概 

念 . 设 X 为 拓扑 空间 ,7 AXI. rex 
ARRA c: X>Y 使 得 c(X) 在 Y 中 稠密 , 则 称 序 偶 
(Y,c) 为 空间 X 的 紧 化 .有 时 也 称 Y 了 或 c(X) 为 X 
WAM. AY VET, 空间 , 则 称 了 是 X HT. Atk. 
讨论 拓扑 空间 的 紧 化 及 其 性 质 是 一 般 拓扑 学 发 展 的 
动力 之 一 . 现 已 有 多 种 紧 化 . 例如 ;斯 通 - 切 赫 紧 化 ， 
亚 历 山 德 罗 夫 紧 化 ( 单 点 紧 化 ), 瓦 勒 曼 型 紧 化 ,正则 
的 瓦 勒 曼 型 紧 化 ,完全 紧 化 , 极 大 紧 化 ,斯 米尔 诺 夫 
紧 化 , 实 紧 化 ,点 型 紧 化 ,x 紧 化 等 . 紧 化 问题 是 卡拉 
西 奥 多 里 (Carathéodory,C. ) 于 1913 年 开始 研究 
BJ. zr ye ia CTuxogoB, A. H. ) 于 1930 年 指出 空间 
XAT, 紧 化 当 且 仅 当 X 是 吉 洪 诺 夫 空间 . 

T, R4 (T-compactification) 见 “ 紧 化 ” 

单 点 紧 化 (one point ERN aur 亦 称 
亚 历 山 德 罗 夫 紧 化 .一 种 特殊 的 紧 化 . 设 (X, 儿 ) 是 
拓扑 空间 ,点 “ce ”为 不 属于 X 的 元 素 , Aa 
X*=XU{o}, 7*=7 U{{œ}U(X—F)|F 
是 X 的 闭 的 紧 子 集 }U {X"), 则 拓扑 空间 (X*， 
了 “) 是 空间 X 的 紧 化 , 称 为 X 的 单 点 紧 化 . 空间 
CX * 7 ORT: 28 8] 24 ELS CX 7 ) 为 局 部 紧 的 
T. 空间 .上述 结果 是 亚 历 山 德 罗 夫 (AJekcarrpoB， 
LI. C. ) 于 1924 年 证 明 的 . 

亚 历 山 德 罗 夫 紧 化 (Alexandroff compactifi- 
cation) 即 " 单 点 紧 化 ” 

极 大 紧 化 (maximal compactification ) 
殊 的 紧 化 . 设 X 为 吉 洪 诺 夫 空 


一 种 特 
lg]. (X) mR X 的 
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一 HN dh dh 学 


FUB T. 紧 化 的 族 , 又 设 ci.(X) 与 c,(X) 为 XX 的 两 个 
T; Bt. BEER fic Xen (XE fo 
一 c, 则 规定 c; X0 «e OO. € OD ERR EI 
极 大 元 称 为 X 的 极 大 紧 化 .X 的 任意 两 个 极 大 紧 化 
clCX) 与 cz(X) 是 互相 等 价 的 , 即 存 在 同 胚 映射 了 : 
CCX cn (XI) 使 得 

dap mS Cos 

斯 通 - 切 赫 紧 化 (Stone-Cech compactification) 
一 种 特殊 的 紧 化 . 设 X 为 吉 洪 诺 夫 空间 ,下 为 和 到 
单位 区 间 了 的 所 有 连续 函数 族 , 则 了 7" 为 紧 空 间 . 设 e 
H X BT" 的 赋值 映射 , 即 对 于 任意 fEF,elzx) 的 了 
EERI SC), W e: X> AA BRAT. e X) FE I? p 
的 闭 包 记 为 BX, 则 BX 是 X 的 紧 化 , 称 为 斯 通 - 切 
赫 紧 化 . 它 是 一 个 极 大 紧 化 . 切 赫 (Cech,E. ) 和 斯 通 
(Stone, A. H. ) F 1937 年 发 表 的 论文 以 及 斯 通 于 
1948 年 发 表 的 论文 包含 了 斯 通 - 切 赫 紧 化 的 所 有 基 
本 结果 . 涉及 斯 通 - 切 赫 紧 化 的 问题 是 一 般 拓扑 学 的 
许多 有 趣 问题 之 一 . 该 紧 化 可 用 不 同方 法 构成 ,有 许 
多 有 趣 的 性 质 , 应 用 在 构造 许多 有 趣 的 例子 中 以 及 
Jee He FE FE AR) TE BA HP 

Eee B X 4L (Wallman compactification) 一 
种 特殊 的 紧 化 . 对 于 每 个 7 空间 X, 可 构造 一 个 以 
X eei de T, 空间 wo X ,使 得 对 于 任意 紧 

空间 Z 与 任意 连续 映射 X>, S AP KA 
m wX—>Z. 3 空间 wX BA X ee 

下 ,wxX S TX 的 斯 通 rer Bx. 

BH (Tamano theorem) Hi E 4E Zi mth 
紧 性 的 定理 . 该 定理 断言 :对 于 吉 洪 诺 夫 空间 X, F 
di 

1. 空间 X 是 仿 紧 的 . 

2. 对 于 空间 X AE RIA c(X),XX:(X) E 
正规 的 . 

3. 设 BX 为 X 的 斯 通 - 切 赫 紧 化 , 则 XXxBX 是 
正规 的 . 

4. 存在 XX 的 紧 化 cl(X), 使 得 人 XXclX) 是 正规 
的 . 

条 件 1 与 3 的 等 价 性 是 玉 野 (Tamano,H. ) F 
1960 年 建立 的 ,条 件 1 与 4 的 等 价 性 是 森田 纪 一 
(Morita,K. ) 和 玉 野 于 1962 年 独立 取得 的 . 

切 赫 完备 空间 (Cech complete space) 
殊 的 拓扑 空间 . 设 X Du HEV MB). AX TE BX 
中 是 Go SE DU ER X 为 切 赫 完 备 空间 ,这 个 概念 是 切 
fik (Cech, E. ) 于 1937 年 提出 的 . 切 赫 完 备 空间 的 任 
集 及 闭 集 是 切 赫 完 备 的 . 切 赫 完备 性 是 可 数 可 

EREI. 切 赫 完备 仿 紧 空间 的 可 数 积 是 仿 紧 的 . UT C 
备 空间 是 可 数 型 空间 . 切 赫 完备 空间 是 & 空间 . 查 伯 
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一 类 特 


(Chaber,J. ) 于 1972 年 举 出 开 完 全 映射 将 非 正 则 空 
间 变 换 为 正规 切 赫 完备 空间 的 例子 . 设 X,Y 为 吉 洪 
诺 夫 空间 . ETE XAY 上 的 完全 映射 , 则 和 是 切 
赫 完 备 的 充分 必要 条 件 是 Y 是 切 赫 完备 的 . 

可 数 型 空间 (countable type space) 一 类 特殊 
的 拓扑 空间 . 设 X 为 拓扑 空间 . 寿 对 于 X 的 任意 紧 
TRH, FERS HWAPR F. Ei F RASAR 


或 可 数 特征 , 则 称 X 为 可 数 型 空间 .度量 空间 及 切 
赫 完 备 空 间 是 可 数 型 空间 . 可 数 型 空间 是 可 数 可 积 
的 . 


一 致 结构 (uniformity) ”集合 上 的 一 种 结构 . 设 
X HRA U ON XXX WARS FRR. EU 满足 
下 列 条 件 , 则 称 iX EBJ—E T: 
1. 的 每 一 个 元 包含 对 角 线 A. 
2.4 UC C ,WIU € ec, AH 
U4 sy) 1 (yx) EU x 
3. UEC HME EV € 9e EV VCU, R 


V o V ={(2,2)| 存在 > 使 得 (zy) € V 
Ho € V}. 

4 EU, VEK, WUNVEX. 

5. BRUCWHHAUCVCKXXX "W VEX. 

具有 一 致 结构 U 的 集合 X 称 为 一 致 空间 , 记 
HJ OX). 一 致 空间 的 概念 是 韦 伊 (Weil,A. ) 于 
1938 年 引入 的 . 布尔 巴 基 (Bourbaki,N. ) 于 1940 年 
首先 给 予 系 统 的 论述 .网 基 (CTukey,J. W. ) 于 1940 
年 用 覆盖 族 定义 并 研究 了 一 致 空间 的 等 价 的 概念 . 
Z HFN RK Asbell, J. R.) F 1964 年 出 版 的 书 中 ,包含 
了 用 覆盖 叙述 的 一 致 空间 理论 的 重要 发 展 . 一 致 空 
间 也 可 用 伪 度 量 族 来 描述 , 它 是 由 布尔 巴 基 于 1948 
年 给 出 的 . 

一 致 空间 (Cuniform space)” 见 “一 致 结构 ”. 

— Hr Hi Fh (uniform topology) &—$& £5 t iS 
导 的 拓扑 . 设 (X, 2) 为 一 致 空间 ,三 是 X 的 子 集 ， 
满足 :对 于 任意 POT ,存在 ES [ER UCD) CT, 
HR UC)= {yl r.y) EU}. PART AMY 
WC X EAEE A h OBS 
的 拓扑 或 一 致 拓扑 . 当 由 一 致 结构 CC 诱导 的 拓扑 
空间 XX 为 紧 空 间 时 , 则 和 XX 的 拓扑 一 致 的 一 致 结构 
是 惟一 确定 的 .一 致 空间 是 完全 正则 的 ,并 且 完 全 正 

则 空间 具有 和 和 它 的 拓扑 一 致 的 一 致 拓扑 . 
结果 :集合 X 上 的 拓扑 地 为 X 上 的 某 个 一 致 结 
tS OTE BBR CLF REA EM 
空间 . 

一 致 结构 的 基 (base fora uniformity) 与 一 致 
结构 有 关 的 概念 . 设 红 是 XX 上 的 一 致 结构 ,CC 
U.E U 的 每 一 元 都 包含 有 SHI. MZ 
是 一 致 结构 c 的 基 . X de ACU SY 的 元 的 所 


有 有 限 交 的 族 是 红 的 基 , 则 称 2 是 一 致 结构 如/ 
的 子 基 . «7 的 所 有 开 对 称 雹 组 成 红 的 一 个 基 , HO 
的 所 有 闭 对 称 元 也 组 成 B AE. Horn A 中 的 开元 
(或 财 元 ) 是 关于 和 上 的 一 致 拓扑 生成 的 和 XXX 上 
HU idi A Hy. 中 的 元 U RAM RA. RE Gr 
€U SAMA DEU. 

一 致 结构 的 子 基 (subbase for a uniformity) 
见 “ 一 致 结构 的 基 ”. 

— BY 3 6 FR (collection of uniform covers) 一 
EPR A SEX. WU — UIS X Su. 
称 2 AX EBg—308.:8 x A 07 满足 下 列 条 件 : 

1. XH F X WERE RO AEE WC. ,使 
得 ,是 U IMAM Wey, 

2. 对 于 任意 Ua UES FE UES 使 得 
Ai 是 Ua E 275 的 共同 加 细 . 

3. 对 于 任意 UES, FFE UE EE VS 
是 OC, 的 星 加 细 . 

当 XX BUE ud SY 满足 条 件 3 时 , 称 2 为 一 致 
覆盖 族 的 子 基 . 又 当 27 满足 条 件 2 与 3 时 , 称 2 为 
一 致 覆盖 族 的 基 . 设 2 为 X 上 的 一 致 覆盖 族 , 对 于 
任意 ce X AGE 

(7. (x) UE s) 
确定 为 z 的 邻 域 系 , 则 在 和 上 可 诱导 出 拓扑 , 称 此 
拓扑 为 由 A 诱导 的 和 上 的 拓扑 .由 X 上 的 一 致 履 
x C 可 惟一 确定 X 上 某 个 一 致 结构 T Bf m 
v. 诱导 的 对 上 的 拓扑 恰好 是 由 红 诱导 的 X 上 的 
一 致 拓扑 . 上 述 9 的 基 是 所 有 形 如 
{AxA|AE Z} 
的 集 族 ,其 中 -x 是 2 中 的 元 . 

— BY A SPRAY FE (subbase for a collection of 
uniform covers) IJ," — Sx E s JR. 

— B 38 ze DEB 4 (base for a collection of uni- 
form covers) D," — RA s JE. 

— Sr 2 uniform cover) 一致 空 间 X 上 的 
一 类 特殊 的 覆盖 . 设 入 是 X 上 的 一 致 结构 . 对 于 每 
UEU, H 

CU)=(U Ca) |ZeX}s 
FPU(r)=(yl(z, ECU) MePOEX 的 一 个 
覆盖 .X 上 的 覆盖 € 称 为 关于 和 的 一 致 覆 盖 ,大 
€ 是 某 一 笃 (U) 的 加 细 , 其 中 VEcS. 行 多 是 和 上 
的 一 致 覆盖 族 ,2 诱导 的 和 上 的 一 致 结构 为 V , 则 
SY 中 的 元 恰好 是 关于 % 的 所 有 一 致 覆盖 . 

分 离 的 一 致 覆盖 族 (separated collection of uni- 
form covers) 一 类 特殊 的 覆盖 族 . 设 o = (是 
集合 X 上 的 一 致 覆盖 族 . 若 对 于 任意 zyyE Xr 
yo FTE CES (ETE y & 20. GO, Wk SY 是 分 离 的 
一 致 覆盖 族 .2 是 分 离 的 一 致 覆 盖 族 当 且 仅 当 SY 
诱导 的 一 致 结构 % 满足 
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(1 {UIUE 77) —A, 
HrBA-i(G.a|x€ Xi 是 对 角 线 . JW CX, we) 
为 分 离 的 一 致 空间 . 分 离 的 一 致 空间 诱导 的 拓扑 空 
间 是 吉 洪 诺 夫 空间 . 

分 离 的 一 致 空间 (separated uniform space) 
见 “ 分 离 的 一 致 覆盖 族 ”. 

由 度量 诱导 的 一 致 结构 (uniformity induced by 
a metric) 一 类 特殊 的 一 致 结构 . 设 (X,4d) 为 度量 
空间 . 对 于 每 一 正 实数 ro 

Vl elGsyidiosy)«r., 
则 所 有 形 如 7 的 集合 的 族 是 X 上 某 个 一 致 结构 
U 的 基 , 称 CC 为 由 度量 4 诱导 的 一 致 结构 . 

一 致 空间 的 子 空间 (Csubspace of a uniform 
space) 一 类 特殊 的 一 致 空间 . 设 (X «20 29 BS 
E, MCX. Æ 

Uu =i MXM NV VEX}, 
则 和 vv 是 M 上 的 一 致 结构 . — E [8] CM, Hy) I 
为 一 致 空间 (X ,和 0) 的 子 空间 .由 Xu 诱导 的 M 上 
的 拓扑 恰好 是 由 红 诱导 的 和 上 的 拓扑 的 子 空间 拓 
fh. 

一 致 连续 映射 (uniformly continuous mapping) 
一 致 空间 上 的 一 类 重要 映射. E CX 7270 QY 770 € 
PASM XY. AI FER VE ,存在 U 
CX 使 得 当 (x,y)EU MACS (re) FfOONDEV, y 
称 XC € OH ^ 是 一 致 连续 的 ,简称 了 是 一 致 连 
续 映 射 . 两 个 一 致 连续 映射 的 复合 映射 是 一 致 连续 
的 . 每 个 一 致 连续 映射 关于 一 致 拓扑 是 连续 的 . A 
(50) 关 于 一 致 拓扑 是 紧 的 , 则 所 有 连续 映射 f. 
XY fi — BOE EN. 

— &r [5] #J (uniform isomorphism) 一 致 空间 
之 间 的 同 构 . dE CX YY ) 是 两 个 一 致 空间 . 
X; fiX—Y 是 单 满 映射 , 且 了 和 三 :都 是 一 致 连续 
的 , 则 称 f 为 一 致 同 构 ,并 且 称 空间 XX 和 YY 为 一 致 
等 价 的 . 两 个 一 致 同 构 的 合成 ,一 个 一 致 同 构 的 逆 以 
及 一 个 空间 到 它 自 身上 的 恒 等 映 射 均 为 一 致 同 构 . 
所 有 一 致 空间 的 全 体 可 以 分 成 由 一 致 等 价 的 空间 所 
组 成 的 等 价 类 .一 个 性 质 , 帮 当 它 为 某 个 一 致 空间 X 
所 具有 时 ,也 为 每 个 与 X 一 致 等 价 的 空间 所 具有 ， 
则 称 这 个 性 质 为 一 致 不 变性 . 

一 致 等 价 Cuniform equivalence) J ^ — # [al 
M. 

一 致 不 变性 (uniform invariance) 
pj". 

拟 一 致 结构 (quasiuniformity) 集合 上 的 一 种 
结构 . 设 X 为 集合 ,2 Xxx 的 非 空子 集 族 . 若 
满足 : 

1. H FIER UEU, A ACU, 其 中 A 为 XXX 
的 对 角 线 ; 


T, * — 38g [ss] 
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2. 对 于 任意 VCXXX, 若 存在 UE 使 得 U 
CV MVE; 
3.2: UC ,Vcc,W Unvc; 
4.4: U € 2X ,WilTeEdE V € v PIR V o VCU; 
则 称 2 为 X EBJ—T 4A4-—8x28 49g. 具有 拟 一 致 结 
MJ U BUE E X 称 为 拟 一 致 空间 , 记 为 (X 20. — 
致 结构 必 是 拟 一 致 结构 ,但 是 反之 不 成 立 . 类似 于 一 
致 结构 的 情形 ,由 X 上 的 拟 一 致 结构 C 可 诱导 X 
上 的 拓扑 , 称 为 由 K 诱导 的 拟 一 致 拓扑 . 
拟 一 致 空间 (quasiuniform space) 
结构 ”. 
HÀ — St d Fh (quasiuniform topology) 
一 致 结构 ”. 
tt. — S £ü $4 E (base for a quasiuniformity) 
与 拟 一 致 结构 有 关 的 概念 . 设 红 为 X 上 的 拟 一 致 
结构 ,名 Co. GM TER UC BE BEZ, ft 
得 BCU, 则 称 A 38 — Sx ty 2 的 一 个 基 . 又 设 
SCU. EG S HB JUR BJ At AAT BR AZ YK Pa I 2 的 
一 个 基 , 则 称 27 为 拟 一 致 结构 vC 的 一 个 子 基 . 
拟 一 致 结构 的 子 基 (subbase for a quasiunifor- 
见 “ 拟 一 致 结构 基 ?” 
拟 一 致 连续 映射 (quasiuniformjly continuous 
mapping) 拟 一 致 空间 上 的 一 类 重要 映射 . 设 (X， 
4 ). Q ,7 ) 为 两 个 拟 一 致 空间 ,f:X>Y. AT FE 
意 VEY ,存在 UE 信 , 使 得 当 (x,y)EU 时 有 
Cf GO f£ G0) € V MA f 为 拟 一 臻 连续 映射 . 每 个 
拟 一 致 连续 映射 关于 拟 一 致 拓扑 是 连续 的 . 
一 致 结构 (product uniformity) 积 空 间 上 
的 一 致 结构 . 设 对 于 任意 a€ A,(X。, 人 2,) 为 一 致 空 
H]. Lx. 上 的 积 一 致 结构 是 使 得 到 每 一 个 坐标 空 
ll OC as) 内 的 射影 为 一 致 连续 的 TX. 上 的 最 小 
一 致 结构 , 记 为 .一 至 空间 
(Hx. 2) 
BY Xa, Wa) boca BBR 一 致 空间 . 积 一 致 结构 
Il. 诱导 的 拓扑 恰好 是 每 个 WM, (aC DES HE 
扑 的 积 拓扑 .一 致 空间 的 子 空 间 和 积 一 致 空间 的 有 
关 结 果 是 韦 伊 (Weil,A. ) 于 1938 年 给 出 的 . 
一 致 空间 (product uniform space) 见 “ 积 一 
致 结构 ”. 
fj PY 3E (Cauchy filter) 一 致 空间 上 的 一 类 
滤 子 . 设 (X ,0) 为 一 致 空间 ,多 是 X 的 子 集 组 成 
的 滤 子 . 各 对 于 任意 UC AE FEF RY x, 
y€ F RC WEU lll gg — AX ENP EFT. 
柯 西 网 (Cauchy € 一 致 空间 上 的 一 类 网 . 
设 (X ,0 ) 为 一 致 空间 ,ta6EDD, 委 } 为 和 中 的 网 . 
ERFA 的 每 一 a, € D, %4 asa, Ba, 
636 


JU" $4 — BX 
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mity) 


EJE CS. SACU BUE CS. ac Dx X 中 的 柯 
西 网 . 关于 一 致 拓扑 收敛 于 某 点 的 网 是 柯 西 网 , 柯 西 
网 收敛 于 它 的 任意 聚 点 . 

完备 一 致 空间 (completely uniform space) — 
类 特殊 的 一 致 空间 . 设 (X, 和 入) 是 一 致 空间 . 若 X 中 
的 任意 柯 西 网 均 收 人 钱 于 XX 的 某 点 , 则 称 (X， Ca 
完备 一 致 空间 . 完备 一 致 空间 的 闭 一 致 子 空间 是 
备 的 .一致 空间 的 完备 性 具有 可 积 性 . 7', 一 致 空 问 
的 完备 子 集 必 为 闭 子 集 . 可 伪 度 量化 的 一 致 空间 是 

A ui ae s 间 中 任意 柯 西 序列 都 收 
敛 于 一 点 . 若 X 上 的 度量 d 诱导 的 一 致 结构 为 Ho, 
则 一 致 空间 (X, 纪 ) 是 完备 的 当 且 仅 当 度量 空间 
(X,d) 是 完备 的 .完备 一 致 空间 的 概念 及 一 些 绪 末 
& B pr Weil, A. ) 于 1938 年 给 出 的 . 

一 致 空间 的 完备 化 (completion of a uniform 
space) 构造 完备 一 致 空间 的 一 种 方法 . X,U) 
为 一 致 空间 . FETE LE TE BS Il OX 270 ,使 得 空 
la] X 270 — Sc RA HEP CX OPA, Za), 
其 中 AEX A439 2 T E. ERCEOON — 8x 
zs HAX, 270 8956 & fb. 每 个 一 致 空间 (X, 入) 都 存 
在 完备 化 ,并 且 一 致 空间 (X, 和 妈 ) 的 完备 化 在 一 致 同 
构 的 意义 下 是 惟一 的 . 一 致 空间 (X ,和 ) 的 完备 化 是 
BS AMX WBA FH. 

全 有 界 一 致 空间 (totally bounded uniform 
space) 亦 称 准 紧 一 致 空间 . 设 (X, 妈 ) 为 一 致 空 
间 . 若 X 的 任意 一 致 覆盖 都 有 有 限 子 覆盖 , 则 称 
CX COREA HRMS |e]. CX, 27) EAR 
且 仅 当 对 于 任意 GEc ,存在 和 中 有 限 个 点 Tits 
LEE E 

XC 
一 致 空 间 (X， 2 REBSEDNG. GC) Fe 56 Fr AY 
与 全 有 界 的 . 一 致 空间 (X， WU) 是 全 有 界 的 当 且 仅 当 
(X,%) 中 的 任意 网 均 有 柯 西 子 网 . 

准 紧 一 致 空间 (precompact uniform space) 
即 “ 全 有 界 一 致 空间 ” 

由 伪 度 量 族 诱导 的 一 BY 45 f4 (uniformity in- 
duced by a family of pseudo-metrics) 一 类 特殊 的 
一 致 结构 . 设 了 是 集合 上 的 一 个 伪 度 量 族 . 对 于 
任意 pC PSIEMr.G 

V= ta ex x Xl pai =F) 

则 所 有 的 族 是 X 上 的 某 个 一 致 结构 7 的 子 
Ak. 该 一 致 结构 2 称 为 由 伪 度 量 族 己 诱导 的 一 臻 
结构 . 由 伪 度 量 族 PP 诱导 的 一 致 结构 % 是 使 得 PP 
的 每 一 个 元 如 在 XXX 上 关于 由 Y 所 诱导 的 积 一 
致 结构 为 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 . 5 7r o A 
(X. 2 ) 是 一 致 空间 , 忆 是 所 有 在 和 XXX 上 为 一 致 连 
续 的 X 上 的 伪 度 量 族 , 则 由 己 诱 导 的 一 致 结构 恰好 
EK. BX 上 的 一 致 结构 V 是 由 伪 度 量 族 了 诱导 


的 , 则 该 空间 (X , 20) — Sx [8] 94] F0 BE at 25 f] BY HE AR 
的 某 个 子 空间 ,并 且 当 X 为 豪 斯 多 夫 空间 时 ,(X， 
人 ) 一 致 同 构 于 度量 空间 的 乘积 的 某 个 子 空间 . 

格 集 (gage) 一 类 特殊 的 伪 度 量 族 . ix D 是 集 
合 X 上 的 一 个 伪 度 量 族 . 铬 存在 上 的 一 个 一 致 结 
Mg 纪 , 使 得 己 恰 好 就 是 所 有 在 XXX 上 关于 由 7 
所 诱导 的 积 一 致 结构 为 一 致 连续 的 伪 度 量 族 , 则 称 
族 P 为 一 致 结构 红 的 格 集 , 称 € 为 P 的 一 致 结 
构 . HX 上 每 个 伪 度 量 已 都 诱导 X 上 的 一 个 一 
致 结构 红 ,所 以 一 致 结构 CC 的 格 集 OQ 称 为 由 伪 度 
Bik rP ERDRE. A Æ PERRE, M g 
EQ 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 正 数 ,存在 正 数 ” 与 己 
BY A ERR Ubi pitt bo ER 

n V, uli-12, n) CV, 
其 中 
7 一 人 Cry)EXXXIpCzyy)< 7)， 
每 一 个 建立 在 一 致 结构 基础 上 的 概念 都 可 以 借助 于 
一 个 格 集 加 以 描述 . 例如 E PA BR 和 的 格 
集 , 则 一 致 空间 (X , 270 Bl] — Bes [8] CY 770 BJ ERN. f£ 
是 一 致 连续 的 , 当 有 是 仅 当 对 于 7C 的 格 集 Q 的 每 一 
STAG? F;€ P. KH 
fxry)= CO Daf? 

对 于 任意 ry€ X 成 立 . 

由 伪 度 量 族 生成 的 格 集 (gage generated by a 
family of pseudo-metrics)” 见 “ 格 集 ”. 

邻近 (proximity) ”集合 上 的 一 类 构造 . RA X 
的 子 集 之 间 满 足下 述 条 件 的 关系 6 称 为 X 上 的 一 
个 邻近 : 

1. AGB, 4 H (X. BOA. 

2. (AUB)OC, 2H AIK AdC 或 BEC. 

3. 对 于 任意 xy € X irll B ICM r— y. 

4. XØ. 

5. Zr AGB, Wr fe C, DC X 使 得 X=CUD, 且 

AD, BóC, 

这 里 A.B.C.D 都 表示 X 的 子 集 ,6 表示 关系 9 的 
否定 . 阁 6 为 X 上 的 邻近 , 则 称 (X,6) 为 6 空间 或 邻 
近 空 间 . 对 于 任意 4,BCX, 当 A6(X 一 B) 时 , 称 B 
为 4 的 6 邻 域 . 记 为 A € B,C 亦 称 强 包 含 关系 . 邻 
近 关 系 的 概念 是 叶 非 葛 夫 (hrxop,B. ) 于 1951 年 引 
人 的 . 有 些 结果 是 斯 米尔 诺 夫 (Cmnpros,1IO. M. ) F 
1952 年 给 出 的 . 


ô 空间 (6-space)” 见 “邻近 ””. 
邻近 空间 (proximity space)” 见 “邻近 ”. 
6 邻 域 (6-neighbourhood)” 见 “邻近 ”, 


强 包 含 关 系 (relation of strong inclusion) lil 
“AR Ur”. 
由 邻近 诱导 的 拓扑 (topology induced by a 
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proximity) JRK 9 拓扑 .一 种 特殊 的 拓扑 . ix (X, 
9) 为 邻近 空间 . 对 于 任意 ACK EX 
A-—í(x€X|ix)9A), 

Wm EER TRAX 上 的 一 个 闭 包 算 子 .由 这 个 闭 
包 算 子 确定 的 X 上 的 拓扑 称 为 由 邻近 6 诱导 的 X 
上 的 拓扑 .在 这 种 意义 下 ,一 个 邻近 空间 也 是 拓扑 空 
间 FFA. aX 上 的 拓扑 可 由 X 上 的 一 个 邻近 诱 
导出 , 当 且 仅 当 X PHBA. AX RAT, 空 
间 , 则 集合 X 上 存在 惟一 的 邻近 9 ,使 得 由 9 诱导 的 
拓扑 与 X 的 原 有 拓扑 是 一 致 的 . 

ô 拓扑 (0-topology) ” 即 “ 由 邻近 诱导 的 拓扑 ”. 

邻近 连续 映射 (proximally continuous mapp- 
ing) ”邻近 空间 上 的 一 类 重要 映射 . 设 (X,6) 与 (Y， 
9 ) 是 两 个 邻近 空间 ,映射 fs XY. AM FER A, 
BCX, H 46B 可 推出 f(A4)6'f(B), 则 称 关于 5 
与 人 是 邻近 连续 的 ,简称 f 是 邻近 连续 映射 . 邻近 
连续 映射 关于 由 邻近 诱导 的 拓扑 是 连续 的 . 阁 了 是 
PARR. AS 和 f/f" ' 都 是 邻近 连续 的 , 则 称 f 是 邻 
近 同 构 映 射 . 存在 邻近 同 构 映 射 的 两 个 邻近 空间 称 
为 是 邻近 同 构 的 . 设 X 为 紧 了 7, 空间,Y 为 邻近 空 
间 , 则 任意 连续 映射 XY 都 是 邻近 连续 的 .在 邻 
近 同 构 映 射 下 的 不 变性 质 称 为 邻近 不 变性 . 邻近 连 
25 BR ER OP PK 9 映射 ,邻近 同 构 亦 称 è 同 胚 ,邻近 不 变 
性 亦 称 6 不 变性 . 

邻近 同 构 映射 (proximally isomorphic mapp- 
ing) ” 见 “ 邻 近 连 续 映 射 ”. 

邻近 同 构 空间 (proximally isomorphic spaces) 
见 “ 邻 近 连 续 映 射 ”. 

邻近 不 变性 (proximal invariant) 
续 映 射 ”. 

ô BRAT (Ó- mapping) 

ô E] FE CÓ-homeomorphism) 


见 “ 邻 近 连 


见 “ 邻 近 连 续 映 射 ”. 
见 “ 邻 近 连 续 映 


B". 
ó 不 变性 (6-invariant)” 即 “邻近 不 变性 ”. 
由 度量 诱导 的 邻近 (proximity induced by a 
metric) 一 类 特殊 的 邻近 . 设 (X,d) 为 度量 空间 . 


对 于 任意 4,BCX, 定 义 ASB, BAG dCA, B) — 
0, 则 9 是 X 上 的 一 个 邻近 , 称 为 由 度量 d 诱导 的 邻 
近 . 在 上 述 意义 下 ,一 个 度量 空间 一 定 是 邻近 空间 . 
由 一 致 结构 诱导 的 邻近 (proximity induced by 
a uniformity) 一 类 特殊 的 邻近 . 设 V BEA X 
上 的 一 致 结构 ,对 于 X 的 任意 两 个 子 集 4,B, 定 义 
A6B, 当 且 仅 当 对 于 任意 VE 人 丝 ,有 
VN (AXB)G, 
则 6 是 XX 上 的 一 个 邻近 . 该 邻近 9 称 为 由 一 致 结构 
诱导 的 邻近 .一 致 空间 (X, 人 入 ) 到 一 致 空 间 (Y， 
7 ) 的 映射 f xt — BOE SEM. AAMAS RFA K 
与 Y 诱导 的 邻近 6 与 是 邻近 连续 的 . 
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ô 一 致 覆盖 (6-uniform cover) ”邻近 空间 上 的 
一 类 覆盖 . 设 6 是 集合 X 上 的 一 个 邻近 , LAO LE 
X 的 一 个 有 限 覆 盖 . AEE X 的 覆盖 18) 和 ,使 得 
每 一 A 强 包含 B;, 即 B5(X 一 4) 对 所 有 :一 1,2， 
imde 成 立 , 则 称 !4,)} 和 一 ,是 X ERO — SS m. 

由 邻近 诱导 的 一 致 结构 (uniformity induced by 
a proximity) 一 类 特殊 的 一 致 结构 . 设 6 是 集合 X 
上 的 一 个 邻近 ,X 上 具有 6 一 致 覆盖 加 细 的 所 有 禾 
盖 的 族 是 X 上 的 一 致 覆盖 族 . AX — 308 X 8 
定 的 X 上 的 一 致 结构 Z7 称 为 由 邻近 9 诱导 的 一 致 
结构 . 由 邻近 诱导 的 一 致 结构 是 全 有 界 的 . 若 V 是 
由 邻近 6 诱导 的 一 致 结构 , 则 一 致 结构 c 的 邻近 
就 是 6, 并且 由 诱导 的 拓扑 与 由 6 诱导 的 拓扑 是 
相同 的 . 

6 紧 化 (6-compactification) ” 亦 称 斯 米尔 诺 夫 
紧 化 .一 种 特殊 的 紧 化 . 对 于 邻近 空间 和 ,惟一 地 存 
在 XX 的 紧 化 u(X), 使 得 邻近 同 构 于 ww(X) 的 一 
个 稠密 子 空间 . 这 时 u(X) 称 为 XX 的 6 紧 化 . 

斯 米尔 诺 夫 紧 化 (Smirnov compactification ) 
即 “6 EL. 

边缘 紧 空间 (peripherally compact space) — 
类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 X 为 拓扑 空间 .和 若 对 于 任意 
点 EX 与 x 的 任意 邻 域 V, 存 在 包含 于 V 的 xz 的 
FRE U ,使 得 U 的 边界 是 紧 集 , 则 称 X 为 边缘 紧 
空间 . ARK T: 空间 以 及 满足 indX= 王 0 的 空间 X 
都 是 边缘 紧 空间 . 

Xx 基 (x-base) 边缘 紧 空间 的 一 种 特殊 的 基 . 
设 X AWARAT, SA. AA X 的 一 个 x 基 , 厂 
X WE ZWE: 

1. X FERU EZ,U 的 边界 是 紧 的 . 

2.47 U,€ 8 (1,2, E) Rl 

xcu. Ue, fi. Dx 
都 属于 Z. 

X 的 所 有 边界 为 紧 的 开 集 组 成 的 族 构成 X 的 
n 基 , 称 为 X 的 极 大 md. 

HAr 基 (maximal z-base) — Wi"z 3E". 

x KL (x-compactification) 一 类 特殊 的 紧 
化 . 设 BAWART, 空间 XX 的 7 其 .各 对 于 任意 
A,BCX, 定 义 A58, 当 且 仅 当 存在 UE 多 ,使 得 

ACUCUCX—B 
成 立 , 则 (XX,6) 是 邻近 空间 . 这 个 邻近 空间 的 斯 米尔 
庄 夫 紧 化 称 为 多 的 x REWA us X) APET 
IR] ER AJ Hox dE 多 诱导 的 邻近 空间 . 若 家 是 边缘 紧 
T; 空间 X RA rÆ, M us XE X 的 完全 紧 化 . 

由 x 基 诱 导 的 邻近 空间 (proximity space in- 
Sha 紧 化 ”. 

近 性 边缘 紧 空 间 near peripherally compact 
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duced by a z-base) 


space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 (X,9) 为 邻近 空 
间 . 车 对 于 任意 满足 ESF 的 ,FCX, 存 在 紧 集 CC， 
使 得 : 

1.X-C=UUV.EtU.V 是 开 集 ,并 且 满 足 

ECU, FCV, UfW-gi 

2. 对 于 C 的 任意 开 邻 域 W, 有 

(U—W)éd(V—W); 
则 称 X 为 近 性 边缘 紧 空 间 . 

ô 滤 子 (6-filter) 一 类 特殊 的 滤 子 . 设 (X,6) 
为 邻近 空间 ,为 了 上 的 滤 子 . 若 对 于 任意 ACT. 
E BEEE B € A, MEEK X EW ORT. 40 
HEF £6dÉédHdeouTIIMETÍSE.JU SX bm) 
极 大 6 滤 子 . 极 大 9 滤 子 可 以 用 来 构造 邻近 空间 
(X.K e KAE. 


极 大 6 F (maximal o-filter) “8 WEF”. 
点 型 空间 (point type space) 一 类 特殊 的 拓扑 


空间 . 若 拓 扑 空间 X 的 任意 连通 紧 子 集 均 为 仅 由 一 
点 组 成 的 集合 , 则 称 X D e RE ER HI. a A 作为 XX 的 
子 空间 是 点 型 空间 , 则 称 4 为 X 的 点 型 子 集 . 

点 型 子 集 (point type subset) 见 “ 点 型 空间 ” 

连续 映射 (continuous mapping) 拓扑 空间 之 
[8] fj — 36 E E RLW. E CX 70 5 (Y 20 RE 4 
th 2s fa), S: XY 是 映射 ,zEX. 若 大 xz) 的 每 一 邻 
域 关 于 f 的 原 像 是 xz 的 邻 域 , 则 称 f 在 点 x 处 是 连 
续 的 . fo 在 X 的 任意 点 是 连续 的 , 则 称 SCX, 
F ) 到 (YY, 红 0) 的 连续 映射 .了 为 连续 映射 的 等 价 条 
件 有 很 多 ,例如 ， 

TY 的 每 一 开 集 的 原 像 是 X 的 开 集 . 

2.Y 的 每 一 闭 集 的 原 像 是 X 的 闭 集 . 

3. 对 于 任意 zxEX 和 f(z) 的 任意 邻 域 U ,存在 
x 的 邻 域 V 使 得 fA(V)CU. 

4. 对 于 X 的 每 一 子 集 ALA f(cl A)Ccl f(A). 

5. XIF Y 的 每 一 子 集 B, 有 

cl 广 ICB)C 广 :cl B). 

6. NT EXE s€ X MXP PA Sx -r s 的 网 
(S,,n€ D, x). Y ris SS, .ne D, SSBF 
Fs). 

fi zs [8] AY 3 Be WR AT Ji JB E SX (Fréchet, M. - 
R. ) 于 1910 年 开始 考虑 的 . 

FF RR St Copen mapping) 一 类 特殊 的 映射 . cer 
f 是 拓扑 空间 (X,.F ) 到 拓扑 空间 (Y ,经 ) 的 映射 . 
若 对 于 X 的 任意 开 集 4,f(4) 都 是 Y 的 开 集 , 则 称 
了 为 开 映 射 .拓扑 空间 的 开 映 射 的 概念 首先 是 由 阿 
龙 扎 扬 (Aronszajn, N.) F 1931 年 引入 的 . 8 TE 
1913 Æ , 5h ŻR (Weyl, CC. H. )H. ) 已 讨论 过 平面 之 
间 的 开 上 映射 . 

ABR St (closed mapping) 一 类 特殊 的 映射 . 
设 Sh EA, +) BY thE A CY. HY) AYR 


H. ANT X 的 任意 闭 集 4,f(4) 都 是 Y mte. 
则 称 f 是 闭 映射 . 闭 映射 与 开 映 射 是 相互 独立 的 . 
即 开 映 射 未 必 是 闭 映射 , 闭 映射 也 未 必 是 开 映 射 . 闭 
上 映射 的 概念 是 由 赫 维 茨 (Hurewicz,W. ) 于 1926 年 ， 
WHA WB 3e CAurekcannpon, HI. C.) F 1927 年 分 别 
引入 的 . 

fa] HR (homeomorphism) 拓 9 扑 空间 之 间 的 一 
种 变换 . AG f 是 拓扑 空间 (X,.7 ) 到 (Y Z) a 
映射 ,并 且 f 与 广 都 是 连续 的 , 则 称 SON Te] PR BR ST 
或 拓扑 变换 . 存在 同 胚 映射 的 两 个 拓扑 空间 称 为 同 
A BD) BH FD SE TY. Ta] e FR ESE fp AR AR. 抽象 空间 
FA) fa] He e dp 18 SK (Fréchet, M. -R. ) F 1910 年 开始 
研究 的 . XE e^ BR XC dl IR B EIS E CL KE THI SE 
(Poincaré, CJ. -2)H. 2) 5| X. 

[s] BA R& $t (homeomorphic mapping) 
Br". 

H Th3E S (topological transformation) 
WS BR STU. 

拓扑 等 价 (topological equivalence ) 
i". 

Hh HE 5| FB Cpasting lemma) 
映射 的 一 种 方法 . 设 X,Y 是 拓扑 空 
是 X 的 一 族 子 集 ,并且 

X= UX: 


若 对 于 每 _ ACA 有 连续 映射 XY HF avy 
€ A. r€ XX, NA FG m fa). EX IX 
-> 如 下 :对 于 任意 cE XN. 4 TEX d= 
Fa). 则 当下 列 条 件 之 一 满足 时 上 是 连续 映射 : 

l. 所 有 X 是 XX 的 开 集 . 

2. A 是 有 限 集 ,并 且 所 有 X; 是 XX WAR. 

诱导 拓扑 (induced topology) 构造 拓扑 的 一 
种 方法 . 设 f ERG X 到 拓扑 空间 (了 ,和 ?的 映射 
在 X 上 的 所 有 使 得 了 连续 的 拓扑 中 ,最 粗 的 拓扑 
T 称 为 由 (Y,2) 及 上 了 确定 的 诱导 拓扑 .实际 上 ， 

gU = f (U) = {f (G)|G € W). 
反之 ,在 了 是 拓扑 空间 (X,~ ) 到 集合 Y 上 的 映射 . 
在 Y 上 的 所 有 使 得 f 连续 的 拓扑 中 ,最 细 的 拓扑 
MARX, TK f 确定 的 诱导 拓扑 . 也 称 为 由 了 
与 X 上 的 拓扑 确定 的 Y 的 商 拓扑 .实际 上 ， 

a = (GIGCY,.,f (GE T7}. 

HH Fh (quotient topology) JL“ wath”. 

SE fi zero set) IMP BAA. 拓扑 空间 的 一 
KTE. 设 4 为 拓扑 空间 X 的 子 集 . BEX 上 的 
实 值 连续 函数 g ,使 得 

A—(r€Xlg(x)20), 
则 称 4 为 XX PIER. SR XE XE HI SE. be LAS BY. 
立 . 有 限 多 个 零 集 的 并 与 可 数 多 个 零 集 的 交 是 零 集 . 


见 “ 同 


即 “ 同 


见 “ 同 


inrer dini 
»{X,|AE A} 
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零 集 在 连续 映射 下 的 逆 像 是 零 集 . 在 正规 空间 中 零 
集 与 C, 集 是 一 致 的 .云集 的 补 集 称 为 补 零 集 或 函数 
开 集 . 

AA A Æ (functionally closed set) 

ey 40 A E (functionally open set) DJ," 2E A”, 

&h SE (complementary zero set) bc 

383 22 AR SY (weakly continuous mapping) ' 
类 广义 连续 映射. 设 和 ,7 为 拓扑 空间 ,ff:X 一 Y,x 
CX. ERF fo) AER OV FETE r 的 邻 域 U， 
使 得 f(U)CeclV, 其 中 clV Ra V. 的 闭 包 , 则 称 f 
ES oc ESHER HN. APEX 的 任意 点 都 是 弱 连 续 
的 , 则 称 是 XX 上 的 弱 连 续 映 射 .f:X 一 Y 是 弱 连 
续 映 射 当 且 仅 当 对 于 Y 的 任意 开 集 VV， 

f ° (V)Cint £^ (cl V), 
其 中 int 表示 内 部 算 子 . 厂 f[iXo—Y 是 弱 连 续 映 射 ， 
Y 是 正则 空间 , 则 f EER. E SEX 到 7; 空间 
Y 的 弱 连续 映射 , 则 f 的 图 像 
GIP = {lr E X XYI) = y} 

E X XY 中 的 闭 集 . 

AX 88 iE ERR BT (subweakly continuous mapping) 
一 类 广义 连续 映射 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ,f:X 一 Y. 
HEY 的 拓扑 基 多 ,使 得 对 于 任意 VE 长, 有 

cl VE Y We 

WPR f 为 次 弱 连 续 映射 . 弱 连 续 映射 是 次 弱 连 续 
的 . 次 弱 连 续 映 射 末 必 是 弱 连 续 的 . 到 TD. 空间 的 次 
弱 连 续 映 射 有 闭 图 像 . 

概 连续 映射 (almost continuous mapping) Jf 
称 几 乎 连续 映射 . 一 类 广义 连续 映射 . 设 和 X,Y 为 拓 
FENS: X >Y. BM TER zEX 及 f(x) 的 任意 
WERV clf '(V ) 是 zz 的 邻 域 , 则 称 为 概 连续 映 
射 . 映射 f:X 一 Y 是 概 连续 的 当 且 仪 当 对 于 Y 的 任 
意 开 集 V， 


Bl “ 零 集 T 


FV Eee OV). 
概 连续 性 没有 遗传 性 , 即 空间 X 上 定义 的 概 连续 映 
射 在 X 的 子 空 间 上 未 必 是 概 连续 的 . 弱 连 续 映射 未 
必 是 概 连续 的 . 开 的 弱 连 续 映 射 是 概 连续 的 . 次 弱 连 
续 的 概 连续 映射 是 弱 连 续 的 . 

概 开 映射 (almost open mapping) 一 类 广义 
FART. X.Y AmE, S: XY ENTF X 
任意 开 集 U， 

FCU)Cint cl FU), 
则 称 f 是 概 开 映射 . f 是 概 开 映射 当 且 仅 当 对 于 YY 
B9 [E XXJE 4E V. S (Cc) VO Cel f^ (CO. FRE 
开 的 ,反之 , 概 开 了 映射 未 必 是 开 的 . 概 开 且 弱 连续 的 
映射 是 近乎 连续 的 且 概 连续 的 . 
近乎 连续 映射 (nearly continuous mapping) 
一 类 广义 连续 映射 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ,了 :和 一 了 . 
若 对 于 任意 zEX 及 f(x) 的 任意 邻 域 V, 存 在 x 的 
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邻 域 U ,使 得 

FCO) Cunt cl V, 
则 称 是 近乎 连续 映射 . 弱 连 续 映 射 、 概 连续 映射 、 
近乎 连续 映射 是 互相 独立 的 . 开 的 近乎 连续 映射 是 
概 连续 的 . 

(R x SE RR B (graphically continuous map- 
ping) —2&] X YeZEBRSI. d X.Y 为 拓扑 空间 ,上 三: 
X>Y. NM Tx fBBEECGCGOBMTERITS&EW,. 
存在 连续 映射 giX—Y.fhí$ CCQ) CW, WM BR £N 
图 像 连 续 映 射 . 图 像 连 续 映 射 是 闭 遗 传 的 . 

半 连 续 映 射 (semicontinuous mapping) 一 类 
广义 连续 映射 . 设 X.Y 为 拓扑 空间 ,映射 XY. 
EXIT Y 的 任意 开 集 了 , 广 : (7Y) 是 X 的 半 开 集 , 则 
BS f 为 半 连 续 映 射 . 

拟 连 续 映 射 (quasi continuous mapping) 一 
类 广义 连续 映射 .设立 ,Y 为 拓扑 空间 ,XEX,f:X 
>Y. ERF f(z) 的 任意 开 令 域 V 和 x ERA RE 
域 U ,存在 开 集 G 关 多 ,使 得 GCU 与 1(G)CV, 则 
称 了 了 在 点 过 是 拟 连 续 的 . 若 了 在 X 的 任意 点 都 是 拟 
连续 的 , 则 称 了 了 为 拟 连续 映射 . 

微 连续 映射 (faintly continuous mapping) 一 
类 广义 连续 映射 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ,映射 f:X 一 
Y. 若 Y 的 任意 90 开 集 的 原 像 是 X WHEW SA 
微 连续 映射 . 设 VCY. 车 V 包含 它 的 每 点 的 一 个 闭 
邻 域 , 则 称 了 为 Y 的 9 开 集 . 

0 开 集 (CO-open set) Dl," fie Ex gu s". 

0 连续 映射 (9-continuous mapping) 一 类 广 
对 于 任意 LEX 及 jz) 的 任意 邻 域 FEE r Kg 
域 忆 ,使 得 

TEU eed V, 
则 称 节 为 2 连续 映射 .连续 映射 是 近乎 连续 的 . 近乎 
连续 映射 是 9 连续 的 .9 连续 映射 是 弱 连 续 的 . 反之 
一 般 不 成 立 . 知 像 空 间 Y 为 正则 空间 , 则 四 者 一 致 . 

C 连续 映射 (C-continuous mapping) 一 类 广 
STE SEAR. DE X.Y 为 拓扑 空间 ,映射 XY. A 
对 于 任意 r€ X 及 f(z) 的 任意 具有 紧 补 的 开 邻 域 
V ,存在 xz 的 开 邻 域 U, 使 得 A(VU)CV, 则 称 f 是 C 
连续 映射 ./ 是 C 连续 映射 当 且 仅 当 对 于 Y 的 任意 
财 紧 子 集 C, 广 :(C) 是 和 的 闭 集 . 有 闭 图 像 的 映射 
Wr fe CE BE AY. 

a laset) 开 集 的 一 种 推广 , 设 5 是 拓扑 空 
[B] X AEE. A SCint cl intS, 则 称 S 是 了 基 的 a 
集 . 每 个 开 集 是 a 集 , 反 之 未 必 成 立 , XX 的 a 集 的 全 
WER X EKHI IA aX). 映射 XY 称 为 
a YEZEBJ a Y 的 每 个 开 集 的 原 像 是 X 的 a 集 . 连续 
映射 是 a 连续 的 ,反之 未 必 成 立 . 映射 fiX—Y 称 为 
88 a 连续 的 ,车 对 于 任意 xEX 与 f(x) 的 任意 开 邻 
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域 V, 存 在 包含 zx 的 a 集 U, 使 得 f(U)CclV. 弱 连 
续 映 射 是 弱 a 连续 的 ,其 逆 不 真 . 弱 a 连续 映射 有 可 
积 性 、 开 遗传 性 ,是 保 通 映射 . 

a 连续 上 映射 (a-continuous mapping ) 
集 ”. 

98 a 连续 映射 (weakly a-continuous mapping) 
见 “a 集 ”. 

半 连 通 映 射 (semiconnected mapping) 一 类 
BRT. Be X.Y 为 拓扑 空间 ,映射 f XY. ATT Y 
的 任意 闭 连通 子 集 CS (OE X RAE BH YE GR IU 
则 称 f£ 为 半 连 通 映 射 . 

保 通 映射 (connected mapping) 一 类 映射 . 设 
X.Y 为 拓扑 空间 ,映射 XY. AX MEX 
子 集 的 像 是 Y 的 连通 子 集 , 则 称 为 保 通 映射 . 

单调 映射 (monotone mapping) 一 类 映射 . 设 
X.Y 为 拓扑 空间 ,映射 矿 X 一 Y. 若 对 于 任意 yEY， 
f OÆ X 的 连通 子 集 , 则 称 f 为 单调 映射 .单调 
RAJE E h E R Moore, R. L.) F 1925 年 在 连续 
Zt EXE MM. HAA CWhyburn.G. T.) F 1934 年 引 和 人 
了 单调 映射 类 . 

连通 映射 (connectivity mapping) 一 类 映射 . 
i XY 为 拓扑 空间 ,由 映射 S XY 可 确定 映射 

g: X—XXY, 
使 得 对 于 任意 rex 有 
pi -—-— Go 
TOT X 的 任意 连通 子 集 Ag (AE X XY 的 连通 
子 集 , 则 称 f YE BRI. 连通 映射 是 使 连通 集 的 
图 像 是 连通 集 的 映射 . 

ià £X xk BE AR Bt (peripherally continuous map- 
ping) 一 类 映射 . 设 和 ,7 为 拓扑 空间 ,映射 f;X 一 
Y. Xt PER ce Xr WER BRU 与 f(x) 的 
任意 开 邻 域 了 ,存在 包含 于 已 的 z 的 开 邻 域 C, 使 得 

/4(G)) TEV, 
其 中 5(G) 表 示 G 的 边界 , 则 称 f£ 为 边缘 连续 映射 . 

完全 映射 (perfect mapping) 亦 称 完备 映射 . 
— 3E 3g SE BUR AJ. Ve X.Y 为 拓扑 空间 ,映射 f:X 一 
Y. 若 对 于 任意 YEY. J '(y) 是 XX 的 紧 集 , 则 称 了 为 
ARN. ASE AW AN BEE BRT. MK 了 为 
完全 映射 . AS [n] 0| SE 3p A RE [8] B5) x BE BR SY AE sc 
全 映射 . 在 完全 映射 下 紧 集 的 原 像 是 紧 集 . 两 个 完全 
映射 的 复合 映射 是 完全 映射 . 完全 映射 在 闭 集 上 的 
限制 是 完全 映射 .车 XY GCC DN BRD 

Fs T5 
则 f 是 完全 映射 的 充分 必要 条 件 是 ,所 有 f, 是 完全 
映射 . 在 完全 映射 下 ,拓扑 空间 的 7;(i 二 2,3,4,5,6) 
分 离 性 是 不 变性 . 局 部 紧 性 与 可 度量 性 也 是 完全 上 映 
射 的 不 变性 . 正则 性 、 紧 性 、 局 部 紧 性 是 完全 映射 的 
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逆 不 变性 . 完全 映射 首先 由 维 因 项 捷 依 
(Baünurreüi,11. A. ) F 1947 年 对 于 度量 空间 的 情 
e & 18 (Leray, J. ) 5 fg /K E Æ (Bourbaki, 
N.) F 1950—1951 年 对 于 局 部 紧 空 间 情 形 独 立地 

引入 并 研究 了 完全 映射 . 

完备 映射 (perfect mapping?) 

FARA} (compact mapping) ” 见 “ 完 全 映射 ”. 

拟 完 全 了 映射 (quasi perfect mapping) ”完全 映 
射 的 一 种 推广 . 设 X,Y 是 拓扑 空间 ,映射 XY. 
E 了 是 财 的 连续 映射 ,并 且 对 于 任意 y€EY ,f(y) 
E XKR ATR MES 是 拟 完 全 映射 .完全 映 
射 是 拟 完全 映射 ,反之 一 般 不 成 立 . 


即 “ 完 全 映射 ” 


Bs 8 00 4H (cushion refinement) 两 个 集 族 之 
问 的 一 种 关系 . 设 。 
Z —(U.la€A)j 与 7"—iV,l8€ Bj 


为 拓扑 空间 X 的 两 个 子 集 族 . EER S: B>A, 
使 得 对 于 任意 B'CB, 有 

ci (U (Vil € B'Ð CU {Ule € f(B')}, 
则 称 > FEC Baix OC Hut e. 此 
BEER Ky 7^3 ^ 的 胶 垫 加 细 . pg 
E. ) 于 1959 年 用 胶 垫 加 细 给 出 仿 紧 了 空间 的 一 
充分 必要 条 件 ， 

商 映 射 (quotient mapping) 一 类 连续 映射 . 设 
X.Y 为 拓扑 空间 ,f/f:X 一 Y 为 满 射 . 若 了 满足 下 列 
条 件 :U 是 Y 的 开 集 当 且 仅 当 4 '(V) 是 X 的 开 集 ， 
则 称 f£ 为 商 映 射 . 商 映 射 是 连续 映射 . 两 个 商 映 射 
的 复合 映射 是 商 映 射 . 若 复合 映射 gf 是 商 映 射 , 则 
g 是 商 映 射 . 单 的 商 映射 是 同 胚 映射 . 商 映 射 的 概念 
是 比尔 (Bear,R. W. ) F7) 2E (Levi, E. E. ) F 1932 
年 引入 的 . dg 7K E d& (Bourbaki, N. ) F 1940 年 与 
1951 年 对 商 映 射 进行 了 系统 的 论述 

im f£ Fey BR (hereditarily quotient mapping) 
一 类 连续 映射 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ,f:X->Y 是 满 
射 . 若 对 于 Y BERTE S, SERA Sl, EM 
映射 , 则 称 f£ 为 遗传 商 映 射 . 空间 X 的 遗传 商 映 射 
的 像 称 为 X 的 遗传 商 空 间 . X 到 Y 的 满 射 了 是 遗传 
商 映 射 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 Y BEATA B, 
fLf CB) JÆ Y 的 团 集 .一 个 等 价 的 条 件 是 :对 于 任 
意 yEY 和 X 中 广 :(y) 的 任意 开 邻 域 ,有 yE 
int fU). 两 个 遗传 商 映 射 的 复合 映射 是 遗传 商 映 
Bj. 阿尔 汉 盖 路 斯 基 (Apxaureiipcrnii, A. ) 等 人 对 遗 
传 商 映射 进行 过 深入 的 讨论 . 

遗传 商 空 间 (hereditarily quotient space) J 
EC Dr 

XX ES RR St (biquotient mapping) 一 类 连续 映 
Sy. we XY 是 拓扑 空间 ,f:X->Y 是 满 的 连续 映射 . 
E 了 满足 下 列 条 件 : 对 于 任意 ye Y 及 满足 

H” DF Cy) 


一 般 dh dh = 


HJ X 的 任意 开 集 族 VC ETE 2€ 的 有 限 子 族 ” ,使 
得 SO DFE y 的 邻 域 , 其 中 

e NIA Ge aA hs wgivy.ev 
则 称 S 是 双 商 映射 . 两 个 双 商 映射 的 复合 映射 是 双 
商 映 射 . 双 商 映射 是 遗传 商 映 射 . 存在 遗传 商 映射 而 
非 双 商 映 射 . 双 商 映射 之 积 是 双 商 映射 . 

BR St Ss i] (mapping space) JN PK PA BLAS fH]. Ha 
扑 学 的 一 个 基本 概念 . 一 类 重要 的 拓扑 空间 . a 
Y 是 集合 ,多 为 X 到 Y 的 映射 组 成 的 族 .在 多 
引入 拓扑 使 之 成 为 拓扑 空间 , 则 称 .多 为 映射 空 E 
TE BR SY zs [8] BYE nj f OLA d Th AR ASU TDR 
FE HG th. — BOR SR Eh A SG Th SE. 

函数 空间 (function space) Bf “BR 5j zs [R] ". 

点 态 收 敛 拓扑 (topology of pointwise conver- 
亦 称 点 开拓 扑 . 映射 空间 上 一 类 常见 的 拓 
”为 集合 X 到 拓扑 空间 (Y ,经 ) 的 映射 族 . 


gence) 
th. WH 
* 

WG,V)-if€A|fi»€vi,. 
则 以 集 族 

(VC 工区 区, 和 < 

AF EEF 上 生成 的 拓扑 称 为 Z 上 的 点 态 收敛 
ith. AY . 看 做 积 空 间 Y* 的 子 空间 , 则 点 态 收 
Ath ze RTP 多 上 的 相对 拓扑 .者 值 域 空间 了 
Fe RI BA A lA) BIE WN SS TB] MY 有 上 赋予 点 态 收 
S 3G Th th E SEM E AC [A] X TE MU) zs [8]. (A 4 Y ÆR 
部 紧 空间 、 第 一 可 数 空间 、 第 二 可 数 空 间 时 ,. 未 必 
具有 相应 的 性 质 . 

A JF H Fh point open topology) 
拓扑 ”. 

紧 开 拓扑 (compact open topology) ”了 映射 空间 
上 一 类 篆 见 的 拓扑 . 设 元 为 拓扑 空间 X 到 拓扑 空 
lB] Y BS BR AT JR o 

W(K U)=(fE€F |f(K)CU}, 

则 以 集 族 {W(K,U)|K AX BST SU 为 了 的 开 
集 } 为 子 基 在 .多 中 生成 的 拓扑 称 为 A 上 的 紧 开 拓 
fh. 由 于 单 点 集 为 么 集 , 所 以 OU 上 的 紧 开拓 扑 细 于 
F ER RSW BT. AERE H Y 是 察 斯 多 夫 

空间 , 则 _E WA OR FE Fh te EH BH N. A 
Y 是 正则 空间 且 多 中 每 一 元 都 是 连续 的 , 则 OE 
赋予 紧 开 拓扑 也 是 正则 空间 . 

4S} BS ey LX (separating family of functions) 
一 类 特殊 的 函数 族 . 用 CCX) 表 示 拓 扑 空间 X 上 的 
Hr X SE SCÍB PROC] A DIR CC OO. BMF X 的 
任意 相 异 的 两 点 z+,y, 存 在 Ff € A 使 得 POF 
f(y), 则 称 A EX EKDA KAK. 

联合 连续 拓扑 (jointly continuous topology) 
映射 空间 上 一 类 和 常见 的 拓扑 . E 7 为 拓扑 空 [B] X 
到 拓扑 空间 Y 的 映射 族 , 映 射 p:. X X—Y 定义 为 

641 


B ^ 点 态 收敛 


一 RB dh dh 学 


POs): = TOES 

则 使 得 p 为 连续 映射 的 4% 上 的 拓扑 , 称 之 为 SY 上 
的 联合 连续 拓扑 . 点 态 收 全 拓扑 通常 不 是 联合 连续 
HJ. 离散 拓扑 为 联合 连续 的 . A7 上 的 某 个 拓扑 为 
联合 连续 的 , 则 比 它 细 的 拓扑 亦 为 联合 连续 的 .一 个 
BAN ee FRZ 上 最 粗 的 联合 连续 拓扑 . .多 
上 的 拓扑 称 为 在 紧 集 上 联合 连续 , 奉 对 于 X 中 每 一 
KRAKI pic X A—Y 是 连续 的 . 每 一 个 在 紧 
集 上 联合 连续 的 拓扑 细 于 紧 开拓 扑 . OX 为 正则 空 
[B] MSAK FAY 的 每 一 个 元 在 X 的 每 

一 个 紧 集 上 连续 , 则 紧 开拓 扑 是 最 粗 的 在 紧 集 上 联 
合 连续 的 拓扑 . 

一 致 收敛 拓扑 (topology of uniform conver- 
gence) ”映射 空间 上 的 一 类 常见 拓扑 . 设 多 为 集合 
X 到 一 致 空间 (Y,Y ) 的 映射 族 . 对 于 任意 VEY， 
BWWVW={(f,QCFXF | FEA cEX, 
Cf Cos gG) € v) , 则 以 集 族 B=(wWVv)|ve*} 
为 基 在 上 生成 的 一 致 结构 RAF 上 的 一 致 
收敛 的 一 致 结构 .由 v 诱导 的 拓扑 称 为 A 上 的 一 
致 收敛 拓扑 .一致 收敛 拓扑 细 于 点 态 收 和 敛 拓扑 . A 
M 是 拓扑 空间 X 到 一 致 空间 (Y,Y ) 的 所 有 连续 映 
射 的 族 , 则 .多 上 的 一 致 收敛 拓扑 是 联合 连续 的 . 

一 致 收敛 的 一 致 结构 (Cuniformity of uniform 
convergence) 见 “ 一 致 收敛 拓扑 ” 

A We $E H Fr C topology of compact conver - 
gence) ERZE EXE MLH. x 多 为 集合 

X AATE Y , 70 AY BR TR ee 为 X 的 非 空子 
集 族 .对 于 4E_o VEY FG 
WAV) —(O.,g) € x F| FIE x 
C ACTOD Sg) € Vj, 
则 以 集 族 
ee he ae 
为 子 基 在 FY 上 生成 的 一 致 结构 称 为 在 -ez 的 成 员 
上 一 致 收敛 的 一 致 结构 . 当 :多 为 拓扑 空间 
X 到 一 致 空间 (Y,Y ) 的 所 有 连续 映射 的 族 ,并 且 
LAX 的 所 有 紧 子 集 的 族 时 ， Mum 致 结构 称 为 
在 紧 集 上 的 一 致 收敛 的 一 臻 结构. 它 的 拓扑 称 为 紧 
We oO FH Fh. RUT RIFE. 

在 紧 集 上 一 致 收敛 的 一 致 结构 (uniformity of 
uniform convergence on compacta) 见 “ 紧 收敛 拓 
th”. 

SB E g SE SQ X RK (family of equicontinuous 
functions) 一 类 特殊 的 函数 族 . 设 .多 为 拓扑 空间 
X 到 一 致 空间 (Y ,六 ) 的 映射 族 ,zEX. 若 对 于 任意 
VEY', 存 在 xz 的 邻 域 U ,使 得 对 于 任意 

ICa PEEVES Is 
WES 4 FE x STERN. AY 在 XX 的 每 点 都 是 
等 度 连续 的 , 则 称 T 是 等 度 连续 函数 族 . 吞 0 是 
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SF Ee BE PR BO MY .多 上 的 点 态 收敛 拓扑 是 联合 
连续 的 . EF 关于 联合 连续 拓扑 为 紧 的 , 则 F Æ 
等 度 连 续 的 . 

齐 连 续 函 数 族 (evenly continuous oped à 
functions) 一 类 特殊 的 函数 族 . 设 .有 为 拓扑 空 
X 到 拓扑 空间 Y 的 映射 族 . AM FER ， 
Al y 的 任意 邻 域 U, 存 在 xz 的 邻 域 V 和 yy 的 邻 域 
W HS SEF SEW 时 ,有 fA(V)CU, 则 称 
F 是 齐 连续 函数 族 . 设 F 是 拓扑 空间 X 到 一 致 空 
[H] Y 7 ) RS BRE HR. Ep o 是 等 度 连续 的 , 则 Z 是 
齐 连 续 的 . bom ox RAEN IFAM EXE x 

X,Uf GO| f € o EY 中 有 紧 的 闭 包 , 则 .多 为 等 
度 连 续 的 . 

一 致 收敛 的 映射 网 Cuniformly convergent net 
of mappings) 一 类 特殊 的 映射 网 . KX 是 集合 ， 
Y, ) 是 一 臻 空间, Seac DEXA) Y 的 映射 
AS: XY. 大 对 于 任意 VEYY ,存在 we D, fis 
当 alarC€XBMGGO.d.G)€V Bu fmi fr sg] 
(haste DEX E—83:m scr f. 

lr Sy f Fl] (convergent sequence of sets) "s 
特殊 的 集 列 . Vr (Ui A Fh qu] X 的 集 列 .大 1 
满足 条 件 : 

| 

A #K=fU, JJ K ASE 2S ARE. 

3.K 的 任意 邻 域 含有 某 个 U;, 

MERRI (U; UST OK. 当 条 件 2 中 的 天 为 非 空 5 
数 紧 集 时 ， 称 集 列 U WAF K. iU) Ez B] X 
AY GUO We S SE, E RU G) WW E SO AG, CU, 与 
Gi CG, OA FER i), WG) E WO i A R y. 
GUO WS Be E 90] B) E SER E O AR YI. 

FA M Ey SE 3| (quasi-convergent sequence of 
sets) D," uk Sy fe Fi”. 

点 可 数 型 空间 (space of pointwise countable 
type) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 若 对 于 拓扑 空间 X 
的 任意 点 FETE AY BRAY oo 的 开 邻 域 列 ， 
则 称 X 为 点 可 数 型 空间 或 拟 点 可 数 型 空间 .X 是 点 
可 数 型 空间 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 xEX, 存 
E X 的 具有 可 数 特征 的 紧 集 下 ,使 得 zE 居 .可 数 型 
空间 是 点 可 数 型 的 . 点 可 数 型 空间 是 拟 点 可 数 型 的 . 
紧 豪 斯 多 夫 空间 与 第 一 可 数 的 察 斯 多 夫 空间 是 点 可 
数 型 的 . 点 可 数 型 空间 的 闭 子 空间 与 Cs 子 空间 是 点 
可 数 型 的 .但 正规 空间 未 必 是 点 可 数 型 的 . 

拟 上 点 可 数 型 空间 (space of quasi-pointwise 
见 “ 点 可 数 型 空间 ”. 

T L K W (perfect compactification) 一 类 特 
殊 的 紧 化 . 设 aX 为 完全 正则 空间 XX 的 紧 化 ,6 为 
aX 上 的 一 个 邻近 . ENF X 的 任意 开 集 U 与 任意 


countable type) 


ACU, A AGCX —-U), 5 HA Ad CbryxUD , WU FK 
aX Jj X 的 完全 紧 化 ,其 中 bryxU 表示 UU 在 X 中 的 
WH. 完全 紧 化 是 由 斯 克 雅 列 柯 (Cxkapenko, E. D.) 
引入 的 , 它 有 许多 有 趣 的 性 质 . 

q 空间 (g-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . dx X 
s [B]. 车 对 于 任意 € X. fg dk x 的 邻 域 列 

} ,使 得 对 于 任意 x, CU, EN, FJ x) RB XX 

^E X 为 g m 3 间 . 拟 点 可 数 型 空间 是 9g 空间 .7 了， 
的 g 空间 是 拟 点 可 数 型 的 . 

外 延 基 (outer base) 一 类 特殊 的 开 集 族 . 设 X 
为 拓扑 空间 ,SCX， ZH X FSI. Ai Xt FES 
LES Hr MER OMU FE 多 的 元 B 使 得 x 
€ BCU, MPK BAAS 在 XX 的 外 延 基 .S 的 外 延 基 
的 基数 的 最 小 者 以 wx GO REOR FRONS Æ X IB 
AL. OX 为 点 可 数 型 的 完全 正则 空间 ,BX 为 X 的 
T; KAM] osx CK |X|. AX AT, Sl,K AX 
的 紧 集 , 则 

wx (天 ) 一 max[LXx( 开 ),ow( 天 )]， 

其 中 Xx( 开 ) 是 天 在 X 中 的 特征 ,w( 天 ) 是 天 的 权 . 


外 权 (outer weight) MW “Hp ese”. 
p 8 E} ( p-space) m * [n]. ix dh 
扑 空间 X 是 吉 洪 诺 夫 空间 Y OPS ORY 


的 一 列 开 集 族 . 和 每 个 WE X He EME AER a 
€ CT = 
n c CT) (C Xs 
KW; GU (V|z€Ve RW} 
在 Y 中 的 一 个 p HE. AX A 
X 在 BX 中 有 zp 构造 , 则 称 X 为 p 空间 ,其 中 BX 
sepia 切 赫 紧 化 . 切 赫 完 备 空 间 是 p 空间 . X 
空间 , 当 且 仅 当 XX 在 它 的 任意 T, 紧 化 中 具有 
aes p 空间 X 在 其 任意 并 紧 化 中 的 外 权 不 超过 
X elio Hunde dM A 
空间 范围 内 ,p 空间 与 M 空间 是 一 致 的 ,这 一 
ideae 3 5 BR HI RE CApxaimeunckun, A. ) 与 森田 B 
— (Morita, K. ) 分 别 独 立 发 现 的 . 
p 构造 (p-construction)” 见 “p 空间 ”. 
严格 p 空间 (strict p-space) 一 类 特殊 的 拓扑 
空间 . 设 X 是 p 空间 ,{%;) 是 X 在 其 斯 遂 ~ 切 赫 紧 
化 BX 中 的 p 构造 .大 (i;) 满 足 :对 于 任意 xEX， 


Ne, (x) = Acla, (x), 


HU Bk X PER TE x j). 此 时 称 { (Uil Fe X Æ BX 中 
的 一 个 严格 p 构造 .X 是 严格 p El. SAMS X 


, 则 称 (Z) dE X 
"ES 间 ,并 且 


吉 洪 诺 夫 空间 且 存 在 X WIR BI (SZ) ,对 于 
任意 EX, (ZA EKA EA. 在 0 可 加 细 空 


间 的 范围 内 ,p 空间 与 严格 p 空间 是 一 致 的 . 


严格 p HJ Us (strict p- construction ) 见 “ 严 格 


一 般 dh th = 


p 空间 ”. 

M 空间 (AM-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 
X 为 拓扑 空间 . 称 X 为 M 空间 ,车 存在 X IM 
列 (ZC; HB AE : 


1. 对 于 任意 15,27, RE 27; 的 星 加 细 . 

2. 对 于 任意 zxEX SIER in € 27 GO ABI 
(x; ME X PARA. 

空间 和 是 M 空间 , 当 且 仅 当 X 是 某 度 量 空间 
在 拟 完全 映射 下 的 原 像 .X 是 仿 紧 M 空间 , 当 且 仅 
MOX 是 某 度 量 空间 在 完全 映射 下 的 原 像 . M 空间 不 
是 有 限 可 积 的 ,但 可 数 多 个 仿 紧 M 空间 的 积 空间 是 
仿 紧 M 空间 . * X 同时 是 MM 空 间 与 o 空间 , 则 X 
是 可 度量 化 的 ， 

T OR E F Ë) (countably depth space) 一 类 
特殊 的 拓扑 空间 . GRU} BRA. A FER i, 
有 Un CU; B Um AU, , Wi Eg SR I (UL) Ji P y Hj 8] 
递减 的 . 设 多 是 拓扑 空间 X 的 基 . 若 对 于 由 Bip 
R ZB. SG BAY Jg Ef 8] 336 UC EA] ES SEH CU} 5 28 


z € QU, 
AF, (U) JE x AY Sh iR AE. Wu ER A Ak OX 的 可 数 深 度 


A. MM x [BERN BY CR BE 28 IR]. 可 数 
深度 的 全 体 正 规 空间 是 可 度量 化 的 .空间 X 是 可 展 


空间 的 充分 必要 条 件 是 ,X 是 9 可 加 细 的 可 数 深 度 
空间 . 

k 空间 (k-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 所 
为 拓扑 空间 X 的 子 集 族 . AX 的 子 集 G 在 X 中 是 
FH, SA 4M FER KES.GO)K EK PEF 
的 , 则 称 X RFS RA SSBF. Fee WX 
的 所 有 紧 子 集 的 族 , 则 当 X RTS 具有 弱 拓 扑 时 ， 
FK X 为 & 空 间 . 设 4 为 空间 X 的 子 集 . 若 对 于 任意 
紧 集 天 ,4 门 天 AK 的 闭 集 , 则 称 AW R IR. 第 一 
可 数 空 间 是 & 空 间 . 局 部 紧 空 间 是 空间. 空间 的 
商 空间 是 & 空 间 . 空 间 X 是 & 空 间 的 充分 必要 条 件 
是 ,X 为 局 部 紧 空 间 的 商 空 间 , 点 可 数 型 7; 空间 是 
k 空间 .pp 空间 是 空间 . 若 X 的 任意 子 空间 都 是 

空间 , 则 称 X 为 遗传 上 空间 .对 于 了 空间 X,X 是 

遗传 上 空间 的 充分 必要 条 件 是 ,X 是 弗 雷 歇 空间 . 

k 闭 集 (k-closed set) UL," 空间” 

遗传 空间 (hereditary k-space) 见 “ 空间 ”. 

先导 Ck-leader) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 X 
Hj T. 空间 . 车 存在 空间 X 和 单 满 连 续 映射 kx: 
X—X,.[E13 X 的 任意 紧 集 K ERIR kx (KOE X 
中 是 紧 的 , 则 称 % 为 和 的 & 先 导 , 称 Ax ON RE BERG. 
任意 T, 空间 X 都 存在 & 先 导 . 对 于 X 的 任意 紧 集 
天 ,使 得 过 站 天 在 天 中 是 开 的 的 全 体 作 为 基 , 在 
X Rue A 间 就 是 X WR GE X. XE 

空间 . 对 于 了 7 了; 空间 ,k 先导 在 同 胚 意义 下 是 惟一 
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确定 的 . 4 X H kZ, A X dé le d. 

k 射影 (&-projection) DL," & FER”. 

k PREY (k-mapping) 一 类 特殊 的 映射 . 设 X.Y 
是 两 个 拓扑 空间 ,f:X 一 Y 是 连续 上 映射. 若 对 于 Y BJ 
IER XE K.fÁ COO SE X PARE. WMP f£ kg 
Hj. HR RD IER oe BR. 完全 映射 与 上 射影 都 是 
映射 .到 非 & 的 了 ZS 间 的 & 上 射影 ,是 和 上 映射 而 非 完 


全 映射 的 例子 . 
k 网 络 (k-network) 拓扑 空间 的 一 类 特殊 的 
集 族 . 拓扑 空间 X 的 子 集 族 FS MAX 的 & 网 络 , 若 


P 满足 : 设 居 为 X 的 任意 紧 子 集 ,U EX 的 任意 
开 集 , 当 KCU 时 ,存在 PED, E KCPCU 成 
ar. d f 是 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y WR. AY 
的 任意 紧 子 集 都 是 X 的 某 紧 子 集 在 f 下 的 像 , 则 称 
FON ESSA. 设 XY 为 满 的 紧 有 覆盖 连续 映 
BI. X ROS DXX kM Y WA A AT Bek 网 络 . 
T: 空间 了 具有 可 数 上 网 络 的 充分 必要 条 件 是 ,X 
的 先导 XX 具有 可 数 衣 网 络 . 

A fe SAR St (compact covering mapping) J 
“k 网 络 ”. 

Wo 空间 (Wo-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 
具有 可 数 & 网 络 的 了 空间 称 为 兴 。 空 间 . SS, 空间 
FET A N. A So ZEX 为 > 空间 , 则 和 是 可 分 可 
度量 化 空间 . SS aS] ZEAE BER PO RIBAS 

空间 . $e zs JH] RU SE (SHE. 对 于 了 7 ZEX, XEN 
空间 的 充分 必要 条 件 是 ,X 是 可 分 度量 空间 的 紧 覆 
盖 连 续 映 射 的 像 . 

cTAR EY (r-mapping) 一 类 上 映射. 设 X,Y 是 拓 
HEES: XY r ARTES. AY 中 任意 点 在 上 了 
下 的 原 像 的 基数 小 于 或 等 于 r, 则 称 了 是 rz 映射. 

r 空间 (r-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 X 
为 拓扑 空间 ,xEX. AFE r ARRIU’) K zc 
U: 时 ,点 列 {xi} 包 含 于 XX 的 某 紧 集 内 , 则 称 x 为 x 
点 ， E OX dig n HIR BRIM X ROS rs s. 在 仿 
KT: 空间 的 范围 内 ,r 空间 、g 空间 .点 可 数 型 空间 
三 者 是 一 致 的 . 

点 (r- point) 见 “r 空间 ”. 

me es fa] (butterfly space) 一 个 特殊 的 拓扑 空 
H. 它 是 点 集 拓 扑 中 一 个 重要 的 反例 . 设 X 为 上 半 
平面 ,4CX 为 工 轴 .X 一 4 的 点 具有 普通 的 邻 域 
A. X ud 4 的 点 卫 RBA e, -—ecCe> OH BAD 
IA 4. Le X EL. 下方 的 点 的 全 体 ,同样 地 
A L-AN X 的 在 鳃 :下方 的 点 的 全 体 ,S.(P) 表 示 以 
P 为 中 心 ,e 为 半径 的 开 球 . 记 

CAP = PUGS CRY Ty Ge Ws 
XX P RREA (UCP) le>0)}. m EME T R8 X 
是 一 个 吉 洪 诺 夫 空 间 , 称 之 为 蝶 空 间 .U.(P) 称 为 P 
B EE Bd. 亚 历 山 德 罗 夫 (Anerkcagnpos,11. C. 281077 
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米 芯 基 (Niemytzki, Y.) 于 1938 年 ,麦克 奥 内 
(McAuley, L. F.) F 1956 年 曾 讨 论 过 这 个 空间 . 蝶 
空间 具有 可 数 网 络 但 不 是 汽 , 空间 . 

iE SB tok (butterfly neighbourhood) Jil, “ BE 2s 
lB)”. 

M, 空间 (Mi-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 具 
Ao RAEN T: 空间 称 为 M, 空间 .上 度量 空间 一 
定 是 M 空间 . M, 空间 具有 可 数 可 积 性 与 开 遗 传 
性 . 度量 空间 的 闭 连续 像 是 Mi 空间 . M, 空间 在 既 
约 的 完全 映射 下 的 像 是 M, 空间 . Mi 空间 是 塞 德 
(Ceder,J. ) 于 1961 年 引入 的 . 

M, 空间 (Ms,-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . ix 
多 为 拓扑 空间 X 的 子 集 族 . 若 对 于 任意 ce xX Sr 
的 任意 开 邻 域 U ,存在 BE 家 使 得 

r€intBC BcCU, 
则 称 57 X 的 拟 基 .具有 o 保 闭 的 拟 基 的 了 7 空间 
FR M: 空间 .Mi 空间 是 Ms 空间 . M» 空间 具有 可 
数 可 积 性 . M: 空间 的 闭 连 续 像 是 M; 空间 . M. 空间 
是 否 为 M 空间 ,这 是 一 个 至 今 尚未 解决 的 问题 . 


拟 基 (quasi-base) — UL," M, 空间 ” 
可 层 化 空间 (stratifiable space) 亦 称 M; 空 
a}. 一 类 特殊 的 拓扑 空间 .拓扑 空间 X 称 为 半 可 层 


化 空间 ,车 站 是 7T; 的 ,并 且 对 于 任意 自然 数 n 与 X 
的 闭 集 五 ,存在 开 集 GOL ED ,满足 : 


= NGH); 


A HCK, W| Gin, H)ECG(n, K); 
Ti FHA E AR IE 


3. H= N G nli: 


则 称 X Symp deos 间 . 可 层 化 空间 是 仿 紧 的 、 完 全 
正规 的 cc 空间.c 空 间 是 半 可 层 化 空间 . 可 层 化 空间 
与 半 可 层 化 空间 是 遗传 的 与 可 数 可 积 的 .可 层 化 空 
间 的 团 连续 像 是 可 层 化 空间 . 格 鲁 海 基 (Gruen- 
hage,G. ) 于 1976 4E, 4k Ef (Junnila, H. ) F 1978 
年 分 别 独立 地 证 明了 X SENT es H, HA X 
是 M, 48 x fia]. M: Z x [n] Z& h SE f (Ceder ,J. ) 于 1961 年 
引入 的 , 波 基 斯 (Borges,C. R. ) 采 用 可 层 化 空间 这 
一 名 称 . 半 可 层 化 空间 是 由 克 瑞 德 (Creede,G. ) F 
1970 年 引入 并 研究 的 . 

半 可 层 化 空间 (semi-stratifiable space) M 
fia)”. 

空间 (AM:-space) ” 即 “ 可 层 化 空间 ”. 

ME (monotonically normal space) 
一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 X 是 拓扑 空间 . MT TX 
的 任意 两 个 不 相交 闭 集 H 与 ,存在 开 集 G(H,K) 
满足 : 

1. HCCGCH,KOC.GOH4,K)OC.X —K; 


2. # HC H',K'CK,.H 
GOTT ROCGUHI Rs 

Wu EK X 为 单调 正规 空间 . 单调 正规 空间 是 族 正 规 空 
间 . 单调 正规 空间 的 任意 子 空间 是 单调 正规 的 .空间 
X 是 可 层 化 空间 , 当 上 且 仅 当 X 是 半 可 层 化 的 单调 正 
规 空间 . 单调 正规 空间 的 闭 连 续 像 是 单调 正规 的 . 

c & [8] (o-space ) ae 
5 离散 网 络 的 了; 空间 称 为 o 空间 .度量 空间 与 可 层 
化 空间 是 e 空间 . 可 数 紧 o 空间 是 可 度量 化 的 .o 空 
间 的 闭 连 续 像 是 o 空间 .了 7 了; 空间 和 为 5 空间 , 当 且 
BUS X Ao 局 部 有 限 网 络 , 当 且 仅 当 和 有 保 闭 网 
28. X 为 Moore 空间 , 当 目 仅 当 六 同时 为 o 空间 与 

空间 . 可 数 多 个 ( 仿 紧 )o 空间 的 积 空间 是 ( 仿 紧 )o 

空间 .o 空间 是 奥 山 (Okuyama,A.) 于 1967 年 引入 
的 . 

x 空间 (2S-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 X 
E T, ZE ATEX Ho BRK SY 与 由 闭 可 数 紧 
( 紧 ) 集 组 成 的 和 的 覆盖 € [ERIT TEX CEE 与 
包含 ChAEU, AL FC (E13 CC FCU ,W|fy 
X H XBIGREZBO.X 是 强 了 空间 , 当 且 仅 当 
X 是 次 仿 紧 的 空间 .o 空间 是 强 2 空间. 反之, 具 
AG, 对 角 线 的 三 空间 是 o 空间 .o 空间 的 拟 完 全 映 
SARRE D Z B]. 永 见 (Nagami,K. ) 于 1969 年 


证 明了 三 空间 的 类 严格 大 于 cc 空间 的 拟 完 全 映射 
的 原 像 的 类 . 强 空间 的 可 数 积 空 间 是 强 mu. 
强 三 空间 (strong 2B-space)” 见 “空间 ”. 


> bl 4 (X-network?) 
c 是 拓扑 空 


ee ae x 
间 X 的 覆盖 . 对 于 任意 0€ X du 
Cis 7 =] adeo 
拓扑 空间 X HY Jey GS A BR BH TR xm 94 BRAD NI 
络 , 若 满足 :对 于 X 的 非 空 逆 集 列 KDK: D], A 
存在 +z€EX, 对 于 任意 i 有 KiCC Ge A D Bü] 
Akins. 
对 此 2 l8 do 
COD = Cr, F), 

则 对 于 任意 «€ X.CGod&nu R. 4 COGO 
的 时 , (区 ,} 称 为 空间 X 的 强 三 网 络 . A 2 网 络 的 
空间 和 是 三 空间 .具有 强 三 网 络 的 空间 是 强 三 空 
间 . 2 空间 是 森田 纪 一 空间 . M 空间 是 > 空间 .> 空 
间 和 紧 空间 的 积 是 空间 .车 XY fecit 
全 映射 , 则 XX 是 5 空间 的 充分 必要 条 件 是 了 是 > 
空间 . 

382, 网 络 (strong X-network) W“ 网 络 ”. 

森田 纪 一 空间 (Morita space) 一 类 特殊 的 所 
扑 空 间 . 考虑 集合 Q 与 拓扑 空间 X.X 的 子 集 族 
(GCa, ya ,QE Q,ICN) (关于 Q) 


,0;) | al ya 


一 般 拓扑 学 


是 单调 增加 的 xe EX 1 与 QQ 9 Qi; EN, 

G Ca, ,a5,***,a;) CG Ca, 9 Qn 5 888 9 G9 G44) 
成 立 . 集 族 

{F(a saz," sai) lasas a; € Q,I€ N) 
是 集 族 

{Glasa a) |a $05, *** ER EN} 


的 同调 加 细 , 如 果 前 者 是 后 者 的 一 一 加 细 , 并 且 满 足 
下 述 条 件 OE 


UGG, aa) — X, 
则 
UF a, as, a) = > X. 
XT FEX QUI X 的 单调 增加 开 集 族 
(G Ca, yayy。 *,0;) |0,,0,,* dE ^r c 22,7 c N}, 
存在 同调 加 细 闭 集 族 
{F (a, ,Qs ,** ,0;) |@ 5,50 „aq € Q, i EN}, 
则 称 X 为 P 空间 或 森田 纪 一 空间 . 完全 正规 空间 是 
森田 纪 一 空间 . 正规 森田 纪 一 空间 是 可 数 仿 紧 的 . 森 


田 纪 一 空间 的 闭 连续 像 是 森田 纪 一 空间 . 森田 纪 一 
空间 的 拟 完 全 映射 的 原 像 也 是 森田 纪 一 空间 . 可 数 
紧 空间 是 森田 纪 一 空间 . M. 空间 是 森田 纪 一 空间 . 
森田 纪 一 空间 与 紧 空 间 的 积 是 森田 纪 一 空间 . 
P 空间 (P-space) 即 “ 和 森田 纪 一 空间 ” 
MCweight) 拓扑 空间 的 一 个 基数 六 数 . it X 
为 拓扑 空间 ,X 的 拓扑 基 的 最 小 基数 称 为 和 的 权 ， 
WA wX). X A88 — nS a] 24 BU wOXD x 
No X ABS le M wOO-IXI.RIBIXUSX 
的 基数 . EY 为 吉 洪 诺 夫 空间 X 的 紧 化 , 则 
wlY)=wl(X)<exp d(X), 
其 中 a(X) 为 X 的 稠密 度 . 
伪 基 (pseudo base) 
类 开 集 族 . 设 多 是 拓扑 空 
B XxEX 有 
(zxj—-[)t5€ Z|x€B), 
则 称 多 为 X BE. X ATE. HAMAX ET, 
空间 .X 的 伪 基 的 最 小 基数 称 为 X 的 伪 权 或 少 权 ， 
记 为 dwCX). 
y d&(g-base) BJ”. 
AA (pseudo weight) WMH”. 
Yp I (p-weight) — BIA". 
28 (network) 拓扑 空间 中 的 一 类 集 族 . iz 
X AMS. AA X 的 子 集 族 . AMT ER C 
X Rx WER BRU FE A WIR BEG re B 
CU , WW RR Z Hy X 的 网 络 .X 的 网 络 的 最 小 基数 称 
为 和 的 网 络 权 , 记 为 me CXO. X 的 任意 基 是 网 络 . 
另外 ,zzEX)} 也 是 X 的 网 络 ,所 以 zzro(CX) 不 超 
WX AK wCXOAE X BI IX]. FX T, 空间 
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IR PK 9 基 . 拓扑 空间 的 一 
la] X 的 开 集 族 . AM FE 


一 HR dh dh = 


X "B mo CX) —w COO. 网 络 的 概念 是 阿尔 汉 盖 路 斯 
基 (Apxaurenpcku, A. ) F 1959 年 提出 的 . 
网 络 权 (network weight) 见 “ 网 络 ” 
稠密 度 (density) ”拓扑 空间 的 一 个 基数 函数 . 
拓扑 空间 X 的 稠密 度 是 X 的 稠密 子 集 的 最 小 基数 ， 
记 为 d(X). 可 分 空间 的 稠密 度 不 超过 汽 。. 对 于 任意 
拓扑 空间 XX 的 稠密 度 不 超过 X AL, Bd X)< 
wX). SFE RAM SR IBI XA 
人 ES 
其 中 |X | 表示 X 的 基数 .对 于 任意 了 ,空间 及 ,有 
w(X) < expd (X). 
遗传 稠密 度 (hereditary density) ”拓扑 空 pi 
一 个 基数 函数 . 设 X 为 拓扑 空间 .X 的 所 有 子 空 
A) Bal Oe BE A) EWA AL Be OW X anal us 
hd CX). 斯 库 拉 (Skula,L. ) 于 1965 年 证 明 : 对 于 任 
意 线性 序 空间 XX, 遗传 稠密 度 与 稠密 度 是 相等 的 , 即 
hd(X)=d(X). 
Be RS BE (cellularity) ” 亦 称 苏 斯 林 数 .拓扑 空间 
X 的 一 个 基数 函数 . 拓扑 空间 X 中 两 两 不 相交 的 非 
空 开 集 族 的 基数 的 上 确 界 称 为 X 
CX). A COX) So» Bll X AR PAPA A ABE HY SE 28 
集 族 是 至 多 可 数 的 , 则 称 拓扑 空间 X 为 苏 斯 林 空 
或 具有 苏 斯 林 性 质 . 可 分 空间 具有 苏 斯 林 性 质 . 
苏 斯 林 数 (Suslin number) — BD “fg Rs Br ". 
苏 斯 林 性 质 (Suslin property) Jl“ A eee”. 
苏 斯 林 空 间 (Suslin space) 见 “ 胞 腔 度 ” 
林 德 勒 夫 数 (Lindel6f number) 拓扑 空间 的 
一 个 基数 函数 . 满足 以 下 条 件 的 最 小 基数 m 称 为 拓 
扑 空间 X 的 林 德 勒 夫 数 :X NRA AA 
不 超过 m 的 开 加 细 . 拓扑 空间 X 的 林 德 勒 夫 数 记 为 
ICX). X FLAK SS A. SAI LOS. Mt 
于 任意 拓扑 空间 X UXO ARB X. 的 网 络 权 
nuwCX). 
遗传 林 德 勒 夫 数 (hereditary Lindelöf number) 
拓扑 空间 的 一 个 基数 图 数 . 设 X 为 拓扑 空间 .X 的 
所 有 子 空间 的 林 德 勒 夫 数 的 上 确 界 称 为 X 的 遗传 
林 德 勒 夫 数 , 记 为 hX), B 
hi(X)=suptl(Y) |YCX}, 
其 中 LY) AH 28 [i] YY ORR RL. 对 于 每 一 察 斯 
多 夫 空 间 X, |X |<exphl(X) Mar, AP |X | em X 
的 基数 . ix — 2B SR AE NK AR WX (Cmupuos, IO. M. ) F 
1950 年 证 明 的 . 
特征 (character) ”拓扑 空间 的 一 个 基数 函数 . 
设 X 为 拓扑 空间 ,4 是 X 的 非 空子 集 .4 在 X 中 的 
邻 域 基 的 最 小 基数 称 为 4 在 XX 中 的 特征 , 记 为 
XCA, X). 24 A AB RR PIT XC pp} XD RA p 
的 特征 , 简 记 为 XX). & 
XX)=sup{X(p,X)|pEX), 
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则 XC(X) 称 为 空间 X 的 特征 . X 为 第 一 可 数 空间 , 当 
BM xO s. 
1A $$ GE (pseudo charactor) ”拓扑 空间 的 一 个 


FER PRR. UX AT, Sic eX. EAE 
NU |VE 27) - (ix) 
的 开 集 族 4 的 最 小 基数 称 为 空间 X 在 点 xz 的 伪 特 
iE , id 2g Gr, XO. X 在 所 有 点 的 伪 特 征 y(x,X) 的 
MAS SE X 的 伪 特 征 , 记 为 %CX). 对 于 任意 
空间 X 有 VCX)sXCX) ,其 中 XCX) 为 和 的 特征 ， 
T: 空间 X A P(X) =X). 对 于 任意 
豪 斯 多 夫 空间 X 有 %(X) 委 exp d(X), HP d(X) 
AX 的 稠密 度 . 对 于 任意 T. 空间 X 有 
|X |<expld(X)y(X) ], 
其 中 | 和 | 表示 X 的 基数 . 
紧密 度 (tightness) 拓扑 空间 的 一 个 基数 辑 
数 . 设 X 为 拓扑 空间 ,zEX. 空 间 X 在 点 xz 的 紧密 
度 是 满足 以 下 条 件 的 最 小 基数 m: A zxEs, 则 存在 
SoCS , fif So tkm H € So. 2 空间 X 在 点 Lc E 
密度 记 为 cr, XO. 又 定义 
r(X) 一 suptr(Cz 和 X)|zEX)， 
r(X) 称 为 和 的 紧密 度 . 对 于 任意 拓扑 空 
意 xXEX, 有 
Cs 
KP XXH A r Æ X PRE, XXX) X 的 特 
征 . A [8] X A cO —XOO. 紧密 度 
FE FW [nf 2 1X. Fe PE EU BRE C A pxaureitnekuitt, ^. ) 和 波 
PL T B. ) 于 1968 年 提出 的 . 
展 形 (spread) 拓扑 空间 的 一 个 基数 函数 . 设 
X 为 拓扑 空间 .定义 s(X) —suptlD||D A X 的 离 
散 子 空间 ), 则 称 sO A X 的 展 形 . 
阶 数 (order) 集 族 的 一 种 基数 . A 
X 的 子 集 族 ,pEX, 则 
ord(p, 7) — |(M€-« |p€ Mj| 
FIN SE ER pU, 
ord -@=sup{ord (p, -| pe Xj 
FR SR AR LAC 
维 数 论 (dimension theory) 欧 几 里 得 空间 的 
维 数 概念 的 推广 . 对 于 某 些 拓扑 空间 指定 一 个 非 负 
整数 , 称 为 该 空间 的 维 数 . 此 外 ,对 空 集 儿 指定 为 一 
1 ,而 对 “无 限 维 ? 空 间 指 定 为 ce. 拓扑 空间 的 维 数 有 
三 种 不 同方 式 定 义 , 即 覆盖 维 数 (dim)、 小 归纳 维 数 
(ind) 和 大 归纳 维 数 (Ind). 它们 都 具有 维 数 的 特征 ， 
但 适用 的 范围 不 同 , 分 别 是 言 洪 详 夫 空间 .正则 空间 
和 正规 空间 . 维 数 最 初 是 对 紧 可 度量 化 空间 引 和 人 的， 
其 后 扩张 到 可 分 可 度量 化 空间 . ee 
空间 维 数论 的 基本 定理 ,在 所 有 度量 空间 或 紧 空 
中 并 不 成 立 . 因此 ,对 于 一 般 拓扑 空 pisei 
it. BEM Se (Poincaré, CJ. 2H. )F 1912 年 略 述 了 维 


间 X 与 任 


A 为 集合 


数 的 归纳 性 定义 . 维 数 函 数 的 第 一 个 精确 定义 是 由 
fg 37 AK (Brouwer, L. E. J.) 1913 年 叙述 的 . 布 
劳 威 尔 的 维 数 函数 与 维 数 Ind. 在 局 部 连通 紧 可 度量 
化 空间 中 是 一 致 的 . 但 是 布 劳 威 尔 的 维 数 图 数 仅 是 
FH üE HA“ P mn. Ws [a] R” 与 R" 不 同 肛 ” 的 一 个 
辅助 工具 . 维 数理 论 是 由 门 杰 (Menger,K. DAIS 
松 CY puicon, IT. C. ) 首创 的 .ind MEMES BMT 
1922 年 和 门 杰 于 1923 年 给 出 的 , Ind Bag MEW PS 
(Cech, E. ) 于 1931 年 给 出 的 .覆盖 维 数 dim 定义 于 
WT 1933 年 的 论文 中 . 由 切 赫 给 出 的 dim 定义 仅 
适用 于 正规 空间 . FHER Karro, M. ) 于 1950 年 
修改 了 这 个 定义 .斯 米尔 诺 夫 (CupHuop,IO. M. ) F 
1956 年 研究 了 另 一 类 覆盖 导出 同样 的 维 数 函数 . 吉 
洪 诺 夫 空间 的 维 数论 最 早 系统 的 讲解 是 在 计 尔 曼 
(Gillman, L. ) AIZ Œ 3b CJerison, M. ) F 1960 年 的 
AE. 

维 数 (dimension) 见 “ 维 数论 ” 

覆盖 维 数 (covering dimension) 拓扑 空间 的 
一 种 维 数 . 首先 定义 一 个 集 族 阶 的 概念 . 设 oy 是 集 
X 的 子 集 族 . 者 -中 存在 具有 非 空 交 的 ”十 1 个 

ROMER ”的 最 大 值 称 为 -ez BOT AER n By 
最 大 值 不 存在 , 则 称 -ee 的 阶 为 ce. 设 X AR 
空间 ,” 表 示 大 于 或 等 于 一 1 的 整数 . nu. 

1. 当 X 的 任意 有 限 的 渔 数 开 覆盖 都 具有 阶 数 
不 超过 的 有 限 的 水 数 开 加 细 时 ,规定 dim X n. 

2. M dim X xn, Jf. H. dim X in — 1 不 成 立时 ， 
规定 dim X =n. 

3. 当 对 于 任意 自然 数 n,dim X n. FA GERE, 
规定 dim X —oo. 

于 是 对 于 任意 吉 洪 诺 夫 空 间 X 确定 的 dimX， 
称 为 X 的 切 赫 - 勒 贝 格 维 数 或 覆盖 维 数 . 大 空间 X 
与 Y 同 及, 则 dim X —dimY. 

集 族 的 阶 (order of a family of sets) 
"E. 

UL — 35 n $8 4E 3S1 (Cech-Lebesgue dimension) 
JL EE. 

大 归纳 维 数 (large inductive dimension) 拓扑 
空间 的 一 种 维 数 . 设 X 为 正规 空间 ,” 表 示 非 负 整 
数 . 大 归纳 维 数 可 如 下 确定 : 

1. HR X= Ø, HE Ind X= 一 1. 

2. ARF X 的 任意 闭 集 4 和 包含 4 的 X 的 任 
意 开 集 VALE X 的 开 集 U. EG ACUCV ,并且 
Ind (U —intU) xcn— 1 , 则 规定 Ind X xn. 

3. # Ind X in, J£ H. Ind X in — 1 不成立 , 则 规 
定 Ind X =n. 

4. 若 对 于 任意 自然 数 n DEN Ind X<n Hi 

于 是 对 于 任意 正规 空 


D," 28 s 


[a] X 确定 的 IndX, 称 为 


一 R 拓扑 = 


X 的 布 劳 威 尔 - 切 赫 维 数 或 大 归纳 维 数 . 若 空间 X 
Y [ale Wl] Ind X —IndY. 

1n 95 BM OR — V] de 2 BW (Brouwer-Cech dimension) 
见 “ 大 归纳 维 数 ” 

小 归纳 维 数 (small inductive dimension) 拓扑 
空间 的 一 种 维 数 . 设 X 为 正则 空间 ,2” 表 示 非 负 整 
数 . 小 归纳 维 数 可 如 下 确定 : 

1. HAX X= Økt, AME ind X— — 1. 

2. ARF X 的 任意 点 x 及 x 的 任意 邻 域 V, 存 
在 二 的 开 邻 域 志 ,使 得 CT, 并 且 ind (QU —intU) 
<2” 一 1, 则 规定 ind Xn. 

3. £i ind X xn, J£ H ind X xin — 1 不成立 , 则 规 
定 ind X =n. 

4. EXI FER BRM n EX ind Xn BA 
成 立 , 则 规定 ind X —oo. 

于 是 对 于 任意 正则 空间 X 确定 的 indX, 称 为 
X 的 门 杰 - 乌 雷 松 维 数 或 小 归纳 维 数 . 知 空 间 X 与 
Y [IR] f , Dll] ind X — ind Y. 

l)27&- 5 BPR 4B ( Menger-Urysohn dimen- 
sion) 见 “ 小 归纳 维 数 ” 

维 数 基本 定理 (fundamental theorem of dimen- 
sions) 关于 欧 几 里 得 空间 维 数 关系 的 定理 . 该 定 
理 断 言 :对 于 任意 自然 数 n 有 

indR” = IndR” = dimR" = n. 
dim R” =n Æ $ Dl 4& (Lebesgue, H. L. )-F 1911 4, 
An 37 BRK (Brouwer, L. E. J.) 1913 年 分 别 证 BH 
BJ. IndR" =n 是 布 劳 威 尔 (Brouwer, L. E. J.) 于 
1913 4Æ DE BH BY. indR" =n 是 门 杰 (Menger,K. ) F 
1924 48, HRS (Ypuicon. I. C. ) 于 1925 年 分 别 证 明 
的 . 

集 族 膨胀 (swelling of family of subsets) if 
ie 88 us EU — PLA. A. leE DI; {Bala Dj 
是 拓扑 空间 X 的 两 个 子 集 族 . AMER CODA 
A.CB。, 并 且 对 于 任意 有 限 个 指标 w ,Qs，*… ,a, ED, 

A, N Ae, Nor Ae = Z 
4AM 

Ba [Bree Ba = 
则 称 集 族 (B。1a€E DIKER A aE DD} 的 膨胀 . 

覆盖 收缩 (shrinking of cover) WYER HAM 
B —^4LAR.G&GILIa€ D}, G.lae€ D} EFS A 
X 的 两 个 覆盖 . 若 对 于 任意 acD, A B.C. A, SU BR 
Bm Bee D) EE m (AlE D HKM. E B. 
为 X 的 开 ( 闭 ) 集 , 则 称 覆 盖 (D. ED) EA H(A le 
ED}) 的 开 ( 闭 ) 收 缩 . Eus o 的 任何 收缩 的 阶 不 大 
于 -ez OB. 

履 盖 的 开 收 缩 (open shrinking of cover) W 
“覆盖 的 收缩 ” | 
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一 fx m dh 学 


覆盖 的 闭 收缩 (closed shrinking of cover) I 
“覆盖 的 收缩 

子 空间 维 数 定理 (dimension theorem of sub- 
space) 关于 部 分 和 整体 维 数 之 间 关 系 的 定理 . 若 
X 是 拓扑 空间 ,MCX, 则 有 下 述 结论 : 

1. Zi X AEM zx [8] , Dll] ind M xtind X. KES 
fa FA (OY purco, Hl. C. 2 F 1922 ^E At] 72k (Menger, 
K. ) 于 1923 年 分 别 证 明 的 . 

2. X OJIEAR ZR ll. M A X 的 闭 子 空间 , 则 
Ind M<Ind X. XÆ UJ js (Cech, E. ) 于 1932 年 证 明 
的 ， 

3. 4 X A IE Lz la], MW X 的 闭 子 空间 , 则 
dim Mxzdim X. iX Jé Wik F 1933 年 证 明 的 . 

4.4 X ON EVE Am lal. Ht A XE E S PH C 
fiM-—L0o.1]88n[ xe EP GK $8] X 上 , 则 dimM 
dim X. ix Æ F UJ TE XK CKareron, M. ) F 1950 年 证 BH 
B. 

维 数 重合 定理 (coincidence theorem of dimen- 
sion) 关于 维 数 的 定理 . 该 定理 断言 :对 于 任意 可 
分 可 度量 化 空间 X, § ind X — Ind X — dim X. KE 
H E a y CHurewicz, W. ) F 1927 年 提出 的 ， 

卡 切 托 夫 - 森 田 纪 一 定理 (Katetov-Morita the- 
orem) 关于 维 数 的 重要 定理 . 该 定理 断言 :对 于 任 
意 可 度量 化 空间 X, 有 Ind X —dim X. 该 定理 是 由 
FE HJ FER Chareros, M. ) F 1952 年 和 森田 纪 一 
(Morita, K. ) F 1954 年 分 别 独立 证 明 的 . 关于 紧 可 
度量 化 空间 X, fa 37 UR (Brouwer, L. E. J.) F 
1924 年 证 明 ind X —Ind X. 关于 可 分 可 度量 化 空间 
X,ind X —Ind X 是 由 图 马 基 (CTumarkin,L. A. ) 于 
1926 4E All d 4E HK CHurewicz, W. ) F 1927 年 证 明 
的 . 关于 紧 可 度量 化 空间 X ind X —dim X 是 由 乌 
T PS CY ppicou, TT. C. ) 于 1926 年 建立 的 . 

维 数 加 法 定理 (addition theorem of dimension) 
关于 维 数 的 一 组 定理 : 

1. 耕 X,Y 为 可 度量 化 空间 的 可 分 子 空间 , 则 

ind (X UY)<iind X+ind 了 十 1. 
这 是 图 马 基 (CTumarkin ,L. A.) F 1926 4E , db AER 
(Hurewicz, W. ) F 1927 年 提出 的 . 
2. #7 X.Y 为 完全 正规 空间 的 子 空间 , 则 
Ind (X UY)<Ind X+Ind Y+1. 
3. E X. Y 为 完全 正规 空间 的 子 空间 , 则 
dim (X UY)<dim X+dim Y 十 1. 

定理 2 与 3 是 斯 米尔 诺 夫 (CupHoB,IO. M. ) F 
1951 年 提出 的 . 

维 数 的 可 数 和 定理 (countable sum theorem of 
dimension) 关于 维 数 的 一 组 定理 : 

1. 设 X 为 正规 空间 , 财 集 列 (有 /是 X 的 覆盖 . 
AWE dim Fn G—1,2.*2.JlJ dim X cn. ix 
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UJ A (Cech E. ) F 1933 年 提出 的 . 

2.10 X 为 可 度量 化 空间 AP E X 的 覆 
H. iA Ind F;xim G—1,2,-:2, WU) Ind X xn. 这 
Fé VY) ob 1932 年 提出 的 . 

3. e X Aul rur RE d bn. ples] (FEX 
HI E. AWE ind F;xin G=1,2,.°), M] ind X c 
n. iX dé [|] 75 (Menger, K. 2 F 1924 ^E A 65 d RA^ 
(Yppicon, H. C. ) 于 1922 年 就 紧 度 量 空间 证 明 的 . 图 
Oy d CTumarkin, L. A.) F 1926 ^E M ah AE X 
(Hurewicz,W. ) 于 1927 年 推广 到 可 分 可 度量 化 空 
[i]. 

维 数 的 局 部 有 限 和 定理 (locally finite sum the- 
orem of dimension) 关于 维 数 的 一 组 定理 ; 

1. 设 X 为 正规 空间 , (Flac DIN X 的 局 部 有 
限 闭 覆盖 . 若 对 于 任意 aED HA dim Fn Jl] dim X 
xn. 这 是 森田 纪 一 (Morita,K. ) F 1950 年 , 卡 切 托 
X Gxareron, M. ) F 1952 4E up BH fr. 

2.0 X Awl RE RE H, (Fee DIA X 的 局 
BEA RAA m. 知 对 于 任意 6€ D 有 Ind F,<n, Il 
Ind X xin. 这 是 木村 (Kimura,N.) 于 1967 年 证 明 
的 . 


维 数 直 积 定理 (Cartesian product theorem of 
dimension) ”关于 维 数 的 一 组 定理 : 

1. 4 X.Y 为 可 分 可 度量 化 空间 , 则 

ind CX XY)<ind X 十 ind Y. 
这 是 门 杰 (Menger,K. ) 于 1928 年 证 明 的 . 
Ind CX XY)<Ind X+Ind Y. 

iX E F UJ JE X Ckareros, M. ) F 1952 年 和 森田 纪 一 
(Morita, K. ) F 1954 年 分 别 证 明 的 . 

维 数 第 一 分 解 定 理 (first decomposition theo- 
rem of dimension) 关于 维 数 的 一 组 定理 : 

1. 大 六 为 可 度量 化 空间 , 则 Ox Ind X n 的 充 
分 必要 条 件 是 X 可 表示 为 子 空间 Y 和 2 的 并 ,使 得 
Ind Y in— 1 JF H. IndZ<0. 

2.44 X Fy wy Sp BY RE SR fs IR]. Bl] O<ind X sin 
的 充分 必要 条 件 是 X 可 表示 为 子 空间 Y 和 Z B. 
使 得 ind Y xin — 1 J H. indZ<0. 

维 数 第 二 分 解 定 理 (second decomposition the- 
orem of dimension) 关于 维 数 的 一 组 定理 ; 

1. 奋 X 为 可 度量 化 空间 , 则 ox Ind Xn KE 
分 必要 条 件 是 X 可 表示 为 2 十 1 个 子 空间 ZZ, 
Za EISE 1.2. 4-1, Ind Z; x0. 

2.4. X 为 可 分 可 度量 化 空间 , 则 Oid Xn 
的 充分 必要 条 件 是 X 可 表示 为 2 十 1 个 子 空间 Zi. 
£y yu 的 并 ,使 得 对 于 i 二 1] ,2,** n+l, 

ind Z;<0. 
维 数 扩大 定理 (enlargement theorem of dimen- 


sion) 关于 维 数 的 一 组 定理 : 

1. 4 X 为 可 度量 化 空间 ,M 为 X 的 任意 可 分 
子 空间 . A ind M<n, WATE X 的 Cs OM ,使 得 
MCM* #4 ind M* xin. 3x EAS Æ (Tumarkin, 
L.A. )¥ 1926 年 证 明 的 . 

2. 奉 六 为 可 度量 化 空间 ， aea 
IR]. 47 Ind Mn. WATE X 的 Cs 集 M ,使 得 
M' 3€ H Ind M' xn. 这 是 永 见 vndis e ) E 
1959 年 证 明 的 . 

紧 化 维 数 (dimension of compactification) X 
于 维 数 的 一 组 定理 :者 BX 为 X 的 斯 通 - 切 赫 紧 化 ， 
则 有 下 述 结 果 

1.34 X WT, Zi RB]. Ind 8X —Ind X. 

2. 当 Xi 为 吉 潜 诺 夫 空间 时 ,dim 8X =dim X. 

3: MOX 为 吉 洪 诺 夫 空 [A] Hf ind BX Sind X, H 
中 等 式 未 必 成 立 . 

a 在 集 族 上 引入 的 一 
Fh 45 [A]. E CX 7 ) 为 拓扑 空间 ,2 为 X BYES 
集 族 . ATE CO 上 引入 拓扑 ,使 之 构成 拓扑 空间 ， 
称 «2€ 为 以 X 为 基本 空间 的 超 空 间 . 在 超 空 间 的 各 
种 拓扑 中 ,有 限 拓 扑 是 最 为 重要 的 . TESENT EX 
(Hausdorff,F. ) 建 立 了 拓扑 空间 理论 后 不 久 ,20 TE 
纪 20 年 代 , 菲 托 里 斯 (Vietoris ,I. ) 开 始 研 究 超 空 
[A]. 1930 年 , 超 空 间 的 基本 理论 已 经 建成 . 20 世纪 
50 年 代 以 后 , 超 空间 理论 已 广泛 地 应 用 到 微分 方 
程 、 泛 函 分 析 、 山 性 理论 、 巴 拿 赫 空间 几何 学 、 不 动 点 
理论 ,选择 理论 中 ,成 为 一 般 拓扑 学 的 一 个 重要 分 
3s 

超 空间 上 拓扑 (upper topology of hyperspace) 
iau] LA RHH WX, 7 ) ART a ee 
为 和 的 非 空子 集 族 . £ 

(U»—(EC€2C|ECU), 
U= {EEX ENUE T. 

WALU [U € 7 AEE A 中 确定 的 拓扑 称 为 超 
空间 的 上 拓扑 , 记 为 7 a AOU CVETI NTETE 
e 中 确定 的 拓扑 称 为 超 空 间 的 下 拓扑 , 记 为 

超 空 间 下 拓扑 (ower topology of se 
见 “ 超 空间 的 上 拓扑 ” 

超 空 间 的 有 限 拓扑 (finite topology of hyper- 

亦 称 指数 拓 扑 . 超 空间 上 的 一 类 拓扑 . dX 

7 ) 为 拓扑 空间 ,给 X WES FRR. A 
Ew “dM EECA E 


CUA.E NAF ui = 12). 
则 在 Ee 中 以 
((U,,U,,*-- 


为 基 的 拓扑 称 为 超 空 
指数 拓扑 (exponential topology) 


pus ) 


Cie v up eoa N) 
间 的 有 限 拓 扑 , 记 为 2” 
"D" 空间 
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的 有 限 拓 扑 ” 
豪 斯 多 夫 度 量 (Hausdorff metric) 在 集 族 上 
引入 的 一 种 度量 . 若 (X,Z&) 为 度量 空间 ,在 X 的 所 


有 非 空 = 有 界 的 闭 子 集 的 族 上 定义 
H(A,B) = max {supa (a, B), supd (b, A), 


WW) H xe X BY AA AE = 有 界 闭 子 集 族 上 的 一 个 度 
fux BH & ARE 

维 他 内 映射 (Whitney mapping) 超 空 间 上 的 
一 类 映射 . 设 X 为 连续 统 ( 即 紧 连 通 度 量 空间 ).X 
的 子 连 续 统 的 超 空间 具有 去 斯 多 夫 度 量 , 记 为 
C(CX). 若 连续 映射 w:C(CX) 一 [0,1] 具 有 下 列 性 质 : 

1. 对 于 任意 x € X,u(ix)220 

2. iC X) —1; 

3. # ACB,AFB, Ml uCA) — CB) 

则 称 py EA BRAY. SEER te LOL]. un! GRE 
为 维 他 内 连续 统 . UP X 具有 性 质 忆 时 , 维 他 内 连 
续 统 在 C(X) 中 也 具有 性 质 己 , 则 称 性 质 己 为 维 他 
内 性 质 . 

维 他 内 连续 统 (Whitney continuum) 
内 映射 ”. 

维 他 内 性 质 (Whitney property) 
映射 ”. 

逆 极 限 (inverse limit) 由 一 族 拓扑 空间 确定 
的 一 类 拓扑 空间 . 设 (4, 科 ) 为 定向 集 ,{(Xo|eE AT 
一 族 拓扑 空间 . 者 对 于 任意 e PEA, CPB, EE 
映射 zs :Xs 一 XX 使 得 对 于 任意 满足 a R<y fh a, 
B.Y€ A,m = nirs 成 立 ， se ,xx s A) KAS E] 
RX SNR. MPRA S=(X..05,A}, BAS 


[R] 
X= [[ X. 
acA 


见 “ 维 他 


见 “ 维 他 内 


对 于 任意 a€ 4, 寿 
间 
X-—(r€ X|X FER acp, 
a, BE Ayn! m (x) =2,(x)} 
FOR IER (Xn! A} AO MARR T D lim(X,.22, A}, 
简 记 为 lim. S zklim X,. XE FMAS=(X., Lee. ee 
若 空间 X 和 lim 同 胚 , 则 称 X np LIE WM R 
(Xni. A). 

iB X (inverse system) JL “Wi”. 

逆 极 限 中 的 基本 开 集 (basic open set of an in- 
verse limit) —2FE. WE CA. xD E I] $& . (X. ja 
E4} 是 一 族 拓 扑 空 间 ,X 为 逆 系 {X。, zs .A) BS 
R. 对 于 任意 a€ Aid m —m X: XX n RPAH 

只 空间 IIx. 到 X. 的 射影 . A o PW mum mim. H 
U.K X. 的 开 集 时 ， JE SII x. QU B SE PRA CDS 
X 中 的 基本 开 集 . WLW X. BST IE S HE LE Ul 
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n, CO OBI BRA X 的 基本 开 履 盖 . WE X 的 
基本 开 集 族 构成 X 的 基 . A X ET, MW X 
是 LX. 的 闭 集 . 车 所 有 X, ER T 的 且 非 空 , 则 X 
EAT, 的 且 非 空 , 并 且 X 的 任意 开 覆 盖 被 某 基 本 
开 履 盖 加 细 . 

逆 极 限 中 的 基本 开 覆 盖 (basic open cover of an 
inverse limit) 见 “ 六 极限 中 的 基本 开 集 ” 

A lo) iG (directed contructure) 拓扑 空间 中 
一 类 特殊 的 构造 . 设 给 定 拓 扑 空间 X A FP 8 zm 9 
(76,— (Ua) |a,€ Aj) } Fl BR (CA 9 7 ND) ,其 中 
A, Nus [B] .N 为 自然 数 集 . 若 满 足 条 件 

Ula) = U {Ul D lp (ua). 

其 中 a€ A. i€N.JITR UE. o JAX 的 有 向 构 
if. 


单调 p Æ (8) (monotone p-space) 一 类 特殊 的 
拓扑 空间 . dE C2 } 为 正则 空间 X 的 有 向 构造 ， 
Rr Y= {U(a;) |a,€ Ai G—-1,2.,3, 2. £r B Co 


€ lim A; HJ 3E tH (U Ca) |G € NO FEU SA RJ BY 

NU) = ©, 

空间 . 单调 p 空间 es di 
空间 的 正则 的 完全 逆 像 是 单调 p 空 
空间 X EMA RAY. X Ep 


ap X 为 单调 p 空 

空间 . 单调 p 空 
^ TRE p 空 
间 . 

集 值 映射 (set-valued mapping) ZR fy Ze (E Bt 
Bj. 拓扑 学 的 一 个 基本 概念 .从 集合 X 到 集合 Y 的 
集 值 映 射 是 一 个 对 应 关系 下 ,使 得 X 的 每 个 元 素 x 
对 应 着 Y 的 一 个 非 空 子 集 F(x).F(z) 称 为 + 在 FF 
FRR, wA F: XY. 特别 地 , 当 每 点 的 像 都 恰 由 
一 点 组 成 时 ,Ff 是 单 值 映射 , 即 通常 的 映射 . 当 

UF) m d 
时 , 称 下 为 X 到 Y 上 的 集 值 映 射 . 

BH? ¢ i& (8 B (von Neumann, J. ) 将 集 值 映射 
不 动 点 理论 应 用 于 博弈 论 之 后 , 集 值 映射 理论 在 邻 
近 学 科 中 的 应 用 日 益 广 泛 . 近 50 年 来 一 直 是 十 分 活 
跃 的 邻 域 . 1969 年 5 月 在 纽约 州 的 布 法 罗 市 召开 了 
集 值 映 射 的 国际 会 议 , 更 引起 了 邻近 学 科 工 作者 的 
] i£ 31. 

% (E Ri At (multivalued mapping) 
Bj". 

集 值 映射 的 大 像 (great image of a set-valued 
mapping) 与 集 值 映射 相关 的 一 念 . 设 F:X 一 
Y 为 集 值 映射 ,4CX. A 

F_ (4)=(yEY| 存 在 zxE4 使 得 yEFR(Cz))， 
F,CA)— (iy €Y|F (0C AJ, 
M F- (4)5 F (4) 分 别称 为 在 映射 下 A 的 大 像 
与 小 像 . 
集 值 映射 的 小 像 (small image of a set-valued 
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mapping)  JL"SEIRBRSN AER. 

集 值 映射 的 大 原 像 (Cgreat inverse image of a 
set valued mapping) 与 集 值 映射 相关 的 一 
念 . FiX—Y 为 集 值 映射 ,BCY. & 

F (B)—-ixe€XIFGO[(|Bzg, 
F'*(GD-—ix€XI|FGOCB), 
则 F^ CB) 5; FY CEDE RA TERRA] FOP B 的 大 原 
像 与 小 原 像 . 

集 值 映射 的 小 原 像 人 small inverse image of a 
set-valued mapping) ” 见 “ 集 值 映 射 的 大 原 像 ”. 

tE f& R& d B9 uS Er RR SY (induced mapping of a 
set-valued mapping) 由 集 值 映射 确定 的 一 种 单 值 
BI. DL FlX—Y 为 集 值 映射 ,由 下 诱导 X 到 Y 的 
超 空间 -xz (Y ) 的 单 值 映射 for sXe (CY) EG 

Fox)—fr(x)€ (Y), 
则 称 Se ARERI] FW SIR. A M(X,Y) 为 
X 到 Y APRA Em CX o QYOO A X Sl (YO 
Hj Bt (Ere p Se. Du HO fo 构成 M(X,Y) 到 
m CX , A (Y)) 上 的 单 满 映射 . 因此 , 集 值 映射 的 菜 些 
问题 可 以 通过 诱导 的 单 值 映射 予以 解决 . 

集 值 映射 的 图 像 (graph of a set-valued map- 
ping) 与 集 值 映射 相关 的 一 个 概念 . 集 值 映射 的 定 
义 域 空间 与 值 域 空间 的 笛 卡 儿 乘 积 上 的 一 个 子 集 . 
WF:IX—Y 为 集 值 映射 . A 

GC(F)={(zsy)| LEX, yEF (zr)}, 
则 G(F) 称 为 集 值 映射 的 图 像 . 奢 4CX, 则 

G(F|IA)={(z,y)|rEA,yEF(x)} 
称 为 集 值 映 射 F 在 A 上 的 图 像 . 

A AAR SY (point closed mapping) 一 类 特殊 的 
集 值 映射 . 设 f;X 一 Y 是 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 
的 集 值 映射 . 若 对 于 任意 zxEX,FGz) 便 为 了 的 闭 
集 , 则 称 尺 为 点 财 上 映射 . 行 对 于 任意 VEY, 

F Gya y CFG) 
恒 为 X BAR, MPE 为 点 逆 财 映射 . 

i BI R& Sj (point inverse closed mapping) 
见 “ 点 闭 映射 ”. 

RAR Et (point compact mapping) 一 类 特殊 
的 集 值 映射 . 设 XY 为 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 
Y 的 集 值 映射 . 车 对 于 任意 xzEX,F(zx) 恒 为 Y 的 紧 
子 集 , 则 称 下 为 点 紧 映 射 . AM TER y€Y， 

FF"!'(y) 一 {rz|yEF(x)) 便 为 X BRATR WK EF A 
点 逆 紧 映射 . 

i gs X RR BY (point inverse compact mapping) 
见 “ 点 紧 映 射 ”. 

点 连通 映射 (point connected mapping) 一 类 
特殊 的 集 值 映射 . 设 FIX—Y AAA X 到 拓扑 空间 
Y 的 集 值 映射 . 知 对 于 任意 EX, FOEK Y KE 
通 子 集 , 则 称 EF 为 点 连通 映射 . 


JF 8 f& RE ST Copen set-valued mapping) 一 类 
特殊 的 集 值 映 射 . 设 和 X,Y 为 拓扑 空间 ,ff:X 一 Y 为 
集 值 映射 . ARTF X 的 任意 开 集 U， 

FE U)={yEY| FE rEU 使 得 y€ F(x)) 
恒 为 Y 的 开 集 , 则 称 为 开 集 值 映射 . 当下 为 单 值 
映射 时 ,上 述 开 集 值 映射 概念 与 单 值 映射 的 开 映 射 
概念 是 一 致 的 . 

闭 集 值 映 射 (closed set-valued mapping) 一 
类 特殊 的 集 值 映 射 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ,天 :和 一 了 
为 集 值 映 射 . 若 对 于 X 的 任意 闭 集 B. 

F (8) 一 (>yEY| 存 在 zE 了 使 得 yERCz)) 
EX Y AR, MEEF A ARERI. 24 F 为 单 值 
映射 时 ,上 述 闭 集 值 映射 概念 与 单 值 映射 的 闭 映射 
概念 是 一 致 的 . | 

XE £k & f& RR B (continuous set-valued mapping) 
— E FEBR BJ Se (ER B. XY 为 拓扑 空间 PX 
Y 为 集 值 映射 ,XE X. 蔡 对 于 (zx) 的 任意 邻 域 V， 
存在 x 的 邻 域 U, 使 得 当 zEU 时 有 F(z)CV, 则 称 
下 在 点 过 是 上 半 连 续 的 .春玉 在 和 的 任意 点 都 是 上 
KEN WRK FAX EW EERE AR. 若 
对 于 Y 的 任意 开 集 VI€SFGO(VZ OB FE x 
的 邻 域 , EY z€U FAFO NVE, WRK EF 
在 点 工 是 下 半 连 续 的 . 若 下 在 和 的 任意 点 都 是 下 半 
Se) WRK FAX FAY PARES BBR. EOF 
连续 且 下 半 连 续 的 集 值 映射 称 为 连续 集 值 映 射 . 这 
个 定义 是 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski,K. ) 于 1932 
年 给 出 的 . 

E3E XE ££ & f aR BY (upper semicontinuous set- 
valued mapping) 见 “ 连 续集 值 映射 ” 

下 半 连 续集 值 映 射 (lower semicontinuous set- 
valued mapping) 见 “ 连 续集 值 映 射 ” 

集 网 的 极限 (limit of a net of sets) 一 类 特殊 
的 网 的 极限 . {AL o€ D, RATS X WE 
网 ,TEX. 若 对 于 x 的 任意 人 PRU, 存在 a ED, 4 a 
za, 时 ,As 门 U 关 多, 则 称 x 为 集 网 

{A.,aED,} 
的 极限 . 集 网 {4.,xEDD, 科 ;的 所 有 极限 的 集合 称 为 
EWA. a€ D, «09 SEZRAR IR. 

集 网 的 等 终极 限 (eventual limit of a net of 
sets) 见 “ 集 网 的 极限 ” 

f xy BJ EE A (cluster point of a net of sets) — 
2 FeSK BJ [o] B SE. E (Aa € D.) dn dS IRI X 
的 集 网 ,TE X. AMF r WER BRU SER aE 
D, FE BED, B>a, (E19 As (1U v5 Z , W) fy x 为 集 
MiA, a€ D, SNR. BM CA. a€ D, HI BER 
HE n JS Gr ER SRI (A. a€ D.) dC FER DR. 

集 网 的 共 尾 极限 (cofinal limit of a net of sets) 
U RAIRA”. 
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集 网 的 极限 集 (limit set of a net of sets) — 
类 特殊 的 网 的 极限 集 . xp SEIL CA, a € D, BS HEUE 
极限 4 等 于 等 终极 限 , 则 称 4 AML ALE D, 
<S) RRS NPRM AL GED, S AAF A. 

收敛 集 网 (convergent net of sets) JL“ RAY 
极限 ”. 

等 终 连 续 的 集 值 映射 (eventually continuous 
set-valued mapping) 一 类 特殊 的 集 值 映射 . 设 X, 
Y 为 拓扑 空间 ,下 :X 一 了 为 集 值 映射 ,zEX. 若 对 于 
任意 收敛 于 z Air aED, S) FGOBST SIBI 
UG) OCD, SI BJ SARA. WR F TER x 
等 终 连 续 的 . 

共 尾 连续 的 集 值 映 射 (cofinally continuous set- 
valued mapping) 一 类 特殊 的 集 值 映射 . ix X.Y 
为 拓扑 空间 ,天 :X 一 Y 为 集 值 映射 ,rzEX. 若 对 于 任 
BMF r 的 网 (zaEDD, 委 ),FGz) 包 含 于 集 网 
(Fr) aED, SI N25 Ré BC PL DUI FE TES x dE 
共 尾 连续 的 . | 

T & & fé R& BY (completely set-valued mapp- 
ing) 一 类 特殊 的 集 值 映 射 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ， 
F;X—Y ARR. AP 是 点 紧 闭 映射 且 是 上 半 
连续 的 , 则 称 是 Y 完全 集 值 映射 .若是 点 逆 紧 
闭 映 射 且 是 上 半 连 续 的 , 则 称 是 XX 完全 集 值 映 
DN. FO 既是 XX 完全 叉 是 Y 完全 的 , 则 称 是 完全 
集 值 映射 . 

Y Se & f& (BBR CY -completely set-valued map- 
ping) 见 “ 完 全 集 值 映射 ” 

互 完 全 集 值 映射 (X-completely set-valued 
mapping) M KERARI”. 

拟 连 续集 值 映 射 (quasi continuous set-valued 
mapping) 一 类 特殊 的 集 值 映射 . 设 下 是 拓扑 空间 
和 到 拓扑 空间 的 集 值 映射 ,zEX. 若 对 于 Y 中 满 
ER FOOCU 的 任意 开 集 U 5 x 的 任意 邻 域 
7 ,存在 非 空 开 集 CCV, EE FCG) CU, UR FE 
点 工 是 拟 上 半 连 续 的 . AIF OY PRE UDP OSs 
多 的 任意 开 集 U 5 x 的 任意 邻 域 V ,存在 非 空 开 集 
GCV ,对 于 任意 zEG, 有 F(z) 败 U 关 多, 则 称 下 在 
moo ei PERN. AP ER cs RW EES 
的 又 是 拟 下 半 连 续 的 , 则 称 玉 在 点 工 是 拟 连续 的 ， 

上 半 拟 连续 集 值 映射 (quasi upper semi-contin- 
uous set-valued mapping) 见 “ 拟 连续 集 值 映射 ?， 

下 半 拟 连续 集 值 映射 (quasi lower semi-contin- 
uous set-valued mapping) 见 “ 拟 连续 集 值 映射 ” 

HT o E SE (fA RA BY (almost continuous set-valued 
mapping) 亦 称 几乎 连续 集 值 映射 . 一 类 特殊 的 集 
值 映射 . 设 F 为 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 集 值 映 
射 ,xEX. ERT Y 中 满足 条 件 FGOCU 的 任意 开 
RUF OU) r ABM FER r RLF 
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XESEBJ. AMY 中 满足 F(x)[1U 关 名 的 任意 开 集 
U,F-(U) 是 xz 的 邻 域 , 则 称 在 点 x 是 概 下 半 连 续 
的 .在 正在 点 工 既 是 概 上 半 连 续 的 又 是 概 人 下 半 连 续 
的 , 则 称 忆 在 点 过 是 概 连续 的 . 

几 平 连续 集 值 映射 Cnearly continuous set-val- 
ued mapping) 即 “ 概 连续 集 值 映射 ”. 

概 上 半 连 续集 值 映 射 (almost upper semi-con- 
tinuous set-valued mapping) 见 “ 概 连续 集 值 映 
wy”. 

概 下 半 连 续集 值 了 映射 (almost lower semi-con- 
tinuous set-valued mapping) 见 “ 概 连续 集 值 映 
射 ”. 

55 J£ 2 & (8 RR S4 (weakly continuous set-val- 
ued mapping) 一 类 特殊 的 集 值 映射 . 设 为 拓扑 

空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 集 值 映 射 ,zEX. 在 对 于 了 
中 包含 (zx) 的 任意 开 集 U, 存 在 xz 的 邻 域 G 使 得 
FOCU, WF F 在 点 xz 是 弱 上 半 连 续 的 . A T 
Y 中 满足 

FCD USO 
的 任意 开 集 U AE x 的 邻 域 G, 使 得 对 于 任意 y' € 
GHA Fy) VUAS WR FER rÆ FRE 
续 的 . a F FER x 既是 弱 上 半 连 续 的 又 是 弱 下 半 连 
续 的 , 则 称 F 在 点 xz 是 弱 连 续 的 . 

55 E 3E 3 E Sis fé i SJ (weakly upper semi-con- 
tinuons set-valued mapping) "55 i Ze fk (E Hk 
B. 

弱 下 半 连 续集 值 映 射 C(weakjy lower semi-con- 
tinuons set-valued mapping) Ji “55 i £x f (E Bk 
By”. 

0 y £k S& (8 WR SY (O-continuous set-valued map- 
ping) 一 类 特殊 的 集 值 映射 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ， 
F,X—Y 为 集 值 映 射 ,zEX. 若 对 于 Y 中 包含 FG) 
的 任意 开 集 了 ,存在 r 的 开 邻 域 U ,使 得 (UD)CV， 
UP FEER El bP. AMT Y 中 满足 

F GO[)V ze e 
的 任意 开 集 站 ,存在 x 的 开 邻 域 过 ,使 得 对 于 任意 > 
EU, A FR)NVAS WWE FER x do PRE 
HJ. Xp FEA ox BO 上 半 连 续 的 又 是 2 下 半 连 续 
A MPR F EA x He OO ESE. 

0 Ei E fÉRR St -upper semi-continuous 
set-valued mapping) 见 “0 连续 集 值 映射 ” 

0 R3iEdEZEÍSE[RRRBICG-lower semi-continuous 
set-valued mapping) Jl“@ xe £e 8 (BER HI". 

$E [ÉL RR St S [B] (set-valued mapping space) 将 
映射 空间 推广 到 集 值 映射 的 情形 所 得 的 拓扑 空间 . 
HX, Y 为 集合 ,M(X,Y) 为 X 到 Y 的 集 值 映射 的 
BUR, F OM XY). BEF 上 引入 拓扑 使 之 成 为 
拓扑 空间 , 则 称 . 为 集 值 映 射 空间 .在 集 值 映 射 空 
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间 理 论 中 第 见 的 拓扑 有 点 态 收敛 拓扑 、 紧 开拓 扑 、 一 
致 收敛 拓扑 、 紧 收敛 拓扑 等 . 

E (& c AS WT BY H Fh (set-valued pointwise con- 
vergence topology) 亦 称 集 值 点 开拓 扑 . 集 值 映射 
族 上 的 一 种 拓扑 . 设 MGCXZ,Y) 表 示 集 合 X 到 拓扑 空 
lg] Y d$ (E BR 5I AR CCMCOX YO. 对 于 任意 re 
X 5 Y BIBESJTSSU X 

(x,U)—(FC€. F |F(r) CU}, 

Jz, UC= {FEF |F NUE D), 

S,—-(G,U)|x€ X,U 为 Y WHE}. 

$,— Ox,UC|r€ X,U 为 Y WHE}, 
WEA S 为 子 基 在 FY 上 生成 的 拓扑 称 为 FY 上 的 集 
值 上 半点 态 收 化 拓扑 , 记 为 AisWS,AFRE :多 
上 生成 的 拓扑 称 为 Z EIN SB POE SK SX a 
扑 , 记 为 GA SIUS 为 子 基 在 Z 上 生成 的 拓扑 
BA 上 的 集 值 点 态 收 敛 拓 扑 , 记 为 SF. 映射 空间 
《 指 单 值 映射 的 空间 ) 的 分 离 性 和 空间 Y 的 分 离 性 
有 密切 关系 . Y 为 T,7T,, 正 则 、 完 全 正则 空间 时 ， 
映射 空间 也 分 别 具 有 同样 性 质 . 但 集 值 映射 空间 关 
于 集 值 点 态 收 敛 拓扑 不 再 具有 相应 的 性 质 . 设 o C 
MCX,YO. d A 为 点 紧 映射 族 , 则 当 Y 为 7,、 正 则 、 
完全 正则 、 离 散 、 零 维 、 完 全 不 连通 、 局 部 紧 deis 
ipis Mosa i dee 

F , FP) +h Ay TB LER] TE E 5 Paare in 
iur SPAN T. lil. 24 Y AT). EN, ESL T] 
OF 52) 4 AE T T ,完全 正则 空间 . 

E f& d JF H $^ (set-valued point open topo- 
logy) BI SER E S Sth”. 

E (& E 3E RS E HA Hh (set-valued upper se- 
mi-pointwise convergence topology) BL" (AAA 
Sx Fh”. 

EA FAA E SERT (set-valude lower se- 
mi-pointwise convergence topology) DL" 4E (E AA 
收敛 拓扑 ”. 

$= (& XC JF HA Fh (set-valued compact open topo- 
logy) 集 值 映 射 族 上 的 一 种 拓扑 . 设 M(X,Y) 表 示 
拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y ARERR AA. C 
MCOX,YO,K À X 的 紧 集 ,U Bg Y B09T 88. 

(K,U) — (F € #|FCK) CU), 

)K,UC— (F € F|F(K) UFO}, 

€, {(K,U)|K 为 X 的 紧 集 ,U AY 的 开 集 }， 
E, = OK,UCK N X 的 紧 集 ,U AY Br), 
WAS, 为 子 基 在 .上 生成 的 拓扑 称 为 . 上 的 集 
值 上 半 紧 开拓 扑 , 记 为 Cis 6, AFR SY 上 生 
成 的 拓扑 称 为 多 上 的 集 值 下 半 紧 开拓 扑 , 记 为 Eis 
WUé,Ue,AFREES 上 生成 的 拓扑 称 为 Z 上 
的 集 值 紧 开 拓扑 , 记 为 笃 . 60 CO Hor + HRE 


点 开拓 扑 . TE SE (LR TTE AR TR xg UB A RTA 
ABUSE WAKER IA Se". a XAT, 
空间 , 则 PSE. AX AT, SAM CRS. AX 
NATH, ESE. 

E E E EE FE SA Fh (set-valued upper semicom- 
pact open topology) ” 见 “ 集 值 紧 开拓 扑 ”. 

集 值 下 半 紧 开拓 扑 (set-valued lower semicom- 
pact open topology) ” 见 “ 集 值 紧 开拓 扑 ”. 

fk f& BJ JF 38 Fh (set-valued closed open topolo- 
gy) ” 见 “ 集 值 紧 开 拓扑 ” | 

集 值 族 状 连续 族 (set-valued familywise contin- 
uous family) 一 类 特殊 的 集 值 映 射 族 . 设 M(X,Y) 
表示 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 集 值 映 射 的 全 体 ， 
5 OMC(X,Y). AMT Y 的 任意 闭 集 B， 

UiFT(B)|FEF} 5 UiF (BD) |FEF} 
都 是 X 的 闭 集 , 则 称 .7 为 集 值 族 状 连续 族 . 

E É A (RHA Fh (set-valued graph topology) 
集 值 映射 族 上 的 一 种 拓扑 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ,U 
CXXY,MCOX,YON X BY HEERKE, C 
M(X,Y). # 

Tv =({FCF IN-TIEXRTCX, 
(toI XE CI O5 
Ti =(FECF |IGIG')CU), 
其 中 GCE) 为 集 值 映 射 F 的 图 像 , 则 以 集 族 (Ta Ti 
IU X XY 的 开 集 } 为 子 基 在 ^ 上 生成 的 拓扑 称 
Hc 上 的 集 值 图 像 拓 扑 , 记 为 工 . pie piedi 
T (RBIJERTROV. 3 X SX T. IBI. 为 点 紧 
映射 族 时 ,在 .上 有 
€ —n-e,. 

集 值 拟 图 像 拓扑 (set-valued quasi graph topol- 
ogy) 集 秆 映射 族 上 的 一 种 拓扑 . 设 M CX YO XS 
拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y pe I 为 
指标 集 . MFR IC DU, X XY S 

Ur —(F € MOX,YO| 对 于 任意 x € X, 
Lit} XF] AU (Ul; e DS, 
并 且 对 于 任意 i CI PFE x EX 使 得 
Liz) X EaD] NN UA dj 
Ut ={F € M(X,Y)|GCF) CU (UNi € I}, 
HHX FER EIFE x; E X 使 得 
[ig x Fio] CUR 
则 以 集 族 {U7,U+ LI 为 有 限 集 , 对 于 任意 i€1,U; 
^ XXY 的 开 集 } 为 子 基 在 M(X,Y) 上 生成 的 拓扑 
称 为 M(X,Y) 上 的 集 值 拟 图 像 拓扑 , 记 为 ;以 集 
WAU, UT UEDA XXY 的 局 部 有 限 开 集 族 ) 
为 子 基 在 M(X,Y) 上 生成 的 拓扑 称 为 M(X,Y) 上 
的 集 值 次 图 像 拓 扑 , 记 为 r. h AARAA Tr 和 
IYI Zia eA 


“一 般 拓 d 学 


lupos 
JE #8 JE Œ (Naimpally,S. A. ) 和 派 瑞 克 (Pareek , C. 
H. ) 于 1970 年 曾 指 出 三 者 是 互 不 相同 的 . 

集 值 次 图 像 拓扑 (set-valued subgraph topolo- 
gy)” 见 “ 集 值 拟 图 像 拓扑 ”. 

c 拓扑 (go-topology) 集 值 映射 族 上 的 一 种 拓 
E X.Y 为 拓扑 空间 ,o AX WH Be. {A。|a€ 

ARET o 的 某 个 成 员 的 XX 的 所 有 闭 集 的 族 , 则 以 
E HRI CAU), JA UCE AU AY 的 开 集 } 为 子 
基 在 M(X,Y) 上 生成 的 拓扑 称 为 M(X,Y) 上 的 o 
woth. AXE, Ml o 拓扑 就 是 闭 开 拓扑 €. BELA EC 
是 最 细 的 o 拓扑 . 

fE (8 — Br ir S 38 Fh (set-valued uniformly con- 
vergent topology) ” 集 值 映射 族 上 的 一 种 拓扑 . 设 
XX 为 拓扑 空间 ,(Y,Y ) 为 一 致 空间 ,M(X,Y) 表 示 
X BY Bye fü nk 8t eK, FH CMCX,YO. 对 于 任 
A VC @A@WW=(F OCF x |X FA 
r€ X,y€ F(x), y'€ Géx) C4, GID NAVÆŽØ, 
GC GO, y NAVED?) Z 为 由 (WV)IVEY ) 在 
F 上 生成 的 一 致 结构 , 则 由 YY 确定 的 拓扑 称 为 .也 
上 的 集 值 一 致 收敛 拓扑 , 记 为 VC. 在 点 紧 映 射 族 多 
上 9€ Z8? GE f ARTE dn POE 多 为 紧 空 间 到 一 致 
空间 的 点 紧 映 射 族 , 则 在 多 上 WHO RIB RF dh 
fh). ERI FS a€ D.) — RNS Fo FS ERB 
的 ,并 且 每 一 个 F. 是 集 值 上 (下 ) 半 连续 的 , 则 Fs 也 
是 集 值 上 (下 ) 半 连续 的 . 

集 值 等 度 连 续 族 (set-valued equicontinuous 
family) 一 类 特殊 的 集 值 映射 族 . 设 X 为 拓扑 空 
I, CY ,77 ) 为 一 致 空间 ,M(X,Y) 为 X 到 Y 的 集 值 
映射 全 体 ,FCM(X,Y),xEX. 若 对 于 任意 VE 
7 FFE r ARRIR U ERTER FEF ,满足 : 

1. F(UX)CVLF(G) ]; 

2. 对 于 任意 xEU SEB y€ FGeO fl 

FG) NVa) FA Oo: 

WE Y 在 点 xz ERS EEE. AFH TE X EIE 
意 点 工 都 是 集 值 等 度 连 续 的 , 则 称 多 是 集 值 等 度 
ERK AF ERR SEER H 上 集 值 点 
开拓 扑 是 联合 连续 的 . AX BASES BARS 
度 连 续 族 , 则 多 上 集 值 点 开拓 扑 、 集 值 紧 开拓 扑 及 
集 值 一 致 收敛 拓扑 是 相同 的 . 

集 值 映射 的 不 动 点 (fixed point of a set-valued 
mapping) 与 集 值 映 射 有 关 的 一 个 概念 . iP dE 
合 习 到 自身 的 集 值 映 射 , 则 集 值 映射 的 不 动 点 有 

1.4: KC-X WE F(K)=K, M K X FR 


2. Æ rE X li i x, € F Gr MEK ro JF 的 不 
动 点 . 
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一 HE m th = 


3. Zr x, € X WA F(a.) = {20} 
不 动 点 . 

其 中 第 二 类 不 动 点 是 最 重要 的 ,应 用 也 是 广泛 
HJ. 集 值 映射 的 不 动 点 理论 早 在 20 捞 纪 30 年 代 , 由 
1, + AFPS (von Neumann, J. ) 在 对 策 论 的 研究 中 
就 已 涉及 . 60 年 来 一 直 是 引 人 和 人 关注 的 课题 . 不 动 点 
问题 依赖 于 空间 结构 和 映射 特征 ,现在 已 有 众多 结 
T. 

集 值 压缩 映射 (set-valued contraction mapp- 
ing) 一 类 特殊 的 集 值 映射 . 奋 (X,d) 为 完备 度量 

空间 ,CB(X) 表 示 X 的 所 有 非 空 有 界 闭 子 集 族 ,6x 

表示 CB(X) 上 的 豪 斯 多 夫 度 量 , 则 (CB(X),6x) 是 
度量 空间 . 设 (Y ,di) 是 完备 度量 空间 ,Ff:X>Y 为 点 
有 界 闭 的 集 值 映射 . 奋 对 于 任意 x,yEX, 存 在 常数 
k 使 得 


MRK ze FIN 


Oy CF Cx) ,FCy D kd Cx , y) 
成 立 , 则 称 为 集 值 李 普 希 菊 映射 . CH B1 时, 称 F 
为 集 值 压缩 映射 ; 当 =1 时 , 称 F 为 集 值 非 扩 展映 
射 . 

tE (B F $E 3S 7X RR BY (set-valued Lipschitz map- 
ping) 见 “ 集 值 压缩 映射 ” 

集 值 非 扩 展映 射 (set-valued nonexpansive map- 
ping) 见 “ 集 值 压缩 映 射 ” 

集 值 扩展 映射 (set-valued expansive mapping? 
一 类 特殊 的 集 值 映射 . 设 (X,dg) 为 度量 空间 FX 
X 为 集 值 映射 . 在 对 于 任意 z,yEX,z 天 y，, 当 

u€ Fix), v€F(y) 

时 必 有 d(u,v)>d(as,y) ARK F 为 集 值 扩展 映射 . 

列 不 动 点 (almost fixed point) 一 类 特殊 的 集 
ERI AAA. AX AmE EFX >X 为 集 值 
映射 ,XE XX ENF r ERRU A U(|)F(QUOZ 
D , 则 称 x 为 集 值 映射 F RRA. 

X £k yk FE (continuous selection) 
选择 函数 . 设 = 
BL 


一 类 特殊 的 
(5.[a€ DI AE RR. D E RS ER 


C: D> US. 

若 满 足 ; 对 于 任意 aE D,Cla) ES. WE C 为 选择 
PR A. 选择 公理 断言 任 一 非 空 集 族 都 存在 选择 函数 . 
当 忆 为 有 限 集 时 选择 函数 存在 . 当 万 为 无 限 集 时 无 
法 判定 选择 函数 是 否 存在 ,也 无 法 按 一 种 规则 构造 
选择 函数 .在 一 定 的 数学 结构 下 浓 对 选择 函数 加 以 
限制 ,例如 ,在 拓扑 学 中 考虑 连续 选择 ,在 测度 理论 
中 考虑 可 测 选 择 等 . 选择 问题 开始 于 选择 公理 . 策 梅 
i*(Zermelo,E. F. F. ) 为 了 证 明 良 序 原 理 在 1904 年 
提出 了 选择 公理 ,对 于 现代 数学 的 发 展 和 逻辑 上 的 
严密 性 起 了 很 大 作用 . 

选择 公理 的 直接 发 展 是 超 空 
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间 的 选择 问题 . E 


dod E Qu cr Cei MO 
首 助 于 存在 连续 选择 的 特征 来 刻画 超 空 间 的 结 

例如 : 零 维 完备 度量 空间 的 非 空 闭 子 集 空 SET 
限 拓扑 存在 连续 选择 ;线性 序 拓扑 空间 的 良 序 子 空 
间 族 关于 有 限 拓扑 存在 连续 选择 ;度量 连续 统 XX 关 
于 有 限 拓 扑 存 在 连续 选择 的 充分 必要 条 件 为 X 是 
弧 ; 紧 度量 空间 X 的 闭 连 通 子 空间 族 关 于 有 限 拓扑 
存在 连续 选择 的 充分 必要 条 件 为 X 是 广义 树 等 . 

超 空 间 上 连续 选择 的 一 般 化 为 集 值 映射 的 连续 
选择 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ,:X 一 Y 为 集 值 映 射 . A 
单 值 映射 g: XY 满足 : 

1. 对 于 任意 x€ X,gGDeFGO; 

2. g 是 连续 函数 ; 
WE g AF 的 连续 选择 . 连续 选择 理论 开始 于 迈克 
AR CMichael,E. ) ,他 自 1956 年 以 来 的 系统 工作 奠定 
了 选择 理论 的 基础 . 集 值 映射 的 连续 选择 问题 主要 
涉及 其 定义 域 空间 、 值 域 空间 及 映射 特性 等 几 个 方 
面 . 即 什 么 样 的 空间 对 什么 样 的 映射 存在 什么 样 的 
选择 ,以 及 由 存在 选择 的 特征 来 刻画 空间 结构 等 问 
题 . 这 一 问题 与 连续 扩张 .连续 逼近 等 问题 密切 相 
关 , 它 们 在 优化 理论 .数理 经 济 学 .博弈 论 等 学 科 中 
有 广泛 的 应 用 . 

12 FE BB selection function) ” 见 “ 连 续 选 择 ”. 

连续 扩张 (continuous extension) 与 集 值 映射 
有 关 的 一 个 概念 . 设 X,Y 为 拓扑 空间 ,ACX,F:A4 
—Y 为 集 值 连续 映射 . 若 集 值 映 射 C:X-~Y 满足 

1. 对 于 任意 x€ A,FG22GGO; 


2. G 为 连续 映射 ; 
则 称 C 为 五 在 X 上 的 连续 扩张 ,下 称 为 和 在 4 上 
的 限制 . 


连续 格 (continuous lattice) 一 类 特殊 的 完全 
格 . dx 工 是 完全 格 ( 亦 称 完 备 格 ), 在 上 可 以 定义 
二 元 关系 作 如 下 :对 于 任意 xz,yEL,x 人 yy, 当 
且 仅 当 对 于 亏 的 任意 定向 子 集 DA y<supD, M 
存在 d © D, E <d. 称 科 为 二 上 的 “方向 小 于 ?” 
关系 . A rr ht, E r ALZI. LBA KI 
HJ4E Bring KCL). H rKy n] fe i rsy. A wS 
« yszz , M] wz. id 
ir-—iy€Liy«zh 
T= yE Lay). 
EX FES € LH r=sup + x, WPR L BER 
格 . 志 是 连续 格 , 当 且 仅 当世 满足 以 下 定向 分 配 律 : 
设 J EMR KD) CJ) EE I RR, 
(rjal JEJ REKOU ELAERFTR. ANTE 
JEJ, ix; (REK DIE L BE pm] FR. FRR 
N jer V uve xij 7 V reu N je j roo 
其 中 M 定义 为 lLjesK()), 即 指标 集 K CGAY RL 
乘积 .在 上 述 等 价 条 件 中 ,将 "“(zie&eE 天 (7)} 是 也 


的 定 问 子 集 ” 减 弱 为 “(xji1kEK())) 是 工 的 任意 子 
集 ”, 就 得 到 完全 分 配 格 的 定义 . 由 此 推出 完全 分 配 
格 是 连续 格 . 连续 格 L 是 交 连 续 格 , 即 工 满足 以 下 
分 配 律 :对 于 任意 xE€L 与 工 的 任意 定向 子 集 D, 有 
ENN D=V a Add E DJ 
连续 格 不 一 定 是 分 配 格 . 连续 格 世 是 分 配 格 , 当 且 
仅 当 工 是 完全 赫 廷 代数 , 即 LL 是 完全 格 ,并 且 工 满 
足以 下 无 限 分 配 律 :对 于 任意 xE€L,YCL, 有 
xAVY—-Vix^yl»y€r;. 

完全 赫 廷 代数 又 称 为 frame. 完全 格 工 是 完全 分 配 
格 当 仅 当 工 是 分 配 格 且 工 与 7” 都 是 连续 格 , 其 中 
LORI L 的 对 偶 格 . 完全 格 工 是 连续 格 , 当 且 仪 当 
工序 同 构 于 单位 区 间 [L0,1j 的 某 个 宕 的 一 个 对 定 问 
并 与 任意 交 关 闭 的 子 集 . 

连续 格 的 概念 可 以 推广 到 连续 偏 序 集 的 情况 . 
BA, ER. 车 对 于 4 的 任意 定向 子 集 D, 
在 A 中 存在 D 的 上 确 界 , 则 称 A 是 定向 完全 偏 序 
E. 定向 完全 偏 序 集 简 记 为 depo. 类 似 于 连续 格 的 
情形 ,在 定 回 完全 偏 序 集 (4, 科 ) 上 可 以 定义 way- 
below 关系 所 以 及 上 r, AM t r ÆA, S)HE H 
子 集 . 若 对 于 任意 € ACH r=sup i z, WFCA, 
x EE SES Fr E. 连续 偏 序 集 亦 称 为 连续 语义 域 . 

连续 格 理论 是 在 20 世纪 70 年 代 初 期 由 几 位 在 
不 同 领域 中 工作 的 数学 家 几乎 同时 建立 与 发 展 起 来 
的 . 其 中 英国 数学 家 斯 科 特 (Scott,D.S. ) 于 1972 年 
发 表 的 论文 “连续 格 ” 对 这 一 理论 的 发 展 起 了 极 大 的 
推动 作用 . 目前 连续 格 理论 (以 及 一 般 的 连续 偏 序 集 
理论 或 语义 域 理论 ) 与 理论 计算 机 科学 的 关系 极为 
密切 ,并 且 有 许多 新 的 理论 和 实际 问题 有 待 解决 . 从 
数学 的 角度 看 ,连续 格 可 以 成 为 多 个 学 科 的 研究 对 
象 . 例如 ,从 格 论 观点 看 , 它 是 满足 一 种 特定 分 配 律 
的 完全 格 , 是 完全 分 配 格 的 自然 推广 ;从 拓扑 观点 
A E Æ To 空间 的 范畴 中 的 入 射 对 象 ; 从 拓扑 代数 
观点 看 , 它 是 紧 的 劳 森 交 半 格 ; 从 范畴 观点 看 ,连续 
格 范畴 与 Topos 理论 ,特别 是 Locale 理论 有 着 密切 
的 联系 . 正 因 为 其 为 多 学 科 的 研究 特点 ,所 以 从 20 
世纪 70 年 代 初 期 到 20 世纪 80 年 代 初 期 连续 格 理 
论 的 发 展 十 分 迅速 ,取得 了 一 系列 深刻 的 结果 ,文献 
相当 丰富 . 特别 值得 重视 的 是 由 吉尔 斯 (Gierz,G.) 
等 6 位 著名 数学 家 合作 的 专著 《A Compendium of 
Continuous Lattices). 这 本 书包 含 了 该 时 期 在 连续 
格 理论 方面 十 分 系统 而 完整 的 结 

方向 小 于 关系 (way-below relation ) 
i. 

ET (compact element) MERR”. 

5c 25 BCH (completely distributive lattice) 
见 “ 连 续 格 ”. 

交 连 续 格 (meet-continuous lattice) 


见 “ 连 续 


见 “ 连 


— 般 dh th 学 


BE RR”. 

5S HERA (complete Heyting algebra) M, 
“TE BERR”. 

定向 完全 偏 序 集 (directed complete partial or- 
der set) WEZ”. 

XE Ski PR S (continuous partial order set) M, 
“连续 格 ” 

连续 语义 域 (continuous domain) 见 “ 连 续 
格 ”. 

斯 科 特 拓扑 (Scott topology) 完全 格 上 的 一 
类 常用 拓扑 . 设 工 是 完全 格 ,U ELETE. AU 
足以 下 条 件 : 

].U— ^U, R'B^U-—ÍxC€LI3 v€U,.xzulM 

2. XE T AE SE lal Se D. supDEU, H 

D(Usg | 
则 称 上 UV 为 工 的 斯 科 特 开 集 . 工 的 所 有 斯 科 特 开 集 的 
集 族 是 元 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 亏 上 的 斯 科 特 拓扑 ， 
记 为 olL). 4; UE o(L), WR L—U 为 斯 科 特 闭 集 . 
A 是 斯 科 特 闭 集 , 当 且 仅 当 4=，* 4, 其 中 
VA= (rz€L|ldv€A.rzu), 

JF H. A 对 于 定向 上 确 界 关闭 , 即 , 欠 D 是 定 问 集 且 
DCA, M] supDC€ A. (Loo (L)) dé—" t To Fhe 
间 . 对 于 任意 zxEZL,(z) — x HB r= yir. 
当 工 是 连续 格 时 , Î zlzEz) 是 cc(Z) 的 拓扑 基 ， 
并 且 对 于 任意 xzEL,XCL, 有 

itx oce ant X= TaT aC 
其 中 int 表示 内 部 运算 . 当世 是 连续 格 时 ，( 工 ， 
50(CZ)) 是 局 部 紧 的 索 伯 空间 .者 亏 是 完全 格 , 则 艺 是 
连续 格 , 当 且 仅 当 c( 艺 ) 是 完全 分 配 格 . 利用 斯 科 特 
拓扑 c(Z) 可 以 刻画 艺 的 格 论 性 质 , 这 是 研究 连续 格 
与 连续 格 上 的 拓扑 的 一 个 重要 动力 .在 完全 格 上 引 
人 拓扑 的 最 早 陈述 是 丹 伊 (Day,B.J. ) 和 凯利 (Kel- 
ly,G. M. ) 于 1970 年 对 于 拓扑 空间 的 开 集 格 情况 提 
出 的 . 英国 数学 家 斯 科 特 (Scott D. S.) F 1972 年 的 
论文 “连续 格 ”" 中 定义 的 拓扑 最 为 有 用 . 艾 斯 贝尔 
(Isbel,J. R. ) 于 1975 年 称 这 个 拓扑 为 斯 科 特 拓扑 . 
在 对 斯 科 特 拓扑 的 研究 中 , 芳 森 (Lawson,J. D.) Æ 
X & (Hofmann, K. H. )、 斯 特 拉 克 (Stralka,A. ) 等 
人 做 出 了 重要 的 贡献 . 斯 科 特 拓扑 的 定义 可 以 自然 
地 推广 到 工 是 定 疝 完全 偏 序 集 的 情况 ,此 时 工 上 的 
斯 科 特 拓扑 仍 记 为 olL). 

斯 科 特 开 集 (Scott open set) 
Th". 

H RLH A E (Scott closed set) 
fh. 

Hr FLIS A SE ER (Scott continuous function) 
相对 于 斯 科 特 拓 扑 而 言 的 连续 函数 . E LS 是 两 个 
完全 格 ,f:L>S ERR. A TER UC oS) A 
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见 “ 斯 科 特 拓 


见 斯 科 特 拓 


一 般 拓扑 学 


F'UOIVE o(L), WM ap f EL BS 的 斯 科 特 连 续 图 

B.S: LS 是 斯 科 特 连续 的 充分 必要 条 件 是 ,太保 

定向 上 确 界 , 即 , 对 于 蕊 中 任意 定向 子 集 DS 
f(sup D)=sup f(D). 

以 连续 格 为 对 象 SOT BL E E d OA AS BY DES ER 

为 连续 格 范畴 , 记 为 CONT. 范畴 CONT Z&— P 88 

-F JLA TG Bí. 

连续 格 范畴 (continuous lattices category) Jil 
“Sor BL RP IE BE pRB”. 

劳 森 拓扑 (Lawson topology) 
常用 拓扑 . 设 工 是 完全 格 , 以 

(L—5^z|x€L) 
为 子 基 生 成 的 拓扑 称 为 KL ETHAN eG. 
斯 科 特 拓 扑 与 下 拓扑 的 公共 加 细 ( 即 以 o(L)U 
w(L) 为 子 基 的 拓扑 ) 称 为 LK 上 的 劳 森 拓扑 , 记 为 
ACL). HERE E LALER T, 空间 . 当 工 是 连 
EHT, CLAD ERR WE RAIEN. 设 fiL 
>S 是 完全 格 L 到 完全 格 S 的 函数 . 若 对 于 任意 U 
€ AGO S FUE ACL) MER f AF 2k E Sz PR 
数 . EE SLS 是 劳 森 连 续 的 , 当 且 仅 当 上 了 保 任 意 
下 确 界 与 定向 上 确 界 . 早 在 1961 AF. BRK (Fell, J. 
M.G.) 对 于 局 部 紧 空间 的 开 集 格 考虑 过 劳 森 拓 扑 . 
但 劳 森 拓扑 的 明确 定义 是 在 1976 年 首届 半 格 的 连 
续 性 讨论 坟 (Seminar on Continuity in Semilat- 
tices ,缩写 为 SCS) 上 提出 的 . 劳 森 拓扑 这 一 名 称 是 
在 1977 年 首先 被 使 用 的 . 

下 拓扑 (ower topology) ” 见 “ 劳 森 拓 扑 ”. 

Oy Sk EE BE BR AY (Lowson continuous function) 
WL SF AREN”. 

下 极限 拓扑 (lim-inf topology) 完全 格 上 一 类 
常用 拓扑 . 设 工 是 完全 格 , (zi)iey 是 元 中 的 网 . 定义 
(zj)jey 的 下 极限 如 下 : 

lim; 2;=sup, inf;iz;r;. 
w= (Car jen at) | 《zj)jey 是 工 中 的 网 ,xEL, 并 
且 满 n3 : AG C rra) )ek 是 Cai jer ff 意 于 网 , 则 T= 
lim, zew). EM £(L2— (UCCL | (Cren) Er, 
z €U,lWjpg Co; FU) Ami fez LER 
扑 , 称 为 LK 上 的 下 极限 拓扑 . Brien DEL nf 
推出 网 (zxj)jeys 关 于 拓扑 ECL) RF x. AU 是 上 


完全 格 上 一 类 


集 , 则 UEE(L), 当 上 且 仅 当 UEo(L), 其 中 o(ZL) 是 工 


上 的 斯 科 特 拓 扑 . 拓扑 空间 (CL ECL EAT, 空 
间 . 劳 森 拓扑 细 于 下 极限 拓扑 , 即 4(L)CéECL). 当 
ACL) FE Z Sr e Ad ENSE ACL) — CL. 特别 地 , 当 工 
是 连续 格 时 ， 

AL) HED). 

[X i) #4 Fh Cinterval topology?) 

常用 拓扑 . 设 工 是 完全 格 , 以 

(L— Y xlx€Lj 


完全 格 上 一 类 
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AF SEA BOA Th RA LEWER id Aw vL), 
其 中 
v r—ía€L|asir). 

Edsüdfh»uDo5 rF$d8fheooimzdta rk LEW 
[X [H] Th fh. 完全 格 关 于 区 间 拓 扑 是 紧 的 . 完全 分 配 格 
关于 区 间 拓 扑 是 紧 斯 多 夫 的 . 在 完全 分 配 格 上 ,区 间 
拓扑 与 劳 森 拓扑 是 一 致 的 ， 

上 拓扑 (upper topology) 

索 伯 空间 (Sober space) 一 类 特殊 的 拓扑 空 
间 . 设 X 是 拓扑 空间 ,4 是 X 的 非 空 闻 集 . AM FX 
的 任意 财 集 已 与 C, 由 4=BUC 可 推出 4=B 或 4 
一 C, 则 称 4 是 X 的 既 约 财 集 . 若 对 于 X 的 任意 既 
约 闭 集 A, [iym 的 稠 点 a, 即 存在 惟一 的 a 
EA Ei A= la) WE X 是 索 伯 空间 . 豪 斯 多 夫 

EN xu]. 索 伯 空 间 是 7, 空间 .存在 X ET, 

空间 但 不 是 索 伯 空间 的 例子 .车工 是 完全 格 ,o(L) 
是 工 上 的 斯 科 特 拓扑 ,上 确 界 算 子 

sup: (L,o(L))X (L,0 (L0) (GL ,0C(L2) 
EE E RJ WU] Lo (L) JR AB IR]. 特别 地 ,当世 是 
连续 格 时 ,(L,o(L)) 是 索 伯 空 间 . RIA E IRL TE E 
格 的 谱 理 论 中 有 重要 的 作用 . 

BE £4 [4] 8& Cirreducible closed set) 
[E] ". 

HA (dense point) ” 见 “ 索 伯 空 间 ”. 

斯 通 空 间 (Stone space) 一 类 特殊 的 拓扑 空 
A). nL SCS PERM. 若 工 的 全 体 紧 元 的 集合 
天 (Z) 是 世 的 子 格 ,并 且 志 的 元 都 可 以 表示 为 KCL) 
中 元 的 并 , 则 称 世 是 凝聚 的 . 设 (X,2CX)) 是 拓扑 空 
lia]. i CX ,QCX OO ER ABL IB] FFA Q(X) 作 为 完全 
赫 廷 代数 是 凝聚 的 , 则 称 (X,2(CX)) 是 凝聚 空间 . 设 
(OX,QCX00 5 (Y ,02(Y)) 是 两 个 拓扑 空间 ， 

f: (X,A(X)) OY say) 

是 连续 映射 ,对 于 任意 UEQ(C(Y), 有 f/f '(U)E€ 
QOO i f ':0(0—000.35 广 :是 保有 限 交 与 
任意 并 的 ,并 且 将 QC(Y) 中 的 紧 元 映 为 Q(X) 中 的 紧 
元 , 则 称 地 为 凝聚 映射 . 者 拓扑 空间 Xb BE RE AY Be 
ipiis SEJ, MER X 是 斯 通 空间 . 拓扑 空间 X 是 斯 

空间 , 当 且 仅 当 XX 是 紧 的 .、 零 维 的 7 空间 , 当 且 
papier, 2s Ht de AURI SA EGLI. 斯 通 空 间 
在 研究 布尔 代数 的 表示 定理 中 起 着 重要 的 作用 . 以 
斯 通 空 间 为 对 象 , 凝 聚 映 射 为 态 射 的 范畴 称 为 斯 通 

空间 范畴 . 以 布尔 代数 为 对 象 , 格 同 态 为 态 射 的 范畴 

称 为 布尔 代数 范畴 . 关于 布尔 代数 的 斯 通 表示 定理 
打 言 :布尔 代数 范畴 与 斯 通 空 间 范 畴 是 对 偶 等 价 的 ， 

ie BES [Bl (coherent space) J“ Hii zx fg] ". 

ke BEAR BT (coherent mapping) Jl “Hy ii zs 
al”. 

斯 通 空间 范畴 (category of Stone spaces) Ji, 


OL" OX la] Fh”. 


见 “ 索 伯 空 


“斯 通 空间 ” 

布尔 代数 范畴 (category of Boolean algebras) 
见 “ 斯 通 空 间 ”. 

布尔 代数 的 斯 通 表 示 定 理 (Stone’s representa- 
tion theorem for Boolean algebras) J) “Hy ii 2 
la] ". 

tt X AV Pe (specialization order) 拓扑 空间 上 
一 类 特殊 的 序 . 若 (X,2(X)) 是 了 ,拓扑 空间 ,zy,yE 
X. X ry HHRH rE (y) Wee xX EW 
个 自 反 、 反 对 称 、 传 递 的 关系 , 称 科 为 拓扑 空间 X 上 
的 特殊 化 序 , 或 之 是 由 Q(X ) 诱 导 的 特殊 化 序 . 5 X 
是 Zi 空间 时 ,XX 上 的 特殊 化 序 是 平凡 序 ( 即 xx y. 
当 且 仅 当 x 二 y). 若 :XY REBAR SRR 
殊 化 序 , 即 由 mmy 可 推出 AGO zy f Oo) AP Sx 
5jzcy 分 别 是 和 X 与 了 上 的 特殊 化 序 . 当 工 是 定 癌 完 
全 偏 序 集 时 ,上 的 斯 科 特 拓扑 c(ZD) 诱 导 的 特殊 化 
序 是 亏 上 的 原 有 的 序 . 定向 完全 偏 序 集 上 的 不 同 
的 拓扑 可 以 诱导 同一 个 特殊 化 序 记 ,并 且 记 是 上 
的 原 有 的 序 . 在 这 些 拓扑 中 ,最 粗 的 拓扑 是 上 拓扑 
v(L), 最 细 的 拓扑 是 亚 历 山 德 罗 夫 拓扑 7Y(ZL), 其 中 
Y(L) 是 由 工 的 所 有 上 集 ( 即 满足 条 件 A= ^A 的 集 
合 4) 组 成 的 拓扑 . 若 (X,2(X)) 是 索 伯 空间 ,并 且 
(X, 委 ) 是 定向 完全 偶 序 集 , 则 由 2(X) 诱 导 的 特殊 
(ES. 4AM QOOSIT OC ED EM EF. 
F¢ AA OX.) E BO BE IR dh. 

亚 历 山 德 罗 夫 拓扑 (Alexandrov topology) Jt 
“特殊 化 序 ” 

饱和 集 (saturated set) ”拓扑 空间 中 一 类 特殊 
HTE. 设 X 是 拓扑 空间 ,4 是 X 的 子 集 .大 4 等 
FA 的 所 有 邻 域 的 交 , 即 A= NUJU EARR 
5), e n on. 4 是 饱和 集 , 当 且 仅 当 
对 于 任意 xzEX, 若 {x7)- 门 4 二 多 , 则 cEA.T, 空间 
nn 因此 ,饱和 集 的 概念 仅 对 于 
T. FAJEK EXW. E A 是 X 的 任意 子 集 , 则 集 
合 门 {U IU 是 A 的 邻 域 } 称 为 A 的 饱和 化 . A 的 饱 
和 化 是 包含 4 的 最 小 饱和 集 . 在 XX 的 特殊 化 序 下 ， 
A 的 饱和 化 等 于 4. 任意 紧 集 的 饱和 化 是 紧 的 . 

饱和 化 (saturation)” 见 “饱和 集 ”. 

入 射 空间 (injective space) 一 类 特殊 的 拓扑 

空间 . 设 X ET Hath Sl). AM FERS Al Z 

与 任意 连续 映射 /;:Z 一 了, 了 可 连续 延 拓 到 以 Z 为 


子 空间 的 任意 空间 Y 上, 则 称 X 是 和 人 射 空间 . 最 简 
单 的 入 射 空间 是 谢 尔 品 斯 基 空 间 . 设 S$=(0,1} 是 两 
点 集 ,S 上 的 拓扑 

(0S) 一 (人 ,人 1) 3)， 
TW GS ,24S)) 称 为 谢 尔 品 斯 基 空 间 .T 空间 X 是 人 
射 空 间 , 当 且 仅 当 X 是 谢 尔 品 斯 基 空 间 S PEE 


一 R dh dh 学 


S" 的 收缩 核 , 即 ,存在 连续 函数 SYS 使 得 P 
=f H f WERE T X. 人 射 空间 的 收缩 核 是 人 
射 空 间 . 入 射 空间 的 乘积 是 入 射 空间 . 人 射 空 间 与 连 
续 格 有 密切 的 联系 . E LEER, MCL, oL) E 
和信 喘 空 间 , 其 中 co(Z) 是 L 上 的 斯 科 特 拓扑 . 反之 GE 
CX ,QCOXODAE ABE [8] SAE 2(X) 诱 导 的 特殊 化 
FF, WX, SE OH A QO0SET X 上 的 斯 
PHF H tho). 
i ZR dn Nr SE S B] (Sierpinski space) 
空间 ". 
收缩 核 Cretract) IW“ A Bs fal”. 
单调 收敛 空间 (monotone convergence space) 
一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 设 X A T mtha Hl, <E X 
上 的 特殊 化 序 . AX, QOH ERE i FH DAE 
确 界 ,并 且 对 于 X 的 任意 开 集 U. B sup DEU 可 推 
pang tec 则 称 X 为 单调 收敛 空间 .XX 是 单调 收 
空间 , 当 且 仅 当 (X, 达 ) 中 每 一 定向 网 都 有 上 确 
并 且 收 全 于 此 上 确 界 ,其 中 记 是 XX 上 的 特殊 化 
序 . 若 工 是 完全 格 , 则 ( 工 ,c( 工 )) 是 单调 收敛 空间 ,其 
中 c(Z) 是 二 上 的 斯 科 特 拓扑 . A Sat a H ae A 
TEL. ESS XY 是 单调 收 钱 空间 X 到 拓扑 空间 Y 
的 连续 函数 , 则 关于 和 与 的 特殊 化 序 , 了 是 保定 
[n] E555 AY. 
|J RF ith E Corder topological space) 
关 的 一 类 拓扑 空间 . 设 XX 是 拓扑 空 
偏 序 . SH AR 
G(R)={(r,y)EXXX|XEY) 
是 XX 中 的 闭 集 ,其 中 XXX 上 赋予 积 拓扑 , 则 
Pe X 是 序 拓扑 空间 .在 吉尔 斯 (Gierz,G. ) 等 人 的 专 
车 (参见 “连续 格 ”) 中 序 拓扑 空间 记 为 pospace. JF 
拓扑 空间 是 豪 斯 多 夫 空间 . 在 任意 豪 斯 多 夫 空间 X 
E. BOF LEE UI X 是 序 拓扑 空间 . 奋 X 是 序 拓扑 
空间 ,4 是 X 的 紧 子 集 , 则 y4,44 5S VAN ^A 都 
E X 的 财 集 . 设 X 是 序 拓扑 空间 ,者 对 于 满足 条 件 
A(1B-— ZREXNIT B) EE 4 与 B, 存 在 开 上 集 U 
与 V 使 得 
ACU, BCV 与 UNV=2, 
nd d 若是 紧 的 序 拓扑 空间 , 则 
是 单调 正规 的 . 序 拓 扑 空间 由 纳 薪 宾 (Nachbin， 
L. ) 于 1960 年 首先 定义 并 人 研究 . 这 一 概念 在 泛 函 分 
析 的 某 些 领域 ,拓扑 代数 ,特别 是 在 拓扑 半 格 的 研究 
中 是 十 分 有 用 的 . 
单调 正规 的 序 拓扑 空间 Cmonotone normal 
见 “ 序 拓扑 空间 ”. 
E 稿 Tha EX FWHM Bp HS 
Bort RTR ANR MER 
WB A JEH MRK 


JL" Add 


与 序 有 
fa], <Æ X 上 的 


pospace ) 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


| 代数 拓扑 学 (Algebraic Topology) 简称 代数 

拓扑 . 拓扑 学 的 重要 分 支 . 在 20 世纪 的 早期 被 称 为 
组 合 拓扑 学 , 它 是 通过 代数 方法 ,如 群 \. 环 、 同 态 与 同 
构 等 方法 的 应 用 来 对 图 形 ( 一 般 的 拓扑 空间 或 多 面 
体 ) 拓 扑 性 质 进行 研究 的 学 科 , 同 调和 同 伦 的 理论 是 
代数 拓扑 学 的 两 大 文 柱 . 

早 在 18 世纪 , 欧 拉 (Euler L. ) 就 得 到 有 关 凸 多 
面体 的 公式 :顶点 数 一 棱 数 十 面 数 二 2, 这 是 最 早 的 
组 合 拓扑 学 不 变量 . 19 世纪 黎 曼 (Riemann,G. 下 . 
B. ) 在 函数 论 的 许多 研究 中 运用 了 拓扑 方法 ,其 中 
利用 代数 函数 对 紧 黎 曼 面 的 研究 实际 上 是 有 关闭 曲 
面 的 分 类 , BE JI SE (Poincaré, (J.-H. ) 从 分 析 学 的 
需要 出 发 ,从 19 世纪 90 年 代 起 连续 发 表 多 篇 论文 ， 
引进 组 合 方 法 ,建立 同调 概念 ,定义 贝蒂 (Betti,E.) 
数 、 基 本 群 和 挠 系数 ,发 现 对 偶 律 ,并 提出 庞 加 莱 猜 
测 ,这 一 系列 重要 进展 为 代数 拓扑 学 黄 定 了 基础 . 由 
于 其 组 合 方法 之 特征 , 世 称 组 合 拓扑 学 . 后 来 因 抽 象 
代数 方法 之 渗透 ,代数 化 的 特点 发 挥 得 淋漓 尽 致 ,而 
展开 为 内 容 极 其 丰富 而 深刻 的 代数 拓扑 学 . 按 其 议 
题 又 可 分 为 两 个 大 的 主要 方面 :同调 论 与 同 伦 论 . 

同调 论 继承 庞 加 莱 的 精神 ,建立 了 上 同调 群 , 引 
进 乘 法 使 成 为 上 同调 环 ,进而 引进 其 他 上 同调 运算 
将 组 合 方法 引申 而 对 一 般 拓扑 空间 定义 了 奇异 同调 
it AWD d CCech E. ) 同 调 论 ; 德 。 拉 姆 (de Rham, 
G. -W. ) 定 理 的 证 明 意 味 着 代数 拓扑 学 回归 其 初 
衷 ;同调 论 的 公理 化 标志 着 同调 论 的 成 熟 , 并 启发 了 
代数 学 中 同调 代数 分 支 的 建立 ;K 理论 的 产生 及 更 
一 般 的 广义 同调 论 的 出 现 加 深 和 扩大 了 同调 论 的 深 
度 和 广度 ,并 在 更 高 层次 上 问 其 他 学 科 渗 透 . 同 伦 论 
发 展 了 庞 加 莱 在 基本 群 定义 中 的 同 伦 思想 . 同 伦 是 
连续 形变 的 数学 描写 ,有 关 概 念 有 明显 的 直观 涵义 
而 易于 被 理解 ,但 其 不 变量 的 计算 或 某 些 问题 的 解 
决 则 往往 极为 困难 . 这 种 强烈 的 对 比 激励 着 拓扑 学 
家 们 巨大 的 热情 ,使 同 伦 问 题 的 研究 一 直 成 为 代数 
拓扑 学 的 核心 部 分 . 这 方面 主要 有 :发 现 了 3 维 球面 
到 2 维 球面 存在 不 零 伦 的 映射 ;开展 了 映射 的 同 伦 
分 类 及 扩张 和 空间 的 同 伦 型 的 研究 ;建立 了 高 维 同 
伦 群 ;开展 了 球面 同 伦 群 的 计算 ,特别 是 运用 谱 序 列 
而 取得 的 成 就 令 世 人 瞩目 . 同调 论 与 同 伦 论 有 密切 
关系 ,主要 表现 在 由 于 同调 有 较 强 的 可 计算 性 而 提 
供 解决 同 伦 问题 之 工具 , 同 伦 问题 则 反 过 来 刺激 着 
同调 论 的 发 展 . 而 广义 同调 论 的 出 现 使 同调 论 的 问 
题 又 可 转化 为 同 伦 论 的 问题 .不论 同 伦 或 同调 从 几 
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何 向 代数 的 过 渡 总 是 通过 孙子 来 实现 ,用 范畴 和 函 
子 的 话说 ,代数 拓扑 学 主要 内 容 是 构造 从 拓扑 学 范 
畴 到 代数 学 范畴 的 各 种 果子 进而 用 代数 方法 解决 拓 
扑 学 问题 的 学 科 . 当前 代数 拓扑 学 研究 的 内 容 除 本 
身 问 题 外 ,和 其 他 拓扑 学 分 支 ( 如 微分 拓扑 学 等 ) 有 
着 密切 联系 ,同时 它 的 发 展 深刻 影响 着 其 他 数学 分 
X TA A AY JL ay EE eK RIL ay. Be. RR. 
i£ PRATT HA MAE ease S IF ATER 
然 科 学 和 工程 技术 中 有 日 益 重 要 的 应 用 . 

组 合 拓扑 学 (combinatorial topology) 
数 拓扑 学 ”. | 

Jit AZ Ha FA SE (Topology on manifold) 简称 流 
JÉ sn dh. 拓扑 学 的 一 个 重要 分 支 . 流 形 是 拓扑 学 中 最 
重要 的 人 研究 对 象 , 它 是 曲线 和 曲面 概念 的 推广 ,主要 
包括 微分 流 形 、 组 合流 形 和 拓扑 流 形 . 其 实 , 庞 加 莱 
(Poincaré, (J. H) 当初 建立 组 合 拓扑 学 时 ,他 心目 
中 的 主要 研究 对 象 就 是 流 形 ,或 微分 流 形 . 流 形 自 然 
产生 于 数学 的 其 他 分 支 学 科 及 某 些 自然 科学 (如 力 
学 .物理 学 等 ) 中 ,因此 流 形 拓扑 学 的 研究 和 应 用 有 具 
有 极 重 要 的 意义 . 

20 世纪 30 年 代 开 始 对 微分 流 形 系统 研究 ,是 
Mik A SA Bie AF a). FEA ZF OE A E Al as 
性 类 理论 的 发 展 , 由 于 它 与 代数 拓扑 学 的 密切 关系 ， 
所 以 早期 它 是 被 当 作 代数 拓扑 学 的 一 部 分 来 看 待 
的 .到 了 20 世纪 50 年 代 后 ,由 于 在 协 边 理论 .微分 
结构 和 高 维 庞 加 莱 猜 测 等 几 方 面 突 破 性 的 成 就 ,从 
而 产生 了 微分 拓扑 学 这 个 分 支 . 此 后 的 30 多 年 , 研 
究 硕果 累累 ,在 整个 现代 数学 建 勃 发 展 的 总 背景 下 
呈现 出 极为 壮丽 辉煌 的 场面 . 主要 成 果 有 :各 类 流 形 
结构 之 间 的 关系 ;各 种 协 边 理论 的 建立 和 计算 ; 般 入 
和 和 浸入 理论 的 深入 ; 扭 结 理论 的 深刻 进展 及 其 应 用 ; 
奇 点 理论 和 突变 理论 及 其 应 用 ;动力 系统 理论 ;3 维 
流 形 理论 及 双 曲 几何 之 应 用 : 单 连 通 4 维 流 形 之 分 
类 和 4 维 庞 加 莱 猜 测 的 解决 ; 唐 纳 条 (Donaldson， 
S. ) 定 理 的 证 明 及 其 推论 ;拓扑 量子 场 论 的 提出 . 

几何 拓扑 学 通常 是 指 那些 强调 几何 方法 来 研究 
拓扑 性 质 的 有 关 理 论 . 或 继承 发 展 经 典 的 组 合 方法 ， 
或 利用 点 集 方法 参照 欧 氏 空间 中 点 集 性 质 进行 几何 
性 研究 ,或 运用 双 曲 度量 几何 学 于 拓扑 问题 之 讨论 . 
这 些 方法 对 于 低 维 流 形 拓扑 学 的 研究 有 特殊 贡献 . 

流 形 拓 扑 学 有 广泛 而 深刻 的 应 用 . 近代 数学 中 
不 少 突 出 的 成 果 是 将 茶 些 分 析 不 变量 表 为 拓扑 不 变 
量 ,体现 了 代数 拓扑 学 和 流 形 拓扑 学 的 新 成 就 对 数 


见 “ 代 


学 现代 发 展 的 深刻 影响 . 低 维 流 形 拓扑 学 的 最 新 成 
就 揭示 出 的 神秘 性 质 , 正 说 明 现 实 的 物理 空 
时 空间 的 内 涵 之 丰富 ,这 点 还 有 极 重 要 的 哲学 


代数 拓扑 学 


同 伦 映射 (homotopic maps) 拓扑 学 的 重要 概 
念 . 直观 地 说 ,从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 连续 
映射 f,g 是 同 伦 的 ,是 指 在 Y 中 可 将 f 连续 形变 成 
g R f,g:X>Y 都 是 连续 映射 ,T= 二 [0,1j, 若 存在 
连续 映射 HiXoOI—Y ,使 得 对 所 有 EX, 

(rs OP Fae. Hoa Cr 

WES f 和 g 是 同 伦 的 映射 , 记 为 1 二 g :X 一 Y, 称 五 
A f 到 g 的 一 个 同 伦 或 伦 移 ,该 同 伦 也 可 记 为 
Hf =p; 有 时 记 H Cr t) 8 f, Gr) XN fo= ff 
=p AMMA fe f£ he X 到 Y BI] HR. WE pg f 
ARTF g 应 该 指出 ,映射 的 同 伦 关系 是 从 拓扑 空 
X 到 Y 的 所 有 连续 映射 所 成 集合 C(X,Y) 上 的 一 
A de ee qe aa 
价 类 为 一 个 同 伦 类 . 研究 映射 的 同 伦 分 类 问题 是 同 
伦 论 的 基本 内 容 之 一 . 

E€ (Homotopy) ” 见 “ 同 伦 映射 ”. 

伦 移 (Homotopy)” 见 “ 同 伦 ”. 

AR isotopy) — D," fa] (EBR T ". 

$ 46 RR ST (null — homotopic map) 一 类 特殊 
的 映射 . 设 X,7Y 都 是 拓扑 空间 , 厂 映 射 /:X 一 Y 同 
伦 于 某 常 值 映射 f,:X 一 了 , 则 它 称 为 零 伦 的 . AR 
射 同 伦 观 点 看 ,最 简单 的 映射 是 零 伦 映射 . 

相对 于 某 子 集 的 同 伦 (homotopic relative to a 
subset) 拓扑 学 的 重要 概念 . 设 X 和 YY 为 拓扑 空 
间 ,映射 >g: XY, FEE X 的 子 集 A 上 取 值 相 
Ae f 到 gg 的 形变 过 程 中 在 4 上 的 值 始终 不 
变 , 即 同 伦 HX x IY 还 满足 补充 条 件 , 对 于 所 有 
aC Atel, HaH=fla=gla) WR SMe W 
相对 于 4 同 伦 , 记 为 

f=g:X—>Yrel A 或 H; fœg rel A. 

E ETH EEA A MBA Il fe Fe ma msl. 

同 伦 等 价 空间 (homotopy equivalent spaces) 
利用 映射 的 同 伦 关 系 给 出 的 拓扑 空间 的 男 一 种 分 
类 ,在 拓扑 学 中 是 重要 的 . 在 两 个 拓扑 空间 X 和 了 
之 间 存 在 一 对 连续 映射 XY YX. EGE 
合 映射 g sg lt gly lx Fl ly 分别 
AX AY SB SATORU SRA TA Oe og 
称 为 /了 的 一 个 同 伦 赣 ,此 时 拓扑 空间 X 和 YY 称 为 是 
同 伦 等 价 的 ,或 称 为 具有 相同 的 同 伦 型 , 记 为 和 一 
Y. 同 伦 等 价 的 关系 是 全 体 拓 扑 空间 族 上 的 一 个 等 
价 关 系 . 特别 地 , 同 胚 的 两 个 空间 一 一 定 是 同 伦 等 价 


f X dd d. 

[5] 1 3 (Homotopy inverse) 
[B] ". 

[s] f£ BY (Homotopy type) 
[B] ". 

RJ 428 z3|B] (contractible space) 一 类 特殊 的 空 
间 . 在 同 伦 型 的 意义 下 ,最 简单 的 空间 是 和 由 一 个 点 
组 成 的 空间 ( 即 单 点 空间 ) 有 相同 的 同 伦 型 的 拓扑 空 
[8] , 称 为 可 缩 空 间 . 它 和 零 伦 映射 有 着 密切 关系 ,下 
面 的 命题 是 有 趣 的 :拓扑 空间 X 上 的 恒 同 映射 1i. 
X 一 X 是 零 伦 映射 的 充分 必要 条 件 是 拓扑 空间 X 
是 可 缩 空 间 . 

同 伦 型 不 变性 质 (homotopy type invariance) 
拓扑 学 的 一 种 重要 不 变性 质 . 具有 相同 同 伦 型 的 拓 
扑 空 间 所 共有 的 性 质 称 为 同 伦 型 不 变性 质 . 因为 同 
胚 的 拓扑 空间 一 定 是 同 伦 等 价 的 ,所 以 同 伦 型 不 变 
性 质 一 定 是 拓扑 不 变性 质 , 但 反之 不 一 定 成 立 . 例 
如 ,3 维 闭 球体 D? 5j 3 维 欧 氏 空间 R’ 具有 相同 同 
伦 型 ,但 D 是 紧 致 空间 而 R? 则 不 是 . 紧 致 性 是 拓扑 
不 变性 质 , 但 不 是 同 伦 型 不 变性 质 . 在 代数 拓扑 学 中 
讨论 的 性 质 , 如 同调 群 , 同 伦 群 等 都 是 同 伦 型 不 变性 
质 . 

闭路 (loop) 亦 称 环 道 . 一 类 特殊 的 连续 映射 . 
设 六 为 拓扑 空间 ,连续 映射 c:7 王 [0,1J 一 X 称 为 连 
结 xo 二 a(0) 和 zi 二 a(1) 的 道路 ,xo 和 xi 分 别称 为 
道路 的 起 点 和 终点 .为 了 方便 ,道路 a 也 记 为 

a; (1,0,1) — (429521). 

当 a(0)=a(1) =x, I], FK a J X PA zo 为 基点 的 
闭 道 路 ,简称 闭路 . 

Pie (loop) ” 即 “ 闭 路 ”. 

道路 (path) 见 “ 闭 路 ” 

闭路 同 伦 类 (homology class of loops) 闭路 
的 一 种 分 类 . 设 ao 和 a, 是 拓扑 空 间 X "BEA x ABE 
点 的 两 条 闭路 ,cs 和 wm 相对 于 91— (012 BS [8] 4/6 
系 〈 定 端 同 伦 )ws 全 wirelt0,1} 是 以 ze 为 基点 的 闭路 
集合 的 等 价 关 系 , 相 应 的 等 价 类 称 为 财 路 同 伦 类 , 简 
称 闭路 类 ,并 且 记 a 所 属 的 闭路 类 为 Laj. 

闭路 类 (class of loops)” 见 “闭路 同 伦 类 ”. 

i AB (fundamental group) 亦 称 一 维 同 伦 
HE. 对 一 个 拓扑 空间 联系 一 个 群 的 代数 结构 . 在 拓扑 
空间 X 中 对 于 以 同一 点 ze 为 基点 的 两 条 闭 道路 a 
和 可 引入 乘法 * : 

a(2s) 
ax B(s)= 


见 “ 同 伦 等 价 空 


见 “ 同 伦 等 价 空 


BOs—1) | 9 


ax BB 是 一 条 以 zo 为 基点 的 闭 道路 . 这 种 乘法 不 一 
定 满足 结合 律 , 无 法 引 和 人 群 结 构 . 但 是 ,在 以 zo 为 基 
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点 所 有 闭路 同 伦 类 中 ,引入 乘法 
La] * L8]— La * 8]; 
这 种 定义 是 有 意义 的 ,并 且 以 ze 为 基点 的 全 体 闭 路 
同 伦 类 在 引入 这 种 乘法 后 构成 一 群 , 称 为 X 的 以 zo 
为 基点 的 基本 群 , 记 为 1 CX ey). 基本 群 可 以 不 是 
交换 群 . 对 于 道路 连通 空间 X ,其 基本 群 与 基点 的 选 
RER, WA mX). 对 于 两 个 拓扑 空间 和 与 了 之 
间 的 连续 映射 SX 09 QD. 5s X ALU PH 
基点 的 闭路 a 的 复合 映射 上。w 是 了 内 以 4 为 基点 
的 闭路 ,并 且 两 条 同 伦 的 闭路 与 f 的 复合 得 出 两 条 
同 伦 的 闭路 ,因此 ,按照 f,([a])= 二 [Lf。aj 定 义 映射 
f.i m OX. p2,(Y,q), 
于 是 / ,为 同 态 , 称 为 了 诱导 的 同 态 . 由 此 得 出 基本 
群 是 拓扑 不 变量 ,进而 基本 群 也 是 同 伦 型 不 变量 . 
计算 基本 群 常常 是 将 所 讨论 的 空间 “归结 ”或 
分解" 为 更 简单 的 空间 以 算出 其 基本 群 ， JX LE r DE, 
的 方法 有 : 
1. 利用 基本 群 的 同 伦 型 不 变性 . 
2. 对 于 乘积 空间 可 利用 结论 : 当 和 和 了 Y 为 道路 
连通 空间 时 ,ri(XXY) 父 ri(X) X m (Y). 
3. HAART |B] EIE. 
4. AACR EH aK 是 连通 的 复 形 ,KK,， 
天 ,天 ,都 是 天 的 连通 的 子 复 形 , 使 得 
AK c-—-— Rea. KK (Bo = Kis 
a 是 K, 的 一 个 顶点 ，z 和 12 分 别 是 K, 的 多 面体 
|Ko| 到 Ki 和 天 :的 多 面体 | 天 ,| 和 | 天 :| 的 包含 映 
射 , 则 | 天 | 的 基本 和 群 m CK| 5a) HJ M z CI K, | sao) 
Hm (| 天 :| sao) 89 A FER PRS IN KAR i. (2) = 
in, (2) 45 Bl, EP z PUR m (| Kol ,ao) 的 一 切 元 素 . 
Ye BS? re Ss AB) a] OP 8 VB) SPY EB E 
一 般 的 加 一 一 定 限 制 的 拓扑 空间 .例如 ,用 以 上 方法 可 
得 到 圆周 S 的 基本 群 为 x1(S') 衬 Zz, 可 缩 空间 的 基 
KPOPEAR. BK LG S Sr (Mobius, A. F. ) 带 M 的 基 
AS Hin, MO) =Z, MiB T ARASH m TSEX, 
n 维 球面 S" (2 之 2) 的 基本 群 m SAE. UR 
SORIA HR K 的 基本 群 mK) Uu |tut=u} GX (a, 
bla =b) ZE Z 表示 整数 加 群 . 


一 维 同 伦 群 (lth homotopy group)” 即 “基本 
s". 

范 卡 彭 定理 (Van Kampen's Theorem) — Ji" 3& 
本 群 ”. 

单 连 通 空 间 (simply connected space) 一 类 重 


要 的 拓扑 空间 . 基本 群 为 平凡 群 的 道路 连通 空间 称 
为 单 连通 空间 . 从 而 可 推出 可 缩 空 间 是 单 连通 空间 ， 
但 是 其 逆 不 一 定 成 立 . 例如, 欧 氏 空间 中 的 凸 集 入 
维 球面 S"(n 宇 2) 都 是 单 连通 空间 ,但 BEER YS" Cn 
之 2) 不 是 可 缩 空间 . 道路 连通 空间 是 单 连通 的 充分 
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必要 条 件 是 ,此 空间 中 任意 两 条 起 点 和 终点 分 别 相 
同 的 道路 是 同 伦 的 . 

同 伦 群 (homotopy groups) ”基本 群 的 高 维 推 
广 . 基本 群 是 从 单位 闭 区 间 了 到 拓扑 空间 X i 
的 同 伦 等 价 类 和 其 运算 得 到 的 . E n 维 欧 氏 空间 
R” 中 的 x 维 方 体 

PS tS Gist 
al” 是 了 的 边界 , 即 

al” = {t E P|3 i EGA — t) = 0}, 
设 XX 为 拓扑 空间 ,xoE€EXX, 用 M,(X,xo) 表 示 全 体 连 
续 映 射 a: CI" al") 99 CX oa Br IS B] S t o 和 o 相 
对 于 al" 的 同 伦 关系 aca! 是 M,(CX,zo) 上 的 一 个 等 
价 关 系 , 它 把 M,(X,xo) 的 元 素 分 成 一 些 同 伦 等 价 
类 ,用 7,《X,xo) 表 示 这 些 等 价 类 所 成 的 集合 . 定义 
映射 ax 8:(7",97") 一 (了 ,xo) ,使 得 

ax Di tss "yt,) 


SEU OROSII S IA 


aC2t, sto, stn) [oxa : 
BOLE re ee Eos ; 
从 而 ,ax PEM, Xx), HH, 4 axa’ 749 , Ml 
Ge Ba xm. 
因此 ,可 在 m, CX 2) Pág MISH 
[a] * L8] Lex £], 

并 且 关 于 这 一 运算 使 它 构成 群 , 仍 记 为 CX To), 
称 为 拓扑 空间 X 的 以 ze 为 基点 的 维 同 伦 群 .1 维 
同 伦 群 就 是 基本 和 群 T,(X,xo). 同 伦 群 还 有 一 种 等 价 
ELIA, CEH n 维 球面 5S” 代替 n 维 方 体 1", 这 
种 定义 给 讨论 同 伦 群 的 性 质 有 时 带 来 方便 . 类 似 基 
本 群 的 讨论 , 同 伦 群 有 具有 性 质 : 当 拓扑 空间 是 道路 连 
通 空 间 时 ,其 同 伦 群 与 基点 选取 无 关 ; 利 用 连续 映射 
诱导 的 同 伦 群 之 间 同 态 的 一 些 性 质 得 出 , 同 伦 群 是 
同 伦 型 不 变量 (更 是 拓扑 不 变 的 ); 当 nn 宇 2 时 , 同 伦 
群 x,《X,zxo) 是 交换 群 ,因而 有 时 把 运算 写成 Laj 十 
[8 ]. 同 伦 群 与 同调 群 的 一 些 基 本 关系 :对 于 连通 复 
形 天 的 多 面体 | 天 |,1 维 同调 群 同 构 于 基本 群 的 交 
换 化 , 即 

mU OAA COR so eC |) ee KY, 
BL, OK Dn CK |) ERR BEA m KDK 
位 子 群 .高 维 同 伦 群 与 同调 群 之 间 的 关系 ,由 赫 莱 维 
X (Hurewicz, W. ) 的 同 构 定理 给 出 : 设 | 天 | 是 连通 
复 形 KW HM n>2 GEIKIBI1.2.:.n— 
1 维 同 伦 群 都 是 平凡 群 , 则 z (| K [Sr (K). 

收缩 核 (retract) 具有 特殊 性 质 的 子 空 间 . 设 
X 为 拓扑 空间 ,4 是 XX 的 子 空间 , 若 存 在 连续 映射 
r:X—>A (878 4 ee AN or Cd=27, Bl r] A=1, da 
为 4 上 恒 同 映射 ), 则 称 4 为 X 的 收缩 核 , 称 x 为 收 
缩 映射 或 保 核 收缩 . 实际 上 ,收缩 映射 > 是 4 上 恒 


同 映射 la Æ X EKIPI. E AECHE X PHR 
个 邻 域 U 的 收缩 核 , 则 称 4 为 X 的 邻 域 收缩 核 . 
收缩 有 映射 (retraction) Jl “We AAR”. 
保 核 收缩 Cretraction) WM“ Haz”. 


邻 域 收 缩 核 Cneighborhood retract) W “yk 45 
FR”. 
形变 收缩 核 (deformation retract) 一 类 特殊 


的 收缩 核 . 设 X 为 拓扑 空间 ,4CX, 知 存在 收缩 映 
射 >:X 一 4 和 包含 映射 i: A 一 X 使 得 


lacie; XOX Ox 为 恒 同 映射 )， 

则 称 4 为 X 的 形变 收缩 核 , 伦 移 五 称 为 XxX 到 4 的 
形变 收缩 . 设 4A 为 X 的 形变 收缩 核 ,H:XXI 一 X 
是 形变 收缩 ETF re AM tel RA (r.t)h=27,Ml 
称 4 为 X 的 强 形变 收缩 核 . 直观 地 说 ,4 是 X 的 形 
变 收 缩 核 是 指 X 可 以 连续 形变 成 4, 当 形变 过 程 中 
A 的 点 都 不 变动 时 ,4 就 是 X 的 强 形变 收缩 核 , 

TÉ T rg (deformation retraction) W “JE ®© 
收缩 核 ” 

强 形 变 收 缩 核 (strong deformation retraction ) 
见 “ 形 变 收 缩 核 ”. 

轨道 空间 (orbit space) 一 类 特殊 的 商 空间 . 
E G 是 拓扑 群 ,X 是 拓扑 空间 ,G 中 每 一 元 素 g X 
FAA X NASA cb elo) BP ar 
EEX, 对 于 任意 g,hEG, 满 足 h。g(r)= 二 hlLg(x)j]， 
Xt FRC 中 单位 元 e Wi elr) =r, 3f HH e,r) He 
g(z) 定 义 的 CXX 到 X 的 映射 是 连续 映射 , 则 称 G 
K X 的 拓扑 变换 群 .对 于 关中 的 点 x, 称 子 集 O(x) 
二 {g(xX)lgEG) 为 通过 点 工 的 轨道 ,所 有 轨道 的 集 
ROLEX MAR X 的 一 个 分 解 (实际 上 ,六 中 
两 点 coy 属于 同一 轨道 这 一 关系 是 一 等 价 关 系 ). 
由 这 个 分 解 得 出 的 商 空间 记 为 X/GC , 称 为 轨道 空 
则 .例如 , 取 拓 扑 群 Z 为 具有 离散 拓扑 的 整数 加 群 ， 
R 为 实数 空间 ,对 于 每 一 个 zEZ 取 从 R' 到 自身 的 
同 胚 为 平移 ,zh* z 十 2, 这 时 得 到 的 轨道 空间 R'/Z 
是 圆周 S'. 

Th Fh SE 3& H (topological transformation gro- 
up)” 见 “轨道 空间 ”. 

W E iBcoverng space) JP PK Bs lal. 同 
伦 论 中 一 个 重要 概念 . 设 X 是 道路 连通 空间 ,X 是 
连通 且 局 部 道路 连通 空间 ,p:X 一 X 是 连续 满 映射 ， 
DOW T X 中 每 一 点 并 都 有 一 个 道路 连通 开 邻 域 , 
使 得 对 于 p (OB SET EH ot Vp FEV 上 的 限 
fil pIV:VrU 是 同 胚 , 则 称 (X,p) 为 了 HBBS 
[B], &K p APS BARA E X 为 底 空间 ,这 样 的 令 域 U 
BRA x 的 可 允许 的 邻 域 . 例如 ,指数 映射 rR S, 
把 :ER' EX ees, MCR r) S BERI HI. 
若 对 于 1ES!, 取 


代 数 m dM 学 


U=S'— {-]}, 


PO See io 2: E l 
则 
m| -4.n+4) ease EU 
y lal Bf. 


TRE SR] FRC ALAR 3E 7T EE BS LES 
TZE, V 8 US S IRL BA EE E TE SE LE. 例如 
道路 提升 定理 : 设 (X,p) 是 X E £93 E28 JR] piX—X 
ABBR. aCcX.bCp la) ouv X IU a 
起 点 的 道路 , 则 XX 内 有 惟一 的 以 5 点 为 起 点 的 道路 
,满足 p。T 二 v,V 称 为 道路 v 的 提升 . 类 似 地 ,有 闭 
路 同 伦 提 升 定理 : 设 (X,p) 是 X AS E, EF: 
7X7 一 X 为 连续 映射 ,满足 条 件 

FO,0=FCU,0=a, Ostxl.0€p (a), 
则 存在 惟一 的 连续 映射 :TX1I 一 X 满足 条 件 
DPE FOOD-FOSOSb Os 
FRA F MHA. RH E RAE JT EHOW. BAR 
B] p 的 诱导 同 态 p. : mV OX Dn, OX a) EMA. 
覆盖 空间 (covering space) BARAZ ja] ". 

道路 提升 定理 (path lifting theorem) W“@ 
营 空 间 ”. 

闭路 同 伦 提升 定理 (loop homotopy lifting the- 
orem) WRATH”. 

映射 提升 定理 (map lifting theorem) X T 
Z Z ERER KX p dX HBSS la, tt 
于 连续 映射 /:Y-~~X, 若 存在 连续 映射 FP YoX W 
足 条 件 p。 了 二 了 f, 则 称 了 为 了 的 提升 . 映射 提升 定 
理 : 若 了 是 连通 且 局 部 道路 连通 空间 ,rE€EY,(X,p) 
Æ X WBE @eX bE p (a), 则 连续 映射 S: 
(Y,r) 一 (X,a) 存 在 提升 了 :(Y,r) 一 (X,6b) 的 充分 
必要 条 件 为 f. Cm, CY sr) Cp, (xr( 多 ,5)), 并 且 当 
提升 了 存在 时 它 是 惟一 的 . 这 里 S.A pp. PRIA 
续 映 射 f ABE Be BRAY p 对 应 的 基本 群 之 间 的 诱导 

fe & jj 4 BE HE FB (classification theorem of 
covering spaces) A T E zs ml S fram — e dÀm € 
命题 . 设 (X,p) 是 X HBB la] INS ds 

Pas Ri m CX.a) 

是 单 同 态 . ri CX a) FB p. On (K, b) AI TK Bt 
于 之 ,而 且 也 依赖 于 点 2, 对 于 加 (ea) 中 的 不 同 点 六 ， 
(P. On C0) [X € P7 (01 
构成 群 m. Xa) B — Th FEE Sg DIE 对 于 同一 个 底 
空间 X EPPTAURGIRI OG. p C p) EFE 
— ^ IR] Bf hiX X, 使 得 P2 ° h= p, , WERE 2 M] 
X, X. 为 等 价 的 . BEE SS EE, pi) 
AR po d d d zs X HPS RT] CX, 
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P1) 和 (XX;,p;) 等 价 的 充分 必要 条 件 是 ,它们 确定 X 
的 基本 群 m CX a) A I] — p T REESE 2S. 
i> 78 & = [A] (universal covering space) 亦 称 
ABE I. 同 伦 论 中 一 个 重要 的 概念 . 设 (X,p) 
是 折 扑 空间 X MBBS. AX 是 单 连 通 空 间 , 则 
称 X AXHA N. w., p) Æt N X 
927 3E ERR B). EK pE X MEX T ES 
E, WU AF EBERT qi X— X fe fS X de X' In 
车 空间 . 这 是 称 X 为 泛 覆 全 空间 的 原因 . 为 了 使 拓 
扑 空 间 有 一 个 泛 覆 全 空间 存在 ,需要 对 其 加 一 些 限 
制 . Zr Th ae lB] X 的 每 一 点 zx 都 有 一 邻 域 上 ,使 得 
U 内 任何 环 道 在 X 内 是 零 伦 的 ,也 就 是 包含 映射 i. 
U—X WAFAA im (U, r) >m (X. z) EMA 
态 , 则 称 X 为 半 局 部 单 连通 的 空间 . 1208 S I8] DJ 
存在 性 定理 : 铝 X 为 连通 .局 部 道路 连通 与 半 局 部 
单 连通 的 拓扑 空间 , 则 一 定 存在 X BOUES BI. 
A89 8 iP (universal covering space) 即 
“12 ES |B)”. 
M AR SS 6 H (covering transformation group) 
一 种 特殊 的 变换 群 . 设 (&,z) 是 拓扑 空间 X HBS 
空间 ,X 的 一 个 覆 秋 变换 是 满足 po h=p HX aA 
身 的 同 胚 关 :和 一 & .在 自 同 胚 的 映射 复合 下 ,有 的 全 
AE ER MSR AREER. IW 
A(X, 20. XE TREE LE p 的 诱导 同 态 
Pe: 7a CX ,5) — mL (X.a), 
A op. Cr, GG DO FE we, (Xa) B IE BUE RE RX, 
Pp) EIEN ER s: [8]. OT TIE PULSES AP 述 结 
WA, po d& f TD Se X A IE BS N, NA 
BEB AX P FTF BRE 
m OX ,a)/ p. Gn GC b). 
BS EBS. 当 (X,p) 为 拓扑 空间 
X 的 泛 覆 释 空 间 时 , 覆 谷 变换 群 A(X,p) 同 构 于 基 
Ante CX a). 
IE Wl Æ & FS B] (regular covering space) 
BERR”. 
fe 3E [8] A (suspension homomorphism) 一 -种 
RPK BRN. A £2 S 5" 为 映射 ,将 SS St 
分 别 视 为 $ US" 的 赤道 ,并 把 扩张 成 映射 fus" 
一 9 ,使 得 三 把 人 的 北半球 和 南半球 分 别 映 人 S" 
的 北半球 和 南半球 , 则 恩 的 同 伦 类 不 依赖 于 扩张 的 
选择 而 只 依赖 于 f 的 同 伦 类 .于 是 可 得 映射 
Tem Om) 
此 映射 为 同 态 , 称 为 巧 垂 同 态 ,或 简称 悬垂 . r< 
Zn — 1 时 ,悬垂 为 同 构 . 
球面 的 同 伦 群 (homotopy groups of spheres) 
一 类 特殊 的 同 伦 群 . 简单 (如 ” 维 球面 9") 的 拓扑 空 
[8] ,其 同 伦 群 也 是 极 难 计算 出 的 . 这 个 问题 成 为 同 伦 
662 


VE 


论 发 展 中 的 一 个 主要 问题 ,到 20 世纪 90 年 代 初 , 仍 
未 能 完全 解决 . 1950 年 计算 的 几 个 球面 同 伦 群 是 ; 
m,CS')==0 G291)0 57, C8") —0 G<n) m G^ )22; 
nu 9 EZ n3) 02309 9822, n 25294 
此 处 Z 为 整数 加 群 . 
p 案 分 支 (p-primary component) 一 类 特殊 
同 伦 群 的 子 群 . 同 伦 群 x,C5S") 中 , 阶 为 素数 p OA 
的 元 素 构 成 的 子 群 称 为 SOW p ROM FEN 
Xi《S”";pP). 24 p=2 时 ,最 初步 的 一 些 结果 为 : 
n5 2) Zo. PCS 329 552,3 
m,:43 08" 4,202224. ned; 
meCS*;2)=2Z4; m CS20zZ., 
m (St; 2) >Z, Z; m$ C9 320227;4 
Maa 2 0 D. 
在 谱 序 列 等 工具 引入 同 伦 论 后 , 塞 尔 (Serre,].P.) 
发 现 许多 同 伦 问题 可 以 按 不 同 的 素数 PIT THE. 
例如 , 同 伦 群 的 计算 ,可 对 不 同 的 pp 分别 计 算 其 p 
素 分 支 . 这 里 Z 表示 整数 加 群 ,Z, 表示 模 p 整数 加 
群 . 
5 p #4 t (odd p-primary component) — 
类 特殊 同 伦 群 的 子 群 . 当 p 为 奇 素数 时 的 同 伦 群 
n; GS") RJ] p 素 分 支 .对 于 奇数 维 球面 S”'', 其 同 伦 
群 的 奇 p RAIMA 
Tom+1+2(p—1)-205S” | 3p )=Z, 


(1xim-«i,i—2,-:- iom 19s 


"ooi erus n PZZ, 
(lS 15 2 eg pe 1) 
对 于 其 余 的 情形 ,有 


Mons OS OS p00 (he DPC = |) = 2): 
RF AT p RAX BOIL Ar vs SEA BT 
7; 4CS7"715 5) + m GS" p) = m CS?" p). 
从 而 ,偶数 维 球面 的 p FR AT Sc ATT HE BY VS E Oy XY Ay 
数 维 球面 的 p RAM HIF. 
赛 尔 同 构 (Serre isomorph) 见 “ 奇 p 素 分 
j^ 
霍 普 夫 映射 (Hopf maps) 一 类 重要 的 球面 映 
By. x 4 维 欧 氏 空间 的 点 用 有 序 复 数 对 (zi,z?) 表 
示 , 则 单位 3 维 球面 可 表示 为 Siaz tee —1, 
h w Rm w WHR. 复 平 面 添加 ce 成 为 2 维 球 
fj S^ ,在 7:9 一 S 为 映射 使 得 7 C21 z) = 2/2; DU 7 
连续 ,光滑 .两 点 (zl,zy)，(z 92) D ES® 满足 
2(z1,2;)—7(G,z,) 
AM 4 FFE RA, AL T1. EG 
Ce 25) = CA AS) 
从 而 对 于 gE€E5°,7 '(g) 是 一 个 1 维 球面 9 ,7 使 得 
S? VS S^ 上 的 纤维 从 ,以 SI 为 纤维 .大将 复数 换 成 
Vd 75 X 55 BLE (Cayley, A. ) 数 , 则 类 似 地 可 得 映射 


YS/—S',o1S—S* , XR SEA BEAR. 
20 世纪 30 年 代 初 期 ,人 们 曾 认 为 从 S'S 5" 的 连 
续 映 射 当 二 0 时 全 都 同 伦 于 零 . 对 于 n=l 的 情形 ， 
当时 已 知 这 个 结论 成 立 . 因 此 , 当 霍 普 夫 (Hopf ,HH. ) 
给 出 第 一 个 反例 7:S3 一 5S? 时 , 颇 使 人 感到 意外 . 

稳定 同 伦 群 (stable homotopy group) 一 种 特 
殊 的 同 伦 群 .由 于 悬垂 同 态 

Ea. 3) 

M n>k +1 时 为 同 构 ,所 以 lima") fefe. 此 极 


限 称 为 球面 的 第 & 个 稳定 同 伦 群 , 记 为 Cs. 

H 空间 (CH-space) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . FRA 
有 乘法 运算 和 双边 同 伦 单位 元 的 带 基 点 的 拓扑 空 
E. 设 (X,e) 是 带 基 点 的 拓扑 空间 ,1 dé X En 
映射 ,mi:X 一 XXX ARE MHA i (2) =(2,€—) ll 
(n= (e,Xx), 若 存在 保持 基点 的 上 映射 m:XXX— 
X 使 得 met, Fl m ° ip 都 与 ] 相对 于 基点 同 伦 , 则 
称 (X,e) 为 再 空 间 , 并 称 e 为 其 同 伦 单 位 元 ,m AF 
法 运算 . GRAN me (mX) m e.e Xm) Xt F 
基点 同 伦 , 则 称 是 同 伦 可 结合 的 乘法 运算 ,并 称 
(X,e) 是 同 伦 可 结合 的 再 空间 . 若 又 存在 保持 基点 
的 映射 ui X— X. EAGER me (1X pw)? AS m 
(uX1)° ASTU X ERAS e 的 常 值 映射 e:X 一 
X FAME x Ie] f£ UL ER CX e ERA In] fe ii 26 8 
H 空间 ,其 中 A;X 一 XXX 是 由 4GCz) 一 (z,z) 定 义 
的 对 角 映 射 . 若 了 :XXX->XXX EH Tasar) 
(x2,X1) 定 义 的 交换 上 映射, 并且 映 射 m Fm ° T 相对 
于 基点 同 伦 , 则 映射 m A H 28 [8] CX ,e2 SP Bl Bp A Te] 
伦 可 交换 的 乘法 运算 和 同 伦 可 交换 的 H 28 1B). 凡 拓 
扑 群 都 是 H 空间 ,可 除 代数 C,Q,K 中 的 单位 球面 
JE H Sle). Y 是 任意 带 基 点 的 拓扑 空间 , 则 Y 上 
的 闭路 空间 QY Æ H 空间 ,并 且 是 具有 同 伦 逆 元 的 
同 伦 可 结合 H 空间 ; 当 ”之 2 时 ,2"Y 还 是 同 伦 可 交 
换 的 .H 空间 的 重要 性 质 是 ; 奉 (X,e) 是 日 空间 , 则 
同调 群 召 .(X) 是 具有 单位 元 的 分 次 代数 ,并 且 
H., XMH CO EME ERA. H 空间 的 概 
d E KR (Hopf.H. ) 于 1941 年 提出 的 . 

fal (E 22 fir 5 (homotopy unit element?) 
zs [B] ". 

H #(H-group) 亦 称 群 式 空间 .一 类 特殊 的 
拓扑 空间 . 具有 同 伦 逆 元 的 同 伦 可 结合 的 再 空间 ， 
即 在 同 伦 的 意义 下 满足 群 公理 的 拓扑 空间 , 同 伦 可 
交换 的 H 群 称 为 交换 H 群 .所 有 拓扑 群 都 是 H 群 . 
任何 带 基点 的 拓扑 空间 Y 上 的 闭路 空间 QY Æ H 
群 ,并 且 在 "之 2 时 OY 是 交换 H BE. H 群 的 重要 性 
在 于 :对 于 任何 带 基 点 的 拓扑 空间 X ,保持 基点 的 映 
射 的 同 伦 类 的 集合 LX,Y 成 为 群 的 充分 必要 条 件 是 
Y A HRE AI, A Y BAR MY 诱导 出 一 个 从 


W,*H 


代数 d th = 


市 基点 的 拓扑 空间 范畴 AT 到 群 范畴 So WY 
BY a’. OES XC BT a (X)=LX,Y] 3 F 
BAF 中 的 每 个 态 射 
Fi ROMS. RG es LXSYI=EX,Y] 
是 由 x (Olgi-Llg SIZ XBERAGRBH EY 
FER H HM x" 是 从 范畴 AT 到 交换 群 范畴 
AL B AE PST. EI E AIYY EH RAS, 
则 有 诱导 出 群 同 态 h, :LX,Y] 一 LX,Y'], 使 得 
h.Lf ]-— Lh ° SI ifi & Ve SE HL CAR PCT x 到 反 
AF pki Fox” 的 一 个 自然 变换 . 
群 式 空间 (group like space) BII^H 和 群 ” 
H A (H-homomorphism) JAH FHWA. 
一 类 特殊 的 同 态 .H 群 之 间或 者 再 余 群 之 间 在 同 伦 
意义 下 的 同 态 . 设 X 和 X' 都 是 互 群 ,分 别 有 乘 法 运 
算 m 和 zm',h:X 一 X' 是 保持 基点 的 映射 , 若 映 射 h 
om 和 m! 。(hXh) 相 对 于 基点 同 伦 , 则 称 丸 为 H 
HEX SHE XH H fel ARH RA. WX MX’ 
E H Rom 和 和 分别 是 它们 的 余 乘法 , 产 :X 一 7 
是 保持 基点 的 映射 , 奇 使 得 映射 m * h 与 (hVh)。 
m HRY FE ALB A Oy HAR X EHAR 
X'B H 同 态 或 日 余 群 同 态 . 
H # fa) zx (H-group homomorphism) 即 “H 
H R # (H-cogroup) 一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 
设 (X,e) 是 带 基 点 的 拓扑 空间 ,和 若 存 在 保持 基点 的 
映射 B:X+>XV X Al j XIX 使 得 有 下 列 相 对 于 基 
点 的 同 伦 : 
1]. (BV1)° BS(VB)°* Bp. 
2. VY。(eV1)。B 二 1, 其 中 VV:XVX 一 XX 定义 
为 
V(x,e)= Vl(e,7X)=7x， 
eiX— X 为 映 和 基点 e 的 常 值 映射 . 
3V & CPV LD? Bes 
WRX OA H ZR HE «8 为 其 余 乘 法 , 常 值 映射 e 为 
其 同 伦 单位 元 ,7 为 求 同 伦 首 元 的 运算 . 
若 还 存在 相对 于 基点 的 同 伦 ; 
4. T o B>B, Rp T:XV X—XV X 定义 为 
T Gi 922) = Gi, 
则 称 (X,e) 为 交换 H RH. 
右 (X,* ) 是 任意 带 基 点 的 拓扑 空 
Æ SX Æ HRE, RHP, 
B: SX—>SX V SX 


x [8] , W BY aR 


定义 为 
(E20, 23, * ) [oec 
Blt.x]— 1 
( * ,[2t—1,x]) [yeu] ; 
ji$SX—SX 定义 为 jLt; x] 5 [E1—06x]. 
663 


代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


H 余 群 的 重要 性 在 于 :对 于 任何 带 基点 的 拓扑 
空间 了 ,保持 基点 的 映射 的 间 伦 类 的 集合 LX,Yj] 成 
为 群 的 充分 必要 条 件 是 X AHRR AK, E XE 
H 余 群 , 则 X 诱导 出 一 个 从 带 基点 的 拓扑 空间 范畴 
PF BR YG We LS WY FEE HF xx. 对 于 每 个 了 YE 
LF ,rx(Y) 二 [X,Yj; 对 于 ASF 中 每 个 态 射 

Í: Y—>Y', Ax Cf): [X,Y ]—LX.Y' ] 
是 由 xxCÓOLg])-—[f gE LHES HHK X 
是 交换 H 余 群 时 ,xx 在 交换 群 范畴 中 取 值 . 特别 地 ， 
M X Æ n ERA S 时 ,对 于 每 个 空间 (了 , yo), 
xs"(Y,yo) 是 了 的 第 个 同 伦 群 或 AEM ERE n. QY, 
yo). ESk Æ h: X> X' E HRES NA 诱导 出 

Ry: neY) — n(Y), h.g] = |g oh], 
从 而 诱导 出 沙子 rA PR nx 的 一 个 自然 变换 . 

#8 XT [8] f£ (relative homotopy) 间 伦 群 的 推 
J”. aX, As 2.) EA EARE Td RE 

P(X 329: A)=(X Asx)” 
是 关中 以 zo 为 始点 ,终点 在 4 中 的 所 有 道路 的 空 
间 , 带 有 紧 开 拓扑 , 则 有 自然 的 连续 映射 x: 
POX 320, A) >A, E MUN FF WE POX z, A), 
x(w) 二 w(1). 若 n 之 1 是 整数 , 则 (X,4,zo) 的 第 7 
ASFA XT Tel 46 FE, (XA r) EMA 

CX yA Lo) =H (QD! CP CX 529,02 w), 

其 中 Q 是 定义 在 有 基点 的 拓扑 空间 范畴 上 的 闭路 
PKI on CQ" 1 CP OX 424,,A)) o0 FE AICP OX 3 205 
A4)) 中 包含 常 值 团 路 w 的 道路 连通 分 支 作 为 基点 
的 所 有 道路 连通 分 支 的 集合 . 由 孙子 2 的 性 质 可 
yx CX, A, m a GP OX; 42a. 对 于 nS 
2,x(X,4,zo) 是 一 个 群 ; 对 于 n2: 3. JE — AER 


群 ; 对 于 一 切 2 之 1,m 是 定义 在 有 基点 的 拓扑 空间 
偶 上 的 一 个 函 子 . BAX: A zo) > (Y, By) BS 


[E] [83 ez [8] B5] REE E BR . Wid 
Fn = m: TR Arti) > =, (Yr Boy). 
T8» Te) 46 48 — 1 5 FEDT T] VALER 28 4D S PE E Bl. A 
对 间 伦 的 正 合 间 伦 序列 等 . 
正 合 同 伦 序列 (exact homotopy sequence) [n] 
伦 的 重要 性 质 之 一 .联系 (绝对 ) 同 伦 与 相对 同 伦 的 
一 种 关系 . 设 (X,4,zo) 是 有 基点 的 空间 偶 , 则 有 自 
然 的 连续 映射 r:P(CXizo,4) 一 (4,zo), 从 而 得 到 
一 个 映射 
0T, 100) 1 Aa- POX $205 A)) A,_1(A, amo, 
用 9 记 这 个 映射 , 即 有 
dig ACPX S ma A) = me OX Asto) >a, As) 
类 似 地 ,可 以 定义 映射 
Get TMK oN uA ros 
int TC A. Lo) >N, (X, Aso)’ 


伦 伯 格 -麦克 莱恩 空 


它们 分 别 是 由 包含 映射 

j: CX, 529) OX. Ax), 

i; CA, (D x9) (X, A9) 
诱导 的 映射 . 这些 集合 及 映射 有 如 下 关系 定理 :对 于 
带 有 基点 的 空间 偶 (X,4,zo) ,下列 序列 是 正 合 的 : 


Tat i ASA a) 
Sr, CLLA omm OX LA a) 


m (A, zo) >r (X, ro). 
此 定理 中 的 序列 称 为 空间 偶 (X,4,zo) 的 正 合同 伦 
序列 . 正 合 同 伦 序列 还 有 几 种 其 他 形式 的 变 体 , 例 
如 :映射 的 正 合 同 伦 序列 .空间 三 元 组 (triple) 的 正 
合同 伦 序列 等 . 

空间 偶 的 正 合 同 伦 序列 (exact homotopy se- 
quance of pair) 见 “ 正 合同 伦 序 列 ” 

55 [8] f£ 8 t (weak homotopy equivalence) fi] 
伦 等 价 的 推广 . 设 S XY 是 拓扑 空间 之 间 的 连续 
映射 ,n 宇 0 是 整数 ,各 对 于 一 切 xo€EX, 当 r<n 时， 
feen, (Xot) >m, Y syd FEST S orm (Xs m 
zc, CY ,yo) 是 满 射 , 则 f BRA n 阶 等 价 ; 寿 对 于 一 切 整 
数 n20, f 都 是 阶 等 价 , 则 称 f 是 弱 辣 伦 等 价 . 它 
是 间 伦 等 价 概念 的 一 种 弱化 . 事实 上 ,由 间 伦 群 的 基 
本 性 质 ( 同 伦 型 不 变性 可知, 每 个 同 伦 等 价 是 弱 同 
伦 等 价 , 但 是 反 向 的 殖 池 一般 是 不 对 的 . 怀特 海 
(Whitehead,J. H.C) 的 一 个 著名 的 结果 表明 ,通过 
对 拓扑 空间 的 种 类 加 以 合理 的 限制 ,上 述 草 涵 的 逆 
成 立 . 

n Bret equivalence) JL“ SSR fe Se fp". 

X. (6418 TR - XE 5a 3€ BS i CEilenberg-MacLane 
space) 在 同 伦 论 与 上 同调 运算 中 起 着 重要 作用 的 

一 类 空间 . — ^ JW 3E BL BS a). AE: RAR 
一 个 维 数 的 同 伦 群 以 外 ,其 他 维 数 的 同 伦 群 均 为 平 
凡 群 , 则 称 它 为 艾 伦 介 格 -麦克 莱恩 空间 .和 奋 了 为 艾 
间 ,有 

TY) — 0 G5 nm, ) = 0), 
则 可 记 为 K(x,n). 例 如 ,1 维 球面 5S' AKZ D RI 
空间 ;无 限 维 射影 空间 RP Coo WK CZ, 10 YS B); 
无 限 维 复 射 影 空 是 CP(ce ) 为 天 (Z,2) 型 空间 .关于 
艾 伦 伯 格 -麦克 莱恩 空间 ,有 以 下 结果 : 硅 AER 
数 ,z HAERE ndl 时 ,x 为 交换 群 ), 则 存在 

一 个 艾 伦 伯 格 -麦克 莱恩 空间 K Cron) HHX FE BJ 

两 个 空间 是 弱 同 伦 等 价 的 . 

三 联 组 的 正 合 同 伦 序列 (Cexact homotopy se- 
quence of triad)  [RfE SE BJ SE SEE REL —. di X A 
ThdhbzmdB.A.B4BEXEBTH€AnBS5SxX 
=A B, M(X; A. Box, RAZ [8] = HKH (triad). 
注意 这 与 空间 三 元 组 (triple ) 是 不 同 的 . 若 (X;4， 


B,xo) 是 空间 三 联 组 ,nn 之 2 为 整数 , 则 它 的 第 ”个 三 
联 组 同 伦 集 定义 为 
TAX 4d4,Pzo) 
全 
应 用 空间 偶 的 正 合 同 伦 序 列 以 及 
CNX SB se) Se GX sto B Jaan 
m CASATYTB a =a CP Gays ATIB a) 
n[ 18 7s [8] = HX £H CX 5 A B x) BUE IM ME 91 : 
em, (X; A, Bun) >r, (A, ANB, zo) 


Lm, (X, Banan (X. A,B, zo) >" 
RR Jj. ABA E 
射 经 适当 的 变更 而 得 到 的 . 
空间 三 联 组 (triad of a space) 
合同 伦 序 列 ”. 

n 连通 空间 偶 (”-connected pair) 单 连 通 性 的 
高 维 情形 . 设 (X,4) 是 空间 偶 , 知 X 的 每 个 道路 连 
通 分 支 都 与 4 相交 , 则 称 (X,4) 是 0 连通 的 . 设 空 
间 偶 (X,4) 是 0 连通 的 , 若 对 于 1 委 r 委 ”和 任意 a 
€ An, CX Aa) —0, WI gk CX AE n Yo Bg. VE X 
为 道路 连通 的 拓扑 空间 , 若 对 于 1 委 & 委 ”和 任意 x 
EX,m(CX,z) 一 0, 则 称 X X n 连通 的 .1 连通 空间 
恰好 就 是 单 连 通 空间 . 

n 连通 空间 (n-connected space) 
[8] 4”. 

同 伦 提升 问题 (homotopy lift problem) 同 伦 
论 的 基本 问题 之 一 . 设 连续 映射 pIE— B, BMPS 
个 连续 映射 SAXE 和 po SEERY] GXXX 
—B.ffiklhMeF:iXXxI—E,.Wig/-FIX»xt(0)5 
po F=G,BI:B 中 的 任何 
同 伦 都 可 “提升 ?为 已 中 ^ p 
的 同 伦 , 则 称 连续 映射 / | 2200" 

B 


见 “ 三 联 组 的 正 


ALES ES 


XTSHXAReRA QU. 
性 质 . 用 图 示 的 形式 是 说 ， xyy- 
UF ABA FORE 
BFE EZ AC HR FE o XX XT FE olr) Car, 
0)(CzExX) 定 义 的 映射 . 同 伦 提升 问题 就 是 关于 同 伦 
映射 是 否 有 提升 以 及 对 什么 样 的 空间 有 同 伦 提升 性 
质 等 这 样 一 些 相 关 的 问题 . 此 问题 与 纤维 从 理论 有 
十 分 密切 的 关系 . 设 映 射 p:E>B, BEM FR 
间 X 都 有 同 伦 提 升 性 质 , 则 称 为 纤维 映射 . 

纤维 映射 (fibre mapping) ” 见 “ 同 伦 提升 问 
i. 

同 伦 扩张 问题 (homotopy extension problem) 
同 伦 提升 问题 的 对 偶 形 式 , 为 同 伦 论 中 的 另 一 个 基 
本 问题 . Sui ua ELE EN 
于 每 个 连续 映射 f:X 一 Y 及 SIA 的 同 伦 

G:AxI-Y, 


代 数 d t+ 学 


存在 f 的 同 伦 :XXI>Y 使 得 f 是 G 的 扩张 , 即 

可 以 用 下 来 完成 下 列 交换 

图 形 ,其 中 po:Y>Y 是 由 六 eae 

p(w) =0(0) Co € YO EX | d | 
"3 

A 


KBR. RU NR i: 4 一 X 关于 
TE Y Ale D KEM. A y G 
BRIT 7: A>X RF— WS al | 
Y 有 同 伦 扩张 性 质 , 则 称 7 4 2r 4E BR 59g. 所 请 同 伦 
扩张 问题 就 是 判别 一 个 映射 是 否 有 同 伦 扩张 性 质 及 
相对 于 哪些 空间 有 同 伦 扩 张 性 质 等 相关 的 问题 . 
同 伦 扩 张 性 质 (homotopy extension property?) 
见 “ 同 伦 扩张 问题 ”. 
F LF HE AR BY (cofiber mapping) 
问题 ”. 
同 伦 切 除 定理 (homotopy excision theorem) 
同 伦 论 的 一 个 重要 定理 . 同 伦 群 与 同调 群 有 很 多 相 
似 的 性 质 , 如 同 伦 型 不 变性 . 正 合 序列 等 . 但 是 两 者 
也 有 一 些 本 质 区 别 . 例如 ,关于 (奇异 ) 同 调 群 的 切除 
性 质 对 于 同 伦 群 来 讲 一 般 不 成 立 . 这 也 是 使 同 伦 群 
难以 计算 的 重要 原因 之 一 . 然而 ,通过 对 涉及 的 空间 
做 一 些 限制 , 仍 可 以 得 到 某 种 形式 的 切除 性 质 . 同 伦 
切除 定理 : 若 (X;4,B,zo) 是 空间 的 三 联 组 ,使 得 
(4,4 门 B) 是 nn 连通 的 相对 CW RÉ an1), (B, 
ANB) m 连通 的 相对 CW 复 形 , 则 由 包含 映射 
j: (AA N Bx) > (X,B, 2,4) 
诱导 的 映射 
1 ;Ti(44 门 Bzo) 一 元 (X B,x,) 
对 于 Drm ca 是 同 构 ,对 于 7 二 n 十 m 是 满 同 态 . 
怀特 海 定 理 (Whitehead theorem) 同 伦 论 中 
一 条 重要 的 定理 . 怀特 海 定 理 断 言 : 若 X,7 都 是 
CW RE , 则 连续 映射 f:X 一 Y 是 同 伦 等 价 当 且 仅 
当 它 是 弱 同 伦 等 价 . E CW 复 形 的 范 
畴 中 讨论 同 伦 论 问 题 是 非常 合 
Bà AS dB Xr XE JE (cellular Een dun theo- 
rem) 代数 拓扑 学 的 一 条 重要 定理 . 与 单纯 逼近 类 
似 ,CW 复 形 之 间 的 连续 映射 可 以 用 胞 腔 映射 来 下 
近 . 相对 CW 复 形 之 间 的 连续 映射 
f: (X,A)>(Y,B) 
称 为 胞 腔 的 ,车 对 于 每 个 n 宇 一 1,f((X,A)")C(Y,， 
By". 胞 腔 允 近 定理 断言 :相对 CW 复 形 之 间 的 任何 
连续 映射 1:(X,A4) 一 (Y,B) 都 相对 于 A 同 伦 于 一 
个 胞 腔 映 射 ,并 且 相 对 于 4 同 伦 的 任何 两 个 胞 腔 映 
射 的 同 伦 都 可 以 通过 一 个 胞 腔 同 伦 来 做 到 . 
几何 无 关 点 组 (geometrical independent poin- 
ts) ” 亦 称 占有 最 广 位置 点 组 . mei R" 中 具 
有 特定 性 质 的 一 些 点 的 集合 n 维 欧 氏 空 间 
R” 中 的 g 十 1 个 点 A= E IR] EH {a 
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见 “ 同 伦 扩张 


代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


^ do*457- do, *** saa — Ao) £X TE 6 3X , Wl) A 称 为 几何 无 
关 点 组 . 并 约定 单 点 集 A {ao) 总 是 几何 无 关 的 . JL 
何 无 关 点 组 的 定义 与 点 组 排列 次 序 无 关 . 

占有 最 广 位 置 点 组 (geometrical independent 
points)” 见 “几何 无 关 点 组 ”. 

单 形 (simplex) 点、 线段 .三 角形 和 四 面体 的 
高 维 推广 . 它 是 构成 多 面体 的 “ 砖 块 ”. 设 aoaia, 
a, 是 nn 维 欧 氏 空间 R 中 几何 无 关 点 组 ,R” 中 点 
集 


{x 一 Dlha 5a = 1,4; = 0,4; & Rj 
i=0 i=0 


称 为 以 aoyai，… yg 为 项 点 的 q 维 单纯 形 ,简称 q 维 
单 形 , 记 为 3 一 (ao,alyaz **5a,2, APP RA (Ag Ai 
ADRA A d E q 维 单 形 中 的 重心 坐标 , 记 为 z= 
(NA tt A). s (assai ay) 是 9 维 单 形 , 重 
心 坐标 为 
OE EE 
q 十 1’*9 十 ]”"g 十 1 

的 点 和 称 为 单 形 s 的 重心 . 1 维 单 形 的 重心 是 线段 
的 中 点 ,2 维 单 形 的 重心 是 三 角形 的 三 条 中 线 的 交 
FA. AEE 59 -—(25a "a9 CR", {ioiii} CE 
0 d , 则 ios s *** ,ar 是 几何 无 关 点 组 . 从 
m] R^ PE r ÆRE, = (laosa sair sar) s PRA 
AE s 的 一 个 + E 6x3 r< 时 ,* 称 
As! 的 真 面 ,1 AEB UL ERAT. € s on EKRE fa] 
R" 中 的 9 维 单 形 ,* 中 重心 坐标 全 为 正 数 的 点 称 为 
AG * 的 内 点 ,至 少 有 一 个 重心 坐标 为 零 的 点 称 为 
单 形 的 边缘 点 .9 BBB s 的 全 体内 点 的 集合 称 为 
一 个 9 维 开 单 形 ,或 称 为 单 形 ”的 内 部 , 记 为 ints' 

开 单 形 (open simplex) 见 “ 单 形 ” 

标准 单 形 (standard simplex) 一 类 特殊 的 单 
JE. 它 在 研究 复 形 性 质 及 奇异 同调 理论 时 都 要 用 到 . 
W {eo ,el ,en} 是 n+] 维 欧 氏 空间 R'*' R$ — £H ER 
EIE 30 AE. PA mf (essei e FE JLA FOR A (a 
n) BARB A = (eyel,…，ey) 称 为 标准 q 维 单 形 或 自 
SR q 维 单 形 . 其 优点 是 在 作 中 点 的 重心 坐标 和 直角 
坐标 是 一 致 的 . 

单纯 复 形 (simplicial complex) ” 亦 称 几何 单纯 
复 形 . 单纯 同调 论 中 的 一 个 基本 概念 . 用 单 形 构造 的 
并 且 按 一 定 规则 组 成 的 图 形 . 它 是 定义 一 类 拓扑 空 
间 的 工具 . 设 K den 维 欧 氏 空间 R 中 单 形 的 有 限 
集合 , 称 天 为 单纯 复 形 ,简称 复 形 , 若 它 满足 : 

Last K PREP. M s 的 任意 面 都 属于 大. 

2. F S 和 $2 为 天 中 任意 两 个 单 形 , 则 sı N sz 或 
者 是 空 集 , 或 者 是 s 与 s; 的 一 个 公共 面 . 

K 中 单 形 维 数 的 最 大 值 称 为 复 形 天 的 维 数 , 记 
为 dim 天 .这 里 定义 的 复 形 是 由 有 限 个 单 形 构成 的 
有 限 复 形 ,根据 需要 还 可 推广 定义 无 穷 复 形 . 若 天 
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是 一 个 复 形 , 则 天 的 全 体 维 数 不 大 于 > 的 单 形 组 成 
一 个 复 形 , 称 为 天 的 -> 维 骨 架 , 记 为 天 .天 " 即 是 天 
的 顶点 集合 . 车 $s 是 一 个 g 维 单 形 , 则 它 的 全 体面 
组 成 一 个 g 维 复 形 , 称 为 单 形 * 的 闭 包 复 形 , 记 为 
cls’; s* 的 全 体 真 面 组 成 一 个 gq 一 1 ERE, RA S 
的 边缘 复 形 , 记 为 Bd s. 

几何 单纯 复 形 (geometrical simplicial comp- 
lex) BI“ Mabey”. 

£ JC B3 4 HW (dimension of simplicial complex) 
见 “单纯 复 形 ” 

复 形 的 r 维 骨架 (r-dimensional skeleton of 
simplicial complex) 见 “ 单 纯 复 形 ”. 

HE & Fe (closure complex) ” 见 “ 单 纯 复 形 ”. 

边缘 复 形 (boundary complex) 见 “ 单 纯 复 
É”. 

复 形 的 多 面体 (polyhedron of complex) JRR 
复 形 的 基础 空间 .一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 复 形 是 代数 
拓扑 中 的 基本 概念 ,以 它 作 为 工具 进行 研究 ,而 最 终 
目的 是 得 出 它 所 给 出 的 拓扑 空间 ,也 就 是 多 面体 的 
HIE. A K En 维 欧 氏 空间 R" 中 的 复 形 , 则 天 
中 全 体 单 形 的 所 有 点 组 成 的 集合 
e 

YEAR" 的 子 空间 称 为 大 的 多 面体 , 记 为 |K|,K 称 
为 多 面体 | | 的 一 个 单纯 剖 分 或 三 角 剖 分 .一 般 地 ， 
多 面体 可 以 有 不 同 的 单纯 剖 分 有 限 复 形 的 多 面体 


是 紧 致 空间 . 

复 形 的 基础 空间 (basic space of complex) Bp 
“ 复 形 的 多 面体 ”. 

Ba 4 211 4> (simplicial dissection)” 见 “ 复 形 的 多 
面体 ”. 

Zø (triangulation) 见 “ 复 形 的 多 面体 ” 


复 形 偶 (pair of complexes) 特殊 的 一 对 复 形 ， 
E 和 工 都 是 单纯 复 形 ,LCK, 则 称 工 为 K 的 子 
复 形 ,| 艺 | 称 为 | 天 | 的 子 多 面体 (天 , 世 ) 与 
(| 天 | LL DAE IRA RAS & iB H8. 

多 面体 偶 (pair of polyhedron) IL" JE B". 

子 复 形 (subcomplex) Wh“ JE 4B". 

子 多 面体 (subpolyhedron) 见 “ 复 形 偶 ” 

A) FA) 4} S E (triangulated space) IRER S hg 
面体 . 一 类 拓扑 空间 . 为 了 使 复 形 的 研究 结果 适用 于 
更 三 范围 的 拓扑 空间 ,如 球面 . 环 面 等 ,可 做 如 下 推 
广 . 设 X 是 拓扑 空间 , 若 存 在 单纯 复 形 K SRR 
Ht :|K| 一 X, 则 称 XX 为 可 剖 分 空间 , CK, JO BK K 
PA X 的 一 个 剖 分 或 单纯 剖 分 . 为 了 和 多 面体 { 开 | 
加 以 区 别 ,X 称 为 弯曲 多 面体 ,天 PAR 
称 为 弯曲 单 形 Sh SHAR WEA MAS h E É. 

弯曲 多 面体 (curved polyhedron) 即 “ 可 剂 分 


空间 ”. 

44> (dissection) Ji,“ Ay zr zs [B] ". 

弯曲 单 形 (curved simplex) kl “ny Hjo 25 p] ". 

@ h f£ H (curved complex) “Ay ig y 
空间 ” 

球面 的 剖 分 (dissection of sphere) 利用 单纯 
前 分 概念 对 球面 进行 剖 分 . 设 S^ 为 2 维 球面 , 取 其 
上 四 个 几何 无 关 点 ,做 成 3 维 单 形 *( 如 取 球 面 的 内 
RENEA), a KARE s 的 边缘 复 形 , 以 单 形 s 
的 重心 为 中 心 做 向 径 投 影 x:| 天 | 一 9 , 则 x 是 同 
胚 映射 , CK ,x) 称 为 球面 S* WO DOE BD. 推广 到 
维 球面 5S, 只 需 在 S" 上 取 n 十 2 个 几何 无 关 点 ,类 似 
上 面 步骤 可 得 ” 维 球面 $" 上 推广 的 四 面 形 剖 分 . 

球面 还 有 一 种 八 面 形 剖 分 . 设 S 为 3 维 欧 氏 空 
[B] R? 中 以 原点 为 中 心 的 2 维 球面 ,考虑 其 上 的 三 点 
组 (66,5 €i€15 £62) 5€ t1 (1 二 0,1,2), 其 中 人 eo,ei， 
e) H R? 中 标准 正 交 基 , 这 样 共 得 到 八 个 2 维 单 形 
(E€, 9 €i€| ,ezez) ,这 八 个 2 维 单 形 及 其 面 组 成 2 维 复 
É 天 , 行 以 原点 为 中 心 做 回 径 投影 x:; |K |S, M] x 
是 同 胚 映射 ,(K,x) 称 为 球面 S* 的 八 面 形 剖 分 . 这 
结果 直接 可 推广 到 维 球面 S” 上 ,得 到 维 球面 5S” 


上 推广 的 八 面 形 剖 分 . 

là H 84 (tetrahedroid dissection) 见 “ 球 
面 的 痢 分 ” 

八 面 形 章 分 (Coctahedral dissection) 4 “RA 
Bay. 

E 14 FZ isomorphic complexes) 本 质 上 没 


有 差别 的 两 个 复 形 . 设 天 AL EASE OA KB 
全 体 顶 点 集 K'—(ali—0,1,2, 7} M L HEA 
AE LI?—(b;|i-0,1,:,0 zm AFEA 
(因而 天 和 工 的 顶点 个 数 相同 , 设 是 7 十 1 个 )， 

®, K° +1, ahb, GG=0,]1,2,.,7r), 
HB Ca, sai, a ) 是 天 的 一 个 g 维 单 形 当 且 仅 当 
(bi ,br ，"… 2) 是 二 的 一 个 9 维 单 形 , 则 称 天 SL 
是 同 构 复 形 . 复 形 的 同 构 是 一 个 等 价 关 系 , 它 把 全 体 
复 形 分 为 若干 个 同 构 类 . ERE K AL A, Wid 
为 KSL. 同 构 的 复 形 有 一 个 重要 性 质 : 阁 两 个 复 形 
同 构 , 则 它们 的 多 面体 同 胚 . ids US B.A K 
=L, WIKIS[LI. 

抽象 复 形 (abstract complex) ”几何 复 形 的 一 
种 抽象 . 将 几何 单纯 复 形 的 一 些 良 好 性 质 ,利用 同 构 
复 形 的 思想 ,加 以 抽象 化 就 得 到 抽象 复 形 的 概念 . 同 
构 的 复 形 对 应 同一 个 抽象 复 形 . 设 A= (amisi, 
am}) 是 非 空 的 有 限 集合 ,.% 是 A 中 某 些 指定 的 非 空 
子 集 组 成 的 子 集 族 , 称 .% AHWR. A A W 
Æ: 

1. PAF (a,) i =0,1,2, m 都 属于 A. 


代 数 th 学 


2. 对 于 A 的 每 一 个 指定 子 集 的 非 空 子 集 还 是 
一 个 指定 子 集 , 即 ,如 果 S,S' 是 4 的 子 集 , 并 且 SE 
H S'CS ABA SEX. 

RA BHAA. E SEX, MR S 为 抽象 
单 形 ; 当 S PR g 十 1 个 元 素 时 , 称 9 为 9 维 抽 象 单 
形 ; 零 维 抽象 单 形 称 为 顶点 ;2 中 诸 抽 象 单 形 的 维 
数 最 大 值 , 称 为 抽象 复 形 A 的 维 数 . 

抽象 单 形 (abstract simplex) 见 “ 抽 象 复 形 ”. 

抽象 复 形 的 维 数 (dimension of abstract com- 
plex)” 见 “抽象 复 形 ”. 

抽象 复 形 的 几何 实现 (realization of an ab- 
stract complex) 抽象 复 形 的 几何 意义 . 设 .2 是 
抽象 复 形 LL 是 几何 单纯 复 形 , 若 存 在 OU 的 顶点 集 
与 也 的 顶点 集 之 间 的 一 一 对 应 ,并且 在 此 对 应 下 ， 
使 得 .% 的 顶点 集 组 成 为 抽象 单 形 当 且 仅 当世 中 对 
应 顶点 集 组 成 为 世 的 单 形 , 则 称 几 何 单纯 复 形 世 为 
HARB AX 的 一 个 几何 实现 . 同一 个 抽象 复 形 的 
各 个 几何 实现 互相 同 构 ,它们 的 多 面体 互相 同 胚 ,并 
且 有 几何 实现 定理 :任何 维 抽象 复 形 都 存在 2n 
1 维 欧 氏 空间 R” 中 的 一 个 几何 实现 . 确实 存在 
维 抽象 复 形 不 能 在 R* 中 几何 实现 ,例如 ,五 个 顶点 
的 完全 图 天 ;( 完 全 图 为 每 对 顶点 都 有 边 相 连 的 图 ) 
这 个 1 维 复 形 就 不 能 在 平面 R: 中 几何 实现 ;还 有 完 
备 二 分 图 天 :.: 也 是 一 个 1 维 复 形 , 它 也 不 能 在 平面 
R? 中 几何 实现 .图 论 中 著名 的 库 拉 托 夫 斯 基 (Kura- 
towski, K. ) 定 理 给 出 了 1 维 ( 抽 象 ) 复 形 在 上 只: 中 可 
以 几何 实现 的 充分 必要 条 件 , 用 图 论 的 术语 说 就 是 : 
图 G 是 平面 的 (在 平面 上 可 明和 的 ) 充 分 必要 条 件 
是 图 C 不 包含 K; 或 天 :3 的 训 分 (参见 本 卷 4 组 合 
学 ) 的 图 论 部 分 ). 

几何 实现 定理 (realization theorem) 
复 形 的 几何 实现 ”. 

有 向 单 形 (oriented simplex) 建立 同调 群 的 
重要 概念 . 一 个 9 ARE t= laana) ERG 
十 1 个 顶点 有 (Cg 十 1)! 个 不 同 次 序 的 排列 . 当 470 
时 ,这 些 排列 可 分 成 两 组 , 同 组 的 任意 两 个 排列 相差 
偶数 个 对 换 , 不 同 组 的 任意 两 个 排列 相差 奇数 个 对 
换 , 这 两 组 排列 称 为 单 形 s* 的 两 个 定向 .换言之 , 根 
据 顶 点 次 序 是 奇 排 列 还 是 偶 排 列 分 成 两 组 , 称 为 8 
的 两 个 定向 ,并 且 称 为 互 为 相反 的 定向 . 指定 一 个 定 
问 的 单 形 称 为 有 向 单 形 . 例如 ,排列 asaos tsa 与 
aoy21,… ay 就 确定 了 S 的 两 个 相反 定向 ,相应 的 两 
TA PY JE Ap A i D (aos is ttt ag? (ais dost» 
Qs), 若 把 一 个 记 为 *, 则 另 一 个 就 记 为 一 s*. 对 于 零 
维 单 形 只 有 一 个 顶点 ,为 统一 起 见 用 十 (4;) 与 一 《a;》 
表示 它 的 两 个 定向 .有 向 单 形 在 9==1,2 时 分 别 是 有 
[5] £X EX IU [8] = FAT. 为 区 别 起 见 ,原来 的 单 形 可 称 
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见 “ 抽 象 


代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


为 无 向 单 形 . 单纯 复 形 是 几何 对 象 ,而 群 是 代数 对 
象 ,从 复 形 过 渡 到 它 的 同调 群 ,关键 是 单 形 的 定向 与 
边 绿 算 子 这 两 个 概念 . 

无 向 单 形 (non-oriented simplex) 
n. 

链 群 (chain group) 建立 同调 群 的 重要 概念 . 
WK 是 一 个 二 维 复 形 , 它 的 全 体 gq 维 单 形 的 集合 记 
为 4281 一 1, 2 adq 一 0, 1 sny}. I s! Æ q HEM 
JE si 任意 选 定 了 一 个 定向 后 形成 的 有 向 单 形 , 当 g 
—0 Bf. id s = F la) WX SE 

{57 |i =1,2,* sa, sq =0,1;2s sn} 
PARI K 的 有 向 单 形 的 一 个 基本 组 . 对 于 整数 加 
群 Z 中 的 整数 g;, 约 定 gui C— 80 C— 50 WD 
数 为 系数 的 任意 一 个 线性 组 合 


见 “ 有 问 单 


a 
9 

z, = gist + gash + dogs = gs 
i=] 


称 为 K 的 一 个 9 维 链 ; 当 其 系数 全 为 零 时 ,这 个 链 
用 0 表示 . GABA q HEE 


y. = 2 
j= 
定义 它们 的 和 为 
Ta us Ju 一 p» (g: + hos, 
f=] 


则 对 这 样 的 加 法 ,K 的 全 体 q 维 链 形 成 一 个 自由 交 
换 群 , 称 为 K 的 g 维 链 群 , 记 为 C,(K;Z), 或 简 记 为 
Cs(K). 基 本 组 (sr) 为 这 链 群 的 一 组 基 . 为 了 方便 也 
可 将 g 推广 到 所 有 整数 , 当 g 二 0 或 gq 二 n 时 ,规定 
C,(K)=0. 

q t $£(q-dimensional chain) M *&£ BE". 

边缘 算 子 (boundary operator) 亦 称 边 缘 同 
态 . 建立 同调 群 的 重要 概念 . 它 是 有 向 三 角形 的 边缘 
为 三 条 有 向 校 的 推广 . 按 下 列 方式 定义 的 冯 维 复 形 
K 的 从 q 维 链 群 到 (g 一 1) 维 链 群 的 同 态 

3: C(K) > C,- (K) OS oe dim K = n), 

BRA q 维 边缘 算 子 : 

1. 对 于 有 向 单 形 s= (assai. sap. 

0 (g = 0), 

m Is (— 1)! (a0 901 7*4; ,***,a,?, 
(这 里 à; 表示 将 顶点 a; 除去 ). 

2. 对 于 任意 q 维 链 


(q 二 12，…,7) 


对 于 q«0 或 gq 之 n, 约 定 I,=0, MASA. 
边缘 算 子 最 重要 的 性 质 是 ,对 于 任意 整数 gq, 有 
3s_1° 9,1 C,CK) > C,- (K) 
是 零 同 态 ,也 记 为 a^ -—0. 
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边缘 同 态 (boundary homomorphism) W“ 
缘 算 子 ”. 
闭 链 群 (group of cycles) 链 群 的 一 个 子 群 . E 


REK 的 一 个 g 维 链 c, 的 边缘 链 3,7, —0, WR c, 
为 g 维 闭 链 . K 的 所 有 q 维 闭 链 的 集合 就 是 边缘 同 
AS 2 的 核 ker 9, 称 为 复 形 K 的 gq 维 闭 链 群 , 记 为 Z 
(K,Z) 或 简 记 为 Z,(K), 这 里 Z 为 整数 加 群 . Z,(K) 
是 C,(K) 的 子 群 . 

q 维 闭 链 (g-dimensional cycle)” 见 “ 闭 链 群 ”. 

边缘 链 群 (group of boundary chain) 链 群 的 
一 个 子 群 . ART K 的 一 个 9g 维 链 v, 是 天 的 一 个 
(g 十 1) 维 链 zs+l 的 边缘 , 即 ra= 29 xa M s 称 为 
q 维 边 缘 链 . MAK 的 g 维 边缘 链 的 集合 是 
Co GO FED & [n] HS 94 FI Im Jua RAN EIE 
K 的 gq 维 边缘 链 群 记 为 B,(K,Z) 或 简 记 为 B,(K)， 
这 里 Z 为 整数 加 群 . B, CK) 是 C,(K) 的 子 群 ,由 边缘 
同 态 性 质 得 出 ,B,(K) 也 是 Z,(K ) 的 子 群 , 即 

B,(K)CZ,(K)TC, CK). 
根据 群 的 同 态 的 定理 ,由 9,:C, (KC, CKO HT fa 
满 同 态 3,:C,(K) 一 B,1(K), 其 核 为 Z,(K), 再 由 同 
构 定 理 得 
C,CO/Z,GOOZEB, GO. 

q HE X12 $& (q-boundary chain) 
RE^. 

单纯 同调 群 (simplicial homology group) — 
个 重要 的 拓扑 不 变量 , 它 也 是 同 伦 型 不 变量 . BW 
K 的 链 群 . 闭 链 群 和 边缘 链 群 与 多 面体 |K | 的 单纯 
误 分 有 关 , 因 此 它们 不 可 能 是 拓扑 不 变量 . 然而 闭 链 
群 关于 边缘 链 群 的 商 群 Z,(K)/B,(K) 是 与 剖 分 无 
关 的 , 称 这 个 商 群 为 天 的 9 维 单纯 同调 群 ,简称 4g 
维 同调 群 , 记 为 HCK). 同调 群 是 交换 群 . gO 
或 g>>dim K 时 ,按照 链 群 推广 到 所 有 整数 维 数 的 规 
XE UB. H, K) 0. 同调 群 的 重要 性 在 于 H, K) E 
面体 | 天 | 的 同 伦 型 不 变量 ,更 是 拓扑 不 变量 . 它 有 很 
多 重要 应 用 . 同调 群 中 的 元 素 是 闭 链 群 中 的 元 素 按 
边缘 链 群 的 陪 集 分 解 的 等 价 类 . 精确 地 描述 如 下 : 设 
z 和 > 为 两 个 g SEAL GE. > 一 > € B,(K), 则 称 它 们 
ERW wA eoe. Æ 为 边缘 链 , 即 = 为 B,(K) 
的 元 素 , 则 称 在 K Ez 同调 于 0 或 称 z EK EMS 
调 链 , 记 为 在 到 上 >z 一 0. 这 种 同调 关系 是 Z,(K) 上 
一 个 等 价 关 系 , 按 同调 关系 分 成 的 等 价 类 称 为 同调 
类 ,并 且 用 [zj 表示 闭 链 > 所 属 的 同调 类 . 

同调 (homology) 见 “单纯 同调 群 ” 

同调 类 (homology class) Jil“ FÉ Ati [s] Vi] BE”. 

单纯 复 形 的 连通 性 (connectivity of simplicial 
complex) 拓扑 空间 的 连通 性 在 复 形 上 的 推广 . A 
复 形 K 不 是 两 个 非 空 不 相交 的 子 复 形 的 并 集 , 则 称 
复 形 K 是 连通 的 . AL ERI K 的 连通 子 复 形 , 并 


见 “ 边 缘 链 


且 工 不 是 任何 其 他 连通 子 复 形 的 真子 复 形 (实际 上 
了 是 天 的 极 大 的 连通 子 复 形 ), 则 称 志 为 天 的 一 个 
连通 分 支 . RE 天 的 连通 性 等 价 于 下 列 各 条 件 ， 

1. 对 于 复 形 天 中 任意 顶点 a 与 ,存在 天 的 一 
系列 顶点 a—2aoa 7a, Ap =O, ETE Ca; 0:41) BB 
E KI1E95560.1.2,:-.,p—1). 

2. 复 形 天 的 多 面体 | 天 | 是 道路 连通 的 . 

3. 复 形 天 的 多 面体 | 天 | 是 连通 的 . 

FERE 天 都 是 有 限 个 互 不 相交 的 连通 分 支 


K,,K;,… K, 的 并 ,因此 多 面体 |K | 是 相同 个 数 互 
不 相交 的 连通 分 支 |Ki|, |K:|,…, |K,| 的 并 . ER 
纯 复 形 天 是 7 个 连通 分 支 KiK’ K, 的 并 集 , 则 


各 维 同调 群 OH, CK) A FB | BAD fe 
H,(K)=H (K, )ÐH, (KI) ODA, kK,). 
对 于 零 维 同调 群 , 当 复 形 K 是 连通 复 形 时 ,HH。,(K) 
>Z, XE Z 是 整数 加 群 . 而 当 复 形 天 是 -个 连通 分 
RUHEN, H KE r TBR ZY EA. Bp 
H,(OZZOQZO--02. 


rA 


复 形 的 连通 分 支 (components of complex) Ji 
“单纯 复 形 的 连通 性 ”. 

Be 2 [a] i5] SE AY Zi TÀI (structure of 0-dimensional 
见 “ 单 纯 复 形 的 连通 性 ”. 

n 维 射 影 空间 (n-dimensional projective space) 
一 类 重要 的 拓扑 空间 .2” 维 射影 空间 RP" 有 几 种 拓 
扑 等 价 的 描述 方法 ,常见 的 有 : 

1. Æ RP" E AUS E n 维 单位 球面 S 的 对 径 点 

得 到 的 空间 . 

2. JE RP" 看 做 从 维 单位 球体 D" 出 发 ,将 其 
dcc 点 个 合 而 得 到 的 空间 . 

3. BR" A n+] 维 欧 氏 空 间 , 把 RP” 看 做 从 
RN\{(0} 出 发 ,将 在 同一 条 过 原点 的 直线 上 的 点 亚 
合 在 一 起 所 得 到 的 空间 . 

以 上 三 种 方式 所 描述 的 维 射 影 空 间 是 同 肛 
的 . 例如 ,射影 平面 RP? 可 看 做 是 看 合 圆 域 的 边界 
上 对 径 点 得 到 的 空间 ,并 取 定 它 的 一 个 前 分 K ii 
过 计算 得 到 它 的 整 系数 同调 群 为 
Ho(K) ny H CK) = Z, H,(K) = 0. 
这 里 Z 是 整数 加 群 ,Z; 是 整数 模 2 加 和 群 . 
3 HAH (Klein bottle) 一 种 重要 的 曲面 . 它 
是 具有 封闭 性 和 单 侧 性 的 曲面 . 它 看 做 由 一 个 长 方 
形 按 附 图 中 箭头 方向 鸽 合 左右 两 边 和 上 下 两 边 而 得 
到 . 它 无 法 在 3 维 空间 内 表现 出 来 , 附 图 是 在 通常 3 
维 空间 中 描绘 的 示意 图 ,图 中 它 自身 相交 于 一 个 小 
圆周 .但 是 克 莱 因 瓶 完 全 可 以 在 4 维 空 AAA 
己 相 交 而 表示 出 来 .经 过 剖 分 可 得 到 复 形 天 ,并 且 
计算 它 的 整 系数 同调 群 为 
H (K)=Z, H,(K)=Z0Z,, 


homology group) 


H,(K)=0, 


代 数 Wd fh 学 


aj 


这 里 Z 为 整数 加 群 ,Zs 为 整数 模 2 加 群 . 
环 面 (torus) 一 种 重要 的 曲面 . 通常 的 环 面 ， 
它 可 以 看 做 由 一 个 长 方形 按照 附 图 中 箭头 方向 要 合 
左右 两 边 和 上 下 两 边 而 得 到 的 .经 过 谢 分 可 得 到 复 
JE 天 ,并 且 计 算 其 整 系数 同调 群 为 
H (K)=Z, 万;( 民 ) 伍 Z 中 Z， 
这 里 Z 是 整数 加 群 . 


|| 
itt Sir (Mobius strip) ”拓扑 学 研究 的 一 
种 曲面 . 可 用 下 列 方法 构成 ,如 附 图 所 示 将 长 方形 
ABCD 沿 其 水 平 中 线 EF 扭转 180°, 然 后 再 将 它 的 
两 条 垂直 边 BAS DC fü 3k 7; 15] E roe 0e. OH 
面具 有 单 侧 性 ,经 过 剂 分 可 得 到 复 形 天 ,计算 出 其 


整 系数 同调 群 为 H,(K)2=Z,H,(K)=Z,H2(K)= 
0, 这 里 Z 为 整数 加 群 . 


H,(K)=Z2, 


(Qe 


$E FZ (cone) e EH. 设 是 一 个 复 
JÉ v 是 一 个 点 ,使 得 对 于 任意 单 形 sEKK,v 与 :的 
顶点 集 为 几何 无 关 点 组 , 当 sm (sas nsa ) 时 ， 
记 单 形 vus= Cv (di si ttti) , 则 复 形 

K = {v} U K U {vsls € K}, 
RAK ELA v 为 顶点 的 锥 形 . 它 的 整 系数 间 调 群 为 
Hum s 
0 (9750). 

这 里 Z 为 整数 加 群 ， 

假 流 形 (pseudo-manifold) 一 类 重要 的 复 形 . 
对 于 球面 S”、 环 面 工 .射影 平面 RP* 以 及 克 莱 因 瓶 
等 ,从 单纯 痢 分 的 结构 这 个 角度 概括 它们 的 共同 特 
点 ,而 得 到 闭 假 流 形 概念 . 设 M 是 一 个 维 复 形 (x 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


二 0), 知 它 满足 下 述 条 件 , 则 称 M DS n 维 闭 假 流 形 : 

1. M 中 每 一 个 单 形 都 是 M 的 至 少 一 个 n HER 
形 的 面 , 这 性 质 称 为 M 的 纯粹 性 . 

2. M 的 每 一 个 2 一 1 维 单 形 恰 是 M 的 两 个 n 维 
单 形 的 公共 面 ,这 性 质 称 为 M 的 无 分 支 性 . 

3. M 的 任意 两 个 EAE si 和 ,存在 一 串 互 
相间 隔 的 x HE CE Ej n— 1 维 单 形 : 


n n—1 n—] n n— 
Sis SI s So 52 9 "ts Shy Sh 


(E ds 和 sz BA \ 共 面 ， 2k 这 性 质 称 
为 M 的 强 连 通 性 . 

以 上 三 条 件 虽 然 是 对 复 形 M 而 言 的 ,但 实质 上 
反映 出 它 的 多 面体 1M| 的 拓扑 性 质 .n 维 闭 假 流 形 
M 能 否定 向 是 这 样 规定 的 : 若 M 存在 一 个 有 向 单 
形 的 基本 组 ,使 得 每 个 nn 一 1 维 有 疝 单 形 恰 是 这 基本 
组 中 一 个 维 有 向 单 形 的 顺 向 面 及 另 一 个 EA 
单 形 的 逆向 面 , 则 称 i Ga 这 时 称 这 组 
wA m AE s 11 二 1,2,…,a,) 为 M 的 一 个 定向 , 否 

则 称 M 为 不 能 定向 的 .> 维 球面 S" 和 环 面 7 了 的 单 
纯 齐 分 都 是 能 定向 的 ,射影 平面 RP? 和 克 莱 因 瓶 的 
单纯 训 分 都 是 不 能 定向 的 ;反映 在 整 系数 同调 群 上 
为 

Z ( MM 能 定向 时 )， 
0 C MM 不 能 定向 时 ). 

类 似 地 ,还 可 讨论 带 边 缘 假 流 形 , 如 平 环 . 默 比 
乌 斯 带 等 的 单纯 前 分 .” 维 闭 假 流 形 M 的 多 面体 
|M | —3E JE n 维 流 形 . 

H Ex it J£ (closed pseudomanifold ) 
JÉ ". 

iE fe) TE Corientability) — JL, E LE. 

Te 12) SR (E Jit AZ (pseudomanifold with boundary) 
WU EHE. 

整 系 数 同 调 群 的 结构 (structure of homology 
groups with integral coefficients) 同调 群 的 一 种 
分 解 . OK 是 单纯 复 形 , 当 取 整数 加 群 Z 为 系数 群 
AT, WU) A, (KBR AS IB] JAHRE. 由 于 C,(K),Z,《K) 和 
B, (KOREA RR E B] pH XR, Ar A RE, (K) = 
Z, CKO/ B, CK) ÆA RER CPR. 根据 有 限 生 成 
的 交换 群 基本 定理 可 知 ,” 维 复 形 天 的 9 维 整 同 调 
群 惟一 地 分 解 为 下 述 直 和 

H,(OK0ZZO9ZCD--- COZCDZ O0 OZ CD --- COZ e, , 
RY : Í ' 
这 里 的 R,,7,20, 24 c,70 R, G>H 0; 整除 
0. Ry 58(0,|i—1,2, n) E H,CRO BAI E SSE 
全 组 ,R, 是 同调 群 H, KRR, RARE K W q 4 
NER. HLCKOBS BET RICA TORO EB. (0, i= 
1,2, c PARE K W q BRAM. 为 了 用 代数 
方法 计算 整 同调 群 , 求 出 复 形 天 的 贝蒂 数 和 挠 系 
数 , 引 入 复 形 K 的 关联 和 矩阵. 设 取 定 天 的 有 向 单 形 
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HCM) 


见 “ 假 流 


AY) BEAR 2A is lg =0,1, eee om52= 15250, a, 3 sy 与 
st! 的 关联 系数 为 
0 (4st' pE s 的 面 时 )， 
[sf : pjr CH 517 dé st KURT) , 
—] QH sc! E s H n] BT 
(对 于 有 问 单 形 ”一 
go —(— 1)'(a,,4; ***,d; 77,2, 
称 为 的 g 一 1 维 顺 向 面 ,一 RA s* 8] q— 1 维 
a] A). 对 于 固定 9, 链 群 C, (天 ) 的 基 4s9 1: 一 1,2， 
…，oy} 称 为 自然 基 , 记 关联 系数 [sr : s1 ]= at, 9118 
RE A, = (al) PRAM F Coi O0 8 C,CRO I AR 
基 而 言 的 关联 和 矩阵 ,简称 复 形 K 的 关联 矩阵 . 利用 
关联 矩阵 可 直接 计算 复 形 天 的 贝蒂 数 与 挠 系数 , 因 
此 可 编 出 用 计算 机 求 同 调 群 的 程序 ,用 一 种 固定 格 
式 把 任何 复 形 的 整 同调 群 计算 出 来 . 其 结论 是 : 设 
KK 是 n 维 有 限 复 形 ,a, 是 天 的 4 维 单 形 的 个 数 ,4， 
(qg 王 0,1,2,…)2 一 1) 是 天 的 关联 矩阵 , 若 b BH 
EE A, WRG, ,0 8$ 是 矩阵 A, 的 大 于 1 的 不 变 
因子 ,并且 8, 整除 0 , 则 天 的 d 维 贝 蒂 数 是 
R,—2a,— B,— 8, ., COxzqxzn)C8.,— 8,—0), 
K 的 9 维 挠 系数 是 外 ,多 ,…,0%(1 二 gq 三 n 一 1), 并 且 
K EREKE n NEAR. 
ee [5] JE] BÉ (integral homology groups) 
系数 同调 群 的 结构 ”. 
贝蒂 数 (Betti number) 
结构 ”. 
338 3& "Hr (torsion coefficient) 
群 的 结构 ”. 
复 形 的 关联 矩阵 (related matrix of complex) 
见 “ 整 系数 同调 群 的 结构 ”. 
K H n EA (Euler characteristic) ”一 个 重要 
的 拓扑 不 变量 . 它 也 是 一 个 同 伦 型 不 变量 . 若 天 是 ”= 
维 复 形 ,a 是 天 的 4 维 单 形 的 个 数 , 则 


X(K) = 2 (— 1)%a, 


称 为 复 形 K 的 欧 拉 示 m 从 表面 上 看 似乎 欧 拉 示 
性 数 与 复 形 天 的 齐 分 有 关 , 但 是 根据 欧 拉 - 庞 加 莱 
公式 ,可 利用 同调 群 的 拓扑 不 变性 ,看 出 它 的 拓扑 不 
变性 . 欧 拉 示 性 数 可 推广 到 可 剂 分 空间 等 范围 中 去 . 
常见 的 可 前 分 空间 ,如 平 环 . 默 比 乌 斯 带 、 环 面 、. 射 影 
平面 . 克 莱 因 瓶 .” 维 球面 等 的 贝蒂 数 、 挠 系数 与 欧 
拉 示 性 数 可 参见 附 表 . 

若是 一 个 维 复 形 , 它 的 g 维 单 形 个 数 为 
asg 维 贝 蒂 数 为 R,, 则 下 述 欧 拉 - 庞 加 莱 公 式 成 立 : 


zits Das Do- DR: 
或 用 欧 拉 示 性 数 表示 为 


(ao 44, »*** say) , 


JL“ $ 


见 “ 整 系数 同调 群 的 


见 “ 整 系数 同调 


WK) = MC OR, 
也 称 为 欧 拉 - 庞 加 莱 定 理 ， 


环 面 
+ 影 平面 


"lr. 
CD CT NN NN CNN 
EXBCETET NNNM 
ESTE Ri 二 1 R:=0 一 维 挠 系数 2 ELS 


n 维 球面 Ro=1 R,—1 
S"(n>0) R,—0 0<g<n 


Ex Fu -Hg Jn 3€ 4x sh CEuler-Poincaré formula) 
见 “ 欧 拉 示 性 数 ”. 

欧 拉 多 面体 定理 (Euler theorem on polyhedra) 
确立 简单 多 面体 的 顶点 .楼 和 面 的 个 数 之 间 的 关系 
的 定理 . 若 $ 是 一 个 简单 多 面体 ,有 VV 个 顶点 ,条 
Be RIF Arg uU d A E 

V—E-rFF-—2. 
这 就 是 欧 拉 多 面体 定理 . 应 用 这 个 定理 可 推出 只 有 
五 种 正 多 面体 :正四 面体 .正六 面体 .正八 面体 . 正 十 
二 面体 和 正二 十 面体 . 该 定理 是 18 世纪 50 年 代 由 
ber (Euler, L) RANK. 

任意 系数 (单纯 ) 同 调 群 (simplicial homology 
groups with general coefficients) 整 系 数 同调 群 
的 推广 .在 定义 同调 群 过 程 中 ,实际 上 只 利用 了 链 
BE. ZR [n] 0M 0^ — 0 SHER, RH CAM 
中 出 现 整数 加 群 Z, 但 除 个 别 性 质 外 ,只 涉及 交换 群 
的 性 质 ,因此 关于 同调 群 的 讨论 也 适用 于 以 任意 交 
换 群 C 代替 整数 加 群 Z 的 情况 ,从 而 得 到 以 G 为 系 
数 群 的 链 群 C (K: G), AER Z,(K;G), 边 绿 链 群 
B,(K;G) 和 同调 群 召 ,(K;G). 比较 常用 的 系数 群 除 
整数 加 群 Z 外 ,还 有 整数 模 p 加 群 Z,( 这 里 p AR 
ZO ,特别 是 Z 群 ,以 及 有 理 数 加 群 Q, 因 此 把 

H,(K;Z), H,CK,Z2,0, H,0632,),H, CK ;Q) 
分 别称 为 整 同调 群 . 模 p 同调 群 . 模 2 同调 群 和 有 理 
同调 群 . 把 整数 加 群 Z 改 为 交换 群 G 并 非 只 是 形式 
上 的 推广 ,而 有 其 实际 意义 和 应 用 . 例如 A, CK SZ 
就 有 很 好 几何 意义 ,因为 (十 1) 和 (一 1) 在 Z: 中 相 
等 ,所 以 定向 不 起 作用 ,同时 五 ;(K ;2;) 在 某 种 程度 
上 反映 了 曲面 的 封闭 性 , 男 外 还 可 定义 复 形 KK 的 gq 
维 模 p 贝蒂 数 R,” 等 .但 是 整 同调 群 特别 重要 ， 
H,(K;G) I h H,CKO. H, (K) Sac 4& 8E C 完全 
决定 ,这 就 是 说 整 同调 群 决定 任意 系数 群 的 同调 群 ， 
其 具体 关系 为 : 若 天 为 有 限 单 纯 复 形 ,C 为 交换 群 ， 


K S d th = 


则 有 表达 式 ( 称 为 同调 群 的 泛 系 数 定理 ) 
H,CK ;GOZEH,CK06C9GOO Tor CH , CK) ,G), 
iX E 69 , CD, Tor , 4r 9| ER RE BJ KEE. AAR. 


H p [s] Jj] S£ (mod p homology groups) — JL" 4f 
意 系数 (单纯 ) 同 调 群 ” 

模 2 同调 群 (mod 2 homology groups) 见 “ 任 
意 系数 (单纯 ) 同 调 群 ”. 

43 Xi [8] JE] S£ (rational homology groups) J 
“任意 系数 (单纯 ?同调 群 ” 

SERA chain map) ”联系 复 形 的 链 群 之 间 的 


一 种 系列 同 态 . 为 了 使 复 形 的 链 群 之 间 的 同 态 能 诱 

导出 同调 群 之 间 的 同 态 ,因而 它 应 将 闭 链 与 边缘 链 

分 别 映 成 闭 链 与 边缘 链 . 设 与 工 都 是 复 形 ， 
f=(fy:C,(K)>C,(L) |gEZ} 

Ii — ANAS. AMER: da S fu Sai 9, WER 

f= 二 {fo) 为 人 天 到 工 的 链 映 射 . 它 可 理解 为 下 图 具 


Ce Je Cm 


C, (K) —— 5L C, 0) 


有 交换 性 , 即 链 映 射 具 有 将 闭 链 映 为 闭 链 和 将 边缘 
链 映 为 边缘 链 的 性 质 , 因 此 它 诱导 出 同调 群 之 间 的 
一 系列 同 态 
fe = ULIHGK)— H,(L)|¢ € Z}, 
称 为 链 映射 了 了 的 诱导 同 态 .同时 具有 性 质 , 知 
f—GUCICOROCLUOD |qEZ}, 
g={gy:C,(L)>C,(M) |a € Z) 
为 链 映射 , 则 复合 映射 
g*f-—ig,? f, :C,CKOC,CMD |¢EZ} 
也 是 链 映 射 , 并 且 诱 导 同 态 : 
(g ° P. = gs ° fan: HK) > HM) q € Z. 
这 些 概念 可 推广 到 系数 群 为 任意 交换 群 C 的 情形 . 
$t [8] f£ (chain homotopy) 考虑 在 什么 条 件 
下 ,两 个 链 映 射 诱 导 的 同 态 相 同 而 引入 的 一 个 概念 . 
w= M gig BMC Ka C,CLOBS BS 9 
BE BRIN , 知 存 在 一 系列 同 态 
Dep Kx sez 
使 得 dure DEL ° 9,— g,— f, gk f£ 5 £ 是 链 
同 伦 的 , 记 为 


D: Jo 或 fex 
FAR DÆM SA g 的 一 个 链 伦 移 . 也 可 用 下 图 来 
理解 ,但 应 注意 此 图 一 般 不 具有 交换 性 . 有 链 同 伦 的 
两 个 链 映 射 诱导 出 同调 群 之 间 的 相同 的 同 态 的 性 
质 , 即 , 若 
f py CK) C,(L), 
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CK)— 3 s. CQ») 


^ 
g— 1 


C,- (K) 


J. =g.: HK) > H,(L). 

单纯 映射 (simplicial map) 联系 复 形 的 多 面 
体 之 间 的 一 类 重要 映射 . 它 是 从 复 形 天 的 多 面体 
| 天 | 到 复 形 元 的 多 面体 | 元 | 的 连续 映射 ,任何 连续 
映射 在 某 种 意义 下 可 用 它 逼 近 . 设 KALEDE 
Éf: K| > IL ERN, A CMERI: 

1. 对 于 任意 顶点 a€ K^, fla) EL AL & 
顶点 ). 

2. FER BUE (a, aa EK, { fla), 
f Ca) t f Ca) E L P CERE B] T ex Se CRT BEI RC 
复 ). 

3. 对 于 任意 (au,al，…ay)E 天 ， 


之 一 >) Aa; c IK], 
i=0 
有 
f(x) = A); 


则 称 了 为 单纯 映射 ,也 可 简 记 为 f:K 一 L( 省 去 多 面 
体 | 天 | ,| 二 | 的 记号 ). 单纯 映射 是 连续 映射 ;单纯 映 
射 由 限制 在 顶点 集 上 的 映射 
JFK LS 

完全 决定 .反之 ,对 于 顶点 集 之 间 的 任意 映射 P.H 
要 广 把 KK 中 任意 单 形 的 顶点 集 映 成 工 中 菜单 形 的 
顶点 集 , 它 就 惟一 地 确定 一 个 单纯 映射 KL. 

单纯 链 上 映射 (simplicial chain map) 由 单纯 映 
射 决 定 的 链 映 射 . 设 f:K 一 L 是 一 个 单纯 映射 , 定 
义 同 态 如 下 : 

1. Æ s= (laoa s,Q) 是 的 一 个 有 向 单 形 ， 
当 flao), flay) sf Ca, A FAIA AT id 

f(s) mr OG) flay) ssf Go); 

SEE f (Va — f (a) B. i5 j B] id f, GO — 0. 

2. 对 于 任意 链 x= X gis? ECK), i 

dues NU gr 
34 q«0 X q>dimK 时 ,规定 f, — 0; Wu] ix — Kl [s] 
ES 
f=(fy:C,(K)>C,(L) |qEZ} 
是 链 映射 ,并 把 f— {f,}) 称 为 单纯 链 映 射 ( 详 细 地 ， 
672 


是 由 单纯 映射 诱导 的 链 上 映射), 这 里 仍 用 f 记 单 纯 
映射 了 诱导 的 链 映 射 , 一 般 不 会 引起 混 消 . 

承载 单 形 (carrier) 具有 特殊 性 质 的 单 形 . A 
K 是 复 形 ,对 于 单 形 sEK, H ints 表示 其 对 应 开 单 
形 , 则 对 于 复 形 K 有 性 质 : 

1. 多 面体 |K | 是 K 的 全 体 开 单 形 的 并 集 . 

Ls a $1552 为 K 的 两 个 不 同 单 形 , 则 有 

int s, (| int s, = ©. 

因此 ,| 天 | 的 任意 一 点 工 必 属于 天 的 惟一 的 一 
个 开 单 形 ints. 于 是 称 这 个 与 x 相对 应 的 单 形 s 为 x 
在 天 中 的 承载 单 形 , 记 为 Carre 或 Carx. 实 际 上 ， 
承载 单 形 是 K 中 含 点 之 的 维 数 最 低 的 单 形 . 

单纯 逼近 (simplicial approximation) 与 连续 
映射 相关 的 单纯 映射 . 设 天 与 了 是 两 个 复 形 ,9: 
| 天 | 一 | 雹 | 是 连续 映射 , 太 : 开 一 下 是 单纯 映射 , 知 对 
TIKIB &— x. jz) 落 在 PCz) 在 亏 上 的 承载 单 
JE "P HI f (22 € Car eC , MER f£ XE o mp — 7 IR 268 
Vr. HR £l Xr x BE /zxz) 和 PCz) 总 落 在 区 的 同一 
个 单 形 Carola) PL 中 单 形 的 直径 的 最 大 值 刻画 
SNE. 需要 注意 ,并 不 是 任何 两 个 复 形 的 多 
面体 之 间 的 连续 映射 都 存在 单纯 通 近 . X T PR OB 
AEA PAR: AK 和 工 都 是 复 形 , 则 

1. 连续 映射 :| 天 | 一 | 元 | 有 单纯 逼近 的 充分 必 
要 条 件 是 映射 9 具有 星 形 性 质 . 

2. Æ p: |K| 一 |L| 是 连续 映射 , 则 存在 非 负 整 
Wm 使 得 pg: |Sd“K| 一 | 具有 星 形 性 质 ,因而 有 
单纯 通 近 ff :Sd ”天 一 了 

星 形 性 质 (star shaped property) 与 复 形 的 多 
面体 之 间 的 连续 映射 相关 的 一 种 性 质 . 设 a 为 复 形 
K 的 一 个 顶点 ,KK 中 以 a 为 项 点 的 全 体 开 单 形 的 并 
集 称 为 项 点 a 在 天 中 的 开 星 形 , 记 为 stxka EX sta. K 
K 和 亏 是 两 个 复 形 ,2:| 天 | 一 | 二 | 是 一 个 连续 映射 ， 
若 对 于 天 的 每 一 个 顶点 a, 存 在 工 的 至 少 一 个 顶点 
b ,使 得 glsta)Cstb, 则 称 映 射 p 具 有 星 形 性 质 . 

开 星 形 (open star) IL“ HBR”. 

复 形 的 重 分 Csubdivision of simplicial complex) 
一 类 特殊 的 复 形 . 复 形 LER KH. Et L 
的 每 个 单 形 都 是 K 的 一 个 单 形 的 子 集 , 而 天 的 每 
YB LING TT RIN. ARE ERR | K | 
=|L|. 4$ FH B IDE IA] RC Ap REEDED LARWE 
分 ,如 辐 式 重 分 等 . 

重心 重 分 (barycentric subdivision) 复 形 的 一 
种 特殊 的 重 分 . UE s 的 重心 用 ; 表示 , 复 形 天 的 重 
心 重 分 是 按 下 面 方式 定义 的 复 形 SdK : 

1. Sd K 的 顶点 集 (SdK)"= G|s€ K). 

ae zr Age Ape Ep 是 天 的 单 形 的 一 个 真 面 序 
列 , 则 (53)ESd 天 ,并 称 $, 为 这 单 形 的 主导 


这 样 得 到 的 Sa K 为 一 个 复 形 , |Sd 天 | 一 | 天 |， 
dimSd K —dim K. 同时 可 用 归纳 地 定义 复 形 天 的 第 
m 次 重心 重 分 复 形 . 复 形 经 过 重心 重 分 后 虽然 单 形 
变 小 了 ,但 单 形 大 小 的 变化 有 一 定 规律 . 首先 单 形 s 
= (assai ar) 的 直径 

diam s—maxi | a;—a; || } 
ANS AK GK An 维 复 形 , 复 形 的 网 径 指 复 形 
中 各 个 单 形 直径 的 最 大 值 , 即 是 网 径 

mesh K =max (diam S)» 
则 


mesh(Sd""K) x | | mesh K, 


aT. 

nop 

Mitt m 充分 大 时 ,SdK 的 网 径 可 任意 小 , 即 
lim mesh (Sd " K ) =", 


B 4) $8 AR AY (subdivision chain map) 由 复 形 
的 重心 重 分 诱导 的 链 映射 . 复 形 天 重心 重 分 后 ,对 
应 同一 个 多 面体 有 两 个 单纯 放 分 , 复 形 K 和 Sd K. 
如 下 引进 从 天 的 链 群 到 Sd K 的 链 群 的 一 个 系列 同 
态 是 链 映 射 . 定义 系列 同 态 

Sd = {Sd,:C,(K) > C,(SdK) |q € Z} 
如 下 : 

1. 3} F q<0 3 q>dim K , Sd, — 0. 

2. 对 于 任意 顶点 a € K”, Sdi (a) =a, f £x PET 
张 得 Sd: C, CKO0 C, (Sd K). 

3. 设 0g dim K ,并 假定 已 定义 

Sd v SO > C,- (Sd K), 
对 于 任意 9 AA WBA s, Sd,s — 58d, 10s 式 中 右 端 
是 一 个 g 维 链 ( 例 如 , 若 Sd, 2s gb bd, 
则 Sd,s-g(3.5;, 5-0. 做 线性 扩张 , 若 x= 
D Eis: » 则 | Sd,r,— 2 giSd,s; ,这 样 就 得 到 同 态 
Sd,: C,(K)>C, (Sd K). 
这 样 定义 的 系列 同 态 
Sd = {Sd, |q € Z) 

是 一 个 链 映射 , 称 为 重 分 链 映射 . 还 可 归纳 定义 
Sd = {Sd C, (K) > C,(Sd°’K) lq € 2}, 
其 中 Sd =Sd ° Sde. Ly Sd, 为 重 分 链 映 射 ， 

所 以 它 诱导 的 同 态 为 
Sd,.: H,CK) > H,(Sd K)(g € 2), 
称 为 同调 群 之 间 的 重 分 同 态 . 

B 4} E AS (subdivision homomorphism) = Mi, 
“ 重 分 链 映射 ” 

E SEAR Bt (standard chain map) 一 类 特殊 
链 上 映射 . ALAA I RIG K 及 其 重心 重 分 Sd 天 ,所 以 
有 必要 建立 SdK 的 链 群 到 天 的 链 群 之 间 的 同 态 . 
利用 单纯 映射 定义 如 下 :车 用 (s;) 表 示 K 的 全 体 无 
向 单 形 的 集合 , 则 重心 重 分 Sd K 的 全 体 顶 点 集 为 

(Sd K)? = {š |s; € Kj, 


代 3X d) th = 


定义 顶点 之 间 的 对 应 oe EAS 5; > s; 的 任意 选 定 的 


一 个 顶点 有 ,$;) ESdK, 则 由 重心 重 分 定 
义 保证 7°FE ¢ 的 顶点 映 到 天 的 同一 个 单 形 的 顶点 ， 


因此 x 决定 一 个 单纯 映射 x:SdK 一 K 与 一 个 单纯 
链 映 射 
m= {x,:C,(SdK) +~C,(K)|¢ € Z}, 
分 别 把 它们 称 为 标准 映射 与 标准 链 映 射 . 值得 指出 
的 是 ,x 有 不 同 取 法 ,因而 得 到 不 同 的 标准 链 映 射 
m= {m} 和 w = {a}, 
但 是 ,它们 诱导 的 同 态 是 相同 的 , 即 
Tys — AX: H (Sd K) — H,CK)(4 € Z), | 
所 以 把 x. = Gn. ) 称 为 由 重 分 所 决定 的 同调 群 之 间 
的 标准 同 态 . 
标准 同 态 (Cstandard homomorphism) 
准 链 映 射 ”. 
连续 映射 的 诱导 同 态 (induced homomorphism 
of continuous map) 由 多 面体 之 间 的 连续 映射 所 
决定 的 同调 群 之 间 的 一 种 同 态 . 设 天 与 元 是 两 个 复 
É gp: | 天 | 一 | 二 | 是 连续 映射 ,m 为 非 负 整 数 使 得 
€; [Sd "K| > |Z| 
具有 星 形 性 质 , 因 此 有 单纯 逼近 
f;Sd"K-—L, 
所 以 有 同调 群 之 间 的 同 态 
f, ° Sd: HCK) > H, (L). 
它 不 依赖 于 重 分 次 数 m Aa i S 的 选取 ,由 9 
惟一 决定 , 记 %. =. o Sd? ,并 称 9, 二 (9%.} 为 连 
续 映 射 9 的 诱导 同 态 , 它 反 映 了 连续 映射 的 同调 性 
质 . 此 外 ,还 具有 下 面 一 些 重要 性 质 : 
1.4 ei IK I ILIM y: L| | M | E ERRI, 
WM be Dy. = par * €: HKH, M), BIA A BR 
射 的 诱导 同 态 是 诱导 同 态 的 复合 . 
2. 同 伦 的 映射 oo): |K|— L| S SR HB IR] — 
同 态 , 即 e. 4, :H,(K)—>H,(L). 
3.46 ex | K | 9 LL ART, D 
9, = (Q. 1H,CK) > H,CD |a € Z) 
为 同调 群 之 间 的 同 构 . 
单纯 同调 群 的 重 分 不 变性 (subdivision invari- 
ance of simplicial homology groups) 单纯 同调 群 
的 重要 性 质 . 指 复 形 K 的 各 维 同 调 群 H,(K) 与 天 
的 重 分 复 形 Sd K 的 同 维 同调 群 同 构 , 即 
H,(K)=H,(Sd K) (QEZ). 
单纯 同调 群 的 拓扑 不 变性 (topological invari- 
ance of simplicial homology groups) 单纯 同调 群 
的 重要 性 质 . 设 天 与 艺 为 两 个 复 形 , 行 它 们 的 多 面 
体 是 同 胚 的 , 则 它们 的 各 维 同调 群 分 别 同 构 . BS 
|JK|=|L|. WA (K)=H,W) Q EZ). 因此 同调 
群 、 贝 蒂 数 、 挠 系数 、 欧 拉 示 性 数 等 都 是 拓扑 不 变量 . 
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单纯 同调 群 的 同 伦 型 不 变性 (homotopy type 
invariance of simplicial homology groups) 单纯 间 
调 群 的 一 种 重要 性 质 .人 它 指 的 是 , 设 KK 和 工 为 两 个 
复 形 ,大 多 面体 |K| 与 || 具有 相间 间 伦 型 , 则 复 形 
K 5 L BS [el 2f [6] Vp RE JR] PQ). B E LK |o [L| S 

H,((K) = H,CL) QEZ). 

I FR fe] al BF YY EER A 2 E BY EL TEE — 188 np Bi] op S 
(is) KS [i] VÀ] EE ae n] A Br — £6 BY i] 4} 28 8] SR A E e 
等 价 或 互相 不 间 胚 等 . 

环绕 复 形 (linked complex) 一 类 特殊 的 复 形 . 
为 刻画 复 形 的 多 面体 在 一 点 附近 的 性 质 引 进 的 局 部 
lr) del m Be S| AM SER IRS. 1K 是 复 形 ,对 于 
任意 点 ZE |KK| ,x 点 的 单纯 邻 域 NGCz) 是 由 天 中 包 
含 过 点 的 单 形 及 其 面 组 成 的 子 复 形 ;z 点 的 在 天 中 
的 环绕 复 形 Lx(x) 是 NGCz) 中 不 含 工 点 的 单 形 组 成 
的 子 复 形 , 即 

Lyg(xr) = (t € N(x) |x t}. 

若 (K,9) 与 (LL,y) 是 同一 个 可 剂 分 空间 X 的 两 个 齐 
分 , 则 对 于 任意 xEX, 有 

H; Lek (ZH CLL ! (22) (9€ 2). 

局 部 同调 群 (local homology groups) 一 种 特 
Fk BJ IR] ARE. 夺 X 是 可 剂 分 空间 ,(K,9) 是 X 的 一 
个 剖 分 , 则 对 于 xzEX, 环 绕 复 形 的 间 调 群 

LEE (eZ) 
称 为 X 在 点 xz 处 的 g 维 局 部 同调 群 , 记 为 
LH Grex) © 2). 


E S:X>Y ERIS A os la) XR Y 2m AS TAR 


映射 ,对 于 xEX, 则 

LH,(r;X) c LHJ a); Y) (q € 2). 

All FA eo SE [8] val A] DEH SARK 与 工 的 多 
rii A JF) RR . BD | K (=| ZL]. 

dim K = dim L. 
Br EET up as B] X= CK p), 4 dim K =n 时 ， 
"f E X E aR K A KE E X E n HER, f] 
时 由 局 部 同调 群 可 以 看 出 ,这 样 定 义 的 维 数 是 拓扑 
不 变 的 . 

上 同调 群 (cohomology groups) 一 种 重要 的 
拓扑 不 变性 质 . 可 仿照 线性 空间 的 对 偶 空 间 的 定义 
Jr X Sb A Ef y SE. AK dÉ— 0 on ES AREE, 
CCK) E q 维 整 系数 链 群 , 则 同 态 CICERO Z CORE 
数 加 群 ) 称 为 天 的 一 个 ga 维 上 链 . 对 于 任意 两 个 g 
维 上 链 和 ,它们 的 和 是 这 样 的 上 链 , 它 在 任意 
XsEC,(K) 上 取 值 

(Od) ed Gu, 
MA q 维 上 链 在 上 述 加 法 下 成 为 一 个 交换 群 , 它 就 
EESE Hom, (K), Z), AH K W q EERE, 
iu Jj CK). AK pE Db n] 40 K m) S EC, CK ) 称 
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为 下 链 群 . 对 于 原来 的 边缘 同 态 可 用 对 侦 同 态 来 定 


“ 义 上 边缘 同 态 算 子 , 设 


Gage C55 (RICKS 
定义 O.C KOC (OO HF K 889 q SEES c, 
o? c^ Jp. q--1 维 上 链 , 它 在 任意 Tatı eC on (K) 
E BUB 

Oe (jag m e (9 reu. 
从 而 6。6=0( 或 写成 0 » 0* =0). 由 此 可 定义 
C? (天 ) 的 子 群 

Z'(K)=ker 与 B'(K)—Im6ó*', 
分 别称 为 q 维 上 闭 链 群 与 上 边缘 链 群 . 商 群 
H*'CK) 2Z'CK)/ B(K) (0€ 2) 

RARE K 的 gq 维 上 同调 群 ,这 些 群 中 元 素 分 别称 
为 上 闭 链 、 上 边缘 链 与 上 同调 类 . 相应 原来 的 同调 群 
可 称 为 下 同调 群 . 

WS: KOOL 是 单纯 映射 ,f= 二 (f,:C,(K)> 
C(L) lqgE€2Z}) 是 这 单纯 映射 诱导 的 链 映 射 ,f, 的 对 
BEAS CLSC) (EZ) LAM AER 
CECL) f* CX K BS q EEE. TE K B9 q HE 
zx, EBUf CP GODoGO cC. GU). Eig o f? 
—f9 60 VER ff HERR Aw f aan Ef] 
JA REZ la) AAS fs ACL) HK) (gE Z) CGE 
意 与 f:K>L Jr ih FAK). 同样 地 ,可 研究 链 同 伦 、 
连续 映射 用 单纯 逼近 定理 得 到 的 诱导 同 态 和 类 似 于 
下 同调 群 之 间 诱 导 同 态 的 性 质 , 所 以 上 同调 群 也 有 具 
^ Th Th AE TE, JR] HE LIRE b. KK XE n 维 单纯 复 
形 , 其 上 .下 同调 群 H*CKO 5 HH,(K) 的 秩 分 别 记 为 
R* 5 R,,'EAT89 Se T- HEAT OS T" KO 5 T,CK) 
QEZ) ME FAHRE BUR XE AR 
ROS Ry TRST QORY GSA), 
其 中 7T_1(K) 理 解 为 零 群 . 这 表明 上 同调 群 由 下 同 
调 群 完全 决定 . 

下 同调 群 (homology groups) W“ EIIE”. 

相对 单纯 同调 群 (relative simplicial homology 
groups) 空间 偶 的 同调 群 . 设 天 是 复 形 ,了 是 天 的 
子 复 形 ,用 同调 理论 的 思想 描述 多 面体 | 天 | 的 拓扑 
性 质 而 引入 相对 (单纯 ) 同 调 群 . RERE LARJE K 
WRI. (K, 工 ) 称 为 复 形 偶 , 包 含 映 射 i: LI> 
IK | 是 单纯 映射 , 它 诱导 的 链 映 射 

i C(L) >C, K) QEZ) 
ERA EC, BRC, KWH, 

ij; C(L) > COR) 

就 是 包含 同 态 ， 

C,(K,L) = C,(K)/C,(L) 
PRA BIE CK. LON q 维 相 对 链 群 , 它 的 任意 元 素 
为 6 二 cs 十 Cs(L), 这 里 c 是 C,(K) 的 元 素 , 边 缘 同 
态 算 子 3,:C,(K) 一 C,_1(K) 满 足 


SC Ee em 
因此 诱导 出 商 群 之 间 同 态 
ay: CAK,L)—> C, (KL). 
Té 
dns BCE) Ca OR 

ESAS. 3, 称 为 相对 边缘 同 态 , 记 为 93. X 
CO LOB RE 

Z,(K,L)=ker 9, 和 B,CK,L)=Im 3,, 
^ 3| ER ABI 18S CK LORI q 维 相对 闭 链 群 和 相对 边 
缘 链 群 ,并且 BK, LEZ, K LOTR, aR 

H,(K,L)=2Z,(K,L)/B,(K,L) (0€ 2) 

Fk SEES OK LOB] a 维 相 对 (单纯 ?同调 群 . 当世 
exp HK CO =H CR) eZ). 

AH XY BERE BJ Ll A oe E CK — LORS 天 
的 不 包含 工 中 单 形 的 9 维 链 的 集合 , 它 是 C,(K) 的 
子 群 , 并 且 C,COO C,UOGOCOR — D) ,因此 有 

COR sh) =C CR CAD SCR L). 

这 个 同 构 表明 (天 ,二 ) 的 相对 链 实 质 上 是 对 应 于 天 
的 那些 不 包含 工 中 单 形 的 链 . 通过 定义 多 面体 偶 
(|K|, |L|) 的 同 伦 型 ,可 以 得 到 相对 同调 群 
HK, L) Æ & HEAK I |Z|) 的 同 伦 型 不 变量 
等 结论 . 类 似 地 ,可 定义 相对 上 同调 群 H'(K,L), 上 
面 定义 的 相对 (单纯 ) 同 调 群 五 ,( 天 ,二 ?也 可 称 为 相 
对 下 同调 群 . 

相对 上 同调 群 (relative cohomology groups) 
见 “ 相 对 单纯 同调 群 ”. 

相对 下 同调 群 (relative homology groups) Jil 
“相对 单纯 同调 群 ”. 

单纯 同调 序列 (simplicial homology sequence) 
同调 群 所 具有 的 一 种 性 质 . I CK D KAL 
的 各 种 同调 关系 表现 为 它们 的 同调 群 组 成 的 一 个 正 
合 的 序列 , 即 单纯 同调 序列 , 它 在 单纯 同调 论 中 有 很 
多 应 用 . RK DRE HF K 是 HRB E 
义 三 种 同 态 (为 方便 省 去 下 标 o: 

1. 包含 映射 i: | L [>| K | 诱导 出 同 态 

is; H,(L)— H,(K). 

2. 包含 映射 j:(|K|, 如 ) 一 (KK|,|L|) 诱 导出 
lA 7.:H,(K)>H,(K.L). 

3. KAA 0.:H,(K, L) >H, (L) ,其 定义 
Wik Z=24+C, (LIEZ,(K.L) BP eEC,(K), a 
EC， (L), z WHR ERKA Lz], aE Z- D, 
dz YE Ho GO PP B RIC A Loz], 

du] esses 
则 3. 是 一 个 同 态 , 称 为 (K, 工 ) 的 同调 联系 同 态 , 简 
同调 群 与 同 态 的 序列 ; 


代数 拓扑 学 


d ] a i, 
0H, (L)>H,(K)>H,(K,L)+H,_,(L)> 
?> i, Jj. LM x 

—>H,(L)>H,(K)>H,(K ,L)> H, (L)—--- 


A EDO EB USE) 0 

BRA RE AB CK ,二 ) 的 (单纯 ) 同 调 序列 (或 称 下 同调 
序列 ). 它 的 重要 特性 是 复 形 偶 ( 天 ,二 ) 的 同调 序列 是 
正 合 的 序列 . 类似 可 建立 复 形 偶 ( 天 ,Z) 的 上 同调 序 
列 , 它 也 是 正 合 的 序列 . 

下 同调 序列 (homolgy sequence) 
调 序 列 . 

上 同调 序列 (cohomology sequence) 
同调 序列 . 

同调 联系 同 访 (homology phism) 
调 序 列 ”. 

H 曲面 (closed surface) 一 类 重要 的 拓扑 空 
间 . 用 同调 理论 研究 曲面 ,可 以 完全 解决 闭 曲 面 的 拓 
Fh 4d 8 [a] el. AS 是 紧 致 的 连通 的 察 斯 多 夫 空 间 ， 
并 且 它 的 每 点 都 有 一 个 开 邻 域 同 胚 于 2 维 欧 氏 空间 
R, WER S 为 闭 曲 面 . 实际 上 , 闭 曲 面 就 是 紧 致 的 无 
边 的 连通 2 维 流 形 , 也 可 称 2 维 闭 流 形 . 根据 拉 多 
(Radó, T. ?的 结果 , 闭 曲面 是 可 训 分 的 .球面 、 环 面 、 
射影 平面 、. 克 莱 因 瓶 等 都 是 财 曲面 . 闭 曲面 是 否 能 定 
向 可 以 这 样 规 定 , 当 9 是 包含 有 默 比 乌 斯 带 的 财 曲 
面 时 , 称 为 不 能 定向 的 ;否则 称 为 能 定向 的 ,并 且 这 
种 规定 与 其 单纯 训 分 选取 无 关 . 反映 在 整 同调 群 上 ， 
当 S REE [S] BE H: CSO ZZ i2 S 不 能 定向 时 ,HH;(S) 
=0. 于 是 ,射影 平面 是 不 能 定向 的 , 环 面 是 能 定向 
的 . 

2 4E BIET (2-dimensional closed manifolds) 
见 “ 闭 曲面 ”. 

能 定向 闭 曲 面 (orientable closed surface) Jil 
"pH Rl TÉ]. 

不 能 定向 闭 曲 面 (nonorientable closed surf- 
ace) ” 见 “ 闭 曲面 ”. 

H A TEL AY [8] He y BE Chomeomorphic classifica- 
tion of closed surfaces) MJ gl ri f B8 [n] He Jt £1 8g ^r 
类 . FE (AY PH] Bb E D FS] PST. P 90 HH EL : 

1. BR S’. 

2. 球面 上 添加 m PS HAA, om 个 环 面 的 连通 
fll. 

3. KA ETE fi n TAA ER E n 个 默 比 马 斯 
带 , 即 球面 上 添加 x 个 交叉 帽 , 或 个 射影 平面 的 连 
通 和 . 同时 ,这 些 闭 曲面 中 的 任意 两 个 都 是 不 同 肛 
的 . 闭 曲面 的 拓扑 分 类 完全 可 由 同调 群 决 定 , 因 为 有 
结论 :两 个 闭 曲 面 S, 和 S, 同 胚 的 充分 必要 条 件 是 : 

1. 欧 拉 示 性 数 相等 , 即 X(S,) 二 XC(S;). 

2. 两 个 闭 曲面 S11 和 5S; 同时 是 能 定 回 的 ,或 同 
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见 “ 单 纯 同 


见 “ 单 纯 


见 “ 单 纯 同 
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时 是 不 能 定向 的 . BD 
AAS )=HAS,)=Z, 
或 H;,CGS))£xH4,C$,) —0, 
这 里 Z 为 整数 加 群 . 
布 劳 威 尔 度 (Brouwer’s degree) 亦 称 映射 度 
或 拓扑 度 . 对 一 类 连续 映射 的 一 种 刻画 . 对 n. 维 球面 
S" 到 自身 的 每 一 连续 映射 联系 一 个 整数 . 设 fir 
S (2 二 1) 是 连续 映射 ,( 开 ,Oo) 是 8 的 一 个 剖 分 , 同 
调 群 H,CS')ZEZ, 3X E Z 表示 整数 加 群 , 以 Lzj 记 同 
调 群 HK) WA RIC. A 
J=g' ° f ° p: |K|>|K|, 
则 有 整数 m 使 得 了 的 诱导 同 态 了,. Ce D =m ez], 
这 个 m FROM f 的 布 劳 威 尔 度 , 记 为 deg f. 映射 度 
deg f 5 S" 的 剖 分 (K,9) 和 五 ,(K) 的 生成 元 的 选取 
无 关 . 根据 诱导 同 态 的 性 质 , 可 得 到 下 述 结 论 :者 f. 
BS" > S" ARETE BEART , WU : 
1. Æ f=g, W] deg f=deg g. 
2. degCf » g)=deg f » deg g. 
3. 对 于 S" 上 的 恒 同 映射 1x, 有 deg 1" 王 1, 对 于 
"f (ABR AY c.S"—S",7H degc=0. 
根据 以 上 性 质 ,可 以 定义 对 应 
degs: [S", S] >Z, 
使 得 对 于 f£ 所 属 同 伦 类 [fj 规定 
degs ([/ D =deg f. 
根据 霍 普 夫 (Hopf,H. ) 的 度数 定理 ,deg: 是 一 一 对 
应 . 它 表明 S" 到 自身 的 连续 映射 从 同 伦 观点 看 由 其 
映射 度 惟一 决定 . 映射 度 理论 应 用 广泛 ,如 研究 球面 
上 癌 量 场 以 及 博 苏 克 -乌拉 姆 定理 等 . 关于 映射 度 还 
可 推广 到 能 定向 闭 假 流 形 以 及 其 他 领域 中 去 . 讨论 
n 维 球面 S” 到 自 号 连续 映射 的 同 伦 类 构成 的 集合 
LS",S"j], 是 映射 的 同 伦 分 类 问题 中 最 基本 的 内 容 ， 
并 且 很 多 几何 问题 的 解决 都 有 赖 于 对 这 个 集合 性 质 
的 了 解 . 研究 这 个 集合 结构 的 一 种 方法 ,就 是 对 每 个 
连续 映射 了 :S 一 9 联系 一 个 整数 , 即 所 谓 映射 度 ， 
它 是 由 布 劳 威 尔 (Brouwer,L.E.J. ) 首 先 提出 的 . 
拓扑 度 (topological degree) ”有 即 “ 布 劳 威 尔 
度 ”. 
PRAT BE degree of map) DARRERE” 
Xf AR SF Cantipodal map) 一 种 特殊 的 上 映射. 
i S" An 维 球面 ,z 王 (ziyzz，… ,T+1) 为 球面 上 任 
意 一 点 ,映射 +:S" 一 S" 定义 为 r(xz) 二 一 x, 称 为 对 
(EM S BRE S'S 定义 为 
rr) Gum — Ti Bua) 
称 为 关于 第 :个 坐标 平面 的 反射 .2 维 球面 S$” 上 的 
点 与 一 x 称 为 一 对 对 径 点 .上 面 的 定义 可 以 推广 
到 十 1 维 欧 氏 空间 R" B x. 关于 反射 7 的 映射 
RE degri= —1, 48 BRAT r 的 映射 度 
676 


deg 7 一 (一 1) 

保 径 映射 (antipodal preserving map) 一 种 特 
FR BJ ER BT. Ep S" DJ n BERRI S / 15 5" 是 保持 对 径 
点 不 变 的 连续 映射 , 即 对 于 S" 上 的 任意 点 工 有 

fa) Jo) 
则 称 f 为 保 径 映射 . 这 个 定义 还 可 推广 到 维 欧 氏 
空间 中 去 . 有 关 保 径 映 射 的 重要 定理 是 :看 /3 一 
S" 是 保 径 映射 , 则 f 的 映射 度 是 奇数 . 

博 苏 克 - 乌 拉 姆 定理 (Borsuk-Ulam theorem) 
关于 球面 的 连续 映射 的 一 个 重要 性 质 . 定理 断言 :从 
n ÈRE S” Bl) n 维 欧 氏 空间 R” 的 任何 连续 映射 f: 
S'—R" 都 可 将 S” 的 一 对 对 径 点 映 为 R" 中 同一 点 ， 
即 存在 Xo 和 — xo 使 得 Tea =S C=) 由 此 可 知 
BRIS" AN BY RA BR" 中 , 即 S 5E R 的 任何 子 集 不 
HE. 该 定理 还 可 写成 下 列 等 价 形式 : 

1. 不 存在 保 径 映射 S:S S| RAZA f: 
S"—S" 为 保 径 映射 , 则 m<n. 

2. g:S">R" 是 保 径 映射 , 则 必 存 在 n 维 球面 
S" 上 的 点 zo 使 得 g(xo)==0. 

T F ARAH A E (Brouwer fixed point 
theorem) 利用 同调 理论 研究 不 动 点 的 定理 . 该 定 
理 断 言 :任何 ” 维 实心 球 D" 到 自身 的 连续 映射 三 
D'—D' 至 少 存在 一 个 不 动 点 , 即 至 少 有 一 点 zxE 
D" ,使 得 f(z) =z. 

弱 同 调 群 (weak homology groups) 同调 群 的 
一 种 弱化 . 设 天 是 复 形 ,z 和 x 为 的 两 个 闭 链 , 寿 
存在 非 零 整数 m 使 得 m G — 2/0 IAF 0, 则 称 > 和 
z' 弱 同 调 . 同调 的 两 个 财 链 一 定 是 弱 同 调 的 . 财 链 群 
Z, (天 ) 中 同调 于 0 的 元 素 组 成 边缘 链 群 BK). m 
弱 同 调 于 0 的 全 体 元 素 就 是 B,C(K) 在 2Z,(K) 中 的 除 
闭 包 B,(K), 称 为 gq 维 弱 边缘 链 群 . 商 群 

Z,(K)/B,(K) 
BARI K 的 g 维 弱 同 调 群 , 记 为 已 ,(K). 根 据 群 
论 知 识 , 可 知 妃 ,( 天 ) 是 一 个 有 限 维 自由 交换 群 . 这 
为 引入 自由 交换 群 自 同 态 的 迹 数 创造 了 条 件 . 

弱 同 调 (weak homology) 见 “ 弱 同调 群 ” 

莱 夫 谢 茨 数 (Lefschetz number) 对 多 面体 到 
自身 的 连续 映射 的 一 种 刻画 . 为 叙述 莱 夫 谢 次 不 动 
S PEINE ES PEE 车 有 限 维 自 由 交换 群 G 
的 自 同 态 f:G 一 G,G 的 一 组 基 为 

A 


则 有 
f Gi) = bj 


其 中 A— (a) E m MERGER MDE 4 的 对 角 线 上 
元 素 的 和 


m 
^ 
a nu 
i=] 


PRA ALIA f 的 迹 数 , 记 为 Tr(f,G). 对 于 弱 同 调 
群 , 连 续 映射 的 诱导 同 态 性 质 仍 然 成 立 . B x6 K 与 
是 两 个 复 形 ,对 于 任意 连续 映射 8: |K| 一 I|L|, 有 
非 负 整数 m 使 得 p: |Sd“K| 一 || 具有 星 形 性 质 ， 
Ff A 太 Sd“ 天 一 二 是 2 的 一 个 单纯 逼近 , 则 弱 同 调 
群 之 间 的 同 态 为 

f, ° Sd: H,(K)>H,(L) QEZ), 
它 不 依赖 于 重 分 次 数 m A ae f 的 选取 ,由 9 
惟一 决定 , 记 为 

wae Sd xou uv. 

因为 弱 同 调 群 是 有 限 维 自由 交换 群 , 所 以 , 硅 o dn 
维 复 形 天 的 多 面体 到 自身 的 一 个 连续 映射 , 则 9 的 
莱 夫 谢 获 数 苑 (内 定 义 为 


n 


L(g) = »C 1)'Tr@. »H,(K)). 


4 2 取 作 | 天 | 上 的 恒 同 映射 1ixj 时 ,ZLxl) 等 于 欧 
拉 示 性 数 X CR. 

B [B AS AY i (trace of autohomomorphism) 
见 “ 莱 夫 谢 茨 数 ” 

莱 夫 谢 茨 不 动 点 定理 (Lefschetz fixed point 
theorem ) 
的 多 面体 | 天 | 到 自身 的 连续 映射 p: |K | | K | BSR 
XM SX LOG) 750, M 9 至少 有 一 个 不 动 点 .注意 ， 
LOFO 是 2 有 不 动 点 的 充分 条 件 , 但 非 必 要 条 件 . 

FAV (singular homology) 一 种 同调 群 . 
若 A 为 标准 q 维 单 形 ,X 为 拓扑 空间 ,g 为 非 负 整 
数 , 则 连续 映射 oA X FER X 的 g 维 奇 异 单 形 ， 
所 有 9 维 奇 异 单 形 集合 记 为 S,(X), 而 所 有 奇异 单 
形 集合 称 为 X 的 奇异 复 形 . 对 于 映射 cS XZ, 
若 c, 仅 在 $,(X) 中 有 限 个 奇异 单 形 上 取 非 零 值 , 则 
称 为 X 的 一 条 q 维 奇异 链 , 用 线性 组 合 形式 记 为 

c, 一 >8i0 (6 € SX). g EZ), 


其 中 只 有 有 限 个 e; 非 零 . 然后 对 于 任意 两 个 q 维 奇 
异 链 c, 和 d, 定义 加 法 

(c, + di) Co) = cC20) + dCo), 
则 XX 的 全 体 g 维 奇异 链 构 成 一 个 交换 群 , 称 为 区 的 
q 维 奇 异 链 群 , 记 为 C,(X). 当 <0 时 ,规定 C, CX) 
=0. H FHF) a X 的 9g HA HEH o, EM 
cO A+ XH 

6 CA Apis EA, oa 3 

= TCAs Ay nA 0X ALD 

则 o" FR o 的 第 :个 面 , 记 
3,0 = 5 (= 199, 


称 为 q 维 奇 异 单 形 v 的 边缘 . 若 
ES 2 8/6, € CX), 


布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 推广 . 若 复 形 K 


AE NE NEM 


id 9,c,— 218599950 JU FEAL AS 2,:C, OO C, OD, 
它 满足 3, 93,4 0. FR 7J a 维 奇 异 边 缘 同 态 算 子 . 
把 C,(X) 的 子 群 Z,(X) 二 ker9, 与 B,(X) 二 Im9,41 分 
AERIS X HJ ¢ 维 奇 异 闭 链 群 与 9g 维 奇异 边缘 链 群 ， 
# H B,(X)C2Z,(X), 商 群 
CY GED 
PR X 的 ca 维 奇异 同调 群 . 若 X 为 道路 连通 空间 ， 
则 A X)=Z. 设 连续 映射 f:X 一 了 , 则 有 诱导 同 态 
fı: HI XO > H,O) QEZ). 
于 是 ,奇异 同调 群 具 有 拓扑 不 变性 、 同 伦 型 不 变性 . 
奇异 同调 论 和 单纯 同调 论 的 联系 还 体现 在 下 列 结 
iE :对 于 复 形 天 的 多 面体 | 天 |, 它 的 奇异 同调 群 与 
单纯 同调 群 同 构 , 即 (KOSH, C/K D (4€ 2. E 
奇异 同调 论 中 有 另 一 种 重要 应 用 的 同调 序列 ,通常 
称 为 迈 尔 - 菲 托 里 斯 序列 , 它 也 是 正 合 的 同调 序列 . 

单纯 同调 理论 是 借助 于 可 剖 分 空间 的 单纯 复 形 
结构 建立 起 来 的 , 它 仅 适 用 于 可 前 分 空间 ,已 有 很 多 
方法 把 这 一 理论 推广 使 之 适用 于 更 广泛 的 一 类 空 
[8] ,从 而 得 到 各 种 同调 理论 . 其 中 常用 的 是 奇异 同调 
理论 , 它 可 适用 于 任何 拓扑 空间 , 它 是 以 称 为 奇异 单 
形 的 标准 单 形 到 拓扑 空间 的 连续 映射 代替 单 形 , 进 
一 步 采 用 类 似 方 法 定义 奇异 链 群 .奇异 边缘 同 态 算 
子 、 奇 异同 调 群 .相对 奇异 同调 群 . 奇 异同 调 序 列 以 
及 奇异 上 同调 群 等 概念 

奇异 单 形 (singular simplex) WMA F pha”. 

育 异 复 形 (singular complex) “AFH”. 

BRP (singular chain) 见 “ 奇 异同 调 ” 

奇异 链 群 人 (group of singular chain) “7 
同调 ” 

奇异 边缘 链 群 (group of singular boundary 
chain) 见 “ 奇 异同 调 ” 

育 异 同调 群 (singular homology groups) JL 
“奇异 同调 ” 

链 复 形 (chain complex) 一 种 抽象 的 复 形 . 设 
{Cs)sez 是 一 族 交 换 群 和 满足 Qe dime 的 一 族 同 
AS (19, :C, C, a uez WE MTA JL] C= (C, ,9,),ez 
称 为 一 个 链 复 形 . 同 态 32 称 为 链 复 形 的 边缘 算 子 , 群 
C, 及 其 子 群 

Z,(C)—ker3,, 有 BC) 一 Im 4,3; 
分 别称 为 链 复 形 C 的 9 维 链 群 及 q 维 闭 链 群 ,9 维 
边缘 链 群 , 商 群 HCC) =Z, (C/B, C GE ZION 
链 复 形 C 的 9 维 同调 群 . 类 似 地 可 定义 和 讨论 与 链 
复 形 有 关 的 链 映 射 、 链 同 伦 以 及 链 复 形 的 同调 序列 
等 同调 理论 . 

从 单纯 同调 群 和 奇异 同调 群 的 理论 可 看 出 这 些 
对 象 有 许多 共同 特征 . 比如 它们 都 有 一 系列 交换 群 ， 
以 及 满足 3, * 3,0 的 一 系列 边缘 同 态 算 子 .为 了 
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深 入 人 研究 同调 理论 ,有 必要 抽象 出 这 些 代 数 的 概念 . 

链 复 形 的 边缘 算 子 (boundary operator of chain 
complex) 见 “ 链 复 形 ?”. 

H S ERI q SESE BH (group of q-chain of chain 
complex)  DLl'"£5t JE". 

SE SAR q EB St group of g-cycles of 
chain complex)  DLi"5E4g JE". 

$e f TZ RJ q 维 边缘 链 群 (group of boundary q- 
chain of chain complex)  UL"5t JE". 

$i f£ TJ BJ [s US 8t (q-homology group of 
chain complex)  BDLi^B5E JE". 

相对 奇异 同调 群 (relative singular homology 
group) 亦 称 空间 偶 的 奇异 同调 群 . 一 种 空间 偶 同 
调 群 . 若 X 为 拓扑 空间 ,4 d X 的 子 空间 , 则 存在 A 
的 g 维 奇 异 链 群 C,(4) 到 X 的 g 维 奇 异 链 群 C,(CX ) 
的 包含 映射 C,(4) 一 C,(X). 相对 奇异 链 群 定义 为 

C,CX,A) —C,CX)0/C,CA), 
并 且 边 缘 算 子 9,10, 0X0 >C OO He Hh FB MT AER 
链 群 之 间 的 边缘 同 态 
DiC Neth) rp OP D 
于 是 ,交换 群 与 同 态 的 族 {C,(X,4),avloEZ} 构 成 
一 个 链 复 形 . 该 链 复 形 的 同调 群 称 为 空间 偶 (X,4) 
的 奇异 同调 群 ,又 称 为 和 对 4 的 相对 奇异 同调 群 ， 
iW HOC AD. FOX A0 (Y BED Ji E E B 
同 态 f# CXC, HER Fog 维 奇异 单 形 T: 
A,— X 有 
fa O» —f Ti A UE. 

A TI s e HE a E Val BE [ia] B5) [8] AS 

Ji HEXA) =H OB) QUEZ. 

空间 侦 的 奇异 同调 群 人 singular homology 
groups of pair) 见 “ 相 对 奇异 同调 群 ” 

迈 尔 - 菲 托 里 斯 序列 (Mayer-Vietoris sequence? 
一 个 重要 的 正 合 序列 . 它 
是 反映 两 个 空间 以 及 它们 
的 并 与 交 的 奇异 同调 之 间 | e 
关系 的 正 合 序列 , 它 是 计 
算 同调 群 的 有 效 工具 . 若 x 
CX X5) 是 切除 对 , 则 存 
在 正 合 序列 


THX, (XO EELUCOGHAX 


XX, ——— X, 


"He USC GL Che ere 

JE Ab o. 5j p. SPRITE MA 

Q (n) Esc Aa gas 

d.Cri»132— b. Gr +1. x92, 
其 中 映射 1,j,& 与 / 均 是 包含 映射 . 这 个 正 合 序列 称 
为 切除 对 {X1,X;}) 的 迈 尔 - 菲 托 里 斯 序列 . 对 于 空间 
偶 的 切除 对 {(X1,A1),(X,,A;)}) ,存在 一 正 合 序列 
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sec ECT N X, Ai N AD 


"5 HQOGLAD QOO HOC, AD 


g. 
— CX. U X,,A,U A2 


— H,_,CX, (|l XoA[( Az) 775, 
它 称 为 切除 对 {(X AL)» OX? 40) BB FB TOK -JE 
托 里 斯 序列 . 
相对 迈 尔 - 菲 托 里 斯 序列 (relative Mayer-Vi- 
etoris sequence) 见 “ 迈 尔 - 菲 托 里 斯 序列 ” 
切除 对 (excisive couple) 同调 群 的 一 个 重要 
性 质 . 设 X 与 X. 都 是 某 拓扑 空间 的 子 空间 ， 
C(X,) CCX) sl CCX, UX,) 4} Bl Ro ZR B] X, X: 
GX UX, 的 奇异 链 复 形 o6 BL BUT 
COX D ECOL) —CCX X9 
15 See E IRA BF IRI B9 I8] EJ o DU ER X XL 29 UJ 
除 对 . 此 处 链 复 形 CC(X1) 十 CC(X,) 的 q 维 链 群 是 
人 RSS 
q 维 边缘 算 子 是 CCXi) 与 COXORBS q 维 边缘 算 子 之 
和 . x FS TB] CX, A0 OX, AD BAX X0 8 


; {41,4;,}) 都 是 切除 对 , 则 称 { CX,» AL) ，;《 义 ，,，A,)} 是 切 


除 对 . {Xi ,XX,} 是 切除 对 的 充分 必要 条 件 是 ,包含 映 
5] 
(XiX: N X) > CX, U XX» 
诱导 出 各 维 奇异 同调 群 之 间 的 同 构 . 看 
Ki AX. = Intx yx X, J Intx ux, X;, 
WW X: X) 是 切除 对 . 
同调 公理 (the axioms for homology) 一 组 刻 
画 同 调 群 性 质 的 公理 . 设 o 是 拓扑 空间 侦 (X,A) 
的 类 . a: 
1. (X,4) 属 于 © Zi ER CX XO. (X, Ø), CA, 
A) CA, DORAT -ez 
2. (X, ARF ov. ZR CX X ILAXUDJRCT. Z, 
此 处 了 是 单位 区 间 ; | 
3. 存在 单 点 集 卫 ,使 得 (了 ,他 ) 属 于 -< 
则 称 -ez 是 空间 的 容许 类 . 
KY 是 空间 的 容许 类 ,x 上 的 同调 理论 由 以 
下 条 件 组 成 : 
1. 对 于 每 个 整数 p AT RRM A, 将 -x 中 每 
个 空间 偶 4X , AD BR — I AGAR EE H,(X ,A). 
2. 对 于 每 个 整数 p, 有 一 个 函数 将 每 个 连续 映 
射 h:(X,A) 一 (Y,B) 映 为 同 态 
(hesse H,CX,A4) — A,B). 
3. 对 于 每 个 整数 p, 有 一 个 函数 将 -x 中 每 个 
75 [R] f CX ,A4) 映 为 一 个 同 态 
(du) i AER Sul) TA 
此 处 4 表示 空间 偶 (4 ,名 ). 要 求 这 些 函 数 满足 下 述 
七 条 公理 : 


1.45 i dé Ta e] RCNH S DU] i, 是 恒 同 映射 . 

2. (ke h) , =x chy. 

3.4; IX, A0 (Y DRE 
交换 : 


续 映 射 , 则 下 图 可 


H(X, A — H,(Y,B) 


ay ^ 
Y 


GIA. 
Hisce H, (B) 


4.( 正 合 公理 ) 群 与 同 态 的 序列 
e— HOD > H, (X) HOCLA) 


fH. Sud 
是 正 合 序列 ,此 处 :4 一 与 J:X 一 (X,4) 均 是 包 
BRAY. 
5.〈 同 伦 公 理 ) 奋 疡 与 & 是 同 伦 的 映射 , 则 
h, =k, 
6.〈 切 除 公 理 ) 对 于 空 ; 间 偶 (X， A), WUHX BE 
开 子 集 ,VSEInt 4A, 若 (X 一 U ,A 一 U0) 是 容许 的 ( 即 在 
Z 中 ), 则 包含 映射 (X 一 U ,A 一 U) 一 (X,A) 诱 导 
出 同 构 HH,(X 一 U ,A 一 U) 一 H,(X ,A). 
7. FER ZA HDG P 是 单 点 空间 , 则 对 于 整数 p 
z0.H,(P)—0 与 Ho(P)SZ. 
除了 满足 公理 1 一 7 外 ,还 满足 下 列 公理 8 的 同 
调理 论 称 为 具有 紧 文 集 的 . 
8.〈 紧 文集 公理 ) 若 a€ H,CX A0, Wl fefe d VE 
AY Zs [RBS CX o Ao) ,使 得 Xo 与 Ay 都 是 紧 致 空间 ,并 
且 a 是 由 包含 映射 诱导 出 同 态 HH,(Xo,Ao) 一 
H,COX AWK. 
此 处 ,和 若 将 上 述 维 数 公 理 改 为 H, POSG, RB 
G 是 任意 交换 群 , 则 所 得 同调 理论 称 为 系数 在 G 中 
的 同调 理论 . 若 一 种 同调 理论 满足 除 维 数 公理 以 外 
的 所 有 同调 公理 , 则 称 之 为 广义 同调 理论 . 注意 : 
1. 空间 偶 (4 ,名 ) 常 记 为 A. 
2. 上 述 公 理 中 的 群 同 态 均 省 略 了 维 数 下 标 . 
3. 上 述 公 理 中 涉及 的 空间 偶 均 是 容许 的 空 
偶 , 即 是 o 中 的 空间 偶 ， 
同调 公理 是 艾 伦 伯 格 (Eilenberg,S. ) 和 斯 廷 罗 
## (Steenrod, N. E. ) 于 1945 年 提出 的 , 它 概括 了 单 
纯 同 调 .奇异 同调 及 其 他 一 些 同 调理 论 的 最 基本 共 
同 特征 . 
广义 同调 理论 (generalized homology theory ) 
见 “ 同 调 公 理 ”. 


胞 腔 复 形 (cell complex) 拓扑 空间 的 一 种 剂 
分 法 . —À sj], 
K = {ejn = 0,1,2, r;e € J, x 


^ X 的 子 空 其 中 J, 为 标号 集合 


OS dh dM 学 


= {elr Sna E J,}, 
|K” | = U eas e = er (| LAO | 


< 如 ,GE J, 


o 


称 天 为 X 上 的 胞 腔 复 形 , 知 天 满足 下 列 条 件 : 
1l.X—Ue- IK]. 


2. e" N e T C ERR a— B, mn. 
3. 对 于 任意 一 对 a,n, 存 在 映射 
g: (D',S" ) 一 GRAF 


使 得 g 为 满 射 并 且 将 D" — S"! FS] EE Hh B e *, 其 中 
D" H n 维 欧 氏 空间 R" 中 单位 球体 ,S$” 为 D 的 边 
界 球面 . 

ix BEER K Æ X 的 一 个 胞 腔 剖 分 ,e? FROM n HERR 
腔 ,g 称 为 示 性 映射 . 对 于 胞 腔 o BLE 

e INF, 
WE ez Ae 的 一 个 直接 面 . 对 于 胞 腔 es 5 Ae 
在 一 个 有 限 个 胞 腔 的 序列 
eg = ego, egi, 
使 得 er Fe e8 和 5 的 一 个 直接 面 ( 一 0,1,， 5— 1), Il 
Ree te 的 一 个 面 .例如 ,在 n HERA S 中 , 任 取 
—R PES, É &={P},e7=S", Mil {e°,e"} FES” 上 的 
一 个 胞 腔 剖 分 . 同一 一 个 空间 可 以 有 不 同 的 胞 腔 剖 分 

一 般 地 , 胞 腔 前 分 比 单 纯 剖 分 所 含 胞 腔 数 目 可 以 少 
得 多 ,这 是 胞 腔 齐 分 的 一 大 优点 . 

Réel AS 2) 4} (cellular decomposition? 
AE". 

n B&BS (n-cell) M RRB”. 

7R ME BR BY (characteristic map) 
Jp”: 

CW 复 形 (CW-complex) 一 类 重要 的 拓扑 空 
[B]. i K—(ez|n—0.1.2,:,;a€ J, | JÉ BENT AIR AS 
间 XX 上 的 一 个 胞 腔 复 形 . AK 满足 下 列 条 件 : 

AR fr C: K 是 闭 包 有 限 的 , 即 K 的 每 一 个 胞 腔 
只 有 有 限 个 (直接 ) 面 ; 

条 件 W:X 有 由 K 诱导 的 弱 拓扑 , 即 X 的 子 集 
E 为 财 集 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 半 与 w, 五 站 ex 是 es 中 
的 闭 集 , 则 称 天 为 X 上 的 CW 复 形 . 例 如 ,一 个 单 
纯 复 形 天 是 它 的 多 面体 | 天 |( 即 天 的 基础 空 Ee 
的 CW EE. 

CW 复 形 的 同调 (the homology of CW-com- 


m on 
s €g* = Eas 


见 “ 胞 腔 


见 “ 胞 腔 复 


plexes) Phi 3 间 的 同调 群 . 设 
K= (&|n = 0,1,2,°,a € J,} 
是 空间 X 上 的 ee 
di Wie 


= D,(X) =H, CX", XT 10,9,: D(X) D, (X) 
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义 为 复合 
(2,) J 
HOP ,XC) > Hy (XH, (X01, X74), 
此 处 ;:X* > CX X" ) 是 包含 映射 , 则 
(X) = (D,GOD,8,lq € Z) 

是 链 复 形 , 称 为 X 的 胞 腔 链 复 形 .拓扑 空间 X 的 胞 
腔 链 复 形 的 同调 群 瑟 ,( 儿 (X)) 与 XX 的 奇异 同调 群 
H, (X) Æ B AA F H K. 

[s] WA i> 7& "EIS (the universal coefficients 
theorem for homology) ”阐明 一 般 系 数 群 的 同调 群 
与 整 系数 同调 群 之 间 关 系 的 定理 . P C — (C3) E 
链 复 形 ,G 是 任意 交换 群 , 则 有 

C&G = (C, 69 Gd, & 16) 
是 链 复 形 ,其 中 COG 是 交换 群 C, 与 G 的 张 量 积 ， 
ly 表示 G 上 的 恒 同 映射 , 链 复 形 COG 的 q 维 同调 
群 称 为 C 的 系数 在 G 中 的 g 维 同调 群 , 记 为 

H,(C;G). 
设 (X,4) 是 空间 偶 ,C 是 任意 交换 群 ,(X,4) 的 奇异 
链 复 形 C(X,4) 的 系数 在 C 中 的 g 维 同调 群 称 为 
(X,4) 的 系数 在 G 中 的 4 维 奇异 同调 群 , 记 为 
H,(X,A;G). 

于 是 ,系数 在 任意 交换 群 C 中 的 奇异 同调 满足 系数 
在 G 中 的 同调 论 的 所 有 公理 . 若 (X,4) 是 空间 偶 ， 
则 存在 分 裂 的 正 合 序列 

0 +H, (X,A)QG>H,(X5A;3G) 

GB OCA CO 

它 对 于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 ,其 中 ， 
H,-\(X,A) * G 表示 交换 群 A,X ASCH 
AR. 该 定理 称 为 同调 泛 系 数 定 理 . 

艾 伦 伯 格 - 齐 贝 尔 定 理 (Eilenberg-Zilber theo- 
rem) 关于 积 空间 的 奇异 同调 群 的 定理 . 该 定理 断 
:对 于 拓扑 空间 和 与 了 ,存在 链 映射 

COD & CODSCQOC XY), 


K BH CODC9CQO S S $E RE COD 5S CMH 
张 量 积 ,w SY BABE. 它们 对 于 由 连续 映射 
诱导 的 链 映射 是 自然 的 . 于 是 , 积 空间 XXY 的 各 维 
数 的 奇异 同调 群 HX XY) SRB COOG9COOD 
的 相应 同调 群 H (CCX) 69C YD Re s] FA] B. 它 表 明 
两 个 拓扑 空间 X 5; Y 的 积 空 间 X XY 的 奇异 同调 
群 可 以 利用 奇异 链 复 形 的 张 量 积 来 计算 . 
be ETB (Ktinneth theorem) 描述 两 个 拓扑 
空间 的 积 空 间 的 奇异 同调 群 与 每 个 因子 空间 奇异 同 
调 群 之 间 关 系 的 定理 . 该 定理 断言 :对 于 拓扑 空间 X 
与 Y, 存 在 一 个 分 裂 的 正 合 序 列 : 
0—>@D,r,nH,(XIOH, (YI>H,(XXY) 
—GD, iu nH, 1(X)* H,(Y)—>0, 
它 对 于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 . 这 里 中 ,的 
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E x 分 别 表示 交换 群 的 直 和 、 张 量 积 和 挠 积 运算 ， 
上 同调 公理 (the axioms for cohomology) 一 
组 刻画 上 同调 性 质 的 公理 . 设 o FE 8 Bf CX. AD 
的 容许 类 ,G 是 交换 群 . v 上 的 系数 在 G 中 的 上 同 
调理 论 由 以 下 条 件 组 成 : 
1. 对 于 每 个 整数 p, 有 一 个 函数 H 将 -x 中 每 
个 空间 偶 (X ,4) 映 为 一 个 交换 群 H^ CX A56). 
2. 对 于 每 个 整数 p, 有 一 个 函数 将 每 个 连续 映 
射 h:( 叉 ,4A4) 一 (Y,B) 映 为 同 态 
(h*),; H*(Y,B4,G) > H*(X,A,0G). 
3. 对 于 每 个 整数 p, 有 一 个 函数 将 o. 中 的 每 
个 空间 偶 (X,4) 映 为 同 态 
(0* ),; 石和 (43C) > H*(X,A;6). 
TRAE PROC A P XR AR IHE: 
1. 4 i 是 恒 同 映射 , 则 i* 是 恒 同 映射 . 
2. (k ° A)' =h* ok", 
3. Xp AMX 40 (Y , B) fé 3E SE p , Wu] FF] mg 
交换 ， 


H*CX, A;G) f HY, BG) 
5? i 
f| A 
H kA os A gre igo 


4. 群 与 同 态 的 序列 
E TPG E EE 


H*OGA16)—H*- (4G) 
是 正 合 序列 ,此 处 :与 7 都 是 包含 映射 . 

5. E h 5 k ERER, Du A" =k". 

6. 对 于 空间 偶 (X,4), 设 U J& X 的 开 子 集 ,U 
CIntA, 6; CX —U, A— UO f ZR VE B) Was REST. j 
诱导 出 上 同调 的 同 构 

HX —U,A —U;G)£HP°C(X,A;G). 

7.4 P 是 单 点 空间 , 则 对 于 pO, 

H*(P;G)=0, H°(P;G)=G. 

注意 : 

1. lB) (A, OD) RIDA A. 

2. 上 述 公 理 中 的 群 同 态 均 省 略 了 维 数 下 标 . 

3. 上 述 公 理 中 涉及 的 空间 偶 均 指 容 许 的 空间 
偶 , 即 .zx 中 的 空间 偶 . 

芯 伦 伯 格 -斯 迁 罗 德 公理 (Eilenberg-Steenrod 
同调 公理 与 上 同调 公理 统称 为 艾 伦 伯 格 - 
斯 廷 罗 德 公理 (参见 “同调 公理 ”和 “上 同调 公理 ”). 

奇异 上 同调 (singular cohomology) 一 种 上 同 
al BE. We CX. A) Ji zs da] f. C 是 任意 交换 群 . 记 
C(X,A) 表 示 (X,4) 的 奇异 链 复 形 . 定义 (X,4) 的 


axioms ) 


系数 在 G 中 的 g HESSE LH 
CX,A;G) = Hom(C,(X,A),G), 
这 里 Hom(C,(X ,4A),G) 表 示 群 C,CX ,4) 到 CC 的 全 
体 同 态 之 集 , 它 依照 以 G 中 诱导 的 二 元 运算 成 为 一 
个 交换 群 ;上 边缘 算 子 
0; C*(A;G) — CTI(X,A;G) 
定义 为 CCX,4) 中 边缘 算 子 的 对 偶 . 即 对 于 
cc C*(A;G), CL 一 Cr。0 
于 是 ,{C"(X,A;G),61q€Z} 是 一 个 链 复 形 , 其 4 HE 
同调 群 称 为 (X,4) 的 系数 在 C 中 的 9 维 奇 异 上 同 
调 群 , 记 为 HX, AG). 系数 在 交换 群 C 中 的 奇异 
上 同调 满足 系数 在 交换 群 G 中 的 上 同调 理论 的 所 
有 公理 .与 奇异 同调 理论 类 似 , 奇 异 上 同调 理论 也 是 
将 每 个 拓扑 空间 ( 偶 ) 联 系 上 一 系列 交换 群 , 称 为 上 
同调 群 . 从 纯 代 数 观 点 看 , 它 的 引入 似乎 更 为 自然 . 
上 同调 理论 可 用 于 研究 流 形 上 的 微分 形式 . 此 外 , 当 
系数 群 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 时 ,上 同调 群 上 有 
一 种 自然 的 环 结 构 , 即 上 同调 环 ,这 是 同调 群 上 所 没 
有 的 . 
奇异 上 同调 群 (singular cohomology group) 
见 “ 奇 异 上 同调 ” 
CW 复 形 的 上 同调 (the cohomology of CW- 
特殊 空间 的 上 同调 群 . E 
K = (ein = 0,1,2,°3a € J,} 
是 空间 X EB CW RBA XE X 的 胞 腔 链 复 
形 , 则 对 于 任意 交换 群 C 及 每 个 整数 p, BEL 
DX) WAS CPR) p EAR HCX); 
C) 与 X 的 系数 在 G 中 的 p SES se EIA VA HCX; 
G) 是 同 构 的 . 
(cup product) 
是 标准 q 单 形 ,映射 
l(6,546: Se AP Ae, 


(xo ,XI $1 Tp) Ir, 921 ,***421,,0,0,**,0)0; 


2 个 


complexes) 


上 同调 群 中 的 乘法 . RA’ 


(Ee res gts 85442 : "AS = JA 


(Tosti ,Ty ) (0, e0, Zot 3555 


p^ 
it X EHEN, R 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 
CX; RRT X 的 系数 在 尺 中 的 之 维 奇异 上 链 群 ， 
MF 68 € CX; Rc, ECX), (c^ 50, RIS. e^ 作用 
ftc, EWE. AS 

v. C'(X,R) X ŒX; R) > CH(X;R), 
使 得 对 于 CC € C^OX; ROC € COXSROR ER pq 
单 形 T,A?*"’—»X , 
(c? w cT) =e? ,T o £C8, 7 ,6,)) 
© (G,T * [(6,,8, 44. *** 854422, 

EE c^ —c RALE e 5j c 的 上 积 .于 是 ,上 链 的 
上 积 诱导 出 映射 


ROS th 学 


~ : H°(X;R) X H*'(CX;R) > H"'*CX,R), 
它 是 双 线 性 的 与 结合 的 . X Fe EHX; RD) IE 
H*OX;RO,z^ 一 z? WR z* Eit EB. A h: XY 
是 连续 映射 , 则 由 及 诱导 的 同 态 
h*; H'(Y;R) > H*'CX;,R) 
是 保 上 积 的 . 

上 同调 环 (cohomology ring) H* (X;R)_ERY 
一 种 环 结构 . 设 XX 是 拓扑 空间 ,R 是 有 单位 元 的 交 
换 环 . H* (X;R) ARS AB MOA'CX;R). 于 是 ,上 
积 运算 使 得 态 "(X;R) 成 为 有 单位 元 的 环 , 称 为 X 
的 系数 在 R 中 的 上 同调 环 . 连续 映射 诱导 出 上 同调 
环 的 同 态 ; 上 同调 环 是 拓扑 空间 的 同 伦 型 不 变量 ; 当 
两 个 拓扑 空间 的 各 个 维 数 的 上 同调 群 分 别 同 构 时 ， 
其 上 同调 环 未 必 同 构 . 因 此 ,利用 上 同调 环 判 定 两 个 
拓扑 空间 是 否 同 豚 会 比 上 同调 群 更 为 有 效 . 

Efi FB he universal coefficients 
theorem for cohomology) ”描述 一 般 系 数 的 奇异 上 
同调 与 奇异 同调 之 间 关 系 的 定理 . CX AD RE FR] 
偶 , 则 存在 分 裂 的 正 合 序列 

0<—Hom(H,(X,A),G)—H’(X,A;G) 
—Ext(H,_,(X,A),G)<0, 
它 对 于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 . 此 外 ,关于 
奇异 同调 与 奇异 上 同调 ,还 有 其 他 泛 系 数 定理 ,陈述 
如 下 : 设 (X ,4) 是 空间 偶 , 符 对 于 每 个 整数 AX, 
4) 是 有 限 生成 的 交换 群 , 则 存在 分 裂 的 正 合 序列 
0--Hom CH^CX , A) ,G) -- H,CX , A16) 
«Ext H?*! (X ,A),G)-—0 
各 | 
0 H?C(X,A) 69 G — H?CX,A,;G) 
— H*' (X,A) *G—0, 
它们 对 于 由 连续 映射 诱导 的 同 态 是 自然 的 ,其 中 ,x 
表示 交换 群 的 挠 积 运算 ,Ext 表示 扩张 群 。 

+ fal J X #8 (cohomology cross product) 一 
种 特殊 运算 . 即 描述 两 个 空间 的 乘积 空间 的 上 同调 
环 与 每 个 因子 空间 的 上 同调 环 之 间 关 系 的 运算 . 设 
R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,C 与 C 分 别 是 空间 和 和 了 
的 奇异 链 复 形 . BUNT 
0. C'CX, R) 69 C' (Y ; R) > Hom((C C9 CO, LR) 
使 得 对 于 PCY € C CX  ROGOC* CY R) cQ € 
(CHOC) pro PRY) Cc, Oc =P Ce.) ° Pei) WM 
处 规定 当 pAr 5 gFs B (00 0 5 Pc —0, 
id Y¥:Hom((CHC") ,,,, RICH CX XY R) MBE 
伦 伯 格 齐 贝尔 链 等 价 

Ye COX KY) CC OCW) 
的 对 偶 , 则 奇异 链 PE COCKS ROS CHEC YS ROW 
又 积 定义 为 cz:Xc —Y0G^ Oc). 于 是 ,上 链 的 又 积 
诱导 出 同 态 : 
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H?(X;R) O H'O; R) > H***(X X YR), 
91 zy en 955 
PR zX zp A zo I WMA. (2,36 {2}. 
WX SY RATA. AX MES M yg 
RF 鼠 ;(X) 都 是 有 限 生 成 的 交换 群 , 则 上 同调 又 积 给 
HR Bem H O0GH'O0—H'OCXYO.S 
F 是 域 , 则 上 同调 叉 积 给 出 代数 同 构 
H* (X,F)COFH"^ (Y; F)—H" (OX XY,F). 
其 中 ,对 于 有 单位 元 的 交换 环 R, 上 同调 环 五 ”(X; 
R)5 H'(O MERKER H* OX 4 ROCORH " (YR) 
上 的 乘法 运算 定义 为 
(a G9 8) — (a © B') 
= (— D^(a — ad) 69 (8 — P), 
而 9€ H^(Y;R),o € H*CX;R). 
[5] Wa ft AZ (homology manifold) 一 类 重要 的 
Hi th 25 B. We CX. A) AAFP SV. A FX A 
中 的 每 个 点 oe FET RE H, X, X (re AT 
DR BD aE FEA OY Fin, H(X, X— f(r) AEA 
群 , 则 称 (X ,4) 为 相对 同调 流 形 . 特别 地 , 当 A= 
OM. RAD X 为 同调 2 流 形 . 拓扑 流 形 均 为 同调 
流 形 ,但 同调 流 形 未 必 是 拓扑 流 形 . 
相对 同调 流 形 (relative homology manifold ) 
见 “ 同 调 流 形 ”. 
Be DOSE RTH (Poincaré duality) FB) BY fE] 
调 流 形 的 同调 与 上 同调 之 间 关 系 的 定理 . 设 X 是 紧 
致 可 判 分 的 同调 流 形 , 奇 XX 是 可 定向 的 , 则 对 于 
每 个 整数 p, 存 在 同 构 H'CX160Z H,,CX500. E 
中 ,G dé CERRAR BUE A AX 是 不 可 定向 的 , 则 对 于 每 
个 整数 p ,存在 同 构 H*(X;Z,) 守 Hy,(X;Z,). 
HH EE Cech cohomology) 一 种 同调 群 . 
E 是 拓扑 空间 X 的 子 集 族 , 则 其 抽象 复 形 
NCA) FE SU D x de o 中 成 员 ; 其 单 形 是 ov 
BLUR ER TX CA Ast An} ,使 得 
45 dàX BCTÓG€EJXGRH 多 是 .xz Md Cem 
的 每 一 个 集合 一 定 能 被 o 中 的 某 一 个 集合 所 包 
含 ), 则 存在 映射 g :多 一 .x ,使 得 对 于 S8 中 的 每 个 
B.,gC(GB) 2B. 由 此 顶点 映射 g 诱导 出 单纯 映射 
g: NCA) > NC), 
TEARI) g': ZA 也 满足 对 于 每 个 BES, 
Ae (BDRM g 与 g' 诱 导出 相同 的 同 态 : 
g.: H,CNCZ8);G) > H,CN (5) ,G), 
g: H'ON C ),6) > H'ON C22) ,G), 
这 些 同 态 称 为 由 加 细 诱 导 的 同 态 ,其 中 ,G 是 任意 交 
EE. A X 是 拓扑 空间 ,J 是 X 的 全 体 开 覆盖 之 族 ， 
对 于 Qa,BEJ, 记 a< 表示 p 是 a 的 加 细 , 则 J 关于 
关系 二 是 一 个 定 问 集 . MF <P, ic: 
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me, HI(N(a);G) > H*(N(B);G), 
ma: HC(N(B);G) > H,CN Ca) ;G) 
表示 由 加 细 诱 导 的 同 态 . 从 而 对 于 每 个 整数 &， 
{HI(N(a);G) rf} 与 (H,CN C2) ;0) , 05] 
分 别 是 群 与 同 态 的 直系 和 逆 系 . 拓扑 空间 X 的 系数 
在 G 中 的 维 切 社 上 同调 群 和 切 灰 同调 群 分 别 定 
义 为 
H'(X,G) = lime ,H* CN (a);G), 
H,(X;G) = limses Hi(N(a);G). 
可 判 分 空间 各 个 维 数 的 单纯 同调 群 (上 同调 群 ) 与 切 
赫 间 调 群 (上 同调 群 ) 是 同 构 的 . 切 赫 上 同调 满足 艾 
伦 伯 格 -斯 廷 罗 德 上 同调 公理 ; 切 赫 则 调 满 足 除 了 下 
合 公 理 之 外 的 其 他 艾 伦 伯 格 -斯 廷 罗 德 同调 公理 . 
切 夺 上 同调 群 (Cech cohomology groups) Jt 
“ 切 赤 上 同调 ”. 


切 赫 同调 群 (Cech homology groups)” 见 “ 切 
T E I) yg". 
上 同调 运算 (cohomology operations) ”作用 在 


上 同调 群 上 的 一 种 自然 变换 . 它 是 代数 拓扑 学 中 的 
一 个 重要 工具 . 设 p 和 g 是 两 个 固定 的 非 负 整数 ,C 
和 GG’ 为 给 定 的 交换 群 ,一 个 (p,q;G,G') 型 的 上 同调 
运算 9 定义 为 一 个 从 妙子 H'( ;6)08]m-Y H'C ; 
G') R BL ZR EER. 例如 ,由 系数 群 的 同 态 诱导 的 上 同 
调 群 之 间 的 同 态 、 闭 名 的 斯 廷 罗 德 案 , 庞 特 里 亚 金 客 
都 是 上 同调 运算 . 塞 尔 (Serre J. P. ) uE AA: A A 
(p,q;G,G' ) 型 的 上 同调 运算 与 K(G,p) 的 g 维 上 同 
调 群 HY(k(G,p);G') 中 的 所 有 元 素 是 一 一 对 应 的 . 
另外 ,斯 廷 罗 德 (Steenrod, N. E.) 和 托马斯 
(Thomas, E. ) 利 用 循环 群 诱导 出 许多 具体 的 上 同 
调运 算 . 斯 廷 罗 德 和 托马斯 所 得 到 的 具体 上 同调 运 
算 即 为 全 体 上 同调 运算 . 亚当 斯 (Adams,J.F. ) 利 用 
高 阶 上 同调 运算 成 功 地 解决 了 埠 普 夫 不 变量 1 的 元 
素 不 存在 问题 . 

斯 廷 罗 德 代数 (CSteenrod algebra) 一 个 作用 
在 上 同调 环 上 的 代数 . 它 是 代数 拓扑 中 的 一 个 重要 
工具 .斯 廷 罗 德 平方 Sg 的 性 质 可 以 用 以 下 七 条 公 
理 来 规定 (所 用 系数 群 为 Z2 

1. 对 于 所 有 整数 ?之 0 及 ?2 之 0, 存 在 一 个 果子 的 
自然 变换 Sq’: H"(X,A)>H""'(X,A) FFA Sq 为 
[n] d. 
Sq° = fA [8] [8] s. 
各 dimz 王 2， 则 Sq"z—z. 
H i>dimz, M] Sq'xr=0. 
. 2A (Cartan) Zik: 


at e W N 


Sa lay) = 2 ,Sq'x5q' y. 
Sq. 为 系数 群 的 正 合 序列 


I» 


0—Z2,—Z2,— Z, — 0 
所 决定 的 鲍 克 斯 坦 同 态 
pel (XA) > CX, A). 
7. NETS IB OR AR E O<a<26, Ml 
[a/2] po] 


S “S b o 
q“Sq 2 
其 中 


^ Sq''* Sgi 


一 1 一 j| 
a= 27 

表示 模 2 二 项 式 系 数 . Sg 由 前 5 条 公理 惟一 决定 . 
d 9, FER Sq Gi=0,1,2,…) 生 成 的 在 Z, 上 的 自由 
分 次 可 结合 代数 ,.2, 为 由 Sq? — 1 和 亚 得 姆 关系 所 
产生 的 理想 , 则 o= 55/7, RAR 2 斯 廷 罗 德 代 
数 . 映射 


(Sq?) = > sy CQ Sg 


可 以 扩充 为 代数 同 态 soon e Oo p 称 为 对 角 映 
射 . 为 具有 可 交换 和 可 结合 的 对 角 映 射 y BUE EE 
夫 代 数 . 

fal 16 dE P 的 性 质 可 以 用 以 下 六 条 公理 来 规定 
(所 用 系数 群 为 Z,,p NARRO: 

1. 对 所 有 整数 i 宇 0 及 nz50. fEXE— P RTA EI 
然 变 换 D'H'OX,A0—H" 7" "OX, A) 并且 已 为 
= fi [8] [p] A. 
T dimz=2k, M] P5r-zc*. 
X 2k>dim z, W] P^x— 0. 
WAA: 

PMT) = 


mn & 05 Po 


Se Ps, 
6. 亚 得 姆 关系 , 若 a po. MA 


A G= HOr 
PpP = > za P pa 
1=0 a— pt 
XA p 10 e. 
P*gp* = > P | ape 
im — pt 
a (p— D6—20-—1 
十 (一 | pei P, 
2; a= pHa i 


R'BEIH" (X ,A0— H"* CX 4) 为 系数 群 的 正 合 序 
列 0O>Z,>Z,>Z,—> 0 所 决定 的 鲍 克 斯 坦 同 态 .已 
决定 . 车 A, 是 由 BP’ (i==0,1， 

…) 生 成 的 在 Z,(p>2 的 素数 ) 上 的 分 次 可 结合 
m F, 为 由 B^ —0, P^ — | 和 亚 得 姆 关系 产生 的 理 
想 , 则 o, — 51/7, 称 为 模 p 斯 廷 罗 德 代数 .利用 映 
5] 


dU) = PG Pr 
Al (8) — 86914-1698 可 以 扩充 为 代数 同 态 


代 数 拓 Fh 
d: Pp > P C9 P» 
b PRH Xt FBR S «o, 为 具有 可 交换 和 可 结合 的 对 角 
映射 y 的 霍 普 夫 代数 . 
斯 廷 罗 德 平方 (Steenrod square?) 
德 代数 ”. 
ffl ve Hr IB [a] A (Bockstein homomorphism) 
见 “ 斯 廷 罗 德 代数 ” 
Xj FA BR Sj (diagonally map) 
A. 
fal 15, Fe (reduced power) | UL" Ep&E 9 ERR”. 
拓扑 空间 的 棉 和 (wedge sum of topological 
spaces) 拓扑 空间 的 一 种 运算 . 它 给 出 由 已 知 空 间 
构造 新 空间 的 一 种 方法 . 设 X， Y 为 两 个 带 有 基点 的 
拓扑 空 [B] » Tos Yo SAA X. Y 的 基点 . 子 空间 
AX KT RY 
PRA X ALY RM, UI X VY Xon. 
拓扑 空间 的 碎 积 (smash product of topological 
spaces) ”拓扑 空间 的 一 种 运算 , 它 给 出 由 已 知 空间 
构造 新 空间 的 一 种 方法 . 设 XX,Y 为 两 个 带 有 基点 的 
拓扑 空 s [R] o» yo FAIA X Y 的 基点 , 则 商 空 间 
XXY/XVY 
PA X.Y WRIA X AY. m XV Y 对 应 到 商 空 
la] XXY/XVY 中 的 点 规定 为 XAY 中 的 基点 . 设 7 
为 [0,1] ,规定 点 0 为 了 的 基点 , 则 X AT 称 为 在 X 
上 的 角 锥 , 记 为 CX. WE S! 为 一 维 球面 ,点 (1,0) 为 
S 的 基点 , 则 XAS' ER X 的 悬垂 , 记 为 SX. 规定 
一 = SX) A St 
fAE (pyramid) 见 “ 拓 扑 空间 的 碎 积 ” 
Æ Æ (suspension) 代数 拓扑 学 的 一 个 重要 概 
念 . 带 有 基点 的 拓扑 空间 (X,zo) 的 悬垂 是 它 和 单位 
区 间 J 的 积 空 ie 间 
(X Xx D/LOXC X (0) U CX X D U (Go) X D], 
1K 28 BET S pen SX. 等 价 类 
CX KOPP TAX LD Cray AD 
作为 SX 的 基点 . 以 XX 到 SX 的 对 应 可 确定 一 个 从 
带 基 点 拓扑 空间 范畴 到 其 目 身 的 函 子 . 此 明子 可 确 
定 所 谓 的 悬垂 同 态 E in X0 mua G XO. RH 
AR (Freudenthal, H. ) 3E 4E EB Br A : 24 X di 0m — 2) 
XE 38 (m Z2 2) 28 JB] E] a n 2m — 1, WY E Te Ti] Ys 
n—2m —1,MW| E AYIA. TRA A. CE 
同调 论 六 ) ,存在 同 构 
0. IXYS RSX) SCX Xx); 
Jt [8] T4 BS CCX , XO BY IE RF 2] P B) 3 28 e] AS H 
h CX Æ X EWA EAE. TEI Porc Ah CX) 
的 像 Sz BRA x HRE, WN Sr. 对 于 任意 纤维 化 
p:X>B, RG 


dx! eo Ês | 
H,(F) — H, (X, F) —> H, (B) 
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称 为 同调 悬垂 映射 . 知 X Fe e C E CB o)” , Bt 
对 于 o€ X, B pla)= 二 al(1) 定 义 一 个 纤维 化 p: X 
B, 此 时 ,9, 是 同 构 ,从 而 pe ° 0. 是 同 态 .因为 这 时 
纤维 F=f2B, 所 以 得 到 同 态 H,- (QB)>H,(B), FF 
H, B f On — 1038 75 [REESE A gq 二 2m 一 1, 则 此 
同 态 为 同 构 ; 若 q — 2m — 1 , MEAS S [n] s.s 
0, HC 3H) > H 5456) 

为 上 同调 运算 ,X 是 CW RÉ., We HERA MT UI 
确定 同 态 S :五 下 (CSX; MD) 一 五 "(X;M) ,对 于 任意 
系数 群 M 和 所 有 ~, 此 同 态 是 同 构 . 于 是 有 复合 


H"(X;H) > H"! (SX; I) 


CS X) s* 
ce 


ZUR IE iB 0° 0X), o* 6 d&—^ O91. G) 
型 的 上 同调 运算 , 称 为 上 同调 运算 0 的 悬垂 . 
H S E E ia a EE M (Freudenthal suspension 
theorem) WBE”. 
悬垂 映射 (suspension map) Ji “fea”. 
E [8] VÀ] 3x & 8) I Æ (suspension of cohomology 
operation) Ji “#d ze”. 
闭路 空间 (loop space) ”一 类 特殊 的 拓扑 空间 . 
Zr (OY ,yo) 为 一 个 各 有 基点 的 拓扑 空间 , 则 所 有 的 连 
续 映 射 (S1,so0) 一 (Y ,yo) CS! 为 一 维 球面 ,so 为 它 的 
基点 ) 在 紧 开 拓扑 之 下 所 构成 的 空间 , 称 为 Y BUB 
路 空间 , 记 为 QY. 
广义 同调 (Generalized homology) 普通 同调 
群 的 推广 . 设 给 定 某 一 类 拓扑 空间 偶 了 OT? 
中 的 任意 一 个 元 素 (X,4) 以 及 一 个 整数 g, 确 定 一 
个 交换 群 h,(X ,4), 对 于 每 一 个 映射 
fa XA) (YB) 
以 及 每 一 个 整数 g, 给 定 一 个 同 态 
hlf]: hX, Y VB), 
又 对 于 每 一 个 空间 偶 (X,4) 以 及 每 一 个 整数 9.4 
定 一 个 同 态 AlI: A, CX A) — A, (A.D) (这 里 所 
出 现 的 空间 偶 以 及 空间 偶 之 间 的 映射 均 为 可 允许 
WA), DS EIIE). RA. ASE PC De. E A 
足下 面 六 条 公理 ( 艾 伦 伯 格 -斯 廷 罗 德 公理 的 前 六 
Z): 
1. 车 f= 二 恒 同 映射 , 则 ALS J, = fe [o] BR. 
2. 若 f;(X,A)>(Y,B),g:(Y,B)—(2Z,C), 则 
hLgf ],—hlg ], ALS Io. 
3. 若 f:(X,A4) 一 (Y,B), 则 有 交换 图 . 
4. Xr 1: CA 20 (X 100, 41 OX S (20 OX , A) 
为 包含 映射 , 则 有 正 合 序列 


有 4) à h, CA , Ø ) hh, (X, Ø) 


hUi] AL 8j. 
nu A E au ese 


5. Æ fg i CX A) (Y BAR HBR WA 
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hK X, A) ALT, 


EN | 


h, CA; Ø) 


h, CY, B) 


jen, 


h, (OS) 


h| f| A], 


ALS |, = klg]. 

6. 设 UCA,U 的 闭 包 C4 的 内 点 集 , J: (X 一 
U ,A 一 U) 一 (X,4) 为 包含 映射 , 则 AhLfj, 为 同 构 . 

对 于 带 有 基点 的 某 一 类 空间 ' 中 的 任何 一 个 
空间 (X xo) Cro 表示 X. 的 基点 ) 以 及 每 一 个 整数 9， 
确定 一 个 交换 群 及,(X ,zo) ,对 于 每 一 个 保持 基点 的 
映射 f;:(X ,zxo) 一 (Y ,yo) 以 及 每 一 个 整数 gq, 给 定 一 
个 同 态 ALA Jy: AX, to) >h Y y) AAWE SX, 
X= (SX, * )( 参 见 “ 拓 扑 空 间 的 碎 积 ”) ,对 于 每 一 
个 带 有 基点 的 空间 (X ,zo) 以 及 每 一 个 整数 gq, 给 定 
一 个 同 构 

h[3],: Ah, CX zo) AG X, *) 

《这 里 所 出 现 的 带 基 点 的 空间 以 及 保持 基点 的 映射 
均 为 可 允许 的 ,以 后 同 此 ). 称 有 ,为 简化 广义 同调 
论 , 若 有 ,满足 下 面 的 五 条 公理 : 

1. 若 f== 恒 同 映 射 , 则 有 [fj,== 恒 同 映射 . 

Do p Jo Xu CY) sp: syo) >Z)» 
WA Alef] =Alle] * ALS 1. 

3.39 f: Xr) (Ys yo), WA CR ze 


i ji - 
h, (X, zo) A 
ha J 


4. XT 8$ — T B8 78 2E RB ZR BD. CX A T), 
£5; CA, £o) — (X09, fs (X, z) > (X U CA, *) 
为 包含 映射 ,C4 为 在 4 上 的 角 锥 , 则 有 正 合 序列 

ACA, £o) B Ge Oper J 

5. f gi CX n0 (Y yo) X E] 6 BY BR BT Dt] 
有 hLf ],— Lg ],. 

给 定 非 简化 广义 同调 论 产 , ,可 以 诱导 出 一 个 简 
E X F8] y8ie A... 给 定 简化 广义 同调 论 A. ,并 且 满 
E WHE 公理 ( 即 , 若 fiX—Y 是 弱 同 伦 等 价 的 , 则 
有 

Alfa: AX x) > hQ f Gn), 

对 于 所 有 的 整数 g 以 及 x € X. BAM). EAS 


导出 一 个 非 简化 广义 同调 论 亢 , .到 ,自然 等 价 于 户 ,; 


h. AREF A.. 
非 简 化 广义 同调 论 Cunreduced generalized ho- 


mology theory) Jl“) X AJ”. 

简化 广义 同调 论 (reduced generalized homolo- 
gy theory) W“ XP”. 

WHE 公理 (WHE axion) 见 “ 广 义 同 调 ” 

广义 上 同调 (Generalized cohomology) 普通 
上 同调 群 的 推广 . 设 给 定 某 一 类 拓扑 空间 偶 3 ,对 
To "中 的 任意 一 个 元 素 (X,4) 以 及 一 个 整数 9， 
确定 一 个 交换 群 A CX L0 SEDE 8E — BARBIE OP CX, 
4) 一 (了 ,B) 以 及 每 一 个 整数 q, 给 定 一 个 同 态 

h| f]: h*(q,B)— h'(X,A), 

又 对 于 每 一 个 空间 偶 (X,4) 以 及 每 一 个 整数 A 
定 一 个 同 态 ALS]: h CA, SD) ATX, AD GK Bt 
出 现 的 空间 偶 以 及 空间 偶 之 间 的 映射 均 为 可 允许 
A), ELS Flo «FR A" ASE IG ER PIE EAT 满足 
下 面 六 条 公理 ( 艾 伦 伯 格 -斯 廷 罗 德 公理 的 前 六 条 ): 

1. 若 f= 恒 同 映射 , 则 有 ALS) f [n] BEA. 

2. Æ f:(X,A)>(Y,B),g:(Y,B)>(Z,C), JI 
有 hlgf V=hLf F * hlg. 

3. 若 f:(X,A) 一 (Y,B), 则 有 交换 图 表 


ALf| AY 


hB, Ø) KCA, D) 


al fan 


ht! (Y,B) h| fj! h3*1(X,A 
4. Zr i, CA. Ø) —> (X,0),5: (X, 00 (X,A) 


为 包含 映射 , 则 有 正 合 序列 


hid |? h| ; jer! 
LY. armo pP 


«+h? (A, @) A(X, OD) 


ADIP ALD jU OE LA). 
5.4; f gi CX AY DARCHRH WA 
ALS} = Lg p. 
6. 设 UCA,U 的 闭 包 CA 的 内 点 集 ， 
fi (X —U,A—U»-—(X,A) 
为 包含 映射 , 则 ALS J! ARMS. 

对 于 带 有 基点 的 某 一 类 空间 "中 的 任何 一 个 
空间 (X ,zxo) (zxo 表示 X 的 基点 ) 以 及 每 一 个 整数 g， 
确定 一 个 交换 群 p(X ,xo) ,对 于 每 一 个 保持 基点 的 
映射 Fi X,2N FY ,yo) 以 及 每 一 个 整数 9; 给 定 一 
^) ALA ACY co) PAX yo), MILE SCX, 
Lo) = GS X , * ), 对 于 每 一 个 带 有 基点 的 空间 (X,zo) 
以 及 每 一 个 整数 a ,给 定 一 个 同 构 

AUST: "(SX,x)— AY CX, xo). 

RA AR MERC BA REPAY S 
公理 : 

1. 车 f= 恒 同 映射 , 则 hLf]== 恒 同 映射 . 

DA CX EY vp (CY (Zs 
则 有 RLgf]==h[Lf]。h[LgJ. 


ALé jst! 


代 数 th 学 


$ Ti f: (X. BIS 53.) , 则 有 交换 图 表 
Asf]! 


Qo 


À*CGY, x) h*CSX, *) 


i3)" | 2 


KE- XY, yo) ROTAX, zo) 


TE 
4. 对 于 每 一 个 带 有 基点 的 空间 对 (X ,4,zo)， 
i CA, £o) > (XT0) TXT) > (XUCA,x) 
为 包含 映射 ,CA 为 在 4 ENA. WA IEA PRS 
CA n) SEDI OC n) ERX U CA, * ). 
5. Æ jg:(X,zo) 一 (了 ,yo) 为 同 伦 的 映射 , 则 
A ALF hg y. 
给 定 非 简化 广义 同调 论 h* ,可 以 诱导 出 一 个 简 
化 广义 同调 论 h*. 给 定 简化 广义 上 同调 论 及 * ,并 且 
满足 WHE SEGI, Æ SJ: X>Y 是 弱 同 伦 等 价 的 ， 
则 有 
ALS FIR. FG) > AX 520) 
对 于 所 有 的 整数 g 以 及 roEX, 是 同 构 的 ), 可 以 诱 


导出 一 个 非 简化 广义 上 同调 论 让 .和 "自然 等 价 于 


A sh” BREF AC. 

非 简化 广义 上 同调 论 (unreduced generalized 
cohomology theory) W“ X EEJ”. 

简化 广义 上 同调 论 (reduced generalized coho- 
见 “ 广 义 上 同调 ” 

W (spectrum) 建立 同调 理论 的 一 种 重要 概 
念 . 一 个 谱 瑟 是 一 族 CW 复 形 {(E,, *) 1nEZ) 使 得 
对 所 有 整数 ,SE, 为 (或 同 肛 于 )E,+i 的 一 个 子 复 
形 . 一 个 子 谱 FCE 由 子 复 形 fF,CE, 组 成 ,使 得 
SF,CF,.BH F.— * PPM Fis PCE 称 为 一 
4s (— 00 ) HE LES. Ep e 为 五 , 的 一 个 4 EEC d= 
HF, eA x) RAE E; 的 一 个 d' 胞 腔 , 使 得 et = 
STel ln=n' +d—d'), 5 el ESE, i, MFP 

e = {e} ,Sed Ses ,---) 

称 为 在 谱 E 内 的 (d' 一 n') 维 胞 腔 . 一 个 谱 称 为 有 限 
的 , 若 它 只 有 有 限 多 个 胞 腔 . 一 个 谱 称 为 可 数 的 , 若 
它 有 可 数 多 个 胞 腔 . 谱 E 的 过 滤 是 EE 的 子 谱 的 递增 
序列 {E”"|nEZ), 它 们 的 并 集 为 E. 谱 之 间 的 函数 S: 
E—F 是 一 族 胞 腔 映 射 {f, In€eZ). Ai Er >F, 518 
fari | SE, Sf. 按照 通常 的 方法 ,可 以 考虑 函数 的 
复合 .一 个 子 谱 FCE 称 为 共 尾 的 , 若 对 于 五 内 的 每 
一 个 胞 腔 e.CE,, 存 在 一 个 m 使 得 S"e, CF. 

REF AB. SRM AXE, SORRA S, H 
H E CENSET IC :E'>F EI RR, E S 
WSILASIRICE O~ E, SfN B [X SHE 
一 个 对 CE" f"), E”CE' QE", E" J E BS —" RE 
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子 谱 以 及 F |E” =f" = f" E”. 这 关系 为 一 个 等 价 
关系 ,等 价 类 称 为 从 E 到 FF 的 一 个 映射 , 即 
Hom(E,F) = S/ ~. 

可 以 进行 映射 的 复合 .例如 , 若 X 为 CW 复 形 , 则 可 
定义 一 个 谱 EC(X) 如 下 
EQ, = |; (n< 0), 

S"X (n> 0). 
ARE CW 复 形 之 间 的 胞 腔 映射 f ;XX 一 Y, 则 
利用 
A A0 
Jg bs (n > 0), 
FT ee PRR ECS): E(X)>E(Y). Æ E=({E,} 
为 一 个 谱 ,(X,zo) 为 一 个 具有 基点 ze 的 CW 复 形 ， 
则 规定 一 个 新 谱 巨 A 和 如 下 : 记 
EX) Se ks 
ERA SST. 由 于 
SCEA X), =SCE,AX)=S'CE, AX) 
VOS ARS OAXCAE. alex, 
PRU CE AX), In€ ZI — TG. 若 给 定 一 个 谱 的 映 
Bt f:E>F AIA EW TREE SOUR MBE 
的 一 个 CW 复 形 之 间 的 胞 腔 映 射 g: K— L, Wl BY 4G 
一 个 以 (E' A 人 AK, 了 人 人 8g) 为 代表 的 映射 
a gy 2895 
Fi#csubspectrum) — JL" j£". 
有 限 谱 (finite spectrum) 见 “ 谱 ”. 
可 数 谱 (countable spectrum) Jl “pe”. 
共 尾 谱 Kcofinal spectrum) — A," j£". 
谱 的 同 伦 (homotopies of spectra) ERE AY HE 
念 中 引入 同 伦 关 系 . AITRARLOILIUL*},£.F AN 
fe WA 0,1 到 7 的 包含 映射 诱导 出 的 两 个 映射 ， 
IA to: E> EAT): EE AT. RA ATI 
映射 fofi ESF, BE hE AIF 使 得 
L437 gh 4) Eis 
Wi f 与 fi 是 同 伦 的 , 记 为 fo 二 所 .利用 共 尾 子 
> A AACE. So) (万 ) 为 代表 的 两 个 映射 fos 
f:E>F EPH BRE-TRE TIE ECEN 
Ei 以 及 一 个 函数 
h”; E'AI*—F, 
B A" im PALEIS e n= FALE" 同 伦 是 一 个 等 
价 关 系 ， 映射 了 三 :下 一 下 的 同 伦 等 价 类 集合 记 为 
LE,F], 对 于 集合 LE,Fj] 可 以 给 定 一 个 交换 群 结构 ， 
对 于 任何 一 个 谱 五 ,可 以 定义 一 个 谱 3E 如 下 设 
SRE = Een (EZ, 
对 于 任何 一 个 函数 SEF A EMP RR 
Sf 2b 2 (DT 
对 于 任何 一 个 以 (五 ,万 ) 为 代表 的 映射 f:E 一 ,可 
以 用 (ZE ,> 三 ) 作 为 代表 定义 一 个 映射 
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Xf, XE—EF. 
MF nS. AES =a 
Qa ub = fess. CS 
可 以 定义 3 .对 于 任意 的 整数 nm. A 
> R E^ = ADEL 
对 于 0 维 球面 SECS OMICN S". 设 给 定 一 个 谱 
,对 于 每 一 个 带 有 基点 的 CW REX, r) i 
EQ SSE AX] ez 
对 于 任何 一 个 保持 基点 的 胞 腔 映 射 f:; CX, 9 > 
(Y ,yo), 有 
E(f)= (1Af),:E(X)— E,(Y). 


X 
E,OO--[z"s*,XEAX] 
>[2""'S°,EAS' A XJ=E,4,(SX) 


4E X, o: E, (X) >E, CSX). Min. E. XO — 7H fij 
化 广义 同调 论 ,并 且 满 足 韦 琪 公理 :对 于 每 一 个 CW 
复 形 族 ((X。,x。) la E A). 包含 映射 
lat Xa V peaXp 
诱导 出 同 构 
dents Decals Xo Ea CV vende) n€ 25. 
设 给 定 一 个 谱 玉 ,对 于 每 一 个 带 有 基点 的 CW RE 
CX Voc. De 
E'OXO)-—LECXO.X"E]ZzE[LE "S"AX,El€2). 
对 于 任何 一 个 保持 基点 的 胞 腔 映射 
了 
有 ENSE E" (QQD—E" CX). | FH 
E""(SX)— [ECSX), 3" E] 
< [XEC(X),X"E] 
— [LEOD,2'E] = E"(X) 
AE Moo" E"' (SX) E(X). 从而,E*"(X) 为 一 个 简 
化 广义 上 同调 论 , 并 且 满 足 韦 琪 公理 :对 于 每 一 个 
CW 复 形 族 {(X。,zxs)|aE 4), 包含 映射 LX. 
V peaX8 诱导 出 同 构 
(ia }s E'CVieAX | E" CX). 
设 EP BEES GISE,E.MTERÉ e: 
E,— QE, ARE 85 [MESE fr. WK E y QR. RF OQ 
谱 互 ,有 这 样 的 性 质 : 对 于 每 一 个 CW 复 形 (X,zo)， 
有 自然 同 构 
BCX) = UX 3B. |, 
韦 琪 公理 (Wedge axiom) D," TÉ B3 [8] 4e". 
SE il Æ H (representation theorems) 代数 拓 
扑 学 的 重要 定理 . 是 指 对 于 满足 一 定 条 件 的 广义 上 
同调 论 &* ,能 够 找到 一 个 谱 五 ,以 及 上 同调 之 间 的 
—^t ARS TE ke AW' 表示 由 所 有 带 有 
基点 的 CW 复 形 以 及 它们 之 间 所 有 保持 基点 的 胞 
腔 上 映射 的 同 伦 类 所 组 成 的 范畴 ,2 表示 所 有 的 点 


集 和 所 有 保持 基点 的 函数 所 组 成 的 范畴 . 韦 琪 公理 : 
GF,IPW' PSY 为 反 变 图 子 , 则 在 ZPW FHER 
RAV X. 以 及 包含 映射 ie Xe VpXs, 一 定 有 包含 
I] d G2: FCVIXOILEGOCXOd&— —Ó8 Ni. 迈 尔 - 
菲 托 里 斯 公理 : 知 正 :22 太一 222 Ky fe FX 
为 任意 一 个 CW BHAA. AX 的 任意 子 复 形 ， 
AUA=X,X 

4:4; > X, if; Ao X, 

ji: Ay f) A, > Ai, Jor Ay f] A, > A; 
都 是 包含 映射 , 则 对 于 任意 具有 ji G0 =j? GR 
mE F(A) ,TER(A,),C— 定 存在 一 个 ye FOOD, 
使 得 Cy) 9 m 17 Cy) as. 

实现 定理 : 若 E: IW' ZS 是 一 个 满足 韦 
琪 公理 和 迈 尔 - 菲 托 里 斯 公理 的 反 变 函 子 , 则 一 定 存 
在 一 个 CW 复 形 (Y,yo) 及 一 个 元 素 we FY EB 

Tul fj=f* WMEF*(X), f: (Xzro) 一 (了 ,yo) 

决定 的 Tu:[ 一 ;Y,yoj 习 Ff’ 是 一 个 自然 等 价 . 特别 
地 ,有 下 面 的 结果 (实现 定理 ): 若 "是 定义 在 ZW 
上 的 任意 一 个 简化 上 同调 论 , 并 且 满 足 韦 琪 公理 , 则 
一 定 存在 一 个 02 谱 EE 以 及 一 个 自然 等 价 T:E* 一 
& .实现 定理 由 布朗 (Brown,E.H. ) 建 立 . 

迈 尔 - 菲 托 里 斯 公理 (Mayer-Vietoris axiom) 
见 “ 实 现 定理 ”. 

博 特 周期 定理 (Bott periodicity theorem) X 
于 典型 群 的 同 伦 群 的 重要 性 质 . 设 给 定西 群 、 正 交 群 
与 辛 群 的 稳定 同 伦 群 的 具体 结构 . 西 群 有 一 串 包 含 

OM CU @ 1) CU 2) C s, 

4 U= UU (n) BUB TG TR RT (8 JC T AR U. 同样 可 
得 无 穷 正 交 群 O. 与 无 穷 辛 群 Sp, 则 当 充分 大 时 ， 
qm (U) — nz; Un)), m; CO) — nr; COCnDD, m; (Sp) = 
T: Gp) G [E] sg EA at a aR PEE IE AERE S OE 
群 的 稳定 同 伦 群 . TRUE JUL EB CU) — 4; QU), 
TO= (0) ,z; (Spo zi, (Sp): 


nz, CO) n; (Sp) 


博 特 周期 定理 除了 在 同 伦 论 中 引出 许多 重要 推 
论 外 ,还 对 于 天 理论 的 建立 起 关键 作用 . 


西 群 的 稳定 同 伦 群 人 (stable homotopy group of 


见 “ 博 特 周 期 定理 ”. 


unitary group) 
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正 交 群 的 稳定 同 伦 群 (stable homotopy group 
of orthogonal group) ” 见 “ 博 特 周期 定理 ”. 

3c Bt BJ FS E [8] f£ Bf (stable homotopy group of 
symplectic group) 见 “ 博 特 周期 定理 ” 

拓扑 K H it (topological K-theory) 广义 上 
同调 群 中 的 一 个 重要 理论 . 设 X 为 拓扑 空间 , 记 
Vectna(X)(Vectc(X)) 为 X 上 的 所 有 实 ( 复 ) 向 量 丛 
的 同 构 类 集合 . 利用 向 量 从 的 惠 特 尼 和 可 在 
Vecta CX) (Vectc X0) E EXIME , Al FA p] E AA BJ s 
量 积 可 在 其 上 定义 乘法 ,使 Vecta (X) (Vectc (X)) 
有 一 个 可 交换 的 半 环 结构 . 它 的 环 的 完备 化 记 为 
KOC(X)(K(X)). 设 向 量 从 的 维 数 对 应 于 向 量 从 ,可 
得 半 环 同 态 

rk, Vecta(X)— Z (rk: Vecte( X) — Z), 
由 此 可 扩充 为 环 同 态 

rk; KOCX) > Z (rk; K(X) > Z). 
BKOCGOO -ker(rk: KOCX0—2), 
K(X) = ker(rk; K(X) > Z). 
4X 为 紧 致 空间 时 ,由 博 特 周 期 定理 
KO (X) S KO (SsX), K(X) z KG!X). 

规定 : 

K-"X=K(S"X Js 

KOGY)ER "(X/Y)=K(S"(X/Y), 

K'"OO-K (X, g)0-—-RG"OO, 
其 中 Y AX 的 子 空 间 ,X xm X 与 一 点 的 不 交 并 . 
规定 : 


KO-"(X)= KOCS"X), 
KO-"(X ,¥) =KO~"(X/Y) =KO(S"(X/Y), 


KO-"(X)=KO-"(X, ) - KOGS" Qt* 5, 
其 中 Y AX WF x X 与 一 点 的 不 交 并 . 
KF K, KO 为 非 简 化 广义 上 同调 论 . 亚 当 斯 
CAdams,J. F. ) 利 用 天 理论 ,解决 了 球面 上 的 向 量 
场 问 题 . Br] Ae CAtiyah , M. F. ) 和 亚当 斯 (Adams， 
J.F ) 利 用 天 理论 给 出 了 霍 普 夫 不 变量 1 的 元 素 不 
存在 问题 的 一 个 短 而 简单 的 证 明 . 拓扑 天 理论 是 由 
WE HS i m (Grothendieck, A.) WEE, HADS 
jos (Hirzebruch,F. ) F 20 世纪 60 年 代 初 引入 的 . 

有 结构 群 的 纤维 从 (fibre bundle with struc- 
ture group) 乘积 空间 E—BXF 的 一 种 推广 . £f 
维 从 概念 的 产生 ,在 历史 上 是 与 微分 流 形 的 拓扑 与 
微分 几何 的 研究 有 关 的 . 施 梯 福 (Stiefel,H. ) 在 其 一 
系列 流 形 的 拓扑 性 质 的 研究 中 ,引入 了 用 流 形 上 独 
立 向 量 场 来 表示 微分 流 形 的 同 胚 不 变量 ,以 后 惠 特 
Æ (Whitney , H. ) 把 流 形 及 其 上 每 一 点 的 切 空间 概 
括 在 一 起 ,得 到 了 纤维 从 的 概念 . 另 一 方面 ,在 微分 
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几何 方面 ,由 于 对 于 物理 学 中 统一 场 论 的 研究 ,促进 
了 近代 微分 几何 的 发 展 , 特 别 对 于 联络 理论 的 研究 ， 
使 人 们 发 现 微分 几何 学 中 的 联络 思想 与 纤维 丛 理 论 
有 密切 的 关系 ,把 两 者 结合 起 来 使 微分 几何 以 轨 新 
的 面貌 出 现 . 例如 ,力学 中 的 相 空 间 即 是 一 种 切 从 ， 
这 种 本 质 的 联系 使 纤维 从 成 为 现代 物理 学 (如 相对 
论 与 杨 -米尔 斯 理论 ) 的 重要 支撑 . 

除了 微分 流 形 的 切 从 是 纤维 从 以 外 , 李 群 与 齐 
性 空间 . 覆 释 空间 以 及 一 般 的 回 量 丛 概念 均 与 纤维 
从 有 密切 的 关系 . 在 拓扑 中 对 于 纤维 从 的 研究 , 即 是 
研究 空间 E.B.F 三 者 之 间 的 关系 ,因此 产生 了 纤 
维 空间 同调 的 谱 序 列 概念 ,结合 上 同调 运算 ,产生 了 
示 性 类 的 概念 . 另 一 方面 ,对 于 流 形 X 上 的 切 从 , 引 
入 等 价 与 加 法 运算 , 便 可 得 到 空间 X 的 天 理论 
K(X), 这 是 一 种 广义 同调 ,至 今 也 得 到 了 颇 为 可 观 
的 发 展 . 

设 E.B,F 都 是 拓扑 空间 ,p:E 一 B 为 连续 满 
射 ,G 为 有 效 地 左 作 用 于 下 MERGE gEG 对 于 
所 有 ce KF 满足 gz 二 zx, 则 g= 二 eye 为 G 的 单位 元 
RK) Ue AA BERNAM’ QU XF =p QU) 
(CeE4) 为 一 族 同 胚 , 奉 满足 下 列 条 件 , 则 称 

(E, b, B,F,G,U,.9) 
为 坐标 从 : 

1. palby) =b (VEU,,yEF). 

2. Xr Qa EZP O) Gal = Alb, y), AMF 
任意 bEU. Up 有 ga O00? a EG. 

3. gg :U.( ]Ug--G 为 连续 映射 . 

两 个 坐标 从 (E,p,B,F,G,U,9) 与 (E,p,B， 
FG Us GORA Sg HEB AM UL()U LE DB, 

b EU, NUL, Euh) = Puo ° Qa EG, 
JE H. Ze: UNUL >G 连续 . 这 样 定 义 的 等 价 是 坐标 
处 之 间 的 一 个 等 价 关 系 , 从 而 把 坐标 处 分 成 一 些 等 
价 类 ,把 这 样 的 一 个 等 价 类 称 为 纤维 从 或 G 从 , 记 
为 8 二 (E,p,，B,F,G). 其 中 EF 称 为 全 空间 ,p MA 
射影 ,B 称 为 底 空 间 ,F ORR AZ E.G 称 为 从 的 群 或 
结构 群 ,U, 称 为 坐标 邻 域 ,q 称 为 坐标 函数 ,gag 称 为 
变换 函数 . 对 于 具有 相同 的 纤维 与 结构 群 的 两 个 纤 
维 从 

(Ep Br Gyn SE'sp Db FG) 
之 间 ,者 存在 连续 映射 VI ESE NE BIBAT. 
WRK WAM & Bi E KIMARR G : 

1. 存在 连续 映射 6: BoB’ ,使 得 

pe V=y°p. 

2. BU as Gad ;404%,} 分 别 为 6, 人 的 局 部 坐标 
系 , 对 于 5EU 站 gy UDF 

Pub) = Puy V ps E GH = 90)», 

则 5,,:U.(19 ' QU2-—G 连续 . 
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Wh E v ARR. WW Y dE R.A V 
是 从 映射 .对 于 有 相同 底 空 间 、 纤 维 及 结构 群 的 两 个 
纤维 从 

Ee ESDIB,E GO. gS Ep eB Gs 
若 存 在 从 映射 WEE fE FRY: B B AS 
Bk B. WE Es ERRE WA SSF. Wat. a ,8 
的 坐标 邻 域 取 为 相同 的 (Cs) ,坐标 变换 分 别 为 gw， 
gp, 则 和 6 的 充分 必要 条 件 为 存在 一 族 连续 映射 
AU .>G ,使 得 对 于 一 切 a. 有 

ga (b) =À b) EaD OECD 站 Do 天 好)， 
纤维 从 的 坐标 变换 {ga} 满足 

£s O00gg GO) = grb € U, NU NU). 
反之 ,对 于 满足 这 个 条 件 的 连续 映射 

Eg: Us () Us >G (其 中 (06) 为 B 的 开 和 覆盖 ) 
存在 惟一 的 G 从 (E,p,，B,F,G) 以 (gp) 为 坐标 变 
fh. BLE BBM A= (a) 为 离散 空间 , 取 子 空间 

E = {(b,y,0) |b EU}CBXF XA, 
RUBBER Gs. ysa), (zy ,8B) 当 6=6 oy — gu (zy 


时 定义 为 等 价 ,E 为 上 在 这 个 等 价 之 下 的 商 空间 ， 


pitb,y.a)}=6, N] ESE, p, BL F.G) BAAD. 
以 下 介绍 纤维 丛 的 一 些 具体 而 重要 的 实例 : 
1. EFM: SAE = CE, p, B.F,GO AF 
一 CC, 并且 结构 群 C 对 于 纤维 G 的 作用 为 C 对 C 的 
左 乘 , 则 称 £— ( 瑟 ,p,B,G) 为 主 纤维 丛 或 主 丛 . 
2. 乘积 从 :在 纤维 从 和 = (E, p: B. FG) 
E—BxF, p;BxF—B 
为 投射 ， 
U,—B, @&:BXF>BXF 
为 恒 同 映射 与 G=1, 则 称 £— (BXF.P.B.FOXSE 
积 从 或 平凡 从 .换言之 ,一 般 的 纤维 从 可 以 看 成 平凡 
从 的 推广 . 
3. 向 量 从 :在 纤维 从 £— CE. p, B.F CO Hh EF 
=FR" JJ n 维 ( 实 ) 向 量 空间 ， 
Pa: R° > p I) OEV) 
为 向 量 空间 的 同 构 ,并 且 当 EC 人 门 Cs 时 ， 
En) = Poh ° Gag: R” 一 R" 
为 一 般 线 性 群 GL GU RD PIR, BI GOGL (a, 
RO, WR E ACS) 维 向 量 从 ,特别 地 , 称 1 维 向 量 
从 为 线 从 . 
4. 切 从 与 余 切 从 : 设 MM 为 n THE CT 微分 流 形 ， 
T, MAME p 点 (pEM) 的 切 空间 , 若 
TOM) —U T.OD; 
b€M 
r: T(M)>M H» x(T,(M))=p, 
则 对 于 2 在 MM 中 的 坐标 邻 域 Cs 与 局 部 坐标 (zi， 
Loson) ,XT (CD) 中 的 元 素 可 以 表示 为 


: 9 
2a 


从 而 在 x QU S| A BR A 
Pos Psd f apte 
fi 4 T CMO BOA C™ oi DIE CPC OM) H Zn 维 流 
HE) n 维 向 量 从 (TCM) x, MIR GL GG ROO ROS M 
的 切 向 量 从 或 切 从 ;在 M 的 每 一 点 p ARBER 
切 空间 T; (M) (TY (MD A— WAT, ADR 的 线 
性 映射 所 构成 ), 则 类 似 地 得 到 的 
(7 (M), x, M,R",GL (G3,R)) 
称 为 M ARYA. 
5. i RP^— (I| xl —1|z€R'* zo (— DA 
n 维 实 射影 空间 ， 
E(r,) = {C4 x},v) |v = Ar,A4€R) 
ERP XR UR) -P FRA 
i rye RE". ROE So) = (c 
则 z^! {+a} ER’ act z,-—2 的 直线 R, 而 这 样 
45 3| AY £F HE JA, = (ECT RP" RS PRA RP" 上 的 典 
RIZR JA UE 
Cr = {z|z E€ Ot!-{0}/z ~ Àz}, 
其 中 OFAC CWE n HABA, 
E(Cr') = {C{z),v) |v = àz,A€ C) 
n({z} v) = {z}, 
则 Uer) 是 一 条 复 直 线 , 而 
Cr, = (E(Cr,), CP’,C} 
是 CP" 上 的 典型 线 从 ;类 似 地 ,可 以 得 到 四 元 数 射 
影 空 间 上 的 典型 线 从 . 
坐标 从 (coordinate bundle) 
纤维 从 ”. 
等 价 坐 标 从 Cequivalent coordinate bundle) 
见 “ 有 结构 群 的 纤维 从 ”. 
全 空间 (total space) 
AN". 
底 空 间 (base space) ” 见 “ 有 结构 群 的 纤维 从 ”. 
射影 (projection) ” 见 “ 有 结构 群 的 纤维 从 ”. 
纤维 (fibre) ” 见 “ 有 结构 群 的 纤维 从 ”. 
结构 群 (structure group) 见 “ 有 结构 群 的 纤 
维 从 ”. 
坐标 邻 域 (coordinate neighborhood) 
结构 群 的 纤维 从 ”. 
坐标 函数 (coordinate function) 
的 纤维 从 ”. 
JA RR Bf (bundle mapping) 
维 从 ”. 
SS t JA RR Sj (equivalent bundle mapping) J 
“有 结构 群 的 纤维 从 ”. 
主 从 (principal bundle) 
AA". 
平凡 从 (trivial bundle ) 


见 “ 有 结构 群 的 


见 “ 有 结构 群 的 纤维 


见 “ 有 


见 “ 有 结构 群 


见 “ 有 结构 群 的 纤 


见 “ 有 结构 群 的 纤维 


见 “ 有 结构 群 的 
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纤维 从 ”. 


tE M (line bundle) 见 “ 有 结构 群 的 纤维 从 ”. 


YJ M (tangent bundle) 见 “ 有 结构 群 的 纤维 
JA". 

RYJA (cotangent bundle) 见 “ 有 结构 群 的 纤 
UE JA. 


H H £p M (canonical line bundle) 
群 的 纤维 从 ”. 

WS EA (induced bundle) ”从 一 个 纤维 从 经 一 
个 连续 映射 诱导 出 的 一 个 新 的 纤维 从 . 设 

E= (E; pB; FG) 
为 纤维 从 ,y:B' 一 B 为 连续 映射 ,考虑 XB' 的 子 空 
间 E’={(r,b 0)€ EXB'|pGo-90)0) E p;E 
B' WE’ E 分 别 为 乘积 空间 的 投射 
EXB'—B', EXB'—E 

在 E' 上 的 限制 , 则 y*$==(E',p',B',F,G) 是 纤维 
MA FE V d d u^6 到 的 从 映射 ,y*& 称 为 由 
得 到 的 § 的 诱导 从 ,也 称 为 从 § 由 映射 y 而 得 到 的 
回 退 . E RY, Z 二 的 坐标 邻 域 族 及 坐标 变换 族 为 
(UV (ga) W 9^ € BS 4H ZR Bg (9 Ua) 与 
(Spa? Ph TEL ET IE AA € 6 SBA DAB VEA 
E, ži $:B'>B 为 底 空 间 之 间 的 映射 , 则 人 二 yy*&. 
A €, —6,, i| 9^ £, =~". H J' :B”>B' 为 连续 映射 
时 ， 


见 “ 有 结构 


(g » p ŽE = J'* (FE), 
H EEA M o BREM. & E m GE pe Bi Fi, 
Gi) 11,2 AAEM, M E X= CE, X Eos pi X po, 
B, XB, FıX F2.G,XG, FERRE X P um A £T 2E 
AERIS £y 5 E REM. Fe He 5, = (GE; pis 
BR", GL OG, R)) X M BM, A: BBXB, A) = 
(bb) A Xt FA BR eT V WU S SH [n] BEA A CO, XED BRA 8] 
BM 6.6 的 惠 特 尼 和 , 记 为 名 由 所 ,而 6,06, AB 
E BS o don; 维 向 量 从 .诱导 从 在 代数 拓扑 中 的 一 个 
重要 性 质 是 :大 B 为 仿 紧 空间 ,yi,y;:B' 一 B 同 伦 ， 
则 yi F= gy €. 

分 类 空间 (classifying space) ”在 纤维 从 理论 
中 起 关键 作用 的 一 类 空间 . EESE, p: BORE 
M spis p: X >B 连续 ,XX 为 仿 紧 空 间 , 则 当 us o 
Cl) fe BY br ES gpi (等 价 ). rin — 0 VA X 为 底 空 
I8], G 为 结构 群 的 主 从 的 等 价 类 之 集 为 Kc(X), 一 
JA X 到 B 保 点 连续 映射 的 同 伦 类 之 集 为 LX,zxo; 
B,boj, 则 存在 一 个 对 应 

Ti [ X, zo; B, b, | — Kc OX, T f | s WEGE 

其 中 [Lf],Lf*é&] 分 别 表示 同 伦 类 之 集 与 等 价 类 之 
集 . 重要 的 是 :大 为 nn 连通 的 ( 即 x;(E) 二 0,0&i 
委 2), 则 对 于 任何 dimX¥<n Bj CW JE X, 上述 了 
为 双 射 . 这 样 就 可 把 X 上 的 主 从 与 X 到 B 的 连续 
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映射 对 应 起 来 ,因此 ,E 与 B 便 显得 十 分 重要 .从 而 
对 于 主 从 ==(E,p,B,G), 当 为 n YER IB] (n 
oo DAY , BK E 为 n i£ 4A.B An 分 类 空间 . 特别 地 4 n 
— ool} KE AC 的 泛 ( 纤 维 ) 从 ,B= Bc 称 为 G 的 
分 类 空间 ,f BRAD SEE 的 示 性 映射 .米尔 诺 (Mil- 
nor,J. W. ) 证 明 ; 对 于 任意 拓扑 群 G, 均 存在 它 的 分 
类 空间 Bc. 特别 地 , 当 G 为 可 数 CW 复 形 时 ,Bec 也 
是 可 数 CW 复 形 ,并 且 对 于 固定 的 C, 一 切 CW 复 形 
Bc 均 有 相同 的 同 伦 型 . E TF SC IE AC HE VERE RE. 
有 几何 意义 较 明显 的 构造 分 类 空间 的 方法 . 

= MCuniversal bundle)” 见 “分 类 空间 ”. 

F TE BR BF (characteristic map) M 4p 25 zs 
|R] ". 

SP BN (Stiefel manifold) — 2% $7 4f FH B^ 
齐 性 空间 . 设 O(n FO S n BESC IE 2E IE | ME d — UJ 
nXn 实 正 交 矩阵 所 构成 .对 于 Rn 5E BEOCR,A), 
E B 对 应 

B O 
lo "AT 
Hr E, 09 (n—k) X GO — k) BALE. DU] O CERO 
可 以 看 做 Oltn,R) 的 子 群 . 因为 每 个 n 阶 矩 阵 可 以 看 
做 一 个 n? 维 向 量 ,或 者 说 R" 中 的 一 个 点 ,所 以 R” 
的 通常 拓扑 诱导 出 O(n,R) 的 一 个 拓扑 ,在 此 拓扑 
之 下 ,O(n,R) 是 R" 的 一 个 紧 致 子 空间 ,O(&,R) 是 
Oln ROW AFR. AA EL E 
V = (Ce,e,.6)l]e € R'se*e; 
= Ôj l Si, j « kj, 

BIV "PAS EA LA Æ R" 中 的 一 个 上 元 正 交 标 架 ， 
则 在 R"X…XR"(R 个) 的 诱导 拓扑 之 下 ,Vs 为 一 个 
紧 致 流 形 , 称 为 史 梯 福 流 形 . 史 梯 福 流 形 可 以 看 做 李 
群 的 商 空间 一 一 齐 性 空间 . A 

f: OnR)—V,:, Ar(CAe,Ae,- 

其 中 e; AR" 中 的 标准 正 交 回 量 , 则 
f(A)= Cei, e te) 
“4 HIL AC OG — 5, PD. 从 而 有 商 映射 
T: OG R0/OG — k&,RO—V,a, 
它 是 一 个 同 胚 . 特别 地 , 当 k= 时 ,有 
OG;R)/OX—1.ROZV,,zmS" .. 


» Ae.) , 


现在 
OXÀn —12)—0O0GD0-—O(n)/OX—1) 
为 纤维 空间 序列 ,其 中 OG) =OG,R), TF RE SE HB 
同 伦 群 的 正 合 序列 
soso, GU 1); 0-1) 
>n; (O(n) NS" 1) 
由 于 mauu CS"! ) = 77,68" !) =0,i<n—2, BLA 
z, (On —1) zz (0G) G<n—2), 
因此 zm; CO GOD Ez; CO n 3-£)) G<n-1), F 8 
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7, 41002007, (COO £2) 
SE ACIES SEES E 
O(n) O GT k) O(n +h) /OXUD ZV npr 
的 正 合同 伦 群 序列 
m; C(O) )—> (O(n + k)) — m; (V) 
—> n; (O(n) ) > n; (O(n + £2), 
则 由 上 面 结论 得 到 V nera) 50i Kn]. 

格拉 斯 曼 流 形 (Grassmann manifold) 一 类 特 
殊 的 可 微 流 形 . 4 O(n) A n 阶 正 交 群 ,O(n 一 &)X 
OCk) 中 的 每 个 元 素 (4,B) 对 应 于 nXn 和 矩阵 
A x 
O Bi’ 

其 中 4 为 (2 一 &) X G— ED EMRE, BA RXRIE 
Ar Fa E Hu On —4) XOGO A A O(n) FBR. i 
Gne =G (RO RAN R^ 中 一 切 & 维 子 空 间 之 集 , 即 
C, 中 元 素 是 R" 中 一 张 过 原点 的 & 维 平面 , 知 
T: VG. 

TCU Uz" V4) 为 R" 中 由 VU 1 9V29°°" Uk 生成 的 子 空 
la], id Jy TLU V2 v) — Gi v; 77v), FRE X. 
G4 的 拓扑 为 V, TE T 之 下 的 商 拓 扑 , 则 Gra A iit 
JÉ , 称 为 R" 中 关于 & 维 平面 的 格拉 斯 曼 流 形 . 若 

d.a: OG /Oln—k) XOCGO—G, a 

d, 4 CCCOGQY— B) X OCER))) = (Ce, Ces Ce), 
其 中 e 为 单位 坐标 回 量 , 则 yi 仅仅 依赖 于 陪 集 
CCO(n—k) XOCR)). yi 为 连续 的 双 射 ,由 于 O(n) / 
O(n 一 上 &)XO(k) 与 G,4 均 为 紧 致 豪 斯 多 夫 空 间 , 所 
以 dn Ale AR. REDIRE SRI, 

O(n) /O(m — 1) X OCD =G,,, = 

为 n— 1 维 实 射影 空间 . 现在 
O(k)— O(n) /O(n — k) 
+O(n)/O(n — k) X OQ) 
为 纤维 空间 序列 ,于 是 和 一 Quas Pr G.S Ok BE 
从 ,从 而 7 (uaa pus ,O(n)) 也 是 主 从 . 在 上 
面 已 经 指出 Y,, 是 ”一 1 连通 的 ,所 以 格拉 斯 曼 流 
FE Guta de IE ORE O(z) 的 2 一 1 分 类 空间 . 

正 交 群 的 泛 从 (Cuniversal bundle of orthogonal 
groups) 实 正 交 群 O(&) 的 具有 泛 性 质 的 主 纤维 
从 . TEXTE P Gri xot nb Ose Ta. TIP 
将 R* 视 为 R**' 的 子 空间 ,有 逐个 包含 的 欧 氏 空间 序 
3| RCR 一 C…R…C…, 从 而 有 格拉 斯 曼 流 形 之 
间 的 包含 映射 Gia Gag at Ga ne XX 

BOCA) — U Gases 


并 规定 BOCA) RI 38 1h 79 38 fa Fh, BI U C BO CA) WH 


Se AM UN Gerde Got ee PR OST — V) n 
z0),X 


RP" 


EOC) 一 JV ntaa , 
JF A EO(k) 的 拓扑 也 是 弱 拓 扑 , 于 是 有 映射 


mz; EOCR)>BOCR), 
使 得 £54, = (EOQ), n, ,BOR) OCA) WE OG AA. 
另 一 方面 ,在 上 面 已 知 Vi. 50 (i 二 n 一 1), 从 
而 由 同 伦 群 定义 可 知 六 (EO(&)) 一 0, 对 于 一 切 守 所 
以 So 是 正 交 群 OC(%) 的 泛 从 ,而 无 穷 维 欧 氏 空间 中 
k 维 平面 的 格拉 斯 曼 流 形 BO (4) 是 正 交 群 OGO BS 
分 类 空间 . 

A 8t B3 3S AA (universal bundle of unitary gro- 
up) 西 群 U(%) 的 具有 泛 性 质 的 主 从 . 对 于 以 复数 
为 元 素 的 一 个 nXn 和 矩阵 4, 车 A4'==1, 其 中 A X 
示 A B5 ELS ST GR RUE SO CCS RR BE LI 为 
单位 矩阵, 则 称 4 A. BIC noXn BRE 
E U G0 Wl EE FRE 0 PSU (n) 成 为 群 ， 
称 为 西 群 .车 把 U(n) 看 做 C HES JULU GO E 
拓扑 群 . UR TEACH. A U CR) CU Cn) Gin). 
从 而 诱导 出 商 空 间 Un) /U CR). Æ VCO = (a), 
va 0) |v; € C^ ,v;v,— 0; 1 , jh) Ml 

Pa: U (n) /U (n — k) —V,4CO)D, 
P (AU (n — k)) = (Avi, Av), 
ENA Z 8] TA 85 [e] EV CCO PR IS I SER RS D 
JE. E G,, CCo Æ C" 中 维 复 子 空间 所 成 的 流 形 , 则 
Gr(C) 称 为 复 格拉 斯 曼 流 形 . EE 
d: U (n) /U (n—k) XU (k)—G, (C) 9 
d, 4CAQU Qi — B) XU CR)) = (Av, Avi AV?» 
则 q.s TA) AR. 特别 地 , 当 ==1 时 ， 
U(n)/U(n—-1) XU) ZG, ZCP ' 
为 复 n—1 维 射影 空间 . 如 同 实 空间 的 情形 , 若 
m: Vi (CG, CC), 
TCU, 972» *** 04) = (01 72 5 *** UE?) » 
WI CV, 44 0) 2,G,,44C00,U GOD A U GO BS 2n—1 
lA. 
BU (k) = U 6,44 (C), 
EU (k)= Uso7 rnCC)， 
则 z; CEU (22 —0 G0). 因此 
bua = CEU (k) , z, BU CE) UCR)) 
E U GO BQIZ AA BU GO X BH U GO BJ Ap 28 25 fü]. 

复 史 梯 福 流 形 (complex stiefel manifold) — JW, 
“ 西 群 的 流 形 ”. 

f 4&4 Hr S Jt (complex Grassmann mani- 
fold) WL“ BHM UI”. 

iE Bf B > M (universal bundle of symplectic 
group) 辛 群 Sp(%) 的 具有 泛 性 质 的 主 从 . 记 全 体 
四 元 数 之 集 为 H. 对 于 y€H, 

y xod ixi jzxidhx;, 

y= zo 121 — j£ — kx 
称 为 y OHH. —^ nox n Voc OB EE 4 称 
为 是 辛 矩阵 , 若 AA =1, HP AUS ARBRE. 
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为 单位 矩阵 . 若 记 全 体 nXn 辛 矩阵 之 集 为 Spia), 
则 在 矩阵 的 乘法 之 下 , 它 构成 一 个 群 , 称 为 辛 群 . 如 
同 西 群 与 正 交 群 的 情形 ,有 Sp(&)CSp(n), 当 kn 
AY a Vine CH) (Gi vvv; C€H'vv;—ó;.1 
Ki, jk), M YeCH) 可 以 看 做 H h k 维 标 架 所 构 
成 的 流 形 , 称 为 四 元 数 史 梯 福 流 形 . Ep Gs CH) A H” 
rH — UJ k 维 子 空间 所 构成 的 流 形 , 则 称 为 四 元 数 格 
pA S NOE. 
m: V,4CH) — Gna (H), 
NU VU = (01,05, Ys 
WI CV, L4 ke CH) t, Gree D Spk) X SpOGD Bg 42 一 
1 泛 丛 .如同 在 实数 与 复数 情形 A 
ESp(CA) = UV are CH) , 
BSp (k) = U Gress (H), 

则 Es a = (ESp Ck) , 75 BSp (k) , Sp (OO FROM SEE 
Sp GO Bj iz EM, BSp (2) H 3E IE Sp GO B] oP 28 A. 
Fr A OV CHS"! G, CH) HP". 

+ #6 PO sc HM Cconjugacy quaternion) A," 3E E 
BUT DA”. 

四 元 数 史 梯 福 流 形 (quaternion stiefel mani- 
fold) M PRRI”. 

元 数 格 拉 斯 曼 流 形 (quaternion Grassmann 
manifold)  BW,"3E SEBJTZ JA ". 

. 3R8 ££ (associated fibre bundle) 与 主 从 具有 
对 应 关系 的 纤维 从 . 设 7= CE' a BO Dg E AA Ml 
存在 G TEE EBSJ— 4 TERI. 另 一 方面 , 设 下 为 C 
在 其 上 有 左 作 用 的 空间 OSUT G0 € EXF E 

(x wWe=(rerg 'y), 
则 GG 为 ExXF 上 的 右 作用 群 . 记 轨 道 空间 

(EXF)/G=EX6F, 
r2] 

p: EXcF>B, plG,2)—q9G), 

Mj 290F)— (EXcF,p，B,F,G) 为 纤维 从 , 称 为 7 的 
相伴 丛 . 对 于 纤维 从 = (E, p B. FG) UR EA 
7, 使 得 £290) WR 7 为 与 $4 相伴 的 主 从 , 它 可 由 
€ 的 坐标 变换 B 以 及 GC 按 构造 主 从 的 方法 作出 . 如 
此 《与 ”有 一 一 对 应 关系 ,并 且 纤 维 从 $1 ,6; SHS 
且 仅 当 其 相伴 主 丛 等 价 . 从 而 对 于 主 从 2, 8] 8209) 
作为 相应 纤维 从 的 定义 . 由 于 这 个 对 应 关系 ,在 以 后 
的 讨论 中 ,将 把 适用 于 主 从 的 理论 ,也 应 用 到 相应 的 
纤维 从 上 去 ,特别 地 ,对 于 分 类 空间 Bc. CW JE 
X,H5 Jis f2:X—> Bo, 

frecLF ] = fF ELF] 
M BOR Sf 同 伦 于 fi, 即 Bo 也 是 以 G 为 作用 群 的 
向 量 丛 的 分 类 空间 . 

射影 空间 的 上 同调 环 (cohomology ring of pro- 
代数 拓扑 学 的 重要 概念 . 计算 射影 
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空间 RP”,CP”,HP” 的 上 同调 代数 . 设 4 为 有 1 交换 
环 ,z 为 一 字母 , 则 一 切 形 如 
Ape Ae eed OA EA) 
的 多 项 式 在 普通 多 项 式 的 加 法 与 乘法 之 下 (但 在 乘 
的 过 程 中 当 出 现 rmon 时 , 令 zx” 二 0) 构 成 A 上 
Bj — ^^ RM RHA A bm BRR, i A 
ACa)/Ca""!). RRA HD. 24 n=O, EM ASTRA 
数 AGO. 对 于 实 射影 空间 RP", S°>S">RP" 为 一 
纤维 空间 序列 ,因此 有 上 同调 的 奇 欣 序列 
O— H'(RP";Z,) — H°(S";Z,) >» 
> HGS; Z) ~= HRP"; Z) 
— H (RP*;Z,) > H'(S"Z,)-—- 
E EHG ZIA H S Z E= HASS 
0,z 天 0,”, 利 用 上 同调 乘积 可 知 
H*(RP";Z:) =Z; w |/Cw""!). 
特别 地 ， 当 2 一 ce 时 ， 
H'(RP?;Z)—Z;(w), 
EP w A HRP"; Z KERT., E RP" 的 欧 拉 类 . 
同 理 对 于 复 射影 空间 CP", 有 
H (OP Z= e e] 
H' (CP™ ;Z)=Z¢e), 
其 中 e€EH?(CP";Z) 为 欧 拉 类 . 对 于 四 元 数 射影 空 
E HP", 
H*' (HP";Z) =Z¢e')/Ce'"*"), 
H* CHP” ;Z)=Z(e'), 
其 中 e CH‘ (HP’;Z). 又 对 于 V=R,C 或 H, 根 据 射 
影 空 间 定 义 , 有 VP"CVP”', 因 此 
VP” = UVP", 
并 被 赋予 关于 VP ,VP VP", BSS TAF. 
am RAG (truncated algebra)” 见 “射影 空间 的 上 


同调 环 ”. 
育 欣 序列 (Gysin sequence) JL" 55 ge zs IR] BJ 
上 同调 环 ”. 


示 性 类 (characteristic class) 一 个 具有 特殊 的 
几何 与 拓扑 背景 的 上 同调 类 . 示 性 类 理论 开始 于 
1935 年 ,几乎 是 由 惠 特 尼 (Whitney,H. ) 与 史 梯 福 
(Stiefel, H. ) 同 时 发 展 起 来 的 , 史 梯 福 的 论文 是 引入 
与 研究 某 些 决定 于 可 微 流 形 切 丛 的 “特征 ?同调 类 ， 
而 惠 特 尼 讨论 的 是 任意 球 丛 的 情形 ,并 在 以 后 把 它 
表示 为 上 同调 的 语言 . 1942 F, EEES 
(IHonrparun, JI. C. ) 从 研究 格拉 斯 曼 流 形 的 同调 人 
手 , 引 入 了 至 今 称 为 庞 特 里 亚 金 类 的 示 性 类 . 最 后 ， 
1946 年 ,陈省身 在 昆明 从 研究 复 流 形 人 手 , 定 义 了 
复 向 量 从 的 陈 ( 省 喘 ) 类 ,他 指出 复 格 拉 斯 曼 流 形 有 
比 实 格拉 斯 曼 流 形 更 容易 掌握 的 上 同调 结构 ,从 而 
有 助 于 人 们 更 好 地 来 掌握 示 性 类 理论 . 另 一 方面 ,大 
从 更 为 统一 的 观点 来 看 待 , 则 可 把 示 性 类 理论 描述 
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如 下 UE 6.2209 CW RE X EN GHA MARE 
映射 fes fo: X >BG(n) (其 中 BG (rn) A 25 Fg GOD 
的 分 类 空间 ). BJ MA oP 2S 8 AR HA, E= 当 
AMY fi f. BUA X. E CO) AT, 
归结 为 映射 f:X 一 BG (n) 的 分 类 问题 .对 于 后 者 , 代 
数 拓扑 中 有 一 种 判定 办 法 是 ;f 诱导 出 

f*: H' (BG(n)) > H* (X), 

MHS Shy LAS; WA fox £257. 
为 此 只 须 找 € H* (BG (n)) ,使 得 

fila Aff (xe) € HX), 

由 于 fe REXA ERE, id f? GON CHE 
H* (X), RA € RF x AUREX. 近来 国内 外 学 者 
的 工作 表明 ,根据 托 姆 (Thom,R. ) 与 庞 特 里 亚 金 定 
理 , 通 过 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 的 计算 ,对 于 确定 某 些 带 
对 合 可 微 流 形 的 协 边 类 还 是 相当 有 效 的 . 

史 梯 福 - 惠 特 尼 类 (Stiefel-Whitney class) 一 
种 相应 于 正 交 群 O(n) 的 模 2 系数 的 示 性 类 .为 了 定 
义 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 , 先 叙 述 一 个 定理 : 设 姑 "是 一 种 
有 乘积 的 上 同调 理论 ,使 得 对 于 每 个 2 之 1, 有 元 素 
z,€h'(RP*) ii £ : 

1. A* (RP*)=h* (Pt) Lx, J/ Geo"). 

2. d) i: RP°>RP"OUA AS. Wi xu 
z,CA* (Pi) 为 h* 下 一 点 构成 空间 的 上 同调 环 )， 

则 对 于 以 CW RÉ X 为 底 空间 的 每 个 O(n) 从 §, 存 
在 惟一 的 WE) Chi CX) (0 过 1 二 nn) 满 足 : 

1. W;C£* E) — f* QV,COD SET — f: Y x. 

2.W (6) — 1. 

3. Zi r,— GE, p,RP',R,OCDOX RP" 上 的 典型 
Ze JA WW WCG) =2,. 

4. W EDM = 32.4; W: (OW; (7). 

由 于 Z 系数 的 奇异 上 同调 mB RP; Z) W E 
定理 中 的 条 件 1,2, 因 此 ,对 于 CW 复 形 X 上 的 每 个 
O(n) AK &,TETETE H 

W,(6) € H'(X",Z,.) (0xci xin, 
EMEA OGOJA E I) S Be Xr E 25. 

[5] Bt KM W É& IB] (cross-section of vector bund- 
les) HAME EXE SE EAE [o] et HRY HE. ae E 
— CE, p, B,R', GO [8] EA , f: B E EZR, AXT 
&* z€ B. f (2) € F,COCI pf Q0 —0 WRK FW 
回 量 丛 的 一 个 截面 .大 地 恒 为 OER", 则 称 地 为 向 量 
AB 上 的 一 个 零 截面 . 一般 地 , 奉 

Sn sm BOE 
AER Rk SAR SER OCB, 

SiE) S Cb) ,S,CO EF, CE) 
线性 无 关 , 则 称 Si ,SS 为 上 一 族 独 立 截面 . 
Xt n] BAA E A E=BXR", ME E FILA. 对 于 
平 几 从 §, 存 在 独立 的 截面 


S1,9,,**,8,; B—BXR'", 

并 且 反 之 也 成 立 . 关于 截面 ,有 下 面 的 定理 向 量 从 

€£— (E, p, B,R',G) 
EFE nh Bm. 4 BT SE ALAA. 向 量 丛 
上 并 不 总 是 存在 处 处 非 零 截面 ,例如 ,考虑 RP” 上 
AI HE AI R MA r= (Er) snr RPR OOD (参见 “有 
结构 群 的 纤维 从 ”) , 若 存 在 截面 

S; RP"—>E(r), 


则 有 复合 映射 
S"—-RP'——E(r), 
XP x€ 5$", UR RIA C42} Ar) HP AGO 
为 实 值 连续 函数 ,并 且 4( 一 z) 一 一 4(z). 因 为 $" 是 
弧 连 通 的 ,所 以 由 中 值 定理 ,存在 zxvoE.S" ,使 得 4(zo) 
二 0, 从 而 5S 不 是 一 个 处 处 非 0 FY PRB, BIS 不 是 六 
上 的 处 处 非 零 截面 . 阁 向 量 从 为 光滑 n 维 流 形 M 的 
YM: 
(TCM), 3, M.R',GL(R. 222, 
则 其 上 的 一 个 截面 S: M— T CMOFICH IE] TA HL 
的 一 族 独 立 截面 
SiS S: M— TOM) 

PRA M 上 的 一 个 维 标 染 场 . 

F fo) MB AM BY SE 3 Fh Corthogonal complements 
of subbundle) 欧 氏 空间 中 的 正 交 子 空间 概念 在 问 
HAMRE. i=, p: BRODARA. EE 
—CE' ,p' BR 5 Té [5] E& A, SAP RENTS 
ig] CR CR", p | E' =p). UK E K 7 BST p] CA. 设 
€ i [n] AV ATM BAA B 为 仿 紧 空间 , 则 利用 
单位 分 解 定 理 , 在 请 中 可 以 引入 欧 氏 度量 ( 即 在 每 
^ FECE 中 引入 内 积 ,使 之 与 5 的 拓扑 结构 相 
ee ee 
Fié+) = (VIV-W = 0, 对 于 一 切 W € FE}, 
Es F. ay: n—n 维 子 空间 , 而 

ELET) -UF.G», 

使 得 £5 — (CECE+), B", B,R" AY 的 男 一 个 子 向 
BAA, RAE IESE SD. 对 于 与 4, 有 惠 特 尼 和 7” 
= e]. Zi 7 有 独立 截面 $1552, sO: B— E, 
FCE) AHE S:(6) S20) oe SERIF, OD BE 
空间 , 则 E= (E(6),p,B,R*) 为 7 的 子 从 .由 于 这 个 
k 维 子 从 有 上 个 独立 的 截面 ,从 而 为 平凡 从 , 记 为 
e, PEVA 7 二 ee rp 6-78 n—k SEM e CE "PUE 
30 Fh. 

史 梯 福 - 惠 特 尼 类 的 性 质 (properties of Stiefel- 
Whitney classes) 对 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 的 刻画 . 指 

1. Æ £—75, M] W,C) SW; Op. 

2. Æ € APE ALA, Wl Wi Ce) 0,22 0, RENA 
存在 从 es 到 底 空间 为 一 个 点 的 向 量 从 的 映射 . 


代 数 d th 学 


3. Æ € 为 平凡 从 , 则 Wi(e 虽 7)==Wi(7). 
4. 符 向 量 从 < 有 有 个 独立 的 截面 , 则 E= Det, 
其 中 e 为 & 维 平凡 从 ,从 而 Wi) —W.Ce. Bru 

A o a A o ETE e o 
对 于 一 个 O(n) BA E, 

WCE) = 1 二 + W(t) HW: + - -W,O) 
称 为 和 的 全 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 . 于 是 由 惠 特 尼 乘积 定 
HA W C099) —W EOW Q). | 

5. jx ri RP” 上 的 典型 线 从 , 则 
Wr!) =1+4+2,. 
这 由 示人 性 类 的 定义 立即 可 知 . 对 于 一 个 CW BB 
X,WX 为 底 空 间 的 向 量 从 是 很 多 的 , 当 X=M 
为 可 微 流 形 时 , 称 切 丛 r(CM) 的 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 为 
M 的 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 . 对 于 流 形 M, 若 rM) H 
JLA WER M 为 可 平行 化 的 . 设 (2 十 1)7 nl 
rs 的 惠 特 尼 和 ,其 全 空间 中 的 每 一 个 点 可 以 表 为 
CU) pads Ae tees 
其 中 rE S",y,ER.0Si<n, (x) dt x ERP 中 的 像 
点 , 则 存在 一 个 处 映射 
9: (n+1)ri>r(RP") Pe’ Ce 
AL} Volo WL to Vn) 
= RE) 
HP y= (yo yist mD ER, Cr, yN ry 的 内 
FR. e REM, AE nm +1) ri =r (RP) De". 从 而 由 性 


6. W(RP)=(+2,)"7'=1+ 
m 
2 


为 一 维 平凡 从 )， 


n 
Sun 
1 
n . 
Tos 
n 


+ zie 


由 于 这 个 性 质 6 与 性 质 4, 即 得 下 列 性 
7. W RP) =1, BL 34 n—2'—-1Gzz0). 
因此 RP” or f; 46 CIT BS AC SE LAD 1K 

a] BE dE RP',RP'RP'RPP,RPP,-- SE E, B2 

知道 RP',RP'*,RP' 可 以 平行 化 ,而 RP*,… 不 能 平 

行 化 . 此 外 ,由 性 质 4 与 6 还 可 知 ;:RP”(m 宇 1) 上 没 

有 截面 , 即 ,没有 连续 处 处 非 零 的 向 量 场 . 

史 梯 福 - 惠 特 尼 数 (Stiefel-Whitney numbers) Xf 

史 柳 福 - 惠 特 尼 类 的 一 种 刻画 . 指 由 史 梯 福 - 惠 特 尼 

类 决定 的 域 Z, 中 的 元 素 . 设 M AM n BRE 

(可 能 不 连通 ) ,因此 存在 惟一 非 0 元 素 ew € H,(M; 


质 ( 史 梯 福 的 


Z) RRA M 的 基本 类 . 于 是 对 于 任意 上 同调 类 vE 


H’(M;2,),4 568 W w (Kronecker, L. ) (vs um? 
EZ WA vLM ]. Æ E EVA OE ARS [AY n A o 
EA ororo tor, 是 一 串 非 负 整数 ,使 得 
Y; + 2r, ee tar, = n, 
则 对 应 的 乘积 
W C8) WW, (8) WE)" E H” CM; Z). 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


因此 有 
QW,COnW;G)-W,OGD», pu) EZ. 
特别 地 ,行为 的 切 丛 , 则 
Wn:-WzLM]- (Wi MyW, CM)” , pm) 

称 为 流 形 M 关于 乘积 WW ee ,Ww 的 史 梯 福 - 惠 
特 尼 数 . 史 梯 福 - 惠 特 尼 数 对 于 判断 微分 流 形 的 协 边 
性 质 十 分 有 用 ,首先 ,有 庞 特 里 亚 金 定 理 : 蔡 M 为 光 
滑 紧 (2 十 1) 维 流 形 矿 的 边界 , 则 的 所 有 史 梯 福 - 
惠 特 尼 数 全 为 0; 其 次 ,有 托 姆 定理 : 行 光 消闲” 流 
JE M 的 一 切 史 梯 福 - 惠 特 尼 数 为 0, 则 存在 (2 十 1) 维 
紧 光 滑 流 形 W ,使 得 9W — M. 根据 上 述 两 个 定理 ， 
立即 可 得 下 列 重要 推论 :两 个 光滑 闭 n 流 形 M,M 
是 协 边 的 , 当 且 仅 当 它们 的 一 切 对 应 的 史 梯 福 - 惠 特 
尼 数 全 部 相等 . 

X3ECWu class) 拓扑 流 形 的 一 种 Z 系数 的 
示 性 类 . 对 于 拓扑 流 形 , 示 性 类 也 可 按 下 述 方 式 定 
X. M A n ARKAE, X TIEA rE H'(M;Z;)， 
y"'€H""(OMdIZ)) ,通过 

zy) = (2'y") LM] € Z,, 

定义 一 个 同 构 

d: H'(M;Z,) — Hom(RH" ^ (M;Z,).Z,), 
在 Jy 之 下 , 若 同 态 a: y —Sqy PUM] MF wE 
H'(M;Z,) (Bl 9^! Ca) =u) Gxzn/2) , Wl] u^ HAM 
的 吴 ( 文 俊 ) 类 ,其 中 Sg 为 斯 廷 罗 德 运算 ,并 且 称 

W, = DD 


为 M 的 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 . 对 此 , 当 M 为 可 微 流 形 
时 ,有 Wj 二 Wj;(CM) (Wj(M) 为 前 面 定义 中 史 梯 福 - 史 
梯 福 - 惠 特 尼 类 为 拓扑 不 变量 . 与 此 相反 ,米尔 详 
(Milnor,J. W. ) 证 明 , 庞 特 里 亚 金 类 并 非 拓扑 不 变 
量 . 

吴 公 式 (Wu formula) 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 经 斯 
廷 罗 德 运算 以 后 的 表示 式 . 在 Z: 系数 的 上 同调 中 ， 
向 量 从 的 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 在 H” (BE); Z) P h 
有 重要 的 地 位 ,斯 廷 罗 德 运算 Sg 是 一 种 重要 的 上 
同调 运算 ,而 吴 ( 文 俊 ) 公 式 是 Wi(6) 经 Sq 以 后 的 表 
达 式 , 即 


k—m 
Sq (W m) = WW, + | i LAN T 


k— m 


W W, , 
k | 0 +k 


+| 
其 中 
[-] = x(r—1)--G — i + 1)/i!(mod2). 
1 


由 于 用 示 性 类 做 判断 难免 要 对 示 性 类 做 种 种 计算 ， 
所 以 吴 公 式 对 于 示 性 类 的 应 用 , 即 示 性 类 的 计算 是 
十 分 重要 的 . 

陈 类 (Chen class ) 
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一 种 相应 于 整 系数 的 复 问 


量 从 的 示 性 类 . 对 于 复 回 量 丛 , 即 UG A 
=p O O n e 

如 同 实 向 量 从 的 情形 ,此 时 有 下 列 定理 ; 若 h* 是 一 

种 有 乘积 的 上 同调 理论 ,使 得 对 于 每 个 2 之 1, 有 元 

X x, Eh:(CP") 满 足 : 

Lh? (CPUS Pp lad / ai). 

2.¢ i CP"—CP"* AGE WW i ry =E Ts 
则 对 于 每 个 以 CW BIB X 为 底 空间 的 Un) 从 &, 存 
在 惟一 的 C; CE) € A" CXD (ON COO HE: 

D CCÉ*8)—f* (QC CD, 对 于 一 切 f:Y 一 X. 

2X CCo ESL 

3) dir — GE, p, CP" ,C,UCODON CP" 上 的 典型 
复线 从 , 则 cr) x. 

4) xi £ .UGD X EDM AX EW Un) 
从 , 则 C; COD = Deni COC OD Ki in m, 
其 中 规定 : 当 jm BE.C;CE) =0, 4 k>n 时 ,Ci(7) 
—Q. 

由 于 以 Z 为 系数 的 奇异 上 同调 H'GP';2»8 
足 定理 中 的 条 件 1 与 2, 所 以 对 于 CW 复 形 X 上 的 
每 一 个 复 向 量 丛 (或 者 说 U ADE, EEE B3 

CE) € H"(X;Z) (0xisn) 
(为 在 计算 上 统一 ,规定 C(O) 50,7 10  EMRA 
Un) E REE. 陈 类 是 陈省身 在 研究 微分 
几何 中 发 现 的 , 它 在 复 流 形 与 代数 几何 中 有 着 广泛 
的 应 用 . 

陈 类 的 性 质 (properties of Chen class) 对 陈 
类 的 刻画 . 指 陈 类 的 一 些 基 本 性 质 . 对 于 复 n E E 
A SG 

CCEY=14+C,(€) +C CD + +C), 
则 由 “ 陈 类 ?中 的 结论 可 知 , 对 于 复 回 量 丛 7, 有 : 

1. C£ —C (CC (QD). 

2. Æ © WE MA, Cle) —1. 

3.36 Y ACP’ 上 的 典型 复线 从 , 则 


COO 1 ues 
如 同 实 数 的 情形 ,对 于 一 个 光滑 复 流 形 M LR 
M 的 切 从 r(M) 的 陈 类 为 M 的 陈 类 . 


4. 对 于 复 射 影 空间 CP’, aC H’ CPZ)» 
生成 元 , 则 CC(r(CP”))==(1 十 a)"+'. 

ir, TDI SHE Gnn (O EN SE n HE 
HEA, m— 0o, 1d G..,,(C) — BU G0 EB E n 
HE m] AA nC G70, C4 (70, C, CX r BS ERAS, 
则 还 有 如 下 性 质 : 

5. H* (BU (220; Z)=Z CC, Cr), C (QD, n, 
CG): 

Be gE 2 (llonrparun class) 一 种 整 系数 
AY) VU 7c 3 e Et DA AY zs TE 2S. OSEE UU 76 3 m EE A, Bp 
Spln) M £— (E,27,X3H",Sp(1)). A EH: FG hE 


一 种 有 乘积 的 上 同调 理论 ,使 得 对 于 每 个 >” 之 1, 有 
JU XX x, € A'CHP"O IBS JE. : 

Le CAP Sah CPP za b. 

2. Zi HP"—HP"* HAA Wi" zum 
则 对 于 每 个 以 CW JE X AJR IA SpGDA €, 
存在 惟一 的 p,() CA" CX) (OX <n) WE: 

1) pF D —f' pO) ,对 于 一 切 f:Y 一 X. 

2) p()=1. 

3. 若 r 二 (EE,x,HP”",H,Sp (1)) A HP" 上 的 典 
型 四 元 数 线 从 , 则 p(T) =r. 

AEA X ER Spim) MA.) HX E BJ Spin) 
处 , 则 


KB jm Wb ODE p; —0, 24 kon 时 ,规定 
p) =O. 

由 于 四 元 数 射影 空间 HP” 的 整 系数 上 同调 
H' (HP",2) ii EE EPA ZR fF 1 与 2, 因此 ,对 于 
CW REX ERE VU zc XI [n] BM E, fe ETE A 
p: (E)E H"(X,2). (ONi<n). RH Sp(n) A € WEE 
特 里 亚 金 类 . 庞 特 里 亚 金 类 常用 以 下 定义 , 设 5 为 在 
CW 复 形 XX 上 的 一 个 实 向 量 从 ,C 为 复数 域 ,可 得 
复 从 £69C. 设 p, (50 — C— 10'C4 (ERC) ,Cs 为 陈 类 . 
庞 特 里 亚 金 类 有 一 些 类 似 于 史 梯 福 - 惠 特 尼 类 与 陈 
类 的 几何 与 拓扑 性 质 . 此 外 ,由 于 复数 与 四 元 数 之 间 
的 密切 关系 ,还 存在 一 些 陈 类 与 庞 类 之 间 的 关系 ,但 
是 米尔 诺 (Milnor,J. W. ) 证 明 , 庞 特 里 亚 金 类 不 是 
拓扑 不 变量 . 

不 动 点 理论 (theory of fixed points) ” 亦 称 尼 
尔 森 不 动 点 理论 或 称 拓扑 不 动 点 理论 ,是 代数 拓扑 
学 的 一 个 经 典 研究 方向 . 对 于 一 个 自 映射 XX, 
集合 X 中 满足 条 件 f(zx)==z 的 点 称 为 映射 f 的 不 
动 点 . 该 理论 就 是 研究 拓扑 空间 中 自 映 不 动 点 集 的 
特征 , 它 是 各 种 方程 解 的 存在 性 等 问题 的 抽象 化 . 

该 理论 问题 的 研究 开始 于 尼尔森 (Nielsen,]J.) 
关于 环 面 上 自 同 胚 的 不 动 点 个 数 问题 ,这 一 方法 被 
et #2 7; Hr RE (Reidemeister, K. W.F. ) 等 人 推广 至 紧 
多 面体 的 任意 连续 映射 ,相应 的 不 变量 被 称 为 尼 尔 
森 数 .一 个 映射 的 尼尔森 数 是 它 所 在 的 映射 同 伦 类 
中 所 有 映射 不 动 点 个 数 的 下 界 . 

另 一 个 拓扑 不 变量 是 莱 夫 谢 茨 数 ,一 个 映射 的 
莱 夫 谢 蒋 数 非 零 决 定 了 该 映射 必 人 存在 不 动 点 ， 

不 动 点 类 理论 的 进一步 研究 问题 有 :尼尔森 数 、 
莱 夫 谢 茨 数 与 其 他 拓扑 不 变量 的 关系 ,它们 的 理论 
计算 问题 ,各 种 特殊 类 型 的 空间 及 映射 的 不 动 点 集 
特征 问题 等 . 另外 ,这 一 理论 中 的 方法 亦 被 用 来 研究 
映射 的 周期 点 问题 . 

中 国 数学 家 在 这 一 领域 中 有 很 好 的 研究 工作 . 


JL 何 拓扑 学 


姜 伯 驹 解决 了 一 类 拓扑 空间 (被 称 为 姜 空 间 ) 中 自贡 
射 的 尼尔森 数 的 计算 问题 ,并 首先 给 出 了 莱 夫 谢 区 
数 为 零 但 尼尔森 数 非 零 的 映射 的 例子 ,这 说 明了 在 
判别 不 动 点 存在 的 问题 上 ,后 一 个 不 变量 要 优 于 前 
一 个 不 变量 . 


HR fa THA Sik SRR 吴 振 德 ” 何 伯 和 
BRE A BA Ht 
"o PH] WAE RRE Mask 


几何 拓扑 学 


几何 拓扑 学 (geometric topology) ”简称 几何 
拓扑 . 拓扑 学 的 一 个 分 文 . 它 以 研究 流 形 的 拓扑 分 类 
及 其 有 关 性 质 为 主 . 近 些 年 来 ,由 于 其 中 的 低 维 问题 
进展 迅速 ,内容 丰富 ,所 以 也 称 其 低 维 部 分 为 低 维 拓 
Th 

从 历史 上 看 ,几何 拓扑 学 可 以 说 是 代数 拓扑 学 
的 先驱 . 1833 4E, A Er (Gauss, G. F. a RRA 
个 空间 闭 曲 线 的 积分 ,用 线 积分 定义 空间 闭 曲 线 ( 扭 
结 ) 的 环绕 数 . 19 th 2d, eS (Riemann,G. F. B. ) 在 
函数 论 的 研究 中 ,贯穿 着 拓扑 学 的 思想 ,其 中 关于 紧 
致 曲面 分 类 问题 的 解决 ,可 以 看 做 是 对 于 曲面 的 拓 
扑 性 质 的 第 一 次 全 面 深 入 的 研究 . 事实 上 ,早期 那些 
几何 拓扑 学 的 拓 荡 者 ,高度 地 发 挥 了 种 种 组 合 技巧 ， 
想 用 以 处 理 几 何 拓扑 中 的 基本 分 类 问题 ,不 幸 在 证 
明 “ 主 要 猜测 ” 即 多 面体 的 拓扑 分 类 与 组 合 分 类 为 等 
价 时 , 遭 到 了 失败 . 20 世纪 30 年 代 的 拓扑 学 家 , 吸 
取 了 这 个 教训 ,根据 庞 加 莱 (Poincare, CJ. -2H. ) 的 
意见 ,将 他 们 的 精力 ,集中 于 多 面体 的 同调 及 其 相应 
结构 的 研究 上 .但 是 尽管 如 此 ,以 后 在 几何 拓扑 学 以 
及 相关 问题 的 研究 中 ,仍然 取得 一 系列 令 人 振奋 的 
结果 . 1956 年 ,米尔 诺 (Milnor,J. W. ) 证 明了 在 7 维 
球面 上 ( 即 S7 同 胚 的 流 形 上 ) 可 以 安装 互 不 等 价 的 
微分 结构 . 1960 4E, BL fe S) (Kervaire, M. ) 提 出 了 第 
一 个 组 合流 形 的 例子 ,使 得 在 它 上 不 存在 与 原来 拓 
扑 结构 等 价 的 微分 结构 . 同年 ,米尔 诺 提 出 了 同 胚 而 
非 组 合 等 价 的 多 面体 的 例子 ,这 就 对 于 紧 致 多 面体 
的 情形 ,证 明了 主要 猜测 的 结论 不 成 立 . 对 于 低 维 流 
形 的 情形 ,1925 年 , 拉 多 (Rad6,T. ) 证 明了 每 个 紧 
致 曲面 可 以 单纯 前 分 ;1951 年 , 莫 伊 斯 (Moise E, 
E. ) 证 明了 每 个 3 维 流 形 都 可 以 赋予 组 合 结构 ,并 
且 在 组 合 等 价 的 意义 下 是 惟一 的 ， 

. 1961 年 ,斯 梅 尔 (Smale,S. ) 证 明了 在 n25 时 
的 广义 庞 加 莱 猜 测 , 即 一 个 维 闭 流 形 M ECH n 
一 1 连通 空间 , 则 M RF S”. 以 后 在 1981 F, 3b 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


里 德 曼 (Freedman,M. CH. )) 证 明了 这 个 猜测 在 n 
二 4 时 也 成 立 , 但 是 令 人 遗憾 的 是 ”=3 的 情形 (n= 
1,2 情形 是 已 知 的 ) 即 庞 加 莱 在 1904 年 原先 提出 的 
猜测 ( 即 一 个 单 连通 的 3 BARR S, 至今 
未 有 证 明 ,这 也 可 以 说 是 当今 几何 学 与 拓扑 学 中 最 
著名 的 问题 之 一 . 

XE ^E OK. ERT 5 JL fep BS 25 6 b. NT UR 
(Thurston, W. P.O F FH s [al Hie. 证 明了 在 3 
维 流 形 中 仅 存 在 8 种 常 曲 率 几 何 , 并 发 现 其 中 最 重 
要 的 结构 是 双 曲 结构 ,这 是 对 于 曲面 情形 的 著名 的 
AE b Am ARAB BOE FY HE. 它 必 将 促进 低 维 流 形 的 
拓扑 与 几何 性 质 的 研究 .与 此 同时 弗 里 德 曼 与 唐 纳 
$k (Donaldson,S. ) 在 4 维 流 形 方面 的 结 采 ,对 于 揭 
示 4 维 流 形 的 性 质 , 也 是 一 种 非 同 小 可 的 突破 . 如 同 
代数 学 作为 实数 系 与 复数 系 研究 的 推广 一 样 ,拓扑 
学 万 至 几何 拓扑 学 的 研究 ,对 于 整个 数学 是 重要 的 ， 
起 着 基础 的 作用 . 

& IE Er & -E FF fo) Zi (problem of seven bridges 
in Koenigsberg) 由 哥 尼 斯 堡 市 的 七 座 桥 所 引出 来 
的 一 个 拓扑 学 问题 . 拓扑 学 是 19 世纪 发 展 起 来 的 一 
个 重要 数学 分 支 . 早 在 欧 拉 (Euler,L. ) 或 更 早 的 时 
代 , 已 有 它 的 萌芽 ,其 中 所 谓 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 , 便 
是 一 个 著名 的 例子 . 


Soe C 
~ IY 
大 河 ABE 
NÉ A D 
PA P 
4 B 
<a 
图 1 图 2 


哥 尼 斯 堡 是 前 苏联 的 加 里 宁 格 勒 , 布 勒 格 尔 河 
横贯 市 区 ,这 条 河 有 两 个 支流 , 称 为 新 河 、 旧 河 , 在 市 
中 心 汇合 成 大 河 , 中 间 是 岛 区 ,河上 有 七 座 桥 如 图 
1 ,现在 的 问题 是 ,一 个 人 能 否 一 次 走 遍 七 座 桥 , 不 重 
复 也 不 遗漏 ? 1736 年 , 欧 拉 认 真 考虑 了 这 个 问题 后 ， 
回答 这 是 不 可 能 的 . 他 的 证 明 方 法 是 针对 七 桥 问题 
一 笔画 出 这 个 图 是 不 可 能 的 ,这 类 问题 以 后 也 称 为 
一 笔画 问题 . 

一 笔画 问题 (the problem on the picture of one 
stroke) 见 " 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 ” 

流 形 (manifold) 一 类 拓扑 空间 , 它 在 每 一 点 
的 附近 都 与 欧 氏 空间 同 胚 . 一般 的 流 形 概念 ,起 始 于 
对 于 可 微 流 形 的 研究 ,在 点 集 拓扑 中 已 经 熟悉 把 一 
元 或 多 元 连续 函数 的 概念 ,推广 为 拓扑 空间 之 间 连 
续 映 射 的 概念 ,但 是 对 于 函数 的 可 微 性 ,在 进行 类 似 
的 推广 时 , 却 遇 到 截然 不 同 的 情况 , 奋 MN 为 拓扑 
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Z quj. f: M>N 为 映射 , 则 为 了 计算 微 商 , 须 考虑 
(f(z 十 h) 一 f(x))/h, 然 而 在 一 般 空间 中 ,这 是 没有 
意义 的 ,因此 对 于 M 与 NN, 提 出 了 有 一 个 支撑 空间 
的 要 求 , 这 是 产生 可 微 流 形 概 念 的 客观 要 求 . 

在 历史 上 ,n 维 流 形 的 概念 在 拉 格 朗 日 (La- 
grange,J. -L. ) 时 代 已 初 见 端倪 ,和 歼 曼 (Riemann,G. 
F. B. ) 于 1854 年 利用 参数 的 观点 ,对 维 数 用 归纳 法 
it 4 PAE. Wa PE DK (Poincaré, (J. DHOIOA SB 
脱 这 种 研究 方法 的 复杂 性 ,把 维 流 形 定义 为 现在 
这 个 样子 , 即 它 是 一 种 连通 的 拓扑 空间 ,其 中 每 点 有 
一 个 邻 域 与 R"( 或 C") 的 一 个 邻 域 同 胚 , 即 把 流 形 定 
义 为 局 部 欧 氏 空间 . 这 是 曲线 与 曲面 概念 的 高 维 推 
广 , 它 是 代数 拓扑 、 微 分 拓扑 、 几 何 拓扑 以 及 微分 几 
何 研究 的 主要 对 象 . 

拓扑 流 形 (topological manifold) 一 类 特殊 的 
MÉ. 它 是 一 种 特定 的 豪 斯 多 夫 空 间 . E n ERRE 
E R" 中 ,由 x; 宇 0 定义 的 半空 间 记 为 R. 一 个 豪 斯 
多 夫 空 间 M, 当 其 中 每 点 p ARF RR’ 或 RY 的 开 
Sh IER U Cp) aT, MPK M 为 n 维 拓扑 流 形 . Be AR. 为 
R' 的 边界 , 当 9, :U Ce) ERA BT; COR”) PARE 
为 M 的 边界 点 . 由 内 点 不 变性 ( 布 劳 威 尔 区 域 不 变 
定理 ) 可 知 边 界 点 的 定义 与 gr 的 选取 无 关 , 记 MM 的 
全 体 边 界 点 之 集 为 OM RARE M 的 边界 , 补 集 
Int M — M— 2M RA M 的 内 部 . 9M = D BS UE M 
称 无 边 流 形 , 和 否则 称 为 带 边 流 形 .2” 维 流 形 M 的 边 
界 9M 是 ”一 1 维 无 边 流 形 . 紧 致 无 边 流 形 称 为 闭 流 
JE , 非 紧 致 无 边 流 形 称 为 开 流 形 . 存在 连通 但 非 仿 紧 
的 拓扑 流 形 ,1 维 这 种 流 形 称 为 长 直线 ,这 种 流 形 都 
不 常见 且 具 有 较 奇 异 的 性 质 ,下 面 讨论 均 假 定 为 仿 
紧 豪 斯 多 夫 的 ,并 且 具 有 可 数 基 ,因而 是 度量 空间 ， 

无 边 流 形 (manifold without boundary) Jl 
“拓扑 流 形 ” 

i uu (manifold with boundary) 
流 形 ” 

闭 流 形 (closed manifold) — JL" a TRUE". 

FF HAZ Copen manifold) 见 “ 拓 扑 流 形 ” 

长 直线 (long line) 见 “ 拓 扑 流 形 ”. 

拓扑 流 形 的 定向 (orientation of topological 
manifold) ”确定 流 形 指 向 的 方式 问题 .有 多 种 等 价 
的 方式 来 定义 流 形 的 定向 . 这 里 介绍 比较 基本 的 两 
种 . 设 M An HEGRE AEA AME M 的 一 
NFB SS (U,|A€ A) ,使 得 对 于 每 个 Ui 有 同 胚 p: 

SER Gi, RO FHA UNUL Æ ØA, 
Pa ° A: AU N UO > pU NUD 
是 R'GX R0 B93TF TF SE z IRI BS [FR] RR. AEM 上 可 选 
RU, 5 p AEA, fif 34 U,(qU, E OR p o qus 
是 保 向 同 胚 , 则 称 M 为 可 定向 流 形 ; 否 则 , 称 为 不 可 


见 “ 拓 扑 


定向 流 形 . 

设 I-—[0.1] 8 fr XB] a1 M 为 流 形 M 的 

一 条 道路 ,选取 7 的 一 个 分 割 

O-—tfQ «vtl, 
使 得 altt CF U 现在 通过 p- XERBCU, CI 
«cb BU FF In] , IBA U, HU, LE. EMA BY 
Fei, WW 24 a 为 环 道 时 ,有 a(0) 的 邻 域 UCU, 到 
aCQD fig Ab RR V CU, 的 一 
^ [8] Rf A. AO AR m T8] 
Bf. DU ER a 为 保 回 的 ;否则 
fk a Aw mW. Fie M 可 
定向 的 等 价 膏 法 是 :M 上 
的 任意 环 道 都 是 保 向 环 
道 . 由 于 具有 相同 基点 的 同 伦 环 道 有 相同 的 保 向 性 ， 
Hr VA 9 X BL UL TE M^ xe PI XE [a]. A n AEE TAT S" 4 on 
之 2 时 可 定向 (当然 圆周 S Ha ee). 为 一 方面 ， 
如 图 所 示 , 默 比 乌 斯 带 的 腰 圆 是 一 条 道 向 曲线 ,从 而 
默 比 乌 斯 带 不 可 定向 ,因此 一 切 包含 默 比 乌 斯 带 的 
曲面 均 不 可 定 同 ,所 以 2 维 实 射 影 平面 、 克 菜 因 瓶 等 
均 为 不 可 定向 的 财 曲面 (2 维 流 形 ). 

可 定向 流 形 (orientable manifold) 
形 的 定 问 ”. 

不 可 定向 流 形 (nonorientable manifold) J, 
“拓扑 流 形 的 定向 ”. 

f& [B YA jB (orientation preserving loop) 
扑 流 形 的 定向 ”. 

逆向 环 道 (orientation reversing loop)” 见 “ 拓 
扑 流 形 的 定向 ”. | 

HE Jn3& 38 48 (Poincaré conjecture) 关于 闭 3 
维 流 形 拓扑 性 质 的 一 个 猜测 . JE JI SE (Poincaré, 
J. -)H. ) F 1900 年 提出 这 样 的 问题 :一 个 同调 平 
JURY 3 维 流 形 MCI H.(M)=Z,H;(M)=0,1>0) 
是 单 连通 的 ,从 而 同 胚 于 3 维 球面 5S*. 后 来 他 自己 
举 了 一 个 反例 ,说 明 存 在 同调 平凡 但 非 单 连通 的 流 
形 , 这 样 的 流 形 当然 不 能 同 胚 于 S ,但 下 列 问 题 至 
今 没 能 解决 :一 个 单 连通 的 3 EA TIE eR FOS”. 
这 就 是 著名 的 庞 加 莱 猜 测 . 若 3 维 闭 流 形 M 是 2 连 
通 的 , 则 M 5j S? 有 相同 的 同 伦 型 .上 述 庞 加 莱 猜 测 
中 的 流 形 正 是 这 样 的 流 形 , 因 此 上 述 问 题 的 一 般 提 
法 (广义 庞 加 莱 猜 测 ) 是 ;车 一 个 维 闭 流 形 M 55" 
有 相同 的 同 伦 型 , 则 M AEF S”. 

这 个 问题 当 n 宇 5 时 ,由 美国 数学 家 斯 梅 尔 
(Smale,S. ) 于 1960 年 利用 疯 尔 斯 理论 的 方法 所 解 
决 ,他 考虑 的 是 M 为 可 微 流 形 的 情形 . 后 来 , 史 太 令 
(Stallings J. R. ORT M 为 分 片 线性 (简称 PL) 
流 形 的 情形 ;纽曼 (Newman,M. H. A. ) 解 决 了 M 
为 拓扑 流 形 的 情形 . 一般 地 , 当 ”之 5,AM 为 光滑 同 伦 
n 维 球面 ( 即 与 S 有 相同 同 伦 型 ) 时 ,AM fa] RT S". 


见 “拓扑 流 


见 “ 拓 
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但 当 ”之 7 时 ,这 决 不 意味 着 M 微分 同 胚 于 3". 4 on 
>5,M J PL FE n ÆRME, M 为 PL [RR T. S". 
当 n=4,M 为 拓扑 同 伦 4 维 球面 时 , 弗 里 德 曼 
(Freedman, M. CH. D) F 1980 年 在 更 广泛 的 意义 
上 ,作为 一 个 推论 ,解决 了 M RAR S* 的 问题 .对 
F n=3 的 情形 , 即 古 典 庞 加 莱 猜 测 ,至 今 未 能 解决 . 
此 外 ,对 于 n=1,2 情形 问题 是 平凡 的 , 早 为 人 们 所 

广义 庞 加 莱 猜 想 (generalized Poincaré conjec- 
ture) 见 “ 庞 加 莱 猜 想 ” 

分 片 线性 结构 (piecewise linear structure) 对 
于 流 形 结构 的 一 种 限制 . 对 于 一 个 拓扑 流 形 , 若 不 加 
任何 结构 方面 的 限制 , 则 存在 着 操作 上 的 困难 . 如 同 
代数 拓扑 中 的 传统 作法 ,对 它 进 行 剖 分 , 便 产 生 能 否 
剖 分 ,以 及 不 同 的 剖 分 是 否 等 价 等 问题 ,因此 引出 分 
片 线性 结构 的 思想 . 设 天 ,天 ,为 单纯 复 形 ,对 于 有 映 
射 广 | 天 :| 一 | 天 :| AFE K 的 重 分 Loi—1.2. f£ 
得 f RF Lol: 为 单纯 映射 , 则 称 为 分 片 线性 的 , 简 
fy PL B9. it M 为 一 个 可 剂 分流 形 ,对 于 M 的 两 个 
A aia Kihi), (Ko uo A ha ° h:M>M 是 
PL 的 , 则 称 为 相 容 的 ,M 上 一 切 相 容 的 前 分 的 极 大 
集 , 称 为 M 上 的 一 个 PL 结构 . 如 同 可 微 流 形 的 讨 
论 在 微分 结构 上 进行 一 样 ,n 维 拓 扑 的 讨论 一 般 地 
在 PL 流 形 上 进行 ,对 此 要 注意 的 是 ,存在 同 胚 但 不 
是 PL HIR PL 流 形 以 及 存在 没有 PL 结构 的 拓 
扑 流 形 .但 是 ,对 于 低 维 流 形 的 情形 ,这 样 的 问题 是 
不 存在 的 . 拉 多 (Rad6,T. ) F 1925 年 证 明 : 每 个 紧 
致 曲面 都 可 以 单纯 剖 分 . SE BT T (Moise, E. E. ) 于 
1951 年 证 明 : 每 个 3 维 流 形 都 有 一 个 组 合 结构 ,并 
且 这 样 的 结构 在 PL 意义 下 是 惟一 的 . 

分 片 线性 映射 (piecewise linear mapping) Jj, 
“分 片 线性 结构 ”. 
相 容 单纯 剂 分 (admissible simplicial subdivi- 

见 “ 分 片 线性 结构 ”. 
合流 形 (combinatorial manifold) 对 于 其 结 

构 有 限制 的 一 类 PL 流 形 . 设 o 是 单纯 复 形 天 中 的 
一 个 单 形 ,St(a, 天 ) 为 在 天 中 的 星 形 , 它 由 天 中 
一 切 与 o 相交 的 单 形 以 及 它们 的 面 所 构成 . LCK) 
为 o 在 居中 的 环绕 , 它 由 居中 一 切 含 o 的 单 形 r 的 
不 与 o 相交 的 面 所 构成 . 例如 , 若 居 为 2 维 组 合 球 
M.o=v€K ARAM LKHK 中 的 一 个 组 合 
圆周 (简单 多 边 形 ). Ut M 是 一 个 PL HEWUE XT 
于 每 个 顶点 v€ M, 当 vE aM, LG. MRF n 
一 1 维 单 形 , 当 wEIntM I, L, MSS, Mg M 
为 组 合流 形 . 

野生 空间 (wild space)” 亦 称病 态 空 间 . 一 类 特 
殊 的 空间 . 要 求 流 形 上 有 PL 结构 ,有 时 可 以 避免 野 
生 的 或 病态 的 空间 的 出 现 ,构成 这 种 空间 需要 无 限 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓 扑 学 


回 的 操作 .下面 介 绍 一 些 有 代表 性 的 例子 . 继 安 托 万 
CAntoin,L. A. ) 的 研究 之 后 , 亚 历 出 大 (Alexander， 
J. W.O T Sg 3 XE n — 2 时 沙 夫 里 斯 (Schonflies ， 
A. ) 问 题 的 反例 ,在 3 维 欧 几 里 得 空间 R? 中 2 BEER 
面 S^ 的 内 部 无 限 次 地 粘 以 环 柄 〈 图 1) 所 得 到 的 是 
一 个 有 界 不 是 单 连 通 的 区 域 , 即 所 谓 亚 历 出 大 角球 . 
福克斯 (Fox,R. H. 2 5 Bf ££ (Artin, E. ) 应 用 扭 结 理 
论 也 得 到 了 类 似 的 例子 . 


图 1 图 2 
怀特 海 (Whitehead,J. H. C.) F 1935 年 在 企图 
证 明 庞 加 莱 猜 想 的 过 程 中 ,构造 出 这 样 的 一 个 例子 
KDRP TLT ,7T?,… 为 3 维 实 环 体 的 序列 ， 
TCT (1 二 让 .车 


M = UT:, 
i=] 


则 M 是 一 个 单 连 通 的 3 维 开 流 形 ,与 R* 有 相同 的 
同 伦 型 .但 是 M TRIER RO ,所 以 3 维 庞 加 莱 猜 想 
对 于 开 流 形 不 成 立 . 男 一 方面 麦克 米 伦 (McMillan， 
D. R. HERA: MX R&R‘. 
病态 空间 (wild space) RP“ zs [R8] ". 
曲面 的 德 恩 扭 (Dehn twist of surface) 曲面 
上 的 一 种 特殊 自 同 胚 . 设 S 为 任意 曲面 ,c BS 上 的 
一 条 PL fj BAHAR S 上 的 一 个 有 限 多 边 形 )， 
NS Sel) Xe (te 00) 
E c HES 中 的 一 个 邻 域 (如 图 ), 若 g.:S 一 S WE: 
g: |s- fla], 
gy 00 — Cy 0+rly+1)) 
(C9,00€ [ —151]X62; 
则 g. RAS 关于 简单 财 曲 线 c 的 德 恩 扭 . 德 恩 扭 是 
几何 拓扑 的 早期 概念 , 它 对 于 研究 曲面 到 自己 的 自 
Fl AR. ARAN SM. 


y=+1 


8-(N) 
EB Rf EB P8 zE JE (Lickorish theorem) 
AAS BL Fe] S B S AJ PE JR. RS 是 亏 格 为 n 的 可 定 
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研究 曲面 


[5] PH] BH TA oc) Cas ,cs_1 是 S 上 如 图 所 示 的 àn — 1 
条 简单 闭 曲 线 . 里 可 里 西 (Lickorish, W. B. ) 于 
1962,1964,1966 年 给 出 的 一 个 定理 断言 : T, 是 
亏 格 为 n 的 可 定 癌 闭 曲面 , 则 : 


1. 每 一 个 从 7T, HASH TRIS EB GR T T, 上 
一 些 德 恩 扭 的 乘积 . 

2. Ti csc ,ca 如 图 所 示 ，, 则 I. 上 关于 任意 
简单 于 曲线 的 德 恩 扭 e. 合 痕 于 德 恩 扭 g- , g.,，…， 
Ze, FEF. 

由 里 可 里 西 定理 ,从 们 ,到 自身 的 每 一 个 保 向 自 
FET ARAH g, 生 成 ,一 切 g (1i 3n — D TE 
乘法 运算 之 下 构成 一 个 群 . 从 而 引起 了 关于 这 个 群 
的 性 质 , 即 生成 元 之 间 关 系 的 研究 . 男 一 方面 ,由 里 
可 里 西 这 方面 一 个 类 似 的 定理 得 知 , 每 一 个 可 定 回 
闭 3 维 流 形 可 以 通过 在 $ 中 去 掉 一 个 环绕 的 管状 
邻 域 ,然后 再 以 为 一 方式 填 回 而 得 到 . 

3 HE itt TA BJ S S T 4 Heegaard splitting of 
3-manifold) 表示 3 维 闭 流 形 的 一 种 方法 . 流 形 研 
究 中 的 主要 问题 之 一 为 分 类 问题 , 即 找 出 一 族 维 
流 形 Mi ,使 得 当 AAA Mi AER MS ,而 每 个 
n 维 流 形 必 与 其 中 之 一 同 胚 . 与 这 相关 的 还 有 所 请 
同 胚 问 题 , 即 找 出 一 个 方法 ,使 得 依 此 能 判别 两 个 已 
ALI] n HE DILE EENE. 关于 紧 致 流 形 , 当 n—2 
时 ,上 述 两 个 问题 均 已 解决 ; 当 n 二 3 时 ,至 今 尚 未 解 
决 .马尔 可 夫 (Mapkog,A. A. ) HEA, [Al Rf [8] BL 24 n4 
时 是 不 可 能 解决 的 ,所 以 研究 n—3 的 情形 尤为 有 意 
义 . 为 了 对 于 3 维 流 形 进行 研究 ,初步 可 以 提出 这 样 
的 问题 ,如 何 使 3 维 流 形 M 变 得 稍 许 具体 一 点 ,对 
此 当 M 为 财 流 形 时 ,有 所 谓 M 的 海 嘎 特 分 解 . 设 M 
H n EREN A M 的 nn 一 1 APR. A ANC 
9M, 则 称 NAM HARARE RRA F IRIE. 对 于 
3 维 流 形 MAE AM ECHX A 2 维 胞 腔 族 
(D, Di; Dn), 1E1418 

M — ÜD; x (— 1,1) 
是 一 个 3 维 胞 腔 , 则 称 M 为 一 个 AI. 设 M 为 闭 
3 EMEK 是 M 的 单纯 剖 分 ,为 的 1 维 骨 
A I. Al I^ 的 对 偶 骨 架 , 即 I 是 天 的 一 次 重 分 K' 
POD, 不 相交 的 极 大 子 复 形 . A VSN, KOG 
K 的 二 次 重 分 天 中 一 切 与 DP, 相交 的 闭 单纯 形 之 并 
20M =V UV AN Ve = Vy HV Vr 
EA TR [8] c H AR M P E AV, 
Von EM. SARS WV, EVV PRA M 的 
一 个 海 嘎 特 分 解 , 记 为 (V1,V;,). 海 嘎 特 分 解 的 优点 


是 使 得 每 个 闭 3 维 流 形 都 有 一 个 较为 具体 的 表示 ， 
缺点 是 这 种 分 解 不 是 惟一 的 . 

SRA FR (properly embedded supmani- 
fold) "3 A UE BS RE SET. 

n i (cube with n-handles or n-handlebody ) 
见 “3 维 流 形 的 海 嘎 特 分 解 ” 

3 维 流 形 的 海 嘎 特 图 (Heegaard diagram of 3- 
manifold) 由 海 嘎 特 分 解 得 到 的 3 维 流 形 的 一 种 
图 解 表示 . 若 M 为 闭 3 维 流 形 ,(Y ,V') 为 它 的 一 个 
海 嘎 特 分 解 ,8Y n FATA. Di Dis D. 为 V' 的 一 
族 互 不 相交 的 真 朋 入 2 维 胞 腔 ,使 得 

Vv! —UD, x (—LD 

为 3 维 胞 腔 , 则 aD, — J; (1i AV 上 的 一 族 
互 不 相交 、 不 分 离 OV 的 简单 闭 曲 线 , 这 时 

CV sd ral to > 
称 为 M ve RE. Bez. gi — 1 a E 

Cad Pe 
可 以 恢复 出 一 个 3 EARE. EE 

N=V UUD; x [- 1,1], 
其 中 
D; x[— L11]f|lV223D;x[—1.1]f|3V 

= aD, X [— 1,1],3D,; X {0} =J; Ad Sin), 
则 aN — S". PLA M=NU BCE B 为 3 维 胞 腔 ， 
JB! = AN) AM 3 ERI A Vit Jas JDA E 
的 海 嘎 特 图 . D] ae. MERE RR UL RR — A] 3 维 
流 形 . 例如 ,图 1 与 图 2 均 为 3 维 球面 5S 的 海 嘎 特 
图 . x; MARRERO; Jidda) WARE 


Go @ 


图 1 图 2 

定理 ， 
TI CM) 0 CN SS (ty ami trs 

其 中 关系 r RRR IE 

WV) = (rs Ts XT) 
中 所 表示 的 元 素 . 所 以 3 维 流 形 的 海 嘎 特 图 提供 了 
研究 3 维 流 形 的 一 些 信息 . 

透镜 空间 (lens space) 一 类 特殊 的 可 定 问 闭 3 

维 流 形 . 有 了 3 维 闭 流 形 的 海 嘎 特 分 解 与 海 吓 特 图 
概念 以 后 ,一 个 有 趣 的 问题 是 ,能 否 对 于 有 某 一 固定 
亏 格 的 海 嘎 特 图 的 流 形 进行 分 类 . 当 亏 格 为 1 时 , 即 
X TAMEO VO. Rh 和 WV 二 3 为 环 面 或 克 莱 因 瓶 ， 
$5 1r E (Reidemeister, K. W. F. ) 1935 年 成 
功 地 进行 了 分 类 ,所 得 到 的 财 3 维 流 形 是 透镜 空间 


几何 拓扑 学 


mS. 上 的 不 可 定向 S? 从 .但 是 ,对 于 亏 格 大 于 1 的 
情形 ,至今 尚 无 相应 的 结果 . A VSS XB 为 环 体 ， 
m(aV) 是 环 面 9V 的 基本 群 , 以 S = 二 a 以 及 aB —6 
为 生成 元 , 则 W 上 的 闭 曲 线 a^b* 为 简单 团 曲 线 当 
HRX pq 互 素 .于 是 ,给 定 整 数 p,g, 使 得 p—0, 
(p,q) 二 1, 则 存在 惟一 3 维 闭 流 形 Lo E HE R A 
AV; Re HAT AV 上 的 简单 闭 曲 线 , 它 在 
(AV ) 中 表示 的 元 素 为 ae ,这 种 流 形 称 为 pog 型 
的 透镜 空间 . 特别 地 ,有 
Ling SO": Leg SS SS. FCG) SZ; 

(其 中 规定 Z;—1,2, —20. 按照 赖 德 迈 斯 特 的 分 类 ， 
这 样 一 些 透 镜 空 间 同 胚 的 充分 必要 条 件 为 

1. Lia SS ,对 于 一 切 9. 

QI ul. HÓ4geucgmodpcox 

qq’ =+ 1 modp. 

当 V 是 亏 格 为 1 的 不 可 定向 柄 体 时 ,用 (V ;7) 
表示 的 不 可 定向 3 维 闭 流 形 只 有 一 个 , 即 S 上 的 不 
可 定向 S? 丛 .透镜 空间 还 可 以 用 另 一 种 方式 来 定 
X dx 

O SPS Csgo za eoi -1) 
是 n 十 1 维 复 空间 中 2n +1 维 球面 BRM ggg 
素 于 整数 p ARE busto s 满足 

h(zy,2,,*,2,) = (e? Pg etri Pg yee pP IPs), 
Nj a RES 中 的 一 个 周期 为 p 的 没有 不 动 点 的 
EH. SE 关于 这 个 作用 群 的 轨道 空间 称 为 广义 透 
B. LC pqg sqa). FFA HL, 34 n= 1 
时 ,此 处 所 得 的 空间 L(p,9) 即 上 述 空间 Ls 

p.q 型 透镜 空间 (lens space of type p,q) 见 
“透镜 空间 ” 

广义 透镜 空间 (generalized lens space) 
镜 空 间 ”. 

连通 和 (connected sum) 将 两 个 连通 的 3 维 
流 形 并 为 一 个 连通 的 3 维 流 形 的 一 种 自然 的 方式 . 
设 Mi M: 为 连通 的 3 维 流 形 ,B; (i 二 1,2) 为 M; 的 
内 部 的 3 维 胞 腔 , 若 RL—M;—Int B;, M 二 RiU R;, 其 
中 dB, — 3B, , Wl M 称 为 M.M, 的 连通 和 dU M= 
M; t M;. 对 此 ,注意 ,Mi 与 Mi 的 连通 和 不 是 M 与 
M; 直接 并 起 来 ,而 是 两 者 分 别 挖 去 一 块 以 后 再 并 起 
来 ,所 以 M 并 不 包含 Mi 或 M,. HEK 3 维 流 形 之 
间 的 一 种 运算 ,这 种 运算 是 交换 与 结合 的 . 至 于 运算 
的 惟一 性 问题 , 若 M M: 可 定向 , 则 等 同 3B, 与 3B, 
本 质 上 只 有 两 种 方式 . THE. AER ROM 为 保 向 
BECA Ij M EM, 在 同 胚 意义 下 是 惟一 的 ,与 号 的 
选取 以 及 等 同 OB, 与 3B, 的 选取 无 关 . TH de Aid 
一 MM; 为 与 M; HAAR WEA. WW M, EM. 与 
M, 3€ (一 M;) 有 时 并 不 同 胚 . 类 似 地 ,还 可 定义 一 般 
n 维 流 形 的 连通 和 , 设 Mı, M: 为 n 维 流 形 , B,C 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


Int Mi ,BCIntA 为 于 维 胞 腔 xm 

M, € M, = (M, — Int Bj) U (M, — Int Bj), 
其 中 0B, =aB, WE RMT n 维 流 形 的 连通 和 . 特别 
HEP n2. Tn 是 亏 格 为 m 的 可 定向 闭 曲 面 , 则 

d d aes ST Bee One 

n 维 流 形 的 连通 和 (connected sum of n-mani- 
folds)” 见 “连通 和 ”. 

素 分 解 的 存在 惟一 性 定理 (the existence and 
uniqueness theorem for prime decomposition) JL 
何 拓扑 学 的 一 个 重要 定理 . 3 维 流 形 分 解 为 素 3 E 
流 形 的 连通 和 的 可 能 性 以 及 这 种 分 解 的 惟一 性 问 
题 . 对 于 一 个 无 S 边界 的 3 维 流 形 M, M=M, H 
M; 必然 导致 MiM: rA S? , WER M 为 素 的 ， * 

M=M,#---#M,, 
其 中 每 个 M: ARME , 则 称 这 个 分 解 为 素 分 解 . 对 
于 有 S 边界 的 流 形 M, 设 M 为 在 它 的 每 个 S 边界 
上 粘 以 3 维 胞 腔 所 得 之 流 形 , 若 M ML H+ M, 
为 素 分 解 , 而 M Ag TS? 边界 , 则 

M=M#Ħ#. e #M,#”BiH -e HB 

称 为 M 的 素 分 解 . 根据 克 纳 塞 尔 (Kneser,H. ) R3 2 
果 ,每 一 个 紧 3 维 流 形 必然 可 以 表 为 有 限 多 个 素 3 
维 流 形 的 连通 和 . 而 根据 米尔 诺 (Milnor,J. W. ) 的 
定理 ,对 于 可 定向 流 形 这 样 的 连通 和 分 解除 了 因子 
的 次 序 差别 以 外 ,在 同 胚 的 意义 之 下 ,是 惟一 确定 
的 . 对 于 不 可 定向 流 形 , 设 已 为 9 上 的 不 可 定向 S 
AM 为 不 可 定向 流 形 AA MM, (3 XS ), 则 
必然 还 有 M=M,4 P.M 的 这 种 改变 称 为 标准 化 . 
上 述 惟 一 性 定理 对 于 不 可 定向 流 形 在 标准 化 意义 下 
也 成 立 . 紧 致 3 维 流 形 的 连通 和 分 解 ,在 某 种 意义 
下 ,可 把 流 形 的 研究 转 为 对 于 素 流 形 的 研究 ,但 是 素 
流 形 如 何 ? 至 今 仍 很 不 清楚 . 

环 道 定理 (loop theorem) 3 维 流 形 理 论 中 的 
一 个 基本 定理 . EA Dehn, M. ) 于 1910 年 提出 了 
PRS 2:4 MA 3 维 流 形 ,B? 为 2 HAR. SB 
>M 为 连续 映射 ,使 得 oB 在 B! HBR A EOS 
ERA. BI 7 £CA)) — A, Bl] £/13A RESET KARA 
g:B: 一 M. 但 是 德 恩 的 证 明 是 不 完全 的 ,这 个 问题 直 
至 1957 Æ, bW ph w EE H ih g $ (Papakyri- 
akopoulos,C. D. ) 才 给 出 一 个 完全 的 证 明 . 帕 帕 元 
里 亚 可 帕 罗 史 证 明 的 称 为 环 道 定理 与 球面 定理 ,而 
把 上 述 德 恩 引 理 作 为 环 道 定理 的 推论 ,以 后 史 太 令 
史 (Stallings,J. ) 等 又 对 于 原来 的 证 明 作 了 改进 ,下 
面 是 改进 后 环 道 定理 的 叙述 :者 M 为 任意 3 维 流 
É, FCM 为 连通 的 2 维 流 形 ,N 是 zi(F) 的 正规 
子 群 , 则 当 kerG (2m (M)) 一 N 关 多 时 ,存在 真 
BRA ¢:(B?,dB?)> (OM FO 4848 Lg |9B*]& N. 

EK TE EX (sphere theorem) 3 维 流 形 理论 中 
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的 一 个 基本 定理 . 奉 MM 为 3 维 可 定 同 流 形 ,7 CM) 
#0, WIZE M 中 存在 一 个 PL 球面 S^. [848 S" 4E M 
中 不 同 伦 于 0. 对 于 不 可 定向 流 形 , 相 当 于 球面 定理 
的 有 衣 泼 斯坦 (CEpstein ,D. B. A ) 的 射影 平面 定理 . 
其 大 意 是 说 , 若 M 为 任意 3 AER 7.0, M 
存在 连续 映射 g:S 一 M, 使 得 gi Sg SOUS ON 
同 胚 ,或 者 为 2 AEA, e 不 同 伦 于 0. 球面 定理 
与 环 道 定 理 沟通 代数 与 几何 之 间 的 关系 ,是 3 维 流 
形 研 究 中 的 有 力 工具 . 

射影 平面 定理 (the projective plane theorem) 
见 “ 球 面 定 理 ”. 

3 维 流 形 的 基本 群 (the fundamental group of 
3-manifold) ”对 3 维 流 形 的 一 种 刻画 . 3 维 流 形 的 
分 类 或 性 质 , 虽 然 说 不 能 由 其 基本 群 来 决定 ,但 是 基 
本 群 与 流 形 也 存在 着 颇 为 密切 的 关系 , 仅 举 数 例 于 
F. AFA 3 维 流 形 MPR S 的 曲面 ,并 且 当 任 
fij S! CF E MNF 中 张 开 一 个 圆 盘 时 ,3 在 中 也 
张 开 一 个 圆 盘 , 则 称 为 M 中 的 不 可 压缩 曲面 .不 
可 压缩 曲面 在 3 维 流 形 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 . 
有 如 下 定理 : 若 M 为 紧 致 3 维 流 形 ,9M 中 的 每 个 分 
XEMPRE, mM) =G * Gs( 群 的 自由 
积 ), 则 

M=M,#M,, m((M)-—G; Q= 1,2). 
关于 不 可 定向 流 形 , 衣 泌 斯 坦 (Epstein,D. B. A. 215 
有 一 个 重要 的 定理 : 设 M 为 不 可 定向 3 ARE. A 
它 的 基本 群 为 有 限 群 , 则 COMO — Z;. p 3 维 流 
形 的 基本 群 为 交换 群 , 则 上 述 定理 可 视 为 下 列 定 理 
的 特殊 情形 : 设 G 为 有 限 生 成 交换 群 , 奋 C 为 某 3 
维 流 形 M 的 基本 群 COMO AF IG 同 构 于 下 列 
DNE ZZZ Z Z Z Zult 

不 可 压缩 曲面 (incompressible surface) W“3 
维 流 形 的 基本 群 ”. 

2 维 流 形 的 几何 (the geometries of 2-mani- 
folds) 曲面 上 的 常 曲 率 几 何 . 先 考虑 一 般 n 维 流 
É M 上 的 常 曲 率 几 何 的 概念 . BER MED 
个 度量 ,使 得 对 于 任意 2. y€ MB x ARRU S y 
的 邻 域 V VA — A ie BE [8] ES Cf] PR PR ERO QU > 
(V,y), 则 称 此 度量 为 局 部 齐 性 的 . 称 M 容许 一 个 
几何 结构 , 指 的 是 M 有 一 个 完备 的 局 部 齐 性 度量 . 
于 是 M 的 任何 履 释 空间 M 继承 一 个 自然 的 度量 ， 
使 得 射影 MM 为 局 部 保 距 . 另 一 方面 ,由 辛 格 
(Singer ,I. M. ) 的 一 个 定理 :在 单 连通 流 形 上 的 一 个 
局 部 齐 性 度量 必定 是 齐 性 的 , 即 它 的 保 距 群 必定 是 
可 迁 的 .所 以 当 X AM 的 泛 覆 看 空间 时 ,M 为 X 关 
于 其 某 保 距 子 群 G 的 轨道 空间 M— X/G. 因此 可 以 
认为 XX 与 它 的 保 距 群 决定 一 个 克 莱 因 意义 下 的 几 
何 , 并 称 M 具有 以 X 为 模型 的 几何 . 根据 上 述 讨 
论 ,考虑 2 维 闭 流 形 的 情形 , 先 看 球面 S7. 3 维 欧 氏 


空间 Ri 的 标准 度量 ,诱导 S* 上 曲率 为 1 的 齐 性 度 
量 . AA S >RP 有 2 FBSA RP? LA A 
曲率 为 1 的 度量 . RRS RHA AT’. Ce BRR 
面 经 折 友 而 得 到 ,所 以 7 上 有 曲率 为 0 的 局 部 齐 性 
度量 .由 于 TU BGA K LA 2 倍 覆 玲 ,所 以 天 
上 也 有 曲率 为 0 的 度量 . 

取 双 曲 平面 H 的 一 个 
庞 加 莱 模 型 ,由 于 ID 中 三 角 
形 的 三 内 角 之 和 小 于 180°, 
所 以 ,如 图 在 五 上 可 以 做 一 
个 8 边 形 ,使 得 8 个 角 之 和 
为 an. 于 是 H’ Æ Ia E A 
NEG. AES A 2 
的 闭 曲 面 7;. 同 理 对 于 了 7,g 之 2 均 可 这 样 获 得 . 记 
SRA q 的 不 可 定 同 闭 曲 面 为 M(q). 考虑 到 了 7 了 ,一 
M(g 十 1) 有 2 fU PUT, 与 M(g 十 1),g 之 2 上 
均 有 常 曲 率 为 一 1 的 度量 . 应 用 曲面 上 的 高 斯 - 波 内 
定理 ,这 样 的 和 常 曲 率 除去 一 个 常 系数 倍 以 外 是 惟一 
的 ,所 以 有 下 列 定理 . 对 于 闭 曲 面 S$, 当 欧 拉 示 性 数 
XG)220 时 ,S 上 有 常 曲 率 为 1 的 几何 ; 当 X(s) 二 0 
时 ,S 上 有 常 曲 率 为 0 的 几何 ; 当 X(GS)<0 时 ,S 上 
有 和 常 曲 率 为 一 1 的 几何 ,并 且 除 了 差 一 个 系数 倍 ,S 
上 的 这 种 几何 是 惟一 的 ， 

局 部 齐 性 度量 (locally homogeneous metric ) 
见 “2 维 流 形 的 几何 ”. 

3 维 齐 性 黎 曼 流 形 (3-dimensional homoge- 
neous Riemannian manifold) 一 类 特殊 的 3 维 流 
JE. 讨论 三 个 特殊 的 齐 性 流 形 (参见 “2 维 流 形 的 几 
何 ”). SPESE OR) — (1.32 1 y20) AGES 


ds = a! dy, 


它 称 为 双 曲 平面 A 的 克 莱 因 模型 . de HL ERI np , E 
AY X 轴 的 直线 与 半圆 是 H 的 直线 ,关于 垂 线 的 
反射 与 关于 半圆 的 反 演 是 保 距 ,HH* 上 的 任意 保 距 至 
多 是 三 个 这 种 保 距 之 积 ,任意 保 癌 保 距 是 两 个 这 种 
保 距 之 积 . 将 R+ 中 的 点 表示 为 复数 ,R+ 中 的 每 个 保 
向 保 距 是 变换 


az +b 

ide: E TL 
其 中 aypcydER, 行 列 式 
a b 
d 


因此 一 切 保 向 保 距 与 R 上 行列 式 大 于 0 的 2 BAR EE 


=> 0. 


€ d 

相对 应 , 记 为 PSL;R, 称 为 R 上 的 2 阶 射影 特殊 线 
Pe HE. BK Id A SLR. 5 —7; m. #4 M AR OE. 
TM iM ERJUJIA.£:M—M ARE SSR 


JU. fT fh fh 学 


E df: T M—TM. xi M 是 齐 性 的 , 则 TM 也 是 齐 性 
的 . 设 M—H*',UH'CT :为 单位 切 从 ,对 于 H* 上 
的 一 个 保 向 保 距 

az +6 
cz +d’ 
ET H^ 上 的 每 点 每 个 方向 决定 一 个 保 距 ,UHi 与 
PSL,R 在 它们 的 元 素 之 间 有 一 个 一 一 对 应 ,根据 
UH! 上 有 齐 性 度量 可 知 ,PSL,R 上 也 有 齐 性 度量 ， 


AMEZAA APSR 上 也 是 如 此 . 其 次 若 
0 1 y 


wen 
0 0 1 


则 在 矩阵 的 乘积 ((z,y,z) Gr oy sz = rx ,yy 十 
y zz 十 zy)) 之 下 ,Nil 是 一 个 寡 零 群 , 在 矩阵 群 
的 微分 构造 之 下 成 为 一 个 李 群 . 作为 李 群 ,有 在 它 的 
单位 点 的 切 空 间 的 度量 所 诱导 的 左 不 变 度 量 
ds^—dz^-Fd5* + C—xdy 4 - dz*. 
因此 左 平移 是 Nil 上 的 保 距 . Nil 是 一 个 3 HEFT TER 
Bm. BY NIZER?CR REO. BRA Nil 为 单 连通 流 
JE , 它 称 为 海 森 堡 群 .最 后 , 设 
Sol—(G.y.z)|x,y,z€R). 


a; 2b de; UH? > UH’, 


]- .—- 2 


indien 


规定 
(a ME p vy) 
= 6r uw Vy qe uec 
它 也 是 李 群 . 在 它 的 上 面 有 左 不 变 歼 曼 度量 
ds’ —e*dz*-Fe “dy? +dez’, 
所 以 它 也 是 3 维 单 连 通 齐 性 黎 曼 流 形 . 

be KAR (Klein model) JL“3 维 齐 性 黎 曼 
MJE”. 

2 阶 射影 特殊 线性 群 人 (projective special linear 
group of degree 2 over R) W“3 维 齐 性 黎 曼 流 
x". 

A AS EB (metric invariant under left multi- 
plication) JL“3 AF HERS RE”. 

18 $e GE EE (Hisenberg group) 
E. 

3 维 流 形 的 几何 (the geometries of 3-mani- 
folds) 研究 3 维 流 形 上 的 常 曲 率 几 何 . 至 今 可 以 
用 三 种 方式 来 谈论 几何 ,第 一 种 :古典 的 欧 氏 几何 ， 
在 其 中 考虑 点 、 线 、 面 \ 角 长 度 等 以 及 它们 之 间 的 相 
互 关系 ,而 且 这 种 方法 对 于 非 欧 几何 也 适用 ;第 二 
种 :微分 几何 ;第 三 种 是 克 莱 因 意义 下 的 几何 , 即 考 
虑 空间 X 与 其 上 的 一 个 可 迁 变换 群 C, 所 谓 几 何 
(X,G) 即 考虑 X 在 G 之 下 的 那些 不 变性 . 当然 这 三 
者 只 是 立论 不 同 而 已 ,其 内 容 有 时 是 共通 的 .在 这 里 
所 论 的 几何 正 是 克 莱 因 意义 之 下 的 几何 . 由 于 流 形 
M 5'E R92 SEU HR] X 之 间 有 相同 的 度量 ,所 以 为 
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JL" 3 AE TF PE RR 


代数 拓扑 学 与 流 形 拓 扑 学 


了 讨论 流 形 M 上 的 局 部 齐 性 度量 ,只 须 讨 论 X E 
的 齐 性 完备 度量 即 可 ,其 中 G==Isom《(X), 即 和 上 的 
保 距 群 ,并 假定 G 有 子 群 右 ,使 得 轨道 空间 ( 流 形 ) 
X/H B'S BN CONS OX .GY& EB. 在 这 些 限 制 之 
下 , 瑟 斯 顿 (Thurston,W.P. ) 有 下 列 定理 . 

1. 任何 单 连通 3 维 流 形 X 上 有 紧 商 的 完备 齐 
性 几何 (X,Isom(X)) 等 价 于 下 列 8 种 几何 之 一 : 

R’, H®, S*, S? XR, H? XR, SLR, Nil, Sol, 
(此 处 XX 表示 X WORE RRS TA]. HFR 为 3 维 欧 氏 
ZE, H, H? 分 别 为 2 AES 3 AE E IRI SS S? 上 
有 分 别 作为 R*.R* 的 子 空间 的 诱导 几何 . 

2. 任何 闭 3 维 流 形 上 ,在 有 模型 于 上 述 意 义 下 
的 几何 , 则 这 种 几何 是 惟一 的 . 

M SR EMT UL TE XE SIYE] 3 维 流 形 的 非 平凡 
连通 和 之 中 ,除了 RP#RP? 以 外 , 均 无 上 述 意 义 下 
的 几何 ,因此 他 的 工作 中 也 包含 一 些 几何 猜想 , 即 他 
认为 任何 紧 致 .可 定向 3 维 流 形 , 当 用 其 中 一 些 互 不 
相交 的 球面 与 环 面 去 切 ,并 在 球面 的 切口 处 再 补 上 
3 维 球体 以 后 ,必然 有 几何 结构 . 这 些 猜测 之 中 包含 
着 著名 的 庞 加 莱 猜 想 , 但 是 看 来 要 证 实 它们 还 须 走 
漫长 的 道路 .在 3 维 流 形 上 存在 常 曲率 几何 ,这 是 近 
年 来 由 瑟 斯 顿 发 展 起 来 的 一 个 新 的 研究 课题 , 它 对 
于 流 形 性 质 的 研究 具有 重要 的 意义 . 

赛 费 特 纤维 空间 (Seifert fibre spaces) 亦 称 
赛 费 特 流 形 . 一 类 特殊 的 3 维 流 形 . 除了 3 维 球面 与 
透镜 空间 以 外 , 赛 费 特 纤维 空间 是 一 类 较为 具体 , 研 
究 得 较 多 的 3 维 流 形 , 而 且 它 在 3 维 流 形 上 的 齐 性 
几何 ( 即 常 曲率 几何 ) 中 扮演 着 重要 的 角色 . 一 个 3 
维 流 形 M, 若 它 能 表示 为 M 中 一 些 互 不 相交 的 简单 
闭 曲 线 之 并 , 则 称 为 赛 费 特 纤 维 空间 ,这 些 闭 曲线 称 
为 M 的 纤维 . 知 对 于 其 中 的 一 个 纤维 c. Htc TE M 
中 的 正则 邻 域 N(c), 可 以 要 求 N(c) 由 MM 中 的 一 些 
纤维 所 构成 , 则 把 N (ce) 看 做 独立 于 M. 之 外 的 流 形 ， 
有 NG)—B'xS',nmj34 NGOTEIEE RIZ: xx pn] 38 
M 时 ,对 于 2NGO E BS — PAE c YE 9B X S! 上 可 
以 表示 为 XY", 其 中 4 代表 zm (GB! XS ) 中 的 生成 元 
S!,4 代表 其 中 的 生成 元 3B. 当 n== 土 1 时 , 称 c 为 
正则 的 ,否则 c 称 为 奇异 的 .由 于 在 奇异 纤维 附近 的 
纤维 都 是 正则 的 , 当 M 为 紧 致 流 形 时 ,AM 中 仅 有 有 
限 个 奇异 纤维 ,axM 为 正则 纤维 之 并 . 现在 对 M 的 研 
究 , 可 着 眼 于 这 些 奇 异 纤 维 上 ,通过 适当 调整 c 的 取 
向 ,总 可 假定 n> 0,0<m<n/2. BH M 中 每 条 纤维 
等 同 为 一 个 点 , 则 得 轨道 空间 S ,以 及 射影 0: MS. 
HFN CDA S 中 的 一 个 2 维 胞 腔 , 从 而 表明 S 
为 2 维 流 形 , 称 为 M 的 伴随 赛 费 特 曲 面 . 设 M SI 
异 纤 维 Ca, Ca, s 1110; S Bis Bo tn By 为 Cca, ) 7) C02 
ea Cea DHE S 中 互 不 相交 的 2 维 胞 腔 邻 域 . 车 
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S'-—S—UInt B, M*=7'(S"*), 
WW 2| M' : M' —S"' 为 通常 意义 下 的 纤维 处 映射 . EE 
a$' Z0 C85 M 无 奇异 纤维 时 ,把 一 个 正则 纤维 看 做 
奇异 即 可 ), 则 S* 可 收缩 为 圆周 的 一 点 并 ,因此 
27|M'  M' 一 S' 有 截面 , 选 7 OB) WE RT cisti 
rp 2AM 上 正则 纤维 ,c; 5t 相交 于 一 点 . 男 一 
方面 ,已 有 7 "(9B;) 的 生成 元 p A SI tm un AS CÓ 
6 为 misni) 型 奇异 纤维 时 ) ,所 以 c= pde er 
sm PFN EE G 

RA EL Hg m CM") PIA the" = 1 而 计算 
7; CMD. 具体 说 来 ,由 范 卡 茧 定理 易 知 有 下 列 结 采 : 
A M 为 有 8 个 奇异 纤维 的 赛 费 特 纤维 空间 CAE TR 
HH SASH g 以 及 个 边界 分 支 , 则 当 S 可 定 
向 时 ,ACM) 可 表示 为 1, 当 5 不 可 定向 时 ,ru CM) FY 
表示 为 2: 

ly (215015 *** 
tsa; tay =t" bitb =t vet re tdi Hd =t", 
ed es ed De PP 

2. (d15025*** Y 501502» "9Cg 5d 4 52 t 9Ag yt sa 
taj'=ti,e,telt=t,dé;+d;'=t" ch =ti,c,= 
al-alc, c, didi), 
RH 6,6,,0, 二 土 1,t 表示 M 中 的 任意 正则 纤维 . 车 
赛 费 特 纤维 空间 M 为 闭 流 形 , 则 其 中 的 赛 费 特 结构 
可 能 不 惟一 ,但 是 它 上 面 的 齐 性 几何 由 两 个 不 变量 
决定 ,其 一 为 赛 费 特 曲 面 S 的 欧 拉 示 性 数 X, 其 二 为 
M 的 欧 拉 示 性 数 e. 关于 X,e 与 M. 的 模型 空间 之 间 
的 关系 如 下 表 : 


(Ass, sl] Cos **9 0 4d, ydo. vds 


赛 费 特 流 形 (Seifert manifold) BIR 29 Fr £T 
维 空间 ” 

正则 纤维 (regular fibre) 
间 ”. 

育 异 纤维 (singular fibre) 
[B] ". 

+E fe 3€ ES H IH] (associated Seifert surface) 
见 “ 赛 费 特 纤维 空间 ”. 

fH (knot) 亦 称 环绕 . 几何 拓扑 学 的 一 个 重 
要 概念 . 设 天 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 , 若 民 AE 
T p ERAS’ MWK AX 中 的 一 个 扭 结 .一 般 
地 ,X 的 一 个 子 集 玉 , 奢 居 同 有 于 7 个 球面 的 无 交 
并 S^ U--- UsS*, 则 称 为 XX 中 的 一 个 环绕 . 所 以 扭 结 
是 环绕 的 特殊 情形 .对 于 X 中 的 两 个 扭 结 或 环绕 
K,K' G4 IA: X >X, IB ACK) = K' . BI 


见 “ 赛 费 特 纤维 空 


见 “ 赛 费 特 纤维 空 


(X KO OX , K'O , WR ON 5g Pr B3. 扭 结 或 环绕 的 等 
价 类 称 为 扭 结 型 或 环绕 型 . 实际 上 ,除了 有 特别 的 说 
明 以 外 ,在 这 些 问题 中 ,一 般 总 假定 关 为 n 维 欧 氏 
空间 «n 维 球面 或 n 维 单 形 . 在 这 里 限制 为 3 维 欧 
RZ RK 为 S', 即 此 处 所 指 的 扭 结 是 R^ 中 的 一 
条 简单 闭 曲 线 . 对 于 R^ TP BR ETE 
移 HIR XI>Ri’, 使 得 每 个 h,= H (R?,t):R?—>R? 为 
A.A, 为 恒 等 映射 ,h, 二 A, 则 称 为 合 六 于 恒 等 映 
St. XE R? PATHS KK, ETER WGI IA), 
0 委 上 委 ]1 ,使 得 h,(K,)=K,, WR K K: 有 相同 的 合 
痕 型 . 合 痕 与 等 价 是 两 个 不 同 的 概念 . 例如 ,图 中 所 
列 的 两 个 三 瓣 扭 结 是 等 价 的 ,但 不 具有 相同 的 合 猴 
型 ,因为 R 关于 其 中 某 张 平面 的 反射 ,可 把 天 : 变 为 


D BOD 


它 的 镜面 像 K;, 但 不 能 通过 连续 的 变形 把 K 变 为 
K,R 到 自身 的 同 肛 可 以 惟一 地 扩张 为 S， 到 自身 
的 同 胚 ,因此 在 讨论 扭 结 问题 时 ,也 可 用 3 代替 
R°, FÆ AEM A:R’ >R GIR Ff SS 
HALK A OA I np Fl S. R? 中 (zx,y) 平 面 上 的 单位 圆 
周 所 表示 的 扭 结 及 其 扭 结 型 称 为 平凡 的 或 不 打 结 
的 ,否则 称 为 打 结 的 .在 扭 结 的 等 价 之 下 ,可 用 R 中 
由 有 限 条 边 构 成 的 多 边 形 来 表示 的 扭 结 称 为 温 良 
的 ,否则 称 为 野生 的 . 对 于 可 用 多 边 形 表示 的 温 良 扭 
4K ARR 中 的 平面 x 以 及 Ri 到 的 投影 pp, 使 
得 : 

1. PC(K) 的 多 重点 只 限于 二 重点 ,并 且 只 有 有 限 
^. 

2. K 的 顶点 不 映 为 p(K) 的 二 重点 ,这 样 的 一 
个 投影 称 为 的 正则 投影 . 

若 两 个 纽 结 KK. 处 于 互 不 相 绕 的 位 置 , 则 可 
以 通过 两 段 小 弧 把 它们 互相 连结 起 来 ,如 同上 图 右 ， 
这 样 形成 的 一 个 新 扭 结 称 为 扭 结 Ka ,KK; 的 结合 , 结 
合 的 操作 称 为 扭 结 的 乘法 . 于 是 全 体 扭 结 型 在 这 种 
乘法 之 下 成 为 一 个 交换 半 群 . 一 个 扭 结 型 称 为 素 的 ， 
若 不 能 再 用 非 平 凡 扭 结 将 它 分 解 .所 以 在 此 扭 结 型 
半 群 之 中 ,每 一 个 扭 结 型 能 惟一 地 表示 成 有 限 个 素 
扭 结 型 的 乘积 . 

在 20 世纪 30 年 代 之 前 , 扭 结 理论 主要 以 美国 
的 亚历山大 (Alexander,J. W. ) 以 及 德国 的 赖 德 迈 
斯 特 (Reidemeister ,K. W. F. )、 赛 费 特 (Seifert,H. 
K. I. ) 为 代表 发 展 起 来 的 ,40 年 代 几 乎 没有 太 多 进 
展 . 以 后 ,美国 的 福克斯 (Fox,R. H. ) 在 这 方面 的 贡 
献 较 多 . 进入 20 世纪 80 年 代 以 来 ,一 些 著名 数学 家 
如 韦 知 (Witten,E. ) 等 投入 这 方面 研究 ,他 把 扭 结 


几何 拓扑 学 


理论 与 量子 场 联 系 起 来 ,得 到 了 琢 斯 - 韦 厨 (Jones- 
Witten) 的 不 变量 SU(2),. 高 登 (Gordon,C. M. ) 与 
S w (Luecker,J. DUE T St 中 的 一 个 扭 结 天 由 它 
的 补 S°—K RE. Hi nf H Pü(Lickorish) fil FHAE X & 
(Kauffmen) 括 号 多 项 式 构 造 了 3 维 流 形 不 变量 ,并 
描述 此 不 变量 与 SU(2), 的 关系 . 

环绕 (link) 即 “ 扭 结 ” 

等 价 扭 结 (equivalent knot) 见 “ 扭 结 ”. 

等 价 环绕 (equivalent link) ” 见 “ 扭 结 ”. 


扭 结 型 (knot type) 见 “ 扭 结 ”. 
环绕 型 (link type) 见 “ 扭 结 ” 

合 痕 型 (isotopy type) 见 “ 扭 结 ” 

不 打 结 扭 结 Cunknotted knot) 见 “ 扫 结 ”. 

打 结 扭 结 (knotted knot) “dH”. 

温 良 扭 结 (tame knot) 见 “ 扭 结 ” 

野生 扭 结 (wild knot) 见 “ 扫 结 ” 

扭 结 群 (knot group) 研究 扭 结 的 一 个 工具 . 
E K AHAA, N R°—K WEAR Gm (R°—K) 
为 天 的 扭 结 群 . 取 扭 结 天 的 一 个 正则 投影 Z , 119 
投影 平面 为 zy 平面 .然后 对 于 多 (K) 中 的 每 个 二 
重点 已 , 设 它 对 应 于 天 中 的 两 个 点 PoP, Æ 
P, 的 = 坐标 大 于 已 :的 > 坐标, 则 称 天 中 Pi 附近 线 
段 的 投影 为 儿 (K) 中 的 上 行 段 ,Pi 附近 线段 的 投影 
A ACK) Pw FP fr E Can ~ 
ED. 若 给 定 天 的 一 个 指向 ，“ 二 xi 
选取 Rs 一 及 的 基点 为 = 坐标 X 
充分 大 的 点 9, 对 于 每 条 上 行 
段 ,引入 一 条 以 g 为 基点 的 环 "S. 
道 , 它 对 于 K 的 指定 的 取 问 
右 旋 的 绕 上 行 段 一 周 , 这 些 环 道 在 m (RÀ. — KO rn Br 
决定 的 元 素 记 为 Tits 2, RARA R? 的 上 半空 
间 ), 然 后 对 于 每 个 交点 ,如 图 所 示 , 引 入 关系 x; 一 
xxi Cex; oO] K AA 

| G UP. ET Tj. 9t... 
因为 上 述 2” 个 关系 中 的 任何 一 个 可 用 其 余 2” 一 1 个 
表 出 ,所 以 G 还 可 表示 为 
G = aat a T as aaa 

它 称 为 G 的 维 丁 格 尔 表示 . 若 G 的 换 位 子 群 是 C ， 
则 G/G' 是 无 限 循 环 群 Z. 扭 结 群 是 扭 结 型 的 不 变 
i ,但 具有 同 构 扭 结 群 的 扭 结 不 一 定 等 价 . 因此 寻找 
尽 可 能 精细 的 扭 结 不 变量 是 扭 结 研究 中 的 一 个 重要 
问题 . 

维 丁 格 尔 表 示人 (Wirtinger representation) J 
“SH 25 HF”. 

亚历山大 多 项 式 (Alexander polynomial) 4 
结 型 的 比 扭 结 群 更 加 易于 计算 的 不 变量 . 设 A 为 有 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓 扑 学 


单位 元 的 交换 环 ,4 A A 的 元 素 构 成 的 m Xn IB EE. 
H A" iB EA xi x2 tox 为 基底 的 自由 4 模 , 又 A" 
为 以 yisyss tts Ym NÆR AH AR. A SAA” 
为 由 A= Ca, Br Bre AER e] s s BD 


JC = pas (1 <i < n), 
一 1 


则 称 4 为 商 模 M-—A"/FfCAOBUSEXUB PE. dp A ON 
方 阵 , 则 它 的 行列 式 是 模 M 的 一 个 同 构 不 变量 . 4 
H K BH REGS (ay cost Lng riors yl)， 
G' 是 G KURMET, X=R-K,X AX MSN 
C'HARZH, GE G 的 换 位 子 群 , 则 
HXI GG 
X 4) BER G/G' 7g 2G PR E 9 RE. 车 G/G' WA 
成 元 为 1, 则 1 引起 H XW —+ B FRIES. 3838 X 的 
作法 可 知 , 若 u—gG" € G' /G"— H,CX) WMA 
iu — xgx G 
其 中 xz 为 由 中 连结 ag 与 1:(q) 的 道路 在 XX 中 的 投 
5 Pr XE B m OX 20 —G 中 的 一 个 元 素 ,在 
G= Orge rper y 

si a ee A ae E 
d, = x, ac .考虑 到 关系 
aM ee ur ree al le ree 
ai 以 及 它们 关于 xz HHH 
Æ m, G'. td u;—a;G", R; A ri 
所 确定 的 w ZA KAR. A A 
为 整数 环 上 由 1,1! 生成 的 多 
项 式 环 A-ZLn:]. WHER 表示 为 各 个 wu; WAP 
元 素 为 系数 的 线性 组 合 , 系 数 和 矩阵 便 是 作为 A 模 的 
G'/G" 的 表现 和 矩阵 ,这 个 (x 一 1) X (x 一 1) 和 矩阵 的 行列 
式 即 是 著名 的 扭 结 天 的 亚历山大 多 项 式 . 例如 , 当 
Tititi ca a: 表示 时 , 它 为 

atatt dr a A HAIG Tay. LGAs 
作为 ARE G'/G "FRAN 
üi Fiu; = iy Sg = (1 aa — uus 
X LMT LT SE RE P KIA. | Un , TH GP = 38 
H EE EU: 3€ LoLa 21L] L3 1! ;XX 1X 1!)， 
根据 上 述 作 法 有 表现 矩阵 
= LM 

t dex 
因此 有 三 鸭 扭 结 的 亚历山大 多 项 式 |4|=# 一 十 1. 
类 似 地 ,对 于 多 于 一 个 分 支 的 环绕 ,也 能 计算 它 的 亚 
历 山 大 多 项 式 . 例如 ,下 图 是 有 两 个 分 支 的 环绕 , 它 
的 亚历山大 多 项 式 是 

Alz y)=1—4r t 6r’ — 2r" — 2y 
d-6xy— 42° y x Sy. 
对 于 上 面 所 决定 的 扭 结 的 情形 ,符号 

Prurito AP P RRAN GLR S o Lato 
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A= 


十 < 十 … 表 示 其 亚历山大 多 项 式 , 即 A(x) 二 a 二 bx 
Hr) Hel +277) +e an, FPR 7n- 
的 亚历山大 多 项 式 为 
AG) Le 
ca esq 
对 于 环绕 的 情形 ,记号 
bs bc 
Fs , 
Coy ss 
其 中 son Em ds By T A 


ron 


Tis [1 一 1 十 1 一 1 Vos 


Cat i 
E MC 
qr eL 0 
表示 环绕 的 亚历山大 多 项 式 
A(r,y)-—ad xx t 
d yCGad- bx cx? +e), 
例如 ,上 图 中 的 
0 =] 1 
EI pL =l 
L= i 0 


2 
71s 


的 亚历山大 多 项 式 是 
Ary) eL apt-get) 
doy (= atop um 

商 模 的 表现 和 矩阵 (representative matrix of quo- 
tient module) JL“ NE Bj ili A d nn. 

A $5 345 h (Seifert surface) ”几何 拓扑 学 的 
—^r 38 E h tii. R^ 中 以 一 个 扭 结 为 边界 的 紧 致 连通 
曲面 . 对 于 R” 中 给 定 的 一 个 扭 结 KK, 以 三 办 扭 结 为 
例 , 其 赛 费 特 曲 面 的 构造 如 下 :如 图 所 示 , 先 把 扭 结 
定向 ,并 把 它 的 投影 在 交点 处 切 开 , 则 得 一 些 互 不 相 
交 的 定向 圆周 . 现在 把 每 个 定向 圆周 张 成 一 个 圆 盘 ， 
然后 在 每 个 交点 处 再 把 这 些 换 成 扭曲 的 条 带 , 可 得 
一 个 以 扭 结 天 为 边界 的 紧 致 连通 曲面 S. 要 看 出 $ 
可 定向 ,须知 每 个 圆周 有 来 自 太 的 定向 ,这 决定 了 
所 张 圆 盘 的 序 向 ,从 而 决定 了 S 的 序 向 .S 称 为 扭 结 
K 的 赛 费 特 曲 面 . 对 于 扭 结 天 RR S.A 
去 掉 其 中 两 个 不 相交 的 开 圆 盘 并 接 上 一 个 环 柄 ,所 
得 曲面 S' 仍 为 的 赛 费 特 曲 面 ,所 以 扭 结 的 赛 费 特 
曲面 不 是 惟一 的 . 若 在 的 边界 ( 即 天 ) 处 ,在 高 维 
空间 中 再 补 上 一 个 圆 盘 , 则 得 一 个 可 定 回 闭 曲 面 , 称 


这 种 可 定向 闭 曲 面 中 的 最 小 亏 格 为 扭 结 天 的 亏 格 ， 

iA e(K). FAN SRA AIT. A K K: 为 两 

个 互 不 绰 绕 的 扭 结 ,Ki 十 KK; 是 它们 的 结合 , 则 有 
g(K, + K,) = g(K,) + gOR»). 

扭 结 的 赛 费 特 曲 面 对 于 确定 扭 绪 的 亚历山大 多 项 式 

以 及 扭 结 的 双向 性 等 均 具有 重要 的 作用 . 


D 


p 
/ 

D < 

NS 

AN 
扭 结 的 亏 格 (deficiency of knot) Jl “FE Piia 

曲面 ”. 

H (braid) 辫 群 的 一 种 几何 表示 . 它 可 作为 研 


究 扭 结 的 辅助 工具 . 并 且 与 数学 的 许多 问题 有 联系 . 
设 MOK m AEM n2), 


|] 


pr 


为 M 的 nn 重 拓扑 乘积 , 设 
ELM = LG aed) c II Mix zac z jy}. 


XP or—G ores id € 
E,M, 若 存在 一 个 nn 次 置换 0. 0G) =j,,1 I< 
n Wc I x RREN IA rc. 
B,M = E,M/ ~, 
则 BLM 的 基本 群 m CB, MO RA M AZAR. H 
群 的 概念 是 阿 廷 (Artin,E. ) 于 1925 年 定义 的 . 现在 
一 般 为 称 古 典 闪 人群 ,也 就 是 取 MM 为 2 维 欧 氏 平面 有 R: 
的 情形 . 为 了 使 得 它 更 几何 化 ,可 把 上 古典 辫 群 的 定义 
进一步 解释 如 下 : 设 eC ER, E BR? 中 的 等 价 类 
K z, p:E,.R’>B,R’ 为 投影 , 它 是 一 个 正则 覆盖 ， 
Xx 二 《T,X CER? 为 基点 ,对 于 B,R? 中 的 
任意 一 个 环 道 
fi Ua) — (BR? x°), 
有 提升 f; (7,0) 一 (E,R?,x'), 若 
IQS] Fi Ossie (EL) 
则 每 个 f, OX T R XI 中 的 一 条 弧 a; 3X LEM a, 
(1Si<n) dé BA HAE ux HE a; 之 并 , 称 为 RX7 
rH B9 — TIL ae. FE a w= (xp .4251159235) 4 2X R4, 
x? = Qn 5x2 oe cn 22 )AMHETE—2R EZR L EEL 


Fade NC M RE 


JL dd da th = 


XI 上 得 到 几何 兴 a 的 一 个 辩 框 或 平面 表示 ,如 图 
]. FE R^ XI 中 的 两 条 nn KAT Zozo fd R’ x 
I EA —*4R E45 A EE h PE A Gr) — 2. RH 
等 价 的 . 在 此 等 价 关 系 之 下 ,把 办 分 成 了 一 些 等 价 
类 .从 图 1 可见, 一 个 状元 所 以 不 是 平凡 的 ( 即 LXI 
Hn 条 平行 于 7 的 直线 ), 是 因为 即使 在 等 价 之 下 ， 
也 不 能 去 掉 在 XT 中 看 来 互相 重合 的 部 分 .为 此 
把 这 些 部 分 抽象 出 来 , 即 是 几何 关 人 研究 中 的 基本 概 
念 . 对 于 图 1 的 这 些 交 叉 点 ,不 失 一 般 性 ,在 办 的 等 
Bt ZF BT ABER TE ERK FR LX (CED HD 
域 之 中 ,至 多 只 有 一 个 交叉 点 .于 是 它们 的 基本 类 型 
^ SbF als 28 A45 CB). rid (AD Tae B8 2g 
oj NCB TRE Aid o; ^. 然后 两 个 n ILA zi, 
z 在 基点 在 BR? 中 的 投影 相同 的 情况 下 可 以 相 乘 ， 


乘积 zxiz* 即 是 把 zi 的 终点 与 z: 的 始点 接 起 来 ,如 
图 2(C). 
jy 4 | 
Huc DX 
A) i 
| j Jj 十 1 LE d 
x a ge. lz | (| 
1 T2 T3 Tı a (5 
图 1 图 2 
若 记 一 个 Y JUN 1 o0; 10 tp. 
而 这 些 基 本 办 之 间 有 关系 
o; 0; 0j0; = ] Cla j| 2 2); 


0:0 d; 0660, | 1), 
因为 一 条 几何 办 可 用 o; A. PW FE PR ZR AE 
的 等 价 问题 与 判定 两 个 cx C1 in) AY RN RE E 
述 关 系 之 下 表示 同一 字 的 问题 是 一 样 的 . 因此 办 又 
与 字 的 问题 联系 起 来 ,成 为 组 合群 的 一 个 分 支 . A 
理论 以 及 相应 字 问 题 的 解决 是 由 阿 廷 所 首倡 ,并 由 
阿 廷 以 及 布 纳 布 路 史 (Bohnenblust ,FE. ) 所 发 展 . 

wie (braid group) W”. 

T 2# p (full braid group) WMH”. 

Fy SAH (classical braid group) Jl “xe”. 

Æt TF (equivalent braid) JL“ X". 

高 维 扭 结 (high dimensional knot) HARS 
在 一 般 高 维 流 形 的 推广 . 若 M An HERI. S 
在 M ff] — P ALL 4 n2 3 时 称 为 一 个 高 维 扭 结 . 类 
似 地 , 若 ST CPUs UST 为 无 交 并 , 则 它 在 M BU 8X 
人 是 一 个 高 维 环绕 . 目前 对 于 高 维 扭 结 (环绕 ) 的 研 
3t ,其 内 容 不 如 M=S "情形 丰富 ， 

闭 曲 面 上 的 相交 形式 (the intersection form on 
closed surfaces) ”定义 在 每 一 个 闭 曲 面 上 的 双 线 性 
形式 , 它 可 以 用 来 确定 闭 曲 面 的 类 型 . 设 2 7S BH] Bi 
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Aor 是 > 上 的 一 条 闭 曲 
时 可 分 两 种 情况 : 硅 7 为 
PR [a] HK. Br 在 上 的 
一 个 正则 邻 域 是 平 环 


代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 
NGr), 则 NGr) 中 任意 一 
条 与 > 处 于 一 般 位 置 的 


< 
闭 曲线 让, 它 与 7 的 交点 


的 模 2 RAW OO: LG’) =0(m0d 2); RS. rH 
三 上 的 一 条 逆 回 曲线 (这 只 有 在 为 不 可 定向 曲面 


时 才 有 可 能 ), 则 正则 邻 域 N(r) 为 默 比 乌 斯 带 , 因 此 


TF TE PH ill £X, 7 CONO), E LG 7 )—1Gnod2) , 4 
图 所 示 . 将 以 上 考虑 稍 加 扩充 ,一 方面 假定 ,~ 为 了 
上 任意 两 条 (简单 ) 闭 曲线 ,不 要 求 在 同一 邻 域内 , 另 
一 方面 ,把 这 些 财 曲线 换 为 它们 在 三 的 Z: 系数 1 维 
同调 群 H,CXiZ) PR fal 9828 r] [n 等 ,由 于 五， 
(3322) ÆR Z: 上 的 回 量 空间 , 模 2 相交 数 在 同调 之 
下 不 变 , 所 以 可 定义 瑟 (3;Z;) 上 的 一 个 双 线 性 形式 
或 相交 形式 

Bs HÈ; Z) OX Hi (È; = Z 

x(Lrj,Lr’]) = EG 
i qp E mw Hi (2;Zs) 有 基 momo cto mno dE 
Haris yi) = pajo WIE SK y 对 应 一 个 矩阵 (pe;). 作 
为 拓扑 中 的 经 典 结果 ,有 下 列 事实 :两 个 闭 曲 面 微 分 
同 胚 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 相交 形式 ;一 切 闭 曲面 
在 同 胚 的 意义 下 ,可 以 分 为 两 种 类 型 ,其 中 I 型 为 不 
可 定向 闭 曲面 , 它 能 分 解 为 射影 平面 的 连通 和 ,I 型 
为 可 定向 财 曲面 , 它 能 分 解 为 环 面 的 连通 和 ( 当 曲 面 
为 球面 时 ,其 亏 格 为 0, 理解 为 它 是 0 个 环 面 的 连 
通 和 ). 综合 闭 曲面 的 以 上 特征 ,可 列表 如 下 : 


SRP? H- HRP? 


S&S! XS!) Hee 
HUS 


列 出 以 上 内 容 , 主 要 是 为 了 与 4 维 流 形 的 情形 
做 比较 . 

对 称 双 线性 形式 (the symmetric bilinear form) 
关于 格 的 一 个 重要 概念 . 有 限 生 成 自由 交换 群 称 为 
格 SLT ASA: 上 的 对 称 双 线性 形式 u: A XA 
Z.i—1,2, AT EH BU IRI p: A 一 Ai, 使 得 对 于 任 
E rr € A 5uGO.x)-—uGGGOG).oG')),Wl] i 5 
us 称 为 等 价 的 . 对 于 格 4 上 的 一 个 对 称 双 线性 形式 
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LU 

K(X,X) = 0(mod 2), 对 于 一 切 过 GE 4， 
则 称 为 I 型 的 ;否则 ,py 称 为 I 型 的 .这样 的 x 有 两 
个 基本 不 变量 :一 个 是 它 的 秩 , 即 jy 的 维 数 ; 男 一 个 
为 符号 差 或 指数 , 即 y 的 秩 一 2g, 其 中 9 是 使 得 w 在 
其 上 为 负 定 的 4 的 子 空间 的 最 大 维 数 . 关于 符号 差 
的 一 个 基本 结论 是 ,每 个 工 型 形式 的 符号 差 必 为 8 
的 倍数 . 双 线 性 形式 可 以 分 为 定 ( 正 定 、 负 定 ) 与 不 定 
两 种 . 对 于 不 定 么 模 对 称 双 线性 形式 的 等 价 类 ,完全 
由 它们 的 秩 与 符号 差 决 定 , 其 分 类 如 下 : 

I Z4 DOr OCD O(- DO @(- 1). 

I 8l; SHO OHOLE COE, , 
其 中 (1 与 (一 1 表示 秩 1 形式 的 两 种 可 能 ， 


2 1 0 0 0 0 0 0 

1 2 1 O 0 0 0 0 

01 2 1 0 0 0 0 

Hem |i N EE 0 0 1 2 1 0 0 0 
] 0 0 0 0 1 2 1 1 0 

0 0 0 0 1 2 0 0 

0 0 0 0 1 0 2 1 

0 0 0 0 0 0 1 2 


对 于 定 么 模 对 称 双 线性 形式 的 分 类 ,其 情形 完 
全 不 同 于 不 定形 式 , 它 是 困难 的 古典 数学 领域 之 一 . 
为 说 明 这 一 点 , 设 NGr) 为 秩 > 的 工 型 不 等 价 的 正定 
么 模 对 称 双 线性 形式 的 个 数 , 则 有 下 表 : 


等 价 对 称 双 线 性 形式 (equivalent symmetric 
bilinear form) 见 “ 对 称 双 线性 形式 ”. 
4 维 流 形 上 的 相交 形式 (the intersection form 

on 4-manifolds) 定义 在 紧 致 单 连通 4 维 流 形 上 的 
双 线 性 形式 ,用 它 可 以 确定 4 维 流 形 的 同 伦 型 与 分 
类 性 质 . 设 M 为 紧 致 单 连通 的 4 维 拓 扑 流 形 , 9 ,9 
为 M 中 可 定向 闭 曲 面 ,它们 处 于 一 般 位 置 ,因为 
7m, CM) —1.M 为 可 定 癌 流 形 ,交点 数 L(S,S') 随 5S 
(或 S') 的 改变 定向 而 改变 符号 ,所 以 决定 一 个 对 称 
双 线 性 形式 或 相交 形式 

Hi ,(M;Z) X H,(M;2) >Z, 

EOS] LS' D = L6S,8'), 
或 用 上 同调 表示 为 

B; H'CM5;Z) X H'(M;Z) >Z, 

u(r,y) =x yLM]. 
EH Be Sn 35€ X] 483 «E. EE n] Al sH 是 么 模 的 . BI, zl,zz， 
Uc 为 交换 群 H (M; Z) R — P 3E uni zhi) 一 HP 
则 行列 式 det (w) — 4-1. —1- Z6 Hf £5 EJ Dp 
决定 M 的 同 伦 型 , 即 ,怀特 海 定理 :两 个 紧 致 单 连 通 
的 4 维 流 形 是 同 伦 等 价 的 , 当 且 仅 当 它们 的 相交 形 


式 是 等 价 的 . 

怀特 海 定 理 (Whitehead theorem) 
形 上 的 相交 形式 ” : 

拓扑 4 维 流 形 的 弗 里 德 曼 定理 (Freedman the- 
orem on topological 4-manifolds) [AAR 4 维 流 形 
的 拓扑 分 类 与 相交 形式 之 间 关 系 的 一 个 定理 . 根据 
关于 对 称 双 线性 形式 的 分 类 与 怀特 海 定理 ,自然 要 
产生 这 样 的 问题 : 哪 一 个 双 线 性 形式 能 够 作为 紧 致 
单 连通 4 维 流 形 的 相交 形式 而 出 现 ? 这 是 4 维 流 形 
的 存在 性 问题 . 此 外 ,还 有 一 个 惟一 性 问题 . 即 , 有 多 
少 个 不 等 价 的 流 形 有 同一 个 相交 形式 ? 这 里 的 等 价 
可 做 两 种 理解 :对 于 流 形 为 拓扑 流 形 , 它 指 的 是 同 
胚 ; 对 于 流 形 为 可 微 流 形 , 它 指 的 是 微分 同 胚 .其 中 
惟一 性 问题 ,对 于 双 线 性 形式 为 0 秩 平 凡 形 式 , 这 就 
是 4 维 庞 加 莱 猜 想 . 这 是 近代 拓扑 学 中 一 个 深刻 的 
结果 ,因为 对 于 拓扑 流 形 的 情形 ,美国 数学 家 弗 里 德 
& (Freedman, M. (H. D F 1982 年 完全 回答 了 上 述 
两 个 问题 . 对 于 一 个 拓扑 流 形 , 奉 它 的 第 一 、 第 二 施 
梯 福 - 惠 特 尼 类 为 0, 则 称 为 旋 流 形 . 如 同 在 曲面 的 情 
形 , 紧 致 单 连通 4 维 流 形 M 分 为 两 种 类 型 :大 M 是 
非 旋 流 形 且 其 相交 形式 为 1 WKI, MERMA IN 
的 ; 若 M 为 旋 流 形 且 其 相交 形式 为 工 型 的 , 则 称 M 
为 工 型 的 . 记 ust 为 R 型 紧 臻 单 连通 4 维 拓扑 流 形 
的 同 胚 类 之 集 , 其 中 R= IRI, Ae HARM MM 
线性 形式 的 等 价 类 之 集 , 设 iniu FrA—TR 
射 , 它 映 流 形 M 为 它 的 相交 形式 ,于 是 有 下 列 弗 里 
德 曼 定理 :映射 ?1 ua E, ADS] » BRT i: T 
—45 ,为 二 对 一 满 射 .因此 ,每 一 个 么 模 形式 是 紧 致 
单 连通 拓扑 4 维 流 形 的 相交 形式 .对 于 工 型 的 情形 ， 
这 个 4 维 流 形 是 惟一 的 ;对 于 I 型 的 情形 , 恰 有 两 个 
^^ [a] RBS 4 维 流 形 有 相同 的 相交 形式 ,这 两 种 可 能 
的 不 同 在 于 ,其 一 有 非 0 的 对 它 实行 单纯 前 分 的 克 
勃 - 齐 贝 曼 障 碍 KS(M) +0. 弗 里 德 曼 因此 项 工作 而 
AR 1986 FRAK. 

4 维 可 微 流 形 的 唐 纳 森 定理 (Donaldson theo- 
rem on differentiable 4-manifolds) 关于 可 微 4 维 
流 形 相交 性 质 的 一 个 定理 . 考察 可 微 流 形 的 情形 ,于 
此 一 个 重要 的 事实 是 ,与 拓扑 流 形 不 同 ,并非 每 一 个 
双 线 性 形式 都 是 可 微 流 形 的 相交 形式 . 即 存在 著名 
的 罗 赫 林 定 理 : 大 M 为 紧 致 单 连通 可 微 工 型 的 4 维 
流 形 , 则 M 的 相交 形式 的 符号 差 是 16 的 倍数 , 妈 

Signature(M) = 0 mod 16. 

在 “对 称 双 线 性 形式 ?条目 中 已 经 知道 ,每 一 个 工 型 
形式 的 符号 差 必 为 8 的 倍数 ,因此 对 于 工 型 么 模 对 
称 双 线 性 形式 yx, 可 以 引入 罗 赫 林 不 变量 


Co) = È Signature(y) mod 2. 


P ibd PK RE FE HE ts AE OF app PK AS E GEBJEIA X n 
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几何 拓扑 学 


微 紧 致 单 连通 工 型 4 维 流 形 的 相交 形式 . 对 于 可 微 
WÉ ,更 重要 的 是 下 列 唐 纳 森 定理 : 若 M NX SUE 
连通 光滑 4 维 流 形 ,其 相交 形式 y 是 正定 的 , 则 jy 必 
定 等 价 于 对 角形 式 , 即 um ODQD-- 0 OD. 根据 这 个 
定理 ,对 于 光滑 流 形 的 相交 形式 ,数目 庞大 的 正定 对 
称 双 线 性 形式 可 以 不 予 考虑 . 结合 弗 里 德 曼 定理 与 
不 定 对 称 双 线 性 形式 的 分 类 ,可 得 紧 致 单 连通 光滑 
4 维 流 形 同 胚 类 与 其 相交 形式 之 间 关 系 的 一 个 表 ， 
其 中 所 列 的 那些 4 维 流 形 M 是 所 熟悉 的 同 胚 类 的 
代表 , 它 类 似 于 前 面 关于 闭 曲 面 情形 所 列 的 图 表 . 


MXCP2H + 
HCP2HCP2H 
# CP? 


Mz (S? Xx 82) tt -= 
# (52x S2) # Eg 
Ho H Eg 


在 表 的 第 二 行 中 ,由 唐 纳 森 定理 ,其 中 至 少 有 一 

个 Si XS? 因子 ,由 罗 赫 林 定 理 ,Es 的 个 数 为 偶数 ， 

并 且 即 使 如 此 ,还 是 不 知道 S* KS? 与 E. 的 连通 和 

在 两 者 原来 的 拓扑 之 下 ,是否 能 光滑 化 ? 此 处 E, 是 
例外 李 群 的 卡 当 矩阵 ,并且 可 以 知道 库 默 尔 曲面 
M' = ([z5,2; 21,2; J€ CP? | $9 - zio 2$ 230) 


的 相交 形式 为 
1 sel, Jet ORO 


FS 4 #& (Donaldson, S. ) 因 他 的 上 述 工作 而 获 
得 1986 FIER EX. 

€ th i TE FE (Rohlin theorem) 
形 的 唐 纳 森 定理 ”. 

罗 赫 林 不 变量 (Rohlin’s invariant) 
ok Tit FZ B) EA BR XE FR. 

BE R'CExotic RI) 4 维 欧 氏 空 间 的 一 种 怪 现 
Ke. WAAR 4 维 欧 氏 空 间 R*, 但 是 不 微分 同 胚 于 R’ 
的 4 维 可 微 流 形 . 这 是 一 切 R^ 中 惟一 的 特有 现象 ， 
而 且 具 有 一 些 异 于 普通 直观 想象 的 性 质 . ESRA 
单 连通 4 维 可 微 流 形 的 可 微 结构 的 惟一 性 虽然 仍 是 
一 个 还 未 解决 的 问题 ,但 是 综合 已 有 的 结果 , 却 可 得 
到 一 个 令 人 惊讶 的 结论 . 这 个 事实 首先 由 弗 里 德 曼 
(Freedman, M. (H. )) 5 w Ø (Kirby, M. ) 观 察 到 ， 
以 后 利用 库 因 (Quinn,F) 的 结果 , 便 获 得 更 为 简捷 
的 证 明 . 同时 有 下 列 定理 : 


见 4 维 可 微 流 


见 “4 维 可 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓 扑 学 


1. 存在 一 个 怪 R*. BD — ^P [a] I. R^ 但 不 微分 同 
FR-FR‘ 的 4 维 可 微 流 形 . 因为 复 射影 平面 CP? ms 
平面 C^ 在 无 穷 过 处 添加 一 条 复 射 影 直 线 而 得 到 的 ， 
PUG S=CP'CCOP? ACP 中 的 任意 复 射影 直 
线 , 则 CP? —S? —R'. BA: CP!—CP? WAR. Bt] 

h(CP? — S?) = CP? — A(S?) = A(R‘) 
ARF R+ ,并 且 作 为 CP? 的 开 子 集 而 继承 有 一 个 微 
分 结构 . dp M 为 4 维 流 形 , 在 其 中 某 点 书 的 外 部 有 
Al Za WER PAM 的 奇 点 .对 于 奇 点 了 ,车 有 同 
M A:CP 一 CP 5 PM PH BRU, HEU 
(PM ARF OO ACS?) , HO A ACS*) Hh CP? 
中 的 一 个 邻 域 , 则 称 为 可 解 的 . 

2. ÆRE: Æ M 为 紧 致 拓扑 4 维 流 形 , 其 克 
勃 - 齐 贝 曼 不 变量 KSCM) 为 0, 则 M 有 一 个 光滑 结 
构 ,定义 在 M 的 有 限 个 可 解 奇 点 的 外 部 . 

设 M NES ATEWBJE.KSOM)—0,3: M 的 相 
交 形 式 正 定 而 非 对 角形 式 , 则 由 唐 纳 森 定理 ,AM 不 
能 被 光滑 化 (例如 Es CP? 即 是 这 样 一 个 流 形 ). 但 
由 库 因 定理 ,M 在 它 的 有 限 个 可 解 奇 点 已 Poo 
P, 以 外 有 光滑 结构 ,把 M BS P; ak USU; — (P5) 
可 微 地 换 为 CP? nag s? 附近 U';mmU,— AGO. 
个 流 形成 为 可 微 的 . 因此 称 光 滑 流 形 

M — {P,P,,-.…,P,) 
有 欧 氏 终端 ,如 图 1. 


图 1 
由 唐 纳 森 定理 得 出 ,与 诸 欧 氏 终 端 相 应 的 
Ri = CP! — h,CS?) 

"hg US — Ar tor BIBT OR". 直观 地 说 , 行 不 然 ， 
则 做 一 些 可 微 列 补 ,可 得 新 的 “可 微 ? 流 形 与 原 M 有 
相同 的 相交 形式 ,这 与 唐 纳 森 定理 矛盾 .事实 上 ,只 
MR M — E, CPI EN n RES E. BIA TES FE 
因 定 理 的 讨论 对 象 . 

3. 臣下 夫 定 理 :存在 一 个 外 来 R', 记 为 Rt, 它 有 
下 列 性 质 : 

1) Rt 有 一 紧 致 子 集 不 能 被 其 中 的 一 个 光滑 SS 
所 包围 . 

2) Rr BOA SGA I m B A. 

3) Rr 不 能 保 癌 地 光滑 能 和 人 于 CP 或 CP H+: 
#CP? p. 
则 邻 域 也 可 以 把 它们 联 起 来 ,如 图 2, 只 要 小 心地 操 
作 , 可 以 保证 在 Mi M: 的 原 有 结构 下 新 流 形 的 可 微 
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性 ,并 把 新 流 形 记 为 M, 日 M;, 于 是 对 于 Rr 可 得 
Rs=Rt 4(—RpP). 


M, M; M 日 M, 


2 
从 而 , 它 也 是 外 来 RY ,但 不 微分 同 胚 于 Ri. 据 此 ,对 
于 任意 一 个 由 两 个 字母 构成 的 无 限 字 WH 
… 了 STTS… ,相应 地 可 作出 4 维 可 微 流 形 
Ri = Ri REB REB Ries, 

其 中 R 为 由 RE 添加 两 个 平凡 终端 所 得 到 ,已 一 也， 
S. Ry EEF R+, h RE 作为 可 微 开 子 集 在 Rw 中 ,从 
而 R 包 也 是 外 来 R'. 所 以 ,由 此 方式 可 以 构造 出 多 少 
个 不 同 的 外 来 的 R ,这 是 一 个 有 趣 的 问题 . 

4 维 流 形 的 育 点 (singular point of 4-mani- 
folds) 见 “ 怪 R*". 

可 解 育 点 (resolvable singular point) 
R'". 

FHWA EH (Quinn theorem) JI," PE R+”. 

dX KRAZE (Gompf theorem) WM“ R*". 

若 尔 当 曲线 定理 (Jordan curve theorem) X 
于 平面 上 简单 财 曲 线性 质 的 一 个 经 典 结 果 . 在 欧 氏 
平面 R* 上 ,任意 一 条 简单 ( 即 自 身 不 相交 ) 闭 曲线 J 
把 平面 分 成 两 部 分 ,使 得 在 同一 部 分 的 任意 两 点 ,可 
用 一 条 不 与 J 相交 的 弧 相 连 ; 在 不 同 部 分 的 两 点 若 
要 相连 , 则 连结 的 弧 必 须 与 J 相交 . 这 就 是 著名 的 
GK 4 BL ZR XE. 它 是 属于 数学 中 那 种 看 起 来 容易 ， 
证 起 来 难 的 定理 . 

E OR 24 HH Be aE H 4 2K “4 Jordan, C. ) 首 次 提 
出 并 证 明 . 者 尔 当 的 证 明 既 长 且 繁 , 当 发 现 他 的 推理 
有 缺陷 时 , 补 证 起 来 还 相当 费事 ,直到 1905 年 , 维 布 
f& (Veblen,O. ) 才 第 一 次 给 出 了 一 个 正确 的 证 明 . 
在 尔 当 曲线 定理 证 起 来 之 所 以 困难 , 究 其 原因 还 是 
对 于 什么 是 简单 闭 曲 线 这 个 概念 不 明确 . 用 现代 的 
语言 , 称 一 个 与 圆周 S RW Fh E A AAR 
当 曲 线 . 于 是 者 尔 当 曲线 定理 现在 可 正式 地 表达 为 : 
平面 R* 中 的 每 一 条 阁 尔 当 曲 线 J 把 R 分 为 两 个 以 
J 为 公共 边界 的 区 域 ,其 中 区 域 指 的 是 连通 开 子 集 . 

右 尔 当 曲 线 定理 有 很 多 推广 形式 ,首先 容易 使 
人 们 相信 ,者 把 欧 氏 平面 R? 换 成 球面 S*, 则 定理 同 
样 成 立 ( 但 是 对 于 环 面 或 其 他 闭 曲 面 不 成 立 ). 至 于 
一 般 情形 , 设 9 为 r 维 球面 ,利用 代数 拓扑 的 方法 ， 
可 以 证 明 下 列 知 尔 当 - 布 劳 威 尔 分 离 定 理 :S" 中 每 一 
AAAF S” 的 子 集 S,_ 1 分 S” 为 两 个 以 9， 为 公 
共 边 界 的 开 连 通 分 文 . 当 n 宇 2 时 ,把 上 面 的 S$" 改 为 


见 “ 怪 


R", 则 定理 仍然 成 立 . 看 尔 当 曲线 定理 当 把 它 作 为 一 
个 拓扑 定理 来 研究 时 ,有 很 多 副产品 ,其 一 是 下 面 的 
松 夫 里 斯 定理 ;对 于 R* 上 的 任意 若 尔 当 曲线 J, F 
在 一 个 R? 3| B S fig fel kR? SR? ERG ROS! 
其 二 是 区 域 不 变性 定理 . 

若 尔 当 - 布 劳 威 尔 分离 定 理 (Jordan-Brouwer 
separation theorem) 见 “ 知 尔 当 曲线 定理 ” 

松 夫 里 斯 定理 (Schonflines theorem) 见 “ 若 
尔 当 曲 线 定理 ” 

区 域 不 变性 定理 (invariance theorem of do- 
main) 关于 欧 氏 空间 中 区 域 的 拓扑 性 质 的 一 个 定 
理 . 与 若 尔 当 曲线 定理 紧密 相关 的 ,有 所 谓 布 劳 威 尔 
区 域 不 变性 定理 , 它 在 平面 区 域 的 情形 可 以 表述 如 
FRU 是 欧 氏 平面 R* 中 的 开 集 ,h;U 一 R’ 为 连续 
FÉ. B WA ARA FFA AQUO JI R 中 的 开 集 . 这 是 
2 !ETRJE RUE S Xe nI WG HED 29 — n 维 情形 
的 定理 ,并 且 还 有 一 些 等 价 的 叙述 形式 ,其 中 之 一 
tt: ACR” 为 开 集 ,4 AFR" 中 的 子 集 B, 则 B 
是 开 集 . 区域 不 变性 定理 对 于 一 般 流 形 也 成 立 ,但 是 
对 于 可 分 度量 空间 不 成 立 . 由 区 域 不 变性 定理 可 知 ， 
维 数 不 同 的 欧 氏 空间 不 能 同 胚 . 所 以 有 所 谓 维 数 不 
变性 定理 . 这 些 定理 都 是 关于 流 形 拓扑 性 质 的 基本 
定理 . | 

维 数 不 变性 定理 (invariance theorem of dimen- 
sion)” 见 “区 域 不 变性 定理 ”. 

B 稿 Tha AUR REG 
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微分 拓扑 学 


微分 拓扑 学 (differential topology) 简称 微分 
拓扑 . 拓扑 学 的 一 个 重要 的 十 分 活跃 的 分 支 学 科 . 
它 以 研究 微分 流 形 在 微分 同 豚 下 的 不 变性 质 为 特 
征 .一 般 地 ,微分 拓扑 学 是 研究 微分 流 形 及 微分 流 形 
之 间 的 可 微 上 映射 的 性 质 的 学 科 . 例如, 它 包含 有 下 述 
一 些 典 型 的 问题 : 

1. 两 个 微分 流 形 在 什么 条 件 下 是 微分 同 胚 的 ? 

2. 各 两 个 微分 流 形 是 同 胚 的 , 则 它们 一 定 微 分 
FE? 

3. — PG ot ME BE BAN Bt A Bl — AAA T 
形 中 吗 ? 

4. 怎样 的 微分 流 形 是 另 一 个 带 边 流 形 的 边界 ? 

5. 一 个 微分 流 形 是 否 可 平行 化 . 

19 世纪 末 , 庞 加 莱 (Poincare, (J.-)H. ) 在 代数 
拓扑 学 方面 做 了 一 系列 葛 基 工作 的 同时 ,对 3 维 流 
形 的 拓扑 进行 了 深入 的 分 析 , 提 出 了 著名 的 庞 加 莱 


ml 分 dh dh 学 


猜想 :每 个 单 连通 的 紧 致 .无 边 的 3 维 流 形 必 同 胚 于 
3 维 球面 $ . 这 是 微分 拓扑 学 中 非常 重要 的 、 迄 今 尚 
未 完全 解决 的 问题 . 

20 世纪 以 来 ,外 尔 (Weyl,(C.H. )H.) RUE JE, 
(Whitney, H. 2, X 2R (Milnor, J. W.). #6 48 
(Thom,R. ), S ffg/R (Smale, S. )、 吴 文俊 等 学 者 在 
微分 拓扑 学 的 许多 方面 的 工作 ,使 得 这 门 学 科 得 以 
迅速 发 展 ,并 且 与 其 他 拓扑 学 分 支 ,尤其 是 代数 拓扑 
学 建立 了 深刻 而 有 力 的 联系 . 同时 ,微分 拓扑 学 理论 
和 方法 上 的 成 果 推 动 着 诸如 近代 微分 方程 .微分 几 
何 . 大 范围 分 析 等 数学 的 各 个 领域 的 发 展 ,显示 出 它 
越 来 越 重要 的 作用 . 

卡 (chart) 亦 称 局 部 坐标 系 .微分 拓扑 的 基本 
概念 . M E n 维 拓扑 流 形 ,UCM 是 M 的 开 集 ， 

pg, U — U' C R” 
是 U F|) R” 的 开 集 U' EY RT UI CU ,gq) 称 为 
M 上 的 一 个 卡 . 此 时 ,对 于 pEU,(U,9) 称 为 含 点 p 
HFR op) =r Cp) rp) s, DEUTER” K 
为 p 关于 卡 (U ,9 的 局 部 坐标 . M 上 卡 的 族 
$ = {U..%)|a€ A}, 

Ar IB AE U se AU. = MWA M 的 图 册 . 因此 ” 维 拓 
扑 流 形 M 总 有 它 的 图 册 . 

局 部 坐标 系 (local coordinate system) Bi 
«der 

局 部 坐标 (local coordinate) 

EA atlas) WF”. 

微分 流 形 (differentiable manifold) 微分 拓扑 
学 中 的 基本 概念 和 主要 人 钱 究 对 象 . 它 是 具有 适当 微 
分 构造 的 拓扑 流 形 . A M E n 维 拓扑 流 形 ,(U ,9)， 
V. pE M 的 两 个 卡 , 并 且 UNV 关 名 , 则 R PH 
Se |) BA] fe] Rs BR a 

$*99i: eU(|Vo0-—4Q (V), 
gep: gQU()VOo-—q«U[V) 
称 为 这 两 个 卡 之 间 的 卡 变换 或 坐标 变换 ( 见 图 ). 


Ji, éé X "m. 


设 M 的 图 册 O6-—(QU..9)la€ A} AX F 
(Uas pa) (Ug, pa) c o, U,(1U;— 2, 
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或 卡 变 换 ^4. 都 是 C' 映射 , 则 称 M 的 
AMSEC HG AER). CEC HME 
为 光滑 图 册 . M 的 一 个 卡 (C,P) , 行 对 于 ae AU) 
U,— (Om FAR pipo qu C 映射 , 则 称 为 
5 M ij C Er e ERR. MHC PE D EE 
含 所 有 与 它 相 容 的 卡 , 则 称 为 极 大 图 册 . AE n HER 
扑 流 形 M 上 给 定 一 个 极 大 的 C- AM o. $E COM, 
DE n !E C' Gk AE DUE «8 iin M.A OM 
EBA C" ek 4r Tuis. C^ (i Ot TE BRA 268 WE ,简称 

通常 ,在 2” 维 拓扑 流 形 M 上 取 定 一 个 C- AM 
OFIE-ERK) MEMAS @ 相 容 的 卡 组 成 M 
上 一 个 包含 更 的 最 大 5C RHH. CEM EKC 微分 
构造 . 同一 拓扑 流 形 上 可 以 有 不 同 的 微分 构造 ,使 所 
得 到 的 两 个 微分 流 形 不 能 微分 同 胚 . 凯 伐 勒 (Ker- 
vaire,M. ) F 1960 年 首次 给 出 一 个 拓扑 流 形 ,在 它 
上 面 不 可 能 有 微分 构造 ,因而 不 能 成 为 微分 流 形 . 
卡 变换 (chart transformation) W "fit ^ Tft 
Æ”. 

AK Ek aS HA (coordinate transformation) 见 “ 微 
4 WE. 

XA FAA (smooth atlas) WW," i^ RUE 

IRK EE BB (maximal atlas) 见 “ 微 分 流 形 ”. 

微分 构造 (differentiable structure) W AA 
流 形 ”. 

光滑 流 形 (smooth manifold) 见 “ 微 分 流 形 ”. 

AY fa AR BY (differentiable map) 一 类 连续 映 
射 , 是 微分 拓扑 学 的 基本 概念 和 主要 研究 对 象 . CE 
微分 流 形 之 间 在 每 点 附近 的 局 部 表示 . 设 M,N 分 
别 是 m 维 ,n 维 微分 流 形 ,f:M>N 是 连续 映射 ,对 
FLEM: U.P), V. HRI MS p HERNE 
f(p) 的 卡 ,f(UD)CV, 则 映射 

=p. fegt: PU) —> yV) 

称 为 关于 卡 (U ,9),(V,y) 的 局 部 表示 , 它 是 R” 中 
的 开 集 PUA R" 中 的 开 集 y(tV) 的 连续 映射 . 连续 
映射 f: MN, 若 对 于 p€E M,f(p)EN, 存 在 卡 
(UD,9), 卡 (Vy) 与 (VU)CV ,使 得 了 的 局 部 表示 了 
是 C 可 微 的 ( 见 图 ), 则 称 了 在 p€EM 处 是 C" 可 微 
的 . 连续 映射 fF: MN GE f TERES PCM 处 都 是 
C' 可 微 的 , 则 称 了 了 为 C 可 微 映 射 . 此 时 ,简称 了 为 
C BRAY. M 到 NN K CT BRN BRA M 到 NN 的 光滑 映 
射 . 

了 映射 的 局 部 表示 (local representation of map) 
见 “ 可 微 映 射 ” 

光滑 映射 (smooth map) J “ay HARA”. 

微分 同 胚 (diffeomorphism) 微分 流 形 之 间 的 
一 类 同 胚 映射 . 它 与 它 的 闭 上 映射 都 是 可 微 的 . 设 M, 
N 均 为 微分 流 形 , 对 于 映射 SMN, Sf EIA 
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映射 ,并 且 f.f ABE Cy 可 微 映 射 , 则 称 了 为 M 到 
N ER) C' kr RR. C^ 微分 同 胚 SMN 简称 M 
A N EKAIA. 对 于 微分 流 形 M,N ETE TE 
CC’) tx St TA f£: MN .WIERSM 5 N CC) SEA) 
同 胚 的 微分 流 形 , 记 为 M 宇 N.“ 实 ”是 微分 拓扑 学 中 
的 基本 等 价 关 系 . 微分 拓扑 的 基本 任务 是 研究 微分 
流 形 在 微分 同 胚 下 保持 不 变 的 性 质 , 以 及 寻求 在 怎 
样 的 条 件 下 两 个 微分 流 形 是 微分 同 肛 的 . 米尔 诺 
(Milnor ,J. W.) F 1956 年 证 明 , 在 S 上 人 至少 存在 
两 个 不 微分 同 胚 的 微分 构造 .后 来 证 实 ,S 上 人 恰好 
有 15 个 这 样 的 不 同 的 微分 构造 . 

带 边 流 形 (manifold with boundary) 一 类 特 
殊 的 拓扑 流 形 . 它 具 有 可 数 基 和 7; 分 离 性 ,并 且 局 
部 同 肛 于 欧 氏 空间 中 半空 间 的 拓扑 空间 .RR" 的 子 空 
[R] 

RS Cs E R le 0) 
PAR 中 的 半空 间 . 设 M 是 具有 可 数 基 的 豪 斯 多 
夫 空 间 AE MBAR R. ,换言之 ,对 于 任意 PE 
M, 存 在 p 在 MM 中 的 开 邻 域 U 及 U 到 R' 的 某 开 集 
U' 上 的 同 肪 映射 9: U—U' ,并 且 存 在 着 变换 到 (xi， 
Za…z ly0) 的 点 , 则 称 M A n 维 带 边 拓 扑 流 形 . 
IEA ERCU. OA M 的 卡 ,M 的 卡 的 族 = (QU,, 
Pr) la€ A} ae M= U «e 4U as MU RR AM 的 图 册 . 类 
似 地 ,有 C 带 边 流 形 、 光 滑 带 边 流 形 等 相应 的 概念 . 

光滑 带 边 流 形 (smooth manifold with bound- 
ary)” 见 “ 带 边 流 形 ”. 

流 形 的 边界 (boundary of manifold) 带 边 流 
形 中 全 体 边界 点 的 集合 . Y M 是 ERÉ P= 
(Uap) aE A} 是 MM 的 图 册 . 对 于 PE M, 若 存在 卡 
Uap) ED, EF pEU rp) € RS ,其 中 

IRI = { (£1 L2s*tt 2n) ER" |x, = 0}, 

则 称 p 为 MM 的 边界 点 ( 见 图 ). pp 是 M 的 边界 点 与 
卡 (U,9) 的 选取 无 关 . M 的 全 体 边界 点 的 集合 称 为 
M 的 边界 , 它 是 (x 一 1) 维 的 (无 边 ) 流 形 , 记 为 9M,p 
EM 一 9M 称 为 M 的 内 点 ,M 一 9M Æ n 维 ( 无 边 ) 流 
X. 


F Hi FZ (submanifold) 流 形 的 子 空 间 按 照 自 
” 然 方式 做 成 的 流 形 . 设 M 是 (十 上) 维 流 形 ,NCM ,， 
若 对 于 任意 pEN ,存在 M PE p EUG) 
meU =U CR = R* x RF, 

使 得 aN NU -U' N R XO) RE). ER N 为 
M f) n 维 子 流 形 , NOU pl NAU) ERAH F WE 
N 的 卡 , 它 们 组 成 N 的 图 册 . 24M 是 C' 微分 流 形 
时 , N ZRÉR. EN dk Qn D 1E RUE MB n ATH 
JE ,W Ek N ££ MARRE k. 惠 特 尼 (Whitney， 
H. ) 于 1944 年 证 明 ,” 维 微分 流 形 总 可 微分 同 胚 于 
R” 的 某 个 子 流 形 . 


UN (ix O) 


RJ (X Bk St BJ fk (rank of differentiable map) 

对 可 微 映射 的 一 种 刻画 . 微分 流 形 之 间 的 可 微 映 射 
在 一 点 处 的 雅 可 比 矩 阵 的 秩 . E MN 分 别 是 m 维 ， 
n EATE S: MN 是 可 微 映射 ,f 在 pEM 处 
FEU. o), V, VRARI 

f =p. fog’: U) > gV), 
XT elno sz, ECU) ic 

fG) = Gyms» € $0), 
则 f E p 处 关于 卡 (U A, OV, 40 ISTE RT EG AB E OS 


OX, AX» Or. 
J;(p)—|2m| az IX m ; 
OX, aX, Ox 


FE nJ EEIE RE J;(p) 的 秩 称 为 可 微 映 射 f 在 p 处 的 
秩 , 它 与 卡 的 选取 无 关 , 记 为 rank,/. 
mE Bg AX Gmmersion of manifold) 一 类 特 
殊 的 可 微 映射 . 它 在 流 形 的 每 一 点 的 切 映 射 是 单 射 . 
设 M,N 分 别 是 m 维 ,n 维 微分 流 形 ,f:MN 是 可 
PBR a S E pC M 处 的 秩 
rank,f=m=dim M, 
则 称 了 在 p 处 是 浸入 映 射 . 此 时 ,ms<cm. ES S 
点 PCM 处 都 是 淄 入 映射 , 则 称 f 是 流 形 M 到 NN 
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WRA 4 TM.T «AN Tale MN 在 pp,f(p) 处 
的 切 空 间 , 则 革 是 浸入 的 一 个 等 价 说 法 是 :对 于 任 
意 PC€M,f 的 切 映 射 T,f:M,—NyjJ&É8. 局 部 
来 说 ,f 在 p 处 是 当 和 映射, 当 且 仪 当 f 在 p 处 关于 
某 对 卡 (U ,9),(V,y) 的 局 部 表示 
f= feg: gU) — PV) 

满足 Fr zzn) 一 (zzyzoy0 0). 若 
fi: M—N 是 淄 和 人 ,并且 f 是 单 射 , 则 f(M)CN 称 为 
N 的 浸入 子 流 形 .注意 ,虽然 子 流 形 必 是 浸入 子 流 
JE ,但 一 般 浸 人 子 流 形 不 必 是 子 流 形 . 

浸入 映射 (immersion map) M WE RRA”. 

AF HR CGimmersion submanifold) 见 “ 流 
ERZA”. 

惠 特 尼 漫 入 定理 (Whitney immersion theo- 
rem) 关于 流 形 能 浸入 到 欧 氏 空间 的 重要 定理 . XR 
特 尼 (Whitney,H. ) F 1944 年 证 明 : 对 于 任意 n 1E 
微分 流 形 M FERARI) f: MR", BI M n iA 
到 R^"rB;24 n>2 if, M 还 能 混和 人 到 R” "rp. 

流 形 的 淹没 (submersion of manifold) 一 类 特 
殊 的 可 微 映射 . 它 在 流 形 的 各 点 的 切 映射 是 满 射 . 设 
M,N 分 别 是 m 维 ,n 维 人 微分 流 形 ,f :MN 是 可 微 
映射 , 若 S FE p © M 处 的 秩 rank, f —n — dim N, W 
称 了 在 思 处 是 淹没 映射 .此 时 自然 4 过 m. 车 了 在 每 
个 点 PCM 处 都 是 淹没 映射 , 则 称 f 是 流 形 M 到 和 N 
的 淹没 . f 是 淹没 的 一 个 等 价 说 法 是 :对 于 任意 p€ 
M,f 的 切 映 射 T fT MT pip N 是 满 射 , 其 中 
TM) TrpN 分 别 是 流 形 M,N TE p. f CR) REB UJ 
空间 . 局 部 来 说 ,f 在 p 处 是 淹没 映射 , 当 且 仅 当 了 
TE b 处 关于 某 对 卡 (U ,9),(V,y) 的 局 部 表示 

f—Jg:f97i1 gU) — J(O) 
满足 Criy Ty Tri Tn) = Gum. Æ 
于 流 形 的 淹没 ,一 个 简单 而 重要 的 事实 是 , 设 f:M 
>N 是 淹没 映射 ,A 是 N 的 子 流 形 , 则 当 f CA) 
DT, CAE M 的 子 流 形 . 

W 3 BR Gt (submersion map) 
ic 

映射 的 正则 点 (regular point of map) 微分 流 
形 上 一 类 特殊 的 点 . 指 微分 流 形 上 的 那 种 点 ,可 微 映 
射 在 该 点 处 是 淹没 映射 . 设 SMN 是 微分 流 形 M 
到 N AY A] GARY. E FTE p © M 处 是 淹没 映射 , 即 
ran,f=dimN, Ws p 是 f 的 正则 点 ;相应 地 ,对 于 
EN Af OSSR TEE PES '(g),p 是 f 
的 正则 点 , 则 称 g 为 了 的 正则 值 .大 PEM 不 是 了 的 
正则 点 , 则 称 为 地 的 临界 点 .此 时 f(p)EN RA S 
的 临界 值 .于 是 ,者 S:M>N 是 可 微 映 射 ,g€ f(M) 
是 f 的 正则 值 , 则 广 '(g) 是 M 的 子 流 形 .一 般 地 ， 
Xv AC N dé N n f£ B iE | HR T OE. 
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见 “ 流 形 的 淹 


代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


f AED, M 77'(4) 是 M 的 子 流 形 . 关于 临界 
值 , 一 个 重要 而 有 广泛 应 用 的 事实 是 著名 的 萨 德 
(Sard, A. ) E E. 在 流 形 上 的 真 尔 斯 (Morse, H. 
M. ) 图 数 的 研究 中 ,临界 点 性 质 得 到 深入 的 讨论 ， 

正则 值 (regular value) 见 “ 映 射 的 正则 点 ”. 

A By BI SR (critical point of map) W “pk 
射 的 正则 点 ”. 

临界 值 Ccritical value)” 见 “映射 的 正则 点 ”. 

VJ AY HRA (embedding of manifold) 一 类 特 
殊 的 可 微 映射 . FE — Pit HE tk oo 18] ER t. BR SY BI] 75 
一 个 流 形 的 子 流 形 上 . 设 M,N 是 微分 流 形 ,对 于 可 
微 上 映射 f:M>N,& 1(M)CN 是 NN 的 可 微 子 流 
形 ,f:M 一 f(M) 是 微分 同 胚 , 则 称 £D HR AR BT. 
此 时 MPRA f£ gx AS N 中 .ff 是 舱 入 映射 , 当 且 
M4 f 是 浸入 映射 ,并 且 f:M 一 fA(M) 是 同 胚 映射 . 
TH AS: MON 是 单 的 浸入 映射 ,并 且 对 于 入 的 
(RARE KS RK) Æ M 的 紧 致 子 集 ( 例 如 和 M 
是 紧 致 空间 情形 ), 则 是 M 到 NN 的 租 入 . BRA 
映射 S aE C” BRS. WU BK f CT SERA. 

ik A AR AT (embedding map) Wi“ ite 8 8x 
ye 

C EAC embedding) W“iP- MRA”. 

ea t Je RRA XE EB Whitney embedding theo- 
rem) 关于 流 形 能 能 入 到 欧 氏 空间 中 的 重要 和 定理， 
惠 特 尼 (Whitney,H. ) F 1944 年 证 明 : 对 于 任意 n 
HE C" mÉ M. FE C' HR ARR] £F: MR" ,因此 
M fk rS WR OR?’ 的 某 个 子 流 形 .进而 ,这 一 结果 
还 可 改善 为 :好 可 以 C SE A Bl] R” p. 

流 形 的 乘积 (product of manifolds) 微分 拓扑 
学 的 一 个 重要 概念 . 对 两 个 微分 流 形 的 拓扑 乘积 空 
间 上 给 出 适当 的 微分 构造 使 之 成 为 微分 流 形 的 一 般 
方法 . 设 M,N 分 别 是 m 维 ,n 维 微 分 流 形 ， 

p= ((U;,,9)|[;i€ A} Y—((O,90D01l1;€ T) 
分 别 是 M,N 的 (光滑 ) 图 册 , 按 下 述 自 然 方式 ,在 拓 
扑 积 MXN 上 决定 一 个 (光滑 ) 图 册 : 对 于 1€ A,jE€ 
r, UX V eX pE MXN 上 的 一 个 卡 , 其 中 

aX; UXV aU) XY VER” XR =R” 
定义 为 ,对 于 (p,qg)€EU;XV,， 
(axe) p,q)= (Gp) ,Yq)). 

£r BXYV={U, XV; GXY) EA, JET) MOxv 
fe MXN 上 的 (光滑 ) 图 册 . 在 MxN Edi exv x 
定 的 微分 构造 使 得 MXN 成 为 一 个 (mm 十 n) 维 微分 
流 形 , 称 为 流 形 M 与 流 形 N 的 乘积 流 形 . 若 M 是 
(无 边 ) 微 分 流 形 ,N 是 带 边 微分 流 形 , 则 乘积 MX 
N fer RE , 它 的 边界 ACM x N)=M Xan. 

射影 空间 的 微分 结构 (differential structure of 
projective space) 微分 流 形 的 重要 例子 . 它 在 拓扑 
学 各 分 文 及 其 相关 学 科 中 是 常见 的 . AER" — {0} 
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中 规定 等 价 关 系 " 一 :对 于 zyER" 一 (0)， 
Z 人 yy 当 且 仅 当 存在 4ER,z 王 My， 

则 商 拓 扑 空 间 R''—(0)/— BRA n BE CSE) SIRE ZS 
[B] , 记 为 RP". @ a, RE — (0) > RP" HARARE, 
即 对 于 r€R'U-—(0),27G)0 — Lx ]R& x RS t 
类 , 则 按 下 述 方式 RP" Ji n 维 微分 流 形 , 对 于 i==1， 
25° yA 十 13 记 | 

C= 4 E RP |r = t5 xD 

€ R"*! — (0},2x; F 0} 

5Eoe;U,—R',*PTFix]eU;,z-G;x 
gU au eC i-a Le eS s 
从 而 B= {(U,,g) |i =1,2,° 2 +1} RP" 的 一 个 
(光滑 图 册 , 由 此 决定 RP"” 上 的 (光滑 微分 构造 ， 
从 而 使 得 RP" 是 ” 维 微 分 流 形 . FB. RP SS, 
R 忆 为 2 维 射影 平面 .类 似 地 ,可 定义 复 射 影 空 间 
CP, EE 2n 维 ( 实 ) 微 分 流 形 . 

史 梯 福 流 形 的 微分 结构 (differential structure 
of Stiefel manifold) 微分 流 形 的 常见 例子 之 一 . 知 
m,n) EZE mX E EEES K un 2) 中 
的 矩阵 等 同 于 R”“ 中 的 点 

(asse Vos d, vs EU diss das Ra E T 
则 按 此 自然 方式 ,ylm,n) 是 一 个 m Xn 维 微 分 流 
形 .考虑 uOm n2 VB A BEN BÉxzmin Cn 5302 BJ m 
X n 和 矩阵 的 集合 n Om nS ED WEAF RR] m,n; 
k) Ek Gn don — ROTER Có LT. R” PRASE) T 
A FRETA HEH svs v PA R 中 的 一 
A k ERRE 

F(n,k) GR" X & R" 


kt 


A R 中 所 有 类 标 架 的 集合 , 则 按 下 述 方式 使 得 
Fin sk) AN n Xk HEAT LIE ERO R" ER k ERR 
流 形 . ATE R Ria A E R k TRAC. ev. 
es ) » Ill (01 v5, v) € FO, k) Ej f k 的 nXk iB 
BE AC u(n.b;k) ——X] NE. Gid 

V (n,k) GR” X e X R” 


上 个 


y R” 中 所 有 两 两 正 交 的 单位 向 量 组 成 的 & 标 架 的 
合 , 则 按 上 述 方式 ,V (n,k) 是 (nk 一 k(& 十 1)/2) 维 

微分 流 形 , 称 为 史 梯 福 流 形 . 

标 架 流 形 (frame manifold) 
微分 结构 ”. 

格拉 斯 曼 流 形 的 微分 结构 (differential struc- 
ture of Grassmann manifold) 微分 流 形 的 常见 例 
FZ. GO, k) E R" FPR AES REFS 
[8] 的 全 体 组 成 的 集合 , 按 下 述 等 价 关 系 " 一 ”, 它 是 
R” 上 的 不 标 架 流 形 FO. ERU ERIS FO. /-—: 
XI F Cuius ttov), Qv» su, EF (ngk), 


(v, 9 U2, eee U) ~ eas sUn grt? 0.) 


» X441 ) > 


见 “ 史 梯 福 流 形 的 


ev, v; te Ue] E | 5,95, ** $5395 ils 
即 它 们 生成 的 线性 子 空间 相同 . Er E FAS J] G On 上) 
一 Fat) 一 上 以 目 然 方式 给 出 微分 结构 , 则 它 是 
kX (2 一 &) 维 微分 流 形 , 称 为 格拉 斯 曼 流 形 . 例如 , 当 
k=1 时 ,G(n,1)=RP”. 
切 空 间 (tangent space) 
联系 的 向 量 空间 , 欧 氏 空 
间 中 光滑 曲线 的 切线 、 光 
滑 曲 面 的 切 平面 的 推广 . 
E M 是 维 微分 流 形 ,p 
€ M.id C^ Ce X fe p 的 
某 个 邻 域内 有 定义 的 C™ 
可 微 函 数 的 集合 , 则 适合 
PSN AES PR XC CPR YR OS M E p 处 的 
切 向 量 : 
1. 对 于 f ,gE€C™(p), 夺 存在 MM 中 的 某 邻 域 
U, fE flU=g¢|U WX, SX, Cg). 
2. 对 于 f/f,g€EC”(p),a,BER, 有 
X al Bp) aX GYFF PX Cp) 
这 时 C™(p) 中 函数 的 运算 依 定 义 
(af + Bg)(q) = af(q) + gq) CR, 
M f(g),g(g) 有 定义 时 . 
3. FS CC GO VH 
AMS Xg)= JPX: e) Pe Dx.) 
其 中 fXg 是 通常 函数 的 乘法 , 即 
Cf X g)(g) = faga). 
微分 流 形 M 在 p€ M 处 的 全 体 切 向 量 的 集合 
记 为 T,M, 对 于 X,,Y,ET,M,aER 与 1€C™*(p), 
Ww 


微分 流 形 在 一 点 处 所 


CX c Y CIE X0 eio Y. 
(aX 0 CF) = aX,CD, 
Alin DM fe Se i RE BY n 维 向 量 空 
WEM 在 p 处 的 切 空间 (如 上 图 ). 
切 空间 了 ,AM 中 切 向 量 的 表示 : 设 (U,9) 是 MM 全 
点 了 了 的 卡 , 在 U 上 局 部 坐标 为 
Pq) = Gi(go,x,(9),*,r,(320) (gq € UD, 
»[ d TT: 2 e Er 


3 间 , 称 为 微分 


ms C"(p)—R, YECH); 
9 BIER 
a d. aa toit 
其 中 (zx ,zy 是 R” 中 坐标 , 则 
9 T, 
ar | ETM 
JF A 
n NES NP | 
P: | 


是 T, M 的 一 组 基 . 此 时 对 于 X,C€T,M,H 


微 分 拓 th 学 


切 向 量 (tangent vector) JL“ 9] zx [R] ". 

RR Bj 3E — SAD AY fy (differential of map at a 
point) 亦 称 映射 在 一 点 处 的 切 映 射 . 一 种 特殊 的 
映射 . 由 微分 流 形 之 间 的 可 微 映 射 诱导 出 的 它们 切 
空间 之 间 的 一 种 线性 映射 .大 MN 分 别 是 m 维 ,n 
维 微分 流 形 ,f :MN 是 可 微 映射 , 则 按 下 述 方式 f 
诱导 出 切 空 x 间 L5 M 到 LA 的 线性 映射 

Jagd T,M — TiN, 
UTATA CCO 
[£.,, X0 ]G0 — X,G 2 D, 
三 , 称 为 可 微 映 射 了 在 p€ M 处 的 微分 ,f,, 亦 记 为 
TS f Fe pt I ESI. DET Ope M.S. ETA 
构 . 

映射 的 微分 的 局 部 坐标 表示 :车 (U ,9),(V,y) 

分 别 是 MAR bUN ER 1(p) 的 卡 ,f(U)V， 
CT mds Cyis Ya Yn) 
分 别 是 这 两 点 关于 (U ,9),(V ,yy) 的 局 部 坐标 ,在 切 
空间 TpM,TyopNN 中 分 别 取 基 
9 

Ear Muro ZI s fo» 

则 了 的 微分 feo: TMT yp) N 关于 这 两 组 基 的 矩 
阵 为 


: 171 一] ,2，……，7 


af af af 
dri art; OI 
af, af. af. 


Jelp) = 2x Ar Or; 


OX; AX» Ma) 
其 中 f—yjsof.Jj-152.-^25 
af;| _ a 
OX; » E 
Hp i=1,2, m, j=1,2, sn. 这 里 Jy(p) 即 是 


E p 处 关于 卡 (U ,9),(V,y) 的 雅 可 比 和 矩阵 . 

fr — Fa &RBSUJRR SI (tangent map at a point) 
即 “ 映 射 在 一 点 处 的 微分 ”. 

ft J£ AY UJ AA (tangent bundle of manifold) 一 
类 最 简单 的 向 量 从 . 微分 流 形 上 各 点 处 的 切 向 量 的 
全 体 按 目 然 方式 做 成 的 微分 流 形 .在 M XE n 维 微分 
流 形 , 记 TM=U,emT,M,HPT,M HME p bb 
的 切 空 间 , 则 TM 按 下 述 方式 是 一 个 2n 维 微分 流 
JE. id zx: TM M RE BH XL T Pe M. X, ETM, 
nCX,) =p EMA BR. 4 D= (QU, 9)|a€ A Hé M 
B) CR SITE ee h, 卡 (U6,,9%) 上 局 部 坐标 为 《xi， 
vo Pe 
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Ü,—zr (UJCTM, 
Pr: O —> poU.) x R°CR” $ 
使 得 对 于 p EU,， 


n 3 Ze 
X,= 2, X,G) à, EU. 


的 像 点 为 
DX) —Gu CP) x; 52, L, P), X C£), 
Kp Oto)" 9X C RT 
WE TM 上 定义 拓扑 :WCTM KAR ROM T a 
€ A. GS (WUE a QUO XR"GR” PRR. 于 是 
TM ERUR dis due x [R]. 进而 ， 
= {,,%)|a € A} 
是 TM 的 er i TM 的 微分 构造 ,所 以 
TM 是 2n 维 微分 流 形 . 此 时 , (TM,M,7) 称 为 微分 
WEM 的 切 从 ,简称 TM AM 的 切 从 ,x:TM->M 
称 为 切 从 的 射影 ,对 于 p€ Mules T,M—mn (p 
FRUI TM 在 p 处 的 纤维 . 对 于 流 形 的 乘积 ,有 
fate: MN 为 微分 流 形 , 则 TMX N) wa F E 
T TMXTN. 

A. St XC (projection of bundle) 
IA". 

从 的 纤维 (fibre of bundle) M," 3E BJ IJ AA". 

WARE (tangent map) 一 种 可 微 映 射 .微分 流 
形 之 间 的 可 微 映 射 诱导 出 它们 的 切 丛 之 间 可 微 映 
KY. S:M>N 是 微分 流 形 M 到 NN 的 可 微 映射 ， 
TF:TM>TN ,使 得 对 于 p€M, 

PEMS as T Moss TONS 
其 中 了,, 是 了 在 p€EM 处 的 微分 .此 时 称 7Tf 是 了 的 
切 映射 . Hid m TM>M, m TN>N 均 为 从 射影 ， 
Wi] fe m= o TI. Æ f£:M—N 是 微分 同 胚 映射 , 则 
Tf:TM>TN JRZ. 因此 , 切 从 是 流 形 在 微分 同 胚 
下 保持 不 变 的 重要 性 质 . 

平凡 切 丛 (trivial tangent bundle) 一 类 特殊 
的 切 从 .判断 一 个 微分 流 形 的 切 从 是 否 平凡 的 ,这 是 
微分 拓扑 学 的 重要 问题 之 一 . 设 M dé n HERA 
形 , 对 于 M 的 切 从 7TM, 若 存在 微分 同 胚 映 射 f. 
TM—>M XR’ ,使 得 对 于 »€M,. 

fIT,M: T,M—(p) XR" 
是 向 量 空 间 的 线性 同 构 , 则 称 为 平凡 的 . 24 TM 为 
平凡 处 时 ,M 称 为 可 平行 化 .亚当 斯 (Adams ,J. F.) 
T 1962 年 证 明了 一 个 重要 事实 : 当 且 仅 当 ”一 1,3， 
7 时,S” BDA TS" 是 平凡 的 . 

可 平行 化 的 流 形 (parallelizable manifold) Jil 
“LYA” 

流 形 上 的 向 量 场 (vector fields on manifold) 
欧 氏 空间 中 曲面 的 向 量 场 的 概念 的 推广 . 微分 流 形 
的 切 丛 的 截面 . 设 M 是 微分 流 形 , 对 于 映射 X:M— 
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Ji, ^ 流 形 的 切 


TM, n° X=iu:M>M, EP zi M—M 为 从 射 
影 , 即 对 于 pEM.X(peET,M.NX RAM EH 
向 量 场 . JE EE a X D CO 映射 , 则 X 称 为 光滑 回 量 
H. 4 f :MN 是 微分 流 形 M 到 N WT IRR. X 
是 MM 上 的 (光滑 ) 向 量 场 , 则 f .X=7Tf。X。f :N 
一 TN 是 和 NN 上 的 (光滑 ) 向 量 场 . 

JE B [8] Æ 25 (smooth vector fields) 
上 的 向 量 场 ”. 

fo] & M Cvector bundle) 流 形 切 从 概念 的 抽象 
和 推广 , 它 是 微分 拓扑 学 和 代数 拓扑 学 的 重要 研究 
对 象 . 设 E,B 是 拓扑 空间 (B 为 7 了 ;空间 ),x:E>B 


为 连续 满 映射 .= 二 (Er, BIRRA n ÆC Hth 
BA EX: 
1. F LEB, E,—x (hen HECSEO R 


[8]. 

2.( 局 部 平凡 性 ) 对 于 45EB, 存 在 4 的 邻 域 U 及 
[RH] RR BT oix | CU) SU XR", 使 得 对 于 Xx EU ,9% 二 
9| E, E,— (Gr) XR" 是 向 量 空间 的 同 构 . 

此 时 ， B 称 为 向 量 从 的 底 空 间 , 记 为 B(6),E 
称 为 器 量 从 § 的 全 空间 , 记 为 (6),Ei 称 为 bEB 
处 的 纤维 ,x 称 为 从 射影 .上 述 适 合 条 件 2 的 (U ,9) 
BRA S 的 从 卡 .$ 的 一 族 从 卡 的 集合 

= {U,,Q)|a@€ A}, 

€i UecaU = B, WI ER A EA. 进而 , 设 B 是 微分 流 
WOW SAV a pE AU NUZA, K 
At B Fe PA RR gap: UUs? GL (n,R) 是 可 微 的 ,其 
H ga (x) = Pax © Gari :R'"—R'r€U.[1Us;, GL G,;.R) 
为 可 逆 n 阶 方 阵 组 成 的 ( 实 ) 线 性 群 , 则 称 为 可 微 的 . 
AAM © ES 的 极 大 的 可 微 图 册 , 则 6==(E,x,B， 
@) 称 为 可 微 向 量 从 . WEA x B dm 维 微 分 流 形 ， 
U 5 的 全 空间 EE 是 十 m) 维 微分 流 形 . 流 形 的 切 
从 、 法 从 、 万 有 从 等 都 是 可 微 向 量 从 的 常见 例子 . 癌 
EA =E, r, BERA B EREE. 

可 微 图 册 (differentiable atlas) — WU," [n] BM”. 

RJ fk [5] B M (differentiable vector bundle) J 
" [n] & JA". 

3E. AL [8] BAM (trivial vector bundle) 一 类 特殊 
的 向 量 从 . 若 向 量 丛 E=— (CE x, BH — A AACR CB, 
9) WK E 是 平凡 向 量 从 .根据 向 量 从 的 同 伦 性 质 ， 
任何 可 缩 的 仿 紧 空间 上 的 向 量 从 都 是 平凡 的 . 

向 量 从 的 子 从 (subbundle of vector bundle) 
向 量 丛 中 全 空间 的 子 空间 . 它 在 一 定 条 件 下 对 于 同 
一 底 空 间 按 自然 方式 做 成 的 向 量 从 . 设 6— CE. m, 
B) EE n HRS] E AA, FOEGE), SF 9— (Fal FB), 
若 任 意 5EB, 存 在 的 含 6 的 从 卡 (U ,9) ,使 得 

A'U) NF)=UVU XR*CUYXR’, 
则 x7 称 为 的 子 从 .此 时 ,7 是 向 量 从 .例如 ,大 NN 导 


MATE M 的 子 流 形 , 则 切 从 TN 是 向 量 从 TwM 
=U,enT,M 的 子 丛 . 

和 问 量 从 的 限制 (restriction of vector bundle) 
一 类 特殊 的 向 量 丛 . 它 是 由 一 个 已 知 的 问 量 从 派生 
出 来 的 . Æ f= CE n BO I I] BM, BEBE) , ti 

Gr (Bo) ,rr (Bo), Bo) 
AE pu] BMA, FRAU EE B EMR HH. IDA $| Bo. 6| By 
可 看 成 包含 映射 i; Bo 一 B RERA FEA c7 €. 

向 量 从 映射 (vector bundle map) 和 癌 量 从 之 间 

的 映射 . 设 和 7 均 为 向 量 从 ， 

f: BE) — BM, FEE) > EM) 
为 连续 映射 , 若 下 列 图 表 是 交换 的 ( 即 x《(7)。 了 = 
fe nx()),3tH 了 把 每 一 个 纤维 E, COO ZR PE BRT E 
Eo, MP), WRF. AD z 
Jy pm] S AA ER? B5 AAS EG) EOD 
B. xt 而 , 若 SIE: 加 | 
EE) >E ro OD je IR] $4] . 
WERT AA EAE 到 BO 
7 的 从 映射 . 它 是 将 向 量 从 的 底 空 间 和 全 空间 分 别 
映射 到 男 一 向 量 从 的 底 空间 、 全 空间 的 有 良好 的 性 
质 的 一 对 映射 . 问 量 从 映射 是 研究 向 量 丛 的 重要 工 
具 , 正 像 运 用 可 微 映射 研究 微分 流 形 的 情形 . 特别 
地 ,车 上 述 f 为 同 胚 映射 , 则 《到 7 的 从 映射 (7 ,了 ) 
称 为 向 量 从 等 价 . 

fo) MAA AS Ft (vector bundle morphism) 
量 从 映射 ”. 

向 量 从 等 价 (Cvector bundle equivalence) J 
“向 量 从 映射 ”. 

向 量 从 同 构 (vector bundle isomorphism) 底 
空间 相同 的 两 个 向 量 从 之 间 一 种 特殊 的 癌 量 从 等 
价 . 按 此 等 价 关 系 讨论 向 量 从 的 同 构 分 类 是 向 量 从 
的 重要 问题 之 一 . 设 5,7 是 B EAS HM BACH 
BG) 二 B(7)), 对 于 连续 映射 J:ECOOEGD BA 
图 是 交换 的 ,并 且 对 于 5E€ B,f 了 |E,(8): EE) > 
E,(7) 是 线性 映射 , 则 称 为 向 


B) 


VM 


BM ER 7 MARA. sm. ZO EQ) 
车 对 于 5€ B, 了 |E, (6) 是 同 
T(E) (77) 


构 , 则 了 称 为 向 量 从 同 构 , 此 
时 记 为 《之 7. 关于 向 量 从 的 
一 个 重要 事实 是 :和 若 f.giB-—B 是 同 伦 映 射 ,B' 为 
仿 紧 空间 ,$= 二 (E,x,B) 是 向 量 从 , 则 由 f,g HR 
ER B EWEFA ES gE EMAR. 此 定理 称 
为 向 量 丛 的 同 伦 性 质 . 

jo) Æ A [E Z% (vector bundle homomorphism) 
见 “ 向 量 丛 同 构 ” 

(a) IE A. B3 [8] f€ E P homotopy property of vec- 
tor bundle) Si,“ [5] E& JA [n] Ry”. 


B 


ti 分 th th 学 


9$ & fo) BM (induced vector bundle) ” 亦 称 向 
量 丛 的 回 退 .由 连续 映射 从 一 个 向 量 从 按 自然 方式 
诱导 产生 的 向 量 从 ,这 是 构造 新 问 量 从 的 常用 方法 
L—.W E—COE BONG EA. S:B' >B 为 连续 映 
射 , 记 

ITE = {e SO = ne FE BX LE 
fix: PEC) — B, 
使 得 f'nb.e)—b. FE. E D EERI, UME 
P,W U), DHA 

(I EE SIST IB 
的 从 卡 :VY xzE U), f) =rEU, gp: =p. 从 而 包 
含 一 切 这 种 形式 的 从 卡 的 极 大 图 册 , 使 得 

(J EJ" tB) 
成 为 一 个 向 量 丛 , 称 为 诱导 向 量 丛 , 记 为 E 对 于 
E, Sf” € fg BUR IS p] Ed JA BER CT.) ,其 中 

F: fF! EC) > ECE), Fe) =e. 

因而 右 图 是 交换 的 ,并 且 就 - 


从 同 构 而 言 ,这 种 诱导 从 是 EO 一 一 一 EO 
惟一 的 . 进而 ,车 7 为 B 上 jw , 
BJ let A. Cg, fo 9 8| 6 $ 

z BCE) 


的 从 态 射 ( 如 下 图 )， 
WW ERE AAT A A EC > f ECE), EB g= 
F e h, Hep 

| hly) = Or Oy) ey) € B' x ECC). 
JC S A AA IZ TEM. 


EQ . 


PEE) 


mo ne 
B! a EE CE) 


向 量 从 的 回 退 (pullback of vector bundle) 即 
"YS p pn] i A. 

诱导 从 的 泛 性 质 (universal property of induced 
bundle) SL“ fn] BAA”. 

p IE A B5 BOS JE d$ Whitney sum of vector 
bundle) 亦 称 癌 量 从 的 直 和 . 指 同一 底 空 间 上 的 两 
个 向 量 从 运用 下 和 方式 构造 的 新 问 量 从 . iE 分 
别 是 n HER ZED BHA, AL B 为 底 空 间 , 其 图 册 分 
He D,Y. 设 

EDEM = UsesE, ODE» 
T, ECOOEQGD—B 


ECE) 


为 目 然 投 射 , 即 对 于 
(ay E E/O OEM), ay) =b. 
FU. QED, V, WEVUNVADS , 设 
«Dg: 9 QU(1V0— UNV) x (R"GR*), 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


使 得 V bEUNV， 
(ADY) IE, ORE, MD =op: 
ECE) QE, G0 {b} X ("COR 
是 向 量 空间 的 同 构 . 于 是 ,以 
POV={UNV,QH|U QEP, V, MEV) 
作为 图 册 , (EC) DE OD Z, BE Qu d- RO EEM, 
称 为 与 了 的 惠 特 尼 和 ，, 记 为 7. mi 69 也 可 看 
MARA £x» 由 对 角 映 射 f;:B 一 BXB 决定 的 诱导 
A. 
向 量 从 的 直 和 (qirect sum of vector bundle) 
Bp ^ [6] t JA P BRR A”. 
4P AA (product bundle) h PS ^P [5] BARR 
方式 构造 的 新 向 量 丛 . E En 为 向 量 从 , 则 
CECE)X EGD xD) Xx GD,BOD X BGD) 
是 向 量 从 ,其 中 从 射影 
z(5)xXzGODi; E(ODXEGQD—B(ODXBOGD, 
对 于 ec ECD,e' EEQ), 
GrCED) X x O2 Ce e 2 — (rE) (e) x COD Ce ))， 
UE E JA € 55 RA I £X 3. 
83 [9] MA (quotient vector bundle) 一 种 常见 
的 向 量 从 . 它 是 由 两 个 同一 底 空 间 上 的 向 量 从 及 其 
适合 一 定 条件 的 从 同 态 构造 的 . dx 5.0 HA B EW 
向 量 从 ,f:E(7) 一 E(56) 为 从 同 态 , 在 (S$) 上 定义 等 
ffr RU MU. 
V r,yC€ El), x— ye (8) (a2—zx(£0Cy), 
FF AGE e € EGD ,使 得 x— y— f Ce 0. ie rig s lal 
E(€)=E(6)/~, 8, E(€)—>B, 
使 得 V [x ]€ ECD (Lx D — O0 GO. 于 是 当 丛 同 
A 适合 VY bEB, f= f |E, OR BNA RH BT, 
(ECO) 7 B) de f] EA , 称 为 由 了 决定 的 和 的 商 丛 ， 
记 为 58/17. 或 等 价 地 , 厂 
Orn 
是 向 量 从 的 正 合 序列 , 则 是 由 ff 决定 的 的 商 从 ， 
即 £— £/ fy. 特别 地 ,车 7 是 4 的 子 从 , 则 由 包含 映射 
i 上 (7) 守 EE(&) 决 定 的 的 商人 从, 记 为 6/9. 
流 形 的 法 从 (normal bundle of manifold) — 
种 特殊 的 向 量 丛 . 设 SMN 是 微分 流 形 M 到 NN 
NRA AA TS:TM>TN EUM mg WARS, 
并 且 在 每 个 纤维 上 是 单 的 线性 映射 ,于 是 ,由 T 决 
EARS A:TM>F' TN, KP TN 是 以 M AIR 
空间 的 由 f 决定 的 TN 的 诱导 向 量 从 ,从 而 诱导 出 
STNA BA Ve=Sf°TN/ACTM)  PRAH f RE 
的 M 的 法 从 . 此 时 ,向 量 从 序列 
0— TM>/*"TN—>V,—>0 
是 正 合 的 ,所 以 S*TN=TMOV,. 几何 上 ,车 向 量 
从 f*TN 上 给 定 歼 曼 度量 后 , 则 法 从 Vy 同 构 于 
TM 的 正 交 补 .微分 流 形 之 间 的 浸入 映射 诱导 出 切 
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丛 的 诱导 从 上 的 商 丛 ,在 黎 曼 流 形 情 形 , 法 从 有 较 明 
显 的 几何 背景 . 特别 地 , 若 MON 是 微分 流 形 N 的 
子 流 形 , 则 M TE N PREM TM- —TuN/TM. B 
Tom 维 流 形 M dn] Le ABR" 中 (2 ZTAK), Br 
以 总 存在 M 的 法 从 了 使 得 TMOV, 是 平凡 向 量 
A. 

= fo] MHA universal vector bundle) ” 亦 称 格拉 
斯 曼 丛 . 一 种 特殊 的 向 量 丛 . 一般 纤 维 从 的 泛 从 在 向 
量 丛 情形 的 结果 . 它 在 研究 向 量 丛 的 分 类 性 质 中 起 
重要 作用 . 设 GO ) 是 R" H OSS) RET 
空间 组 成 的 格拉 斯 曼 流 形 ,车 

E —(CGOI1,3)]H€ GG Ix X H PHE) 

<G(n,k) XR", 

qz; E>G(n,k) ,nCH,x)0—H, 

WEA Y= CE 7G Ov hk FO IE T6] & JA. 对 于 
向 量 丛 , — 1 RE HA] X XE Rie A nk Em. WM FEE 
意 m 维 微分 流 形 M 上 的 维 向 量 从 §, 都 存在 连续 
映射 g:M>G(n,k) ,使 得 诱导 向 量 从 gt 7, o6. 这 
也 是 Y, RA E MAS RB. 

T& tu Wr & AA (Grassmann bundle) 
AP. 

[8] St AA HJ XE [8] Corientation of vector bundle) 
具有 定向 性 质 的 向 量 丛 . 设 和 = (CE B) dé n HE 
BM OF OCB, SE 天 (作为 向 量 空 间 ) 指 定 一 个 
定向 Wy s W — {a |bE BS TR 3 的 一 个 定 问 > Ar ii E 
条 件 : 对 于 任意 6E€ 8B, 都 存在 从 卡 (U ,9) ,使 得 对 于 
任意 x €U,o| E,:E.—R" 是 将 o 变 成 R 的 同一 固 
定 定向 的 线性 同 构 . Er [6] EA E A — P XE I] %, 则 称 
E 是 可 定向 的 . 此 时 (7,w) 称 为 有 向 向 量 从 ;否则 称 
fs 是 不 可 定向 的 . 向 量 从 的 可 定 癌 性 是 向 量 从 的 重 
要 拓扑 性 质 . 有 向 向 量 从 的 诱导 从 有 自然 的 定 问 . 

§ [8] [8] Be AA Coriented vector bundle) J “Jay 
量 从 的 定向 ”. 

微分 流 形 的 定 问 (orientation of differential 
mani-fold) 具有 定向 性 质 的 微分 流 形 . 设 M 是 > 
维 微分 流 形 ,M 是 可 定向 的 当 且 仅 当 存在 M 的 ( 光 
滑 ) 图 册 @, 适 合 :VY Use), Vs PE®UNVAD, 
对 于 任意 z€UV.detJ,. (o(x)) 270. 连通 的 可 
XE [8] TRF T8 3 VI T E I8]. 微分 流 形 是 否 可 定向 是 流 
JE B3 He E E PE It. EE A AE BREE AE. 射影 
平面 、. 克 莱 因 瓶 . 默 比 乌 斯 带 等 都 是 常见 的 不 可 定向 
流 形 的 例子 . 流 形 的 可 定向 性 与 流 形 的 能 人 有 密切 
关系 .例如 :任何 紧 致 的 不 可 定向 的 ERE A RER 
人 到 单 连通 的 (x 十 1) 维 流 形 中 ;特别 地 ,射影 空间 
RP” A fe RK A BR?! (DH. 

[5] B AA 83  S EB (Riemannian metric of vec- 
tor bundle) ”对 向 量 从 的 一 种 刻画 . 在 向 量 从 的 每 
个 纤维 (作为 向 量 空 间 ) 上 的 内 积 组 成 的 族 , 它 连续 


BU" 72 [5] et 


”依赖 于 底 空 间 的 点 ,在 具有 黎 曼 度量 的 向 量 从 上 可 
以 讨论 正 交 等 度量 性 质 . 设 $= 二 (E,x,B) 是 向 量 从 ， 
E 上 的 一 个 黎 曼 度量 或 内 积 是 指 a= (s |b€ B). H 
H a: EXE, >R 是 向 量 空间 E, 上 的 内 积 ( 对 称 , 双 
线性 的 正定 二 次 形式 ) ,并 日 | 
fiW-(G.x. € BXEXElx,y€ E,j-——R, 
f (b. x. yomaiGr. y) 

Ji EE CX, PI O30 AY eR A E AT BR CE a) FE IE 20 I8] E 
从 .运用 单位 分 解 方 法 ,得 到 : 若 B 是 仿 紧 空间 , 则 & 
—(E,n,BO) ER TF TER SES. 在 正 交 向 量 从 的 诱 
导 从 上 可 以 自然 方式 赋予 黎 曼 度量 . 

正 交 向 量 从 (orthogonal vector bundle) WW, 
“向 量 从 的 黎 曼 度量 ”. 

eB Ae (Riemannian manifold) 一 种 重要 
的 微分 流 形 . 在 其 切 从 上 赋予 黎 曼 度量 的 微分 流 形 . 
设 M Ak ^r BUE. (WE M 上 的 全 体 光 滑 向 量 
场 按 自 然 方 式 组 成 的 向 量 空间 ,M 上 的 黎 曼 度量 是 
指 a={a,|1pEM)}), 其 中 对 于 p€EM,as 是 T,M 上 的 
内 积 , 并 且 使 得 对 于 X,YE 4 (M), 由 g(X,Y)(p) 
= a, CX, Y D ELK C g CX YO: MR 是 光滑 
的 ,此 时 称 CM ,a) 为 黎 曼 流 形 . 任何 微分 流 形 上 总 存 
在 歼 曼 度量 ,从 而 成 为 黎 曼 流 形 . AMON ERS 
MÉ N 的 子 流 形 , 则 TN 的 子 从 

CM Deut My 

PRA TM 在 TN 中 的 正 交 补 , 其 中 (TM)- 是 T,M 
在 向 量 空 间 TAN 中 的 正 交 补 空 
从 自然 同 构 于 (TM)-. 由 于 丰富 的 几何 内 容 , 所 以 
对 黎 曼 流 形 性 质 的 研究 与 近代 微分 几何 与 大 范围 分 
析 等 有 密切 联系 . 

BB fry fü (partition of unity) 一 种 连续 函数 
族 . 微分 流 形 上 的 适合 某 些 良 好 性 质 的 连续 (或 可 
WO RRIK. 单位 分 解 的 存在 性 是 微分 拓扑 与 微分 几 
何 理论 中 常用 的 技巧 和 基本 工具 之 一 . 设 M 为 微分 
流 形 ,AM 上 的 连续 (或 可 微 ) 函 数 族 

H = (ha M-—[0,1]le € Aj 

Bina JA. 

1. {supp (hae) |@€ A) Æ M WARA RAAT., 
其 中 supp ha) —(P€ MÍIA,Cp)750); 

2. 对 于 PEM, Zh (p) 
则 称 为 M 上 的 一 个 单位 分 解 . 

进而 , 设 =U iC 是 M 的 开 履 盖 , 对 于 
M 上 的 单位 分 解 H—(h.la€ AE aE A, 存在 iE€ 
7 ,使 得 supp Ch) CU, MPR H 为 从 属于 ox 的 单位 
分 解 .于 是 ,对 于 微分 流 形 的 任意 开 覆 盖 -x ,总 存在 
M 上 从 属于 o 的 单位 分 解 . 单位 分 解 的 方法 有 广 
泛 的 应 用 ,例如 , 流 形 上 黎 曼 度量 的 存在 性 、 惠 特 尼 
fe A xe BER i Ur xe FS. 


间 . 以 在 入 中 的 法 


SX 分 dh d 学 


纤维 从 (fibre bundle) ”向量 从 的 一 般 化 和 推 

广 .代数 拓扑 的 重要 研究 对 象 . 设 户 ,B,F 均 为 拓扑 

Z Hj r: EB HERRI, E= E, r, B, EOR A EA 

维 从 , 若 满 足 : 对 于 5E€B, 都 有 65 在 B 中 的 邻 域 U， 
及 同 胚 映射 go :x 1!'(U,) 一 UXF, 使 得 对 于 
(3,32€ U,XF, we Gi Gym. 

此 时 称 为 从 射影 ,B PRA S 的 底 空间 ,Ff ERA SB 

导 空 间 ( 纤 维 ) ,五 称 为 从 空间 . 24 £F 28A 8 的 导 空 间 

是 向 量 空间 R" AYE 是 HE A; A SSB] FO 


离散 拓扑 空间 , 则 称 ECO) AX x mA BEA BBs 
间 ,此 时 天 称 为 覆 登 映射 .纤维 从 < 的 从 射影 n: E> 


B 的 基本 性 质 之 一 是 ,对 于 任意 有 限 复 形 的 多 面体 
(3E fii zx [HO X ,. AA BE le OE a BD £X ER 
p^f-—g. 的 同 伦 映射 g:X—B.€L[0.1]. SB4ETdE S 
= f, 的 同 伦 映射 we 
sfs AC LOT]: 

由 此 得 一 类 空间 称 为 纤维 空间 , 它 在 代 
数 拓 扑 学 的 研究 中 占有 重要 地 位 . 对 于 E= (E,x， 
B), FERRI r: EB 对 于 任意 有 限 复 形 的 多 面 
体 都 具有 和 履 谷 同 伦 性 质 , 则 称 为 纤维 空间 . 此 时 称 x 
为 纤维 映射 ,B 为 底 空间 ,简称 五 为 纤维 空间 . 对 于 

bEB, Xx (bEE 
称 为 6 上 的 纤维 . 

从 空间 (bundle space) M AHAM”. 

W BRE (covering map) UL" £f 2E JA ". 

纤维 映射 (fibre map)  UL"£F 4E JA". 

纤维 空间 (fibre space) IL“ £f 4EJA". 

RR By AY) 2 4€ [s] (t ME (covering homotopy 
property of map) WAHM”. 

F Vit AZ BY E AK SB ta (tubular neighborhood of 
submanifold) 微分 拓扑 中 的 一 个 工具 . 设 MCN 
deu JEN E FRG. f= (Eon, MEM EB 
EA S:E>N ERARI, WS DRA M EN 
中 的 管状 邻 域 , 若 它 适合 :1. SCE) REM EN 中 的 开 
邻 域 . 2. 当 把 M 等 同 于 6 的 零 截 面 的 像 ( 导 EK) 时 ， 
F|M — iu. 通常 也 称 ACE) dE M 在 NN 中 的 管状 邻 
域 . 当 M,N 是 (无 边 ) 微 分 流 形 时 , 则 子 流 形 M 在 
N 中 必 存 在 管状 邻 域 , 并 且 M 在 中 的 任何 两 个 
管状 邻 域 是 合 痕 的 . 利用 管状 邻 域 的 存在 性 和 横 截 
性 定理 ,可 以 证 明 惠 特 尼 定理 :任何 (无 边 ) 紧 致 微分 
流 形 微 分 同 胚 于 欧 氏 空间 中 的 解析 子 流 形 . 

C' CM. N) E BY 88 $4 TH (weak topology on 
C'OM.NDO) 亦 称 CCM,N) 上 的 紧 开 拓扑 . 一 种 常 
见 拓扑 . 它 是 流 形 M A 的 全 体 C 映射 的 集合 上 
的 拓扑 . 设 M,N JE C' RE, 

C(M,N) = (f: M>N\|f 是 C 映射 )， 

4 SEC(M.N),U,9),V, PARE M,N 上 的 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓扑 学 


F KEU 是 紧 致 子 集 ,使 得 / CKOCV ,e0, id 
A CF,QU,.O (VW K €) 
是 适合 下 述 条 件 的 C 映射 g: M—N 的 集合 : 
1. gCKO CV. 
2. V rE e(K) ,k—0, 1, sr. 有 
| Dp o fo 00) — D'(dogog Ql «e 
(换言之 ,f,g 的 局 部 表示 及 其 直到 r 阶 的 微分 在 天 
上 每 一 点 相差 小 于 OM CAM,N) 中 由 一 切 形 如 
ACF, U.P), (V, p), K 8) 
的 集合 作为 子 基 生成 的 拓扑 称 为 CCM,N) 上 的 弱 
拓扑 ,此 拓扑 空间 记 为 C%,(CM,N). 设 M 是 m 维 紧 
RC UE c8 

EjCM,R') = (fi M>R'|f BC RA}, 

WW 34 n2m HF, Em (M,R) EZ E) CL CM, Ro PE 
稠密 的 . 类似 地 E 

LQOM,R)-—(fi M>R'|f BC BA}, 
则 当 5222m — 1 WY Dim (MR") Y& CLM, R) PBB 
密 的 . 

C' CM, ND ERS & FFG Fh Ccompact-open topolo- 
gy on C'CM,ND) BI“C (M,N) E B9 38 HHR”. 

C' CM, ND Ł B3 5$ H $^ (strong topology on 
CM,N)) 亦 称 CCM,N) 上 的 惠 特 尼 拓 扑 . 一 种 
最 常见 的 拓扑 . 它 是 流 形 MA N 的 全 体 C' 映射 的 
集合 上 的 拓扑 . 微分 拓扑 学 中 许多 重要 问题 ,例如 流 
` 形 的 般 和 信 、 映 射 的 帝 近 、 横 截 性 等 ,都 可 化 归 这 类 映 
射 空间 的 相应 问题 . 设 M,N ECT RE, 

CM, N) = (f: M> N| ÆC HEH). 
id $—(QU;,,92 |i EAE M 的 局 部 有 限 的 卡 的 族 
(局 部 有 限 性 , 即 对 于 pC M. p EM rS SX S 
有 限 个 U; 相交 ), 尺 二 {K;|iE ASB MH BRK 
K ES KOU iC A;W={(Vi,y)|1iEAh}) 是 NN 的 
FK e= (6201€ A), WF f€COM,ND E 
NF OV, K ORI FRAC 映射 g:M 
—N 的 集合 : 

1. V ¿EA gCK 0 CV. 

2.V iC A,r€ a CK D ,k—-0, 1, sn 有 

| DEC: e f» gr) — D Ch e ge ga) || «e, 

则 C'CM.NO'Pd— DEW 7 GSD, E,K, WE 
合 组 成 CCM,N) 上 某 拓 扑 的 基 , 由 此 生成 的 拓扑 称 
为 C (M,N) 上 的 强 拓 扑 ,; 此 拓扑 空间 记 为 
C'CM,N). 

“4M ROESOUEBEICIOMINOCLOM,..ND. Æ 
DLQOM4,ND,SL,CM, ND, E (M, ND Diff OM, ND 4) 
别 记 为 全 体 M 到 NN 的 C' 温和 人 ,C' 淹没 ,C’ RAR 
M 8| N ELC 微分 同 胚 映射 的 集合 , 则 当 r 宇 1 
时 ,它们 都 是 C; (M,N) 中 的 开 子 集 . 运用 单位 分 解 
的 方法 ,得 到 下 述 重 要 的 逼近 定理 : 知 M,N 是 CC 
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Mii Bs. 1<qmoo, M4 OS r<q 时 ,有 CCAM ,NI) 在 
C;(M,NN) 中 是 稠密 的 . 结论 表明 任何 流 形 之 间 的 连 
续 或 低 阶 可 微 映射 均 可 用 高 阶 可 微 映射 充分 逼近 . 
根据 有 逼近 定理 还 可 得 到 颇 有 意义 的 下 述 结 果 : 

l.zr 1 委 r 委 co, 则 C" 流 形 总 能 C 微分 同 胚 于 
一 个 光滑 流 形 . 

2. dp lxr<sxoo,C DUE M,N EC 微分 同 
KE WET) C° vr RA. 

C’(M, ND ER R S JE $8 $^ Whitney topology 
on COM,ND) BIU"C'OM.N)D E R38 Fh”. 

iB Vr Æ JH (approximation theorem ) Uu 
"C' CM ND ERSE IR T. 

微分 流 形 上 的 零 测 集 (subset which has mea- 
sure zero on differential manifold) 2” 维 流 形 的 一 
类 特殊 子 集 , 它 与 每 个 卡 的 交 在 同 胚 卡 映射 下 是 R” 
中 测度 为 零 之 集 . E n 维 方 体 

C—I,xX--xLcRx-:--:xRBR-eR, 
RPL ER 中 长 为 4 的 闭 区 间 , 则 C 在 R” 中 的 测 
BE u(CO — VK. 对 于 子 集 WCR", 若 对 于 任意 60, 
存在 R” 中 的 一 族 n LE Fy {As Ci, C; 7. Cun ,使 得 


W SUC, > n « E, 
= i=] 


则 称 W 的 测度 为 零 . 设 MW n 维 微分 流 形 ,ASM ， 
EX M 的 每 一 个 卡 (U,9),pC(AfU)CR" 测度 为 
零 , 则 称 4 是 零 测 集 ( 或 测度 为 零 ). Æ AX M OE 
个 图 册 的 卡 具 有 上 述 性 质 , 则 4 是 零 测 集 . 关于 RR” 
中 零 测 集 有 下 述 常用 的 富 比 尼 定 理 : 对 于 zxER, 记 
R’ = {Cri nen€R|r-t). 
E CCR" EKATE, EBM T ER (€ RC, -CÍ) 
RP 是 RP USSR BSS N CHR 的 零 测 集 . 

S tb exe XE (Fubini's theorem) 见 “ 微 分 流 形 
上 的 零 测 集 ” 

萨 德 定理 (Sard's theorem) 有 关 流 形 上 可 微 
映射 的 正则 值 与 临界 值 集合 的 一 个 重要 定理 , 它 肯 
定 了 光滑 映射 具有 “足够 多 ”的 正则 值 . a M,N 分 
别 是 m 维 ,n 维 微 分 流 形 ,f:M>N ECT 映射 ， 

r > maxí(0,m — n}, 
D f TE M 中 的 临界 点 的 集合 , 则 f(D)CN EF 
测 集 . 萨 德 定理 在 微分 拓扑 、 代 数 拓扑 中 有 和 较 多 应 
用 ,例如 ,证 明 托 姆 横 截 性 定理 、 惠 特 尼 磐 入 定理 , 布 
劳 威 尔 不 动 点 定理 等 . 作为 萨 德 定理 的 推论 有 布朗 
定理 :光滑 映射 /:M—N 在 入 中 的 正则 值 集合 W 
是 稠密 的 . 

布朗 定理 (Brown’s theorem) 见 “ 萨 德 定理 ” 

横 截 性 (transversality) 微分 流 形 之 间 的 可 微 
映射 的 像 空间 的 子 流 形 所 具有 的 一 种 重要 性 质 , 它 
推广 了 映射 在 正则 值 处 的 性 质 , 横 截 性 在 动力 系统 


理论 中 起 着 重要 作用 . 设 ACN 是 微分 流 形 N 的 子 
WIG sf: MN 是 微分 流 形 M A N 的 可 微 映射 ,p 
€M.Xi f(GDCAX Tr N— f. CDM) Tg A, 
则 f RYE p 处 与 A 横 截 .此 时 记 为 f 不 ,A. M] 
于 任 p€EM,f 不 ,A, 则 称 f 与 4 横 截 , 记 为 1 不 A. 
ASTAS CAE M Bn] ok T UP CIS (A) 
AOA). A f:M>N 是 淹没 映射 , 则 对 于 UN 的 任 
何 可 微 子 流 形 4, 有 了 不 A. 具有 横 截 性 的 可 微 映射 
其 局 部 表示 有 如 下 特性 : 设 SMN di m 维 流 形 
M F) n ERE N 的 可 微 映 射 ,4SN EREN k W 
FRB pEM AT ANMFEM SE pHEU, 
95 NX SHWE ,0) ,使 得 了 的 局 部 表示 f= 
$*f*9 :9(U)>y(V) 具 有 形式 
fry Tras Ln) = GaAG a Ta Ln) tts 
ED ub yt s 
关于 子 流 形 间 的 横 截 性 具有 明显 的 直观 几何 背景 . 
i Mi M: REM NOTRE. SARA 
MN 5 M, RR. I M 与 M， f& EX Cus BK 
Mı. M; TE N 中 处 于 一 般 位 置 ), 记 为 Mi ^ M3. 此 
时 对 于 pC M,(\M,, 4 T,M,+T,M,=T,N. 
- St AY He BY ME (transversality of submani- 
folds) JL" ARTE”. 
fc 58 BE dy MERE FZ (Thom transversality theo- 
rem) 微分 拓扑 学 的 重要 定理 . 它 也 是 动力 系统 理 
论 研 究 的 重要 工具 . 它 表明 流 形 之 间 具 有 横 截 性 的 
映射 是 “足够 普遍 ”的 . 设 M,N 都 是 C' 流 形 ,f:M 
>N EC 映射 ,ACN EN WC Fit. WEE 
意 邻 近 f 的 (就 C% (M,N),Ci(M,N) 的 拓扑 而 言 ) 
Bo g:M>N.g 不 A; 并且, 和 奉 对 于 4 BIBIT 4S B. 
f^ B, 则 进而 可 选取 g: M>N ,使 得 
f|B-—g|B. 
$e AY GR isotopy of embeddings) 单 参 数 
BY fo B3 Be A BR TR. EBS TE E TE RACER SER D 7658 
问题 上 颇 有 用 处 . 设 M,N 都 是 微分 流 形 ,M 到 N 
W)C’ AREH C 映射 下 :MXLo,1j 一 N ,使 得 对 于 
tiEL0,1j ,由 户 P 忆 (bt 定义 的 映射 F: MN 是 
能 人 映射 .此 时 亦 称 下 是 映射 到 F AC’ BR, 
PAB =F 的 一 个 C AIR s HRA BRT 
F,Mx[0,1]— N x [0,1]. 
(pst) CF (pst) D 
ÄRR F BRK. 特别 地 , 设 M=N ,Fo=in Cala 
Bi ED XIF 2€ L0.1). F, dé M ER. DUI JR 
FRA M 上 的 微 拓 合 痕 . Pik QRWN EEK 
理 称 为 齐 性 引 理 : 对 于 任何 光滑 连通 流 形 M, 5.94€ 
M ,都 存在 微 拓 合 痕 下 ,使 得 微分 同 胚 Fi: MMC 
户 映 射 至 9. 


合 痕 的 痕迹 (track of isotopy) AJ," gg ALB 


微 分 dh fh 学 


痕 ”. 
” 微 拓 合 瘦 (diffeotopy) 

齐 性 引 理 (homogeneous lemma) 
TR. 

RJ (X RR St AY RR St RE (degree of differential map) 
重要 的 同 伦 不 变量 . 设 C(M,o),(CN,9) 均 为 紧 致 无 边 
有 向 2” 维 微分 流 形 ,N 是 连通 的 ,f:M>N 是 可 微 
映射 .各 pe M ESBEN. iE 
+1 C. BR BERE ED, 

—1 (J. REID, 

则 deg (fq) = 25,e;-«ysignf., EZ, Hi rp qEN Æ 
f REME. x? f a= C. degCf.q)—0. 于是， 
degCf.q) 5 E MIE aq € N 的 选取 无 关 , 因 此 可 记 
deg(f) 二 deg(f,9), 并 称 它 为 可 微 映 射 f Bu B Sr 
度 , 它 与 (看 做 连续 映射 ) 的 布 券 威 尔 度 一 致 . 直观 
上 说 ,f :MN 的 映射 度 表 示 了 把 M 覆盖”N 的 次 
数 . 映射 度 在 代数 拓扑 、 微 分 拓扑 中 有 广泛 应 用 , 例 
如 ,证 明 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ,代数 基本 定理 等 . BR 
射 度 的 一 个 主要 性 质 是 ;大 f 光滑 同 伦 于 g:M— 
NW deg(f) 二 deg(g). 一 般 地 , 若 f:M>N 为 连续 
映射 , 则 存在 与 f ER CRI g: MN. W qE 
N Æ g 的 正则 值 ,定义 degC/2 —deg(g.q0. ES g» 
q 的 选取 无 关 . 

EX GE M,N 不 是 可 定 癌 流 形 ,f :MN AE 
续 映 射 , 则 取 与 f AE BY CT 映射 h:M>N, 对 于 hh 
的 正则 值 g€EN, 记 deg; (1327 À OSEM 中 点 的 
个 数 的 模 2 RRX, ES hsg 的 选取 无 关 , 于 是 , 称 
degs(f) 二 degs(h,g) 为 f 的 模 2 映射 度 .下 述 霍 普 
夫 定 理 表明 映射 度 在 映射 的 同 伦 分 类 上 的 本 质 意 
X. & M 是 紧 致 连通 的 n 维 (无 边 ) 微 分 流 形 ,n 宇 1， 
f gi M—S" 为 连续 上 映射, 则 : | 

1. Zr M EARN. DU] f — gedeg Cf) =deg(g). 

2. 3€ M 是 不 可 定向 的 , 则 

f=gedeg.(f—) =deg,(g). 


L RABAR”. 
LR A AY 


signf,,— 


模 2 AREY BE (degree of mod 2 map) 见 “ 可 微 
映射 的 映射 度 ”. 
TEM AXEXECHopf's theorem) JL“ TJ pak g 


的 映射 度 ”. | 
1H 32 EE (intersection number) 重要 的 同 伦 不 
变量 . 映射 度 在 更 一 般 情 形 的 推广 . 设 M 与 N 分 别 
是 m HEAD n ER RBA CW E AT WE n>m, 
A 是 NN 的 一 m) 维 团 有 问 子 流 形 ,f:M>N 是 C™ 
映射 ,f 不 AF PES (A), SRE lA fy 
TM ULT e RE 


保持 定向 时 , 记 为 #,(f,A)==1; 否 则 记 为 #,(f,A) 
=—1, M #(F,A)= Xperia H S ,A)EZ( 因 为 


£7 CAME M 中 余 维 为 nO , 称 为 映射 /对 于 子 流 形 
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代数 拓扑 学 与 流 形 拓 扑 学 


A 的 相交 数 . 类 似 于 映射 度 情形 ,得 到 : 知 Sog Me 
N 是 光滑 同 伦 映射 ,了 不 4,g 不 4, 则 
H#(f,A) = #(g,A). 
由 此 可 将 相交 数 定义 推广 到 一 般 连 续 映 射 的 情形 . 
相交 数 有 直观 的 几何 背景 , 设 Mi,M;CN 都 是 和 N 
的 有 向 (FOL) RT HE 
dim N = dim M, + dim M,, 

Mi 不 M;( 即 处 于 一 般 位 置 ),i: Mi 一 NN 为 包含 映 
5T, WA (i,M;) 实 际 上 是 Mif) M; 中 点 的 “代数 ”个 
数 ( 按 定向 ,每 一 点 赋予 适当 的 符号 ), 称 为 (Mi , M) 
的 相交 数 , 记 为 并 (Mi MR HCM, M; ND. a 

# (M,,M,) = (— pM, dimM st CM, | M,). 
注意 , 当 M,N 或 4 不 是 可 定向 流 形 时 ,可 类 似 于 模 
2 映射 度 而 定义 模 2 FA ACH HCL, A). 

模 2 相交 数 (mod 2 intersection number) Jf, 
“相交 数 ” 

欧 拉 数 (Euler number) ”对 向 量 从 的 一 种 刻 
E. 有 向 向 量 从 的 零 截 面 对 于 底 空间 的 相交 数 . 设 & 
二 (E,x,M) 是 n 维 有 问 向 量 从 ,MM Æ n 维 紧 臻 连通 
有 向 (无 边 ) 微 分 流 形 . ORR JH] M 与 4 SR 
的 像 等 同 , 则 

XE€) = #H(M,M) = #(M,M;E) 

称 为 向 量 从 的 欧 拉 数 . BM M bk, =TM, M 
XCO BRA RIE M 的 欧 拉 特征 , 记 为 XCM). 例如 ， 
US )=2( (Am S” 上 任何 向 量 场 均 有 零点 )， 
X CS ) 二 0. 欧 拉 数 是 向 量 从 的 同 构 不 变量 .在 流 
形 的 切 从 情形 ,得 到 在 代数 拓扑 中 有 广泛 应 用 的 拓 
扑 不 变量 流 形 的 欧 拉 特 征 数 . 

流 形 的 欧 拉 特征 (Euler characteristic of mani- 
fold) WRAZ”. 

E HL dB Morse function) 微分 拓扑 学 的 
一 个 重要 函数 . 微分 流 形 M 到 R 的 函数 ,其 临界 点 
都 是 非 退 化 的 . 设 M 是 维 微分 流 形 ,f:M->R 为 
C^ ERR. p € M 是 f B I ARIQU.OEMHBS»P 
的 卡 ,坐标 函数 为 (za ,Zn)， 则 | 


d rem 
az, i-e (27-1525 n) 5 
i 
zar 
Er 一 | ILAE) | "P 


PMA f XO RQU.Q E p hb] SE E.R 
EE H,Co3EBR1E,. MP p Æ f 的 非 退 化 临界 点 .此 
时 五/(p) 的 负 特征 值 个 数 称 为 p 的 指数 .临界 点 p 
的 非 退 化 性 及 指数 与 含 p 的 卡 的 选取 无 关 . 

下 述 著 名 的 莫 尔 斯 引 理 给 出 光滑 函数 f 在 非 
退化 的 临界 点 邻 域 的 局 部 性 质 . 设 pe M Æ Co 映射 
f:M—>R 的 指数 为 > 的 非 退化 临界 点 , 则 存在 M 的 
€ p B RO. 0.118 gp p)=0 FAV u= Cuius, 
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et sUn) € QU), 


f:g'Q) — f) — Pul t+ P, ul. 


J 三 ?十 1 


微分 流 形 M 上 的 光滑 函数 S: MR, Æ f BUB B3 
界 点 都 是 非 退 化 的 , 则 称 为 莫 尔 斯 羡 数 .由 莫 尔 斯 引 
理 知 , 当 M 是 紧 致 流 形 时 ,M 上 的 莫 尔 斯 函数 仅 有 
有 限 个 临界 点 . 对 于 任意 微分 流 形 M,M 上 的 全 体 
莫 尔 斯 函数 的 集合 在 C7”CM,R) 中 是 开 的 稠密 子 集 . 
由 于 M ERR RS M 的 拓扑 性 质 有 密切 关 
系 , 所 以 介 尔 斯 函数 是 一 类 有 重要 意义 的 函数 , 它 的 
性 质 有 着 广泛 应 用 ,例如 , 黎 泊 定理 、 紧 致 曲面 的 拓 
扑 分 类 等 都 用 到 它 . 

非 退化 临界 点 Cnondegenerate critical point) 
TL“ BEAR Bt PRR”. 

临界 点 的 指数 (index of critical point) — 553 


X Kr 5| HE CMorse’s lemma) 
数 ”. 

黎 泊 定理 (Reeb's theorem) is FH EXKL PRSE 
的 性 质 刻 画 S” 的 拓扑 特征 的 一 个 重要 定理 . 设 M 
是 紧 致 4 维 微分 流 形 , 若 M 上 存在 莫 尔 斯 函数 f:M 
—R 恰 有 两 个 临界 点 , 则 MOS S" 同 胚 .但 需 指 
出 ,定理 中 M 不 必 微 分 同 胚 于 OS". KR TG (Milnor, 
J. W. ) 于 1956 年 构造 了 一 个 称 为 “七 维 怪 球 ” 的 微 
分 流 形 , 它 上 面 存 在 恰 有 两 个 临界 点 的 莫 尔 斯 函数 ， 
因而 同 胚 于 5S’, 但 并 不 微分 同 肛 于 SS.. 

莫 尔 斯 不 等 式 (Morse inequalities) Wie ER 
尔 斯 函数 的 临界 点 指数 与 流 形 的 同调 特征 (如 贝蒂 
数 、. 欧 拉 特 征 数 ) 的 重要 关系 式 . 它 在 微分 拓扑 、 代 数 
拓扑 中 都 有 应 用 . 设 MM 是 nn 维 紧 致 微分 流 形 ,f:M 
RRR AR. WM: 

1. 对 于 O<m<n, 


JL" EE AR Bir eR 


$C DBM < »,C— uM, f). 


2.4) — » (— Ys (MS) 


一 2 (—1)'B,(M), 


其 中 BM) fe M 的 第 i 个 贝蒂 数 , 即 系数 在 某 数 域 
F 中 的 第 i 个 同调 群 H: (M; FEK m E Z A Ag E 
Z uM NÆ f£ WERA i 的 临界 点 个 数 ,XCM) 
是 M 的 欧 拉 特征 数 ( 欧 拉 示 性 数 ). 于 是 , 当 ON 
AF, ACMS M, A); A n AARAU, M) =O. 

m AS AY hi (cobordism of manifolds) 微分 拓 
扑 学 的 一 个 重要 概念 . 两 个 流 形 的 互 不 相交 的 并 恰 
是 某 个 流 形 的 边界 . 设 M M: 都 是 紧 致 (无 边 ) 微 分 
WE, ETERS FARME W Sik hl WSM, 
UM; , WRA Mi 5 M; HJ UNI. id A M, ~M: 


KD. “~” i n HEB D 
形 上 的 等 价 关系 ,其 等 1 
价 类 称 为 协 边 类 , 流 形 “， 
M 所 在 的 等 价 类 和 常 记 
ALM .全 体 协 边 类 记 
AA". FS" EEA ARXAR E A" 成 一 交换 
群 , 称 为 流 形 的 协 边 群 . 协 边 群 的 计算 是 微分 拓扑 与 
代数 拓扑 相关 的 重要 课题 ,其 中 已 知 的 重要 结果 是 
关于 协 边 的 托 姆 同 态 定理 , 它 表明 协 边 群 同 构 于 一 
类 同 伦 群 . 类 似 地 ,对 于 有 向 微分 流 形 , 可 以 定义 有 
E E A EO iE CMa), CM, os) 为 有 向 闭 流 
形 , 若 存 在 有 向 紧 致 流 形 CW ,0) 及 保持 定向 的 微分 
[ra] Ef 
(AW ,390 = (Mi, — w) U (Mw), 

则 称 CM, oi) (M: ,wz) 有 向 协 边 . 协 边 理论 是 在 20 
世纪 50 年 代 托 姆 (Thom,R. ) 的 基础 工作 上 逐步 发 
展 起 来 的 ,并 成 为 微分 拓扑 学 中 较 深 入 的 部 分 ,与 代 
数 拓扑 有 密切 关系 . 

协 边 类 (cobordism class) 见 “ 流 形 的 协 边 ” 

协 边 群 (cobordism group) 见 “ 流 形 的 协 边 ”. 

有 向 协 边 (Coriented cobordism) 见 “ 流 形 的 协 
Xi 

流 形 上 的 动力 系统 (dynamical system on man- 
ifold) 现代 数学 中 相当 活跃 的 人 研究 分 支 之 一 ,近年 
来 已 取得 重要 进展 (例如 结构 稳定 性 `. 通 有 性 等 ). 它 
与 微分 拓扑 学 有 着 密切 且 深 刻 的 联系 . 设 M 是 微分 
流 形 ,M 上 的 一 个 动力 系统 ( 亦 称 M 上 的 流 ) 是 指 
可 微 映射 B:RX M>M is: 

Il. 对 于 pEM,B(0,p)= p. 

2. 对 于 1,sER,pEM,， 

Q(t,D(s, p))—OGd- s. p). 

此 时 a, ;: R>M,t >D, — G, p PRA 38 71 RB D 
TE PEM 处 的 积分 曲线 ,a CROCC M PROS p 的 轨道 
CB, ET. 


a 


Re 
EE EN P —a,(0) —4(0, p) 


流 形 上 的 流 (flow on manifold) 即 “ 流 形 上 的 
动力 系统 ”. 

动力 系统 的 积分 曲线 (integral curve on dy- 
namical system) 见 “ 流 形 上 的 动力 系统 ” 

— HE vit TÉ AY f SP [5] AR 43 differentially home- 
omorphic classification of 1-Manifolds) 流 形 关 于 
微分 同 胚 的 分 类 问题 的 一 个 重要 结果 . 作为 莫 尔 斯 
纯 数 在 流 形 分 类 上 的 简单 应 用 ,有 结论 :每 个 连通 的 
一 维 微分 流 形 或 者 微分 同 且 于 圆周 S' ,或 者 微分 同 


fl 分 dh th 学 


Bt R 的 某 个 区 间 . 可见, 本 质 上 只 有 四 个 不 同 的 
一 维 微分 流 形 , 即 S',[0,1],(C0,1),[0,1). 

紧 致 曲面 的 微分 同 胚 分 类 (differentially home- 
omorphic classification of compact surfaces) 拓扑 
学 (包括 代数 拓扑 学 、 微 分 拓扑 学 ) 中 的 一 个 著名 结 
IR. 这 种 完整 的 拓扑 分 类 定理 在 数学 中 是 少 有 成 功 
的 ,因而 是 很 重要 的 . 事实 上 , 紧 致 曲面 的 拓扑 分 类 
问题 的 研究 可 追溯 到 19 志 纪 末 默 比 乌 斯 (M6bius， 
A.F.) XE R34 (Jordan, C. ) 等 ,甚至 更 早 的 黎 曼 
(Riemann,G. F. B. ) 的 工作 . 1s FA ZR Wr eg C853 dE 
质 等 得 到 的 曲面 (2 维 流 形 ) 的 分 类 定理 ,也 可 用 代 
数 拓扑 的 方法 (如 同调 性 质 或 组 合 技巧 ) 来 证 明 . 设 
M 是 2 维 流 形 ,f:S XD’ 一 M 一 3M d Wk ARI. 
中 D* 是 二 维 圆 盘 , 则 

M' —(OM—Int f(S°X D?)) U;(D' X 5) 
可 以 自然 方式 成 为 曲面 ,MM' 称 为 由 MM 装 上 一 个 环 
柄 ( 亦 称 施行 “ 员 补 运算 ”或 “外 科 手 术 ”) 得 到 的 曲面 
CIL ED. 于 是 得 到 : 

1. 设 MM 是 紧 臻 连通 
的 (无 边 ) 可 定向 的 曲面 ， 
则 存在 惟一 整数 po, 
使 得 M 微分 同 胚 于 装 上 
Pp 个 环 柄 的 球面 ,其 中 p 
的 欧 拉 特征 XCM) = 2— 2p. 

2. V M 是 不 可 定向 的 紧 致 连通 的 (无 边 ) 曲 面 ， 
则 存在 惟一 的 整数 如 之 1, 使 得 M PoE op 
互 不 相交 的 射影 平面 的 连通 和 ( 它 同 胚 于 ,3$” 上 挖 去 
户 个 互 不 相交 的 圆 盘 ,而 装 上 p SAIS EO ,其 
中 p PROS M 的 亏 格 或 默 比 乌 斯 数 . 

需 指 出 ,关于 一 般 n 维 (x 之 3) 微 分 流 形 的 分 类 
问题 是 拓扑 学 中 极其 困难 的 课题 ,对 于 维 数 之 5 的 
单 连通 流 形 情形 ,斯 梅 尔 (Smale,S. ) 1962 年 的 
工作 ,以 及 20 世纪 80 年 代 唐 纳 森 (Donaldson ,S. ) 
Hj db E (i & (Freedman, M. (H. )) 的 工作 , 均 在 4 维 
流 形 方面 取得 突破 性 进展 ， 

BÈ EE. Er Ær (Mobius number) 
EA) ot oP [al PRP 2S. 

BE fe YEE Rie MAM 
HO WAE RRA MEK 


D'XS' 


见 “ 紧 致 曲面 
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奇 点 理论 


奇 点 理论 (the theory of singularity) 一 门 新 
兴 的 数学 学 科 , 它 处 在 拓扑 学 .代数 几何 、 微 分 几何 、 
代数 学 .分析 学 等 众多 数学 领域 的 交界 处 . 追溯 其 历 
EWA, A 20 世纪 30 年 代 , 英 尔 斯 (Morse,M. ) 的 
临界 点 理论 ;20 世纪 40 年 代 , 惠 特 尼 (Whitney， 
H. ) 的 有 关 微 分 流 形 舱 入 、 淄 入 的 奇 点 的 工作 ;以 及 
庞 特 里 亚 金 (TIourparkH JI. C. ) 与 惠 特 尼 等 人 的 与 示 
性 类 有 关 的 奇 点 方面 的 工作 . 这 是 奇 点 理论 的 萌芽 
时 期 . 1955 年 , 惠 特 尼 关 于 平面 映 到 平面 的 映射 的 
奇 点 的 工作 ,标志 着 奇 点 理论 开始 作为 一 个 独立 的 
数学 分 支 登 上 了 数学 舞台 ,. 1956 年 , 托 姆 (Thom ， 
R. ) 的 论文 《可 微 映射 的 奇 点 》, 对 奇 点 理论 做 了 高 
度 的 概括 ,为 其 以 后 的 发 展 提出 了 纲领 式 的 描述 ; 
1960 年 ,他 在 波恩 做 了 系列 演讲 ,使 其 纲领 式 的 描 
述 更 加 具体 化 . Ke. a SHC SIT SESUIBIAE. 
一 方面 奇 点 理论 本 身 取 得 了 重大 进展 ,如 玛 瑟 
(Mather, J. N. ) 关 于 稳定 性 方面 与 阿 诺 尔 德 
(Aprobi B. 日. ) 关 于 奇 点 分 类 方面 的 工作 ; 男 一 方 
面 是 奇 点 理论 在 自然 科学 中 的 应 用 也 取得 了 重大 的 
成 就 ,这 就 是 20 世纪 60 年 代 末 托 姆 创立 的 突变 理 
it. 

奇 点 理论 极 大 地 推广 了 函数 在 极 大 值 点 与 极 小 
值 点 的 性 质 的 研究 . 设 RR” Fey GRA f= 
(jj 所 a ER”, EST f 在 点 a 的 雅 可 比 
Ag B 

[Hia 
的 秩 就 称 为 了 在 点 a 的 秩 , 记 为 rankf. irank f, = 
min (2n, m), Wl a 是 了 的 正常 点 . 若 rankf,< 
min(n,m), 则 称 a AS NAS. 奇 点 理论 研究 的 任 
务 之 一 就 是 研究 可 微 映 射 在 奇 点 附近 的 性 态 . 当 m 
二 1, 映 射 就 成 为 通常 的 函数 ,而 研究 函数 在 一 点 附 
近 的 性 态 是 微 积分 的 任务 之 一 . 如 在 微 积 分 学 中 所 
AI 38 E BRL C f(z) 在 正常 点 ( 即 a ES Ca) AO) Br 
8 Ix ES CC EH c ERR OO. 又 如 当 a 是 了 的 奇 点 ( 即 
f Ca) —0 时 ), 此 时 了 在 点 4 附近 的 性 态 比 较 复杂 
一 些 , 须 进一步 观察 f 的 二 阶 导 数 :车 有 S'(a)>0, 
则 a 是 地 的 极 小 值 点 ;大 有 f" (a) 0. Mak f£ BS 
极 大 值 点 . 对 多 个 变 元 的 函数 情形 就 变 得 非常 复杂 ， 
人 们 只 是 对 某 些 特殊 的 奇 点 研究 清楚 了 .例如 ,20 

1:24 


突变 理论 


世纪 30 年 代 , 莫 尔 斯 研究 了 较为 简单 的 奇 点 , 即 所 
谓 非 退化 临界 点 ,对 它们 进行 了 分 类 ,并 求 出 了 它们 
的 标准 型 . 真 尔 斯 的 结果 如 下 S C roe FE 
—^r FI fk PRN ,大 在 点 a € RH 


PC RR 
3 7 = ar 一 一 ax, Ke) = 0, 
则 称 点 a 为 f BU ALS ser eR AR EE 
Ea 
OX ;IX; ý 


是 满 秩 的 , 则 称 a 是 地 的 非 退 化 的 临界 点 . 莫 尔 斯 证 
HB E a 是 函数 f Gn zw…z) 的 非 退 化 临界 点 ， 
则 可 以 在 点 a 附近 男 选 取 适 当 的 局 部 坐标 (yi，,y;， 
so ,使 得 在 这 个 局 部 坐标 系 中 ,f 的 表达 式 为 

7a Gy) ss Oh F ee 
数 A 称 为 了 在 点 a 处 的 指数 . A 可 取 0,1,***,n 中 某 
个 数 . 因此 , 非 退 化 临界 点 共有 2 十 1 个 类 型 .对 退化 
临界 点 的 研究 却 十 分 困难 , 阿 诺 尔 德 对 此 作出 了 重 
要 贡献 . 而 对 一 般 映 射 的 奇 点 分 类 研究 更 为 复杂 ,经 
典 的 结果 有 患 特 尼 对 平面 到 平面 的 映射 的 研究 ,他 
证 明 : 对 于 可 微 映射 f:R?->R?, 稳 定 的 奇 点 只 有 两 
种 : 折 共 点 和 人 尖 点 . 前 一 种 情形 的 标准 型 为 


Yı Tı» 
= 
Y2— T23; 


后 一 种 情形 的 标准 型 为 


1 一 人 1， 
二 € 
X2 1402 37 


而 正常 点 情形 的 标准 型 为 
end 
J2— X3. 


其 中 (Tis Tz)» Gi» yD 为 R^ 的 适当 的 局 部 坐标 ， 
fiGn r) > (yis y). 20 H 70 ERR, BM FE 
微 映射 的 稳定 性 的 研究 取得 了 重大 进展 ;同时 ,在 奇 
点 理论 发 展 的 基础 上 诞生 了 一 门 新 的 学 科 , 这 就 是 
法 国 数学 家 托 姆 创立 的 突变 理论 . 

Py oc UR Bt BY FRE Crank of differentiable mapping?) 
见 “ 奇 点 理论 ”. 

RJ fd RR Bt AY IE 8$ A (regular point of differen- 
tiable mapping) ML" dy à iib". 

RJ fox Ri St AY BF A (singular point of differen- 
tiable mapping) 见 “ 奇 点 理论 ” 

Ry k eS BY AY I FE (critical point of differen- 


tiable function) 见 “ 奇 点 理论 ” 


RJ fn Ej 33: BY SE GR WE M FRO (non-degenerate 
critical point of differentiable function) W“ A 
理论 ”. 

映射 芽 (germ of mapping) 奇 点 理论 与 突变 
理论 的 主要 研究 对 象 之 一 . 确定 在 一 点 的 邻 域 上 的 
连续 映射 的 等 价 类 . 精确 地 说 , 设 和 ,7 是 拓扑 空间 ， 
PEX, 考 虑 由 在 点 p 附近 定义 的 全 体 连 续 映 射 g 所 
构成 的 集合 A.A—(glg:U—Y.U 是 点 p 的 开 邻 
域 ,g 是 连续 映射 ). 在 这 个 集合 里 引进 等 价 关 系 如 
Fi g;U—Y,fi.V—Y 是 A 中 的 两 个 映射 , 知 存 
在 点 p 的 开 邻 域 W, 使 得 WCUNV, 而 且 f 和 gg 在 
W 上 的 限制 相等 , 即 fiw g |w, MER 了 和 & 等 价 ， 
在 这 个 等 价 关 系 下 的 一 个 等 价 类 就 称 为 映射 在 点 p 
的 芽 . ding Ai CX. p) Y. 这 个 类 中 的 任何 映射 g 
MRA RA 的 代表 ,而 hh 也 称 为 映射 g ER p 
芽 . 关 于 映射 的 许多 概念 ,如 两 个 映射 的 复合 映射 等 
都 可 以 自然 的 方式 搬 到 映射 芽 上 来 . 特别 地 ,函数 的 
相 乘 、 相 加 等 概念 能 够 以 自然 的 方式 搬 到 函数 芽 上 . 
在 奇 点 理论 与 突变 理论 中 研究 的 是 可 微 映 射 芽 . 

等 价 映 射 (equivalent mapping)” 见 “映射 芽 ”. 

AA F (germ of function) JU “ae”. 

k 阶 导 网 (&-jet) ” 奇 点 理论 的 一 个 重要 概念 . 
函数 或 映射 在 一 点 的 直到 & 阶 的 导数 之 全 体 , 并 把 
它 看 做 高 维 空 间 的 一 个 点 .考虑 由 R BRA, R^ 的 无 
穷 次 可 微 的 ,并 把 原点 映 为 原点 的 映射 全 体 做 成 的 
空间 , 记 为 C (n, p). MF foge, p) A Sf Al 
z 在 原点 O 的 所 有 阶 委 & 的 导数 都 对 应 相等 , 则 称 f 
与 g 在 原点 处 阶 等 价 .C”(n,p) 中 的 映射 在 这 个 
等 价 关 系 下 的 一 个 等 价 类 就 称 为 k 阶 导 网 . 映射 f 
WERNERA SERO Wk KERN, wA SO). 
在 这 个 等 价 关系 下 ,C™(n,p) 中 的 映射 的 所 有 等 价 
FE WOM NRG ic AT (np). FER” AR? PERET 
坐标 系 之 后 , 取 上 在 点 O B ESI E 阶 导 数 的 值 作为 
J F COO RS Ae Ey FET On, pO AR RE BC E Z8 JR] BRA k 
阶 导 网 空间 . 特别 地 ,对 映射 芽 FE Con p) S W 
-KFN £00) ge f dE es Mb BYTE n] E E FEE Par 
以 一 阶 导 网 空间 / On. P0 3C RJ VUES CIE EH n X p E 
阵 的 全 体 做 成 的 空间 La, p). 

k 阶 等 价 (R-equivalence) 
网 从 ”. 

k 阶 导 网 空间 (k-jet space) 见 “& 阶 导 网 ” 

导 网 从 (jet bundle) 奇 点 理论 的 一 个 重要 概 

念 . 指 流 形 之 间 的 所 有 可 能 的 映射 在 各 点 的 直到 茶 
阶 导 数 之 全 体 所 形成 的 空 lg]. dt M,N 是 两 个 微分 
流 形 ,f,g :MN 是 无 穷 次 可 微 的 上 映射, 户 E M, k> 
0 是 一 整数 , 称 了 与 g 在 点 六 为 & 阶 等 价 ,是 指 满足 
下 面 两 个 条 件 : 

1. f (p) —gCp)—q€ N. 


JU" E 阶 导 网 ”和 “ 导 


2. 任意 选取 点 p 与 点 gq 二 f(p) 的 局 部 坐标 系 ， 
对 于 选取 的 局 部 坐标 系 ,f Ale 的 所 有 阶 三 k 的 导 
数 在 点 p 的 值 都 对 应 地 相等 . 

这 个 条 件 与 点 p 和 点 g 二 f(p) 的 局 部 坐标 系 的 
选取 无 关 . 常 以 记号 /~g 记 /与 g 在 p 点 k 阶 等 
tt. FER 阶 等 价 是 一 个 等 价 关 系 . 考虑 映射 集合 

f|f:M>N, f(p) =q f BAR DL), 
这 个 集合 在 阶 等 价 这 个 等 价 关 系 下 分 成 一 些 等 价 
类 ， 由 这 些 等 价 类 做 成 的 空间 记 为 J OM. N Gu 


+t 


At 


J'UM,N)— U J*M,.NDs: 
(Pp QEMXN 


则 称 JIM; ND k 阶 导 网 空间 ,元 素 EJ M,N) 
PAK M 到 NN ORO AOS. Boe IM, 
N) WA G.q0€eMXN,ftf8 oE JCM, N). 这 
时 点 5 PRA o 的 “ 源 ”,q 称 为 o 的 “的 ”. 又 定义 映射 


a 5 g 如 下 : 
(M,N)—M, J'CM,ND)—N, 
0— (o 的 “ 源 ”)， o—> (0 的 “的 ”)， 


PR a 为 源 映 射 ,B ARBRE. A ifi ax 8: OM. ND 
MXN 是 一 纤维 从 . 称 J OM, NO MXN 上 的 & 
阶 导 网 从 ,而 且 CM,N) 也 是 微分 流 形 . 

k 阶 导 网 的 源 (the source of k-jet) 
从 ”. 

k 阶 导 网 的 目标 (the target of k-jet)” 见 “ 导 网 
JA". 

il AR Bt (source mapping) 

目标 映射 (target mapping) 见 “ 导 网 从 ”. 

k 阶 导 网 映射 CA-jet mapping) 一 种 特殊 的 映 
射 . 由 给 定 的 映射 导出 的 到 导 网 空间 的 映射 .是 指 : 
对 给 定 的 映射 六 对 其 定义 域 上 的 每 个 点 ,对 应 f 在 
该 点 的 & 阶 导 网 . 设 M,N 是 微分 流 形 ,f :MN 是 
无 穷 次 可 微 映 射 ,可 以 定义 从 MM 到 导 网 从 空间 
JCM, NO BRST f: MJCM, N) 如 下 : 

M-—J' (M,N), 

p— jj I D= STEP MN op BRS}, 
称 映 射 六 了 为 映射 SOD k GY ORT. fe Be 
网 映射 产 f 仍 为 无 穷 次 可 微 映射 . 

RJ fni eR LEE XN (ring of germs of differentiable 
functions) 一 种 特殊 的 环 . T8 HI tok P SOC HR] RE 
以 目 然 方 式 定 义 的 加 法 .乘法 下 构成 的 环 . 考虑 维 
欧 氏 空间 R" E B9 26 83 3X n] fic eS CE JS ex, O 的 芽 ， 
以 记号 f:(Q' 0-—R iz. 以 eln) 记 这 样 的 芽 的 全 
体 做 成 的 集合 ,并 以 自然 的 方式 在 其 上 定义 函数 芽 
的 相 加 、 相 乘 以 及 函数 芽 与 实数 的 相 乘 . 对 于 这 些 运 
算 ,s(z) 成 为 具有 单位 元 的 交换 环 , 且 是 R EB X 
BL BRA PI el PR BX FH BK PK FY Gok BR BK SF NBL. eG) H 
那些 在 原点 取 值 为 0 的 芽 之 全 体 做 成 eln) 的 惟一 
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SL 寻 网 


SRA”. 


E. 


jd: 


育 皮 理论 与 突变 理论 


极 大 理想 , 记 为 mn). 这 个 极 大 理想 m OD TE ST EB 
论 研 究 中 起 着 重要 的 作用 . 

RJ $i e BSE (e Sr (algebra of germs of differen- 
tiable functions) WL“ IA RKR F”. 

RT fi ER LEE XR AY TR AK HE 38 (maximal ideal of 
the ring of germs of differentiable functions) Jl 
“可 微 函数 芽 环 ”. 

惠 特 尼 C™” 拓 扑 (Whitney C” topology) 可 微 
映射 空间 中 的 一 种 拓扑 . 在 由 微分 流 形 M,N 之 间 
的 可 微 映射 做 成 的 空间 C~(M,N) 里 可 以 引进 一 种 
最 常用 的 拓扑 ,这 就 是 惠 特 尼 Co 拓扑. 粗略 地 说 ,两 
个 映射 f,g 称 为 靠 得 很 近 , 大 它们 相应 的 各 阶 导 数 
都 相差 很 小 . 精确 定义 如 下 : 设 M,N 是 两 个 微分 流 
形 , 符 & 是 一 非 负 整数 ,对 于 导 网 从 空间 J* OM IND 
里 的 任 一 子 集 U, 以 M(U) 记 空间 C”(M,N) 的 下 述 
T4 

{flf € C"X(M,ND,;'fIMn CU}, 
这 里 SPE HAS OR WA MQUD() MCVD 
=M(U NV). XF JM, ND PH BUB JF 88 U, VA 
应 的 这 些 MU) gd ^E BUR] C7 OM N) Sh ER 
为 惠 特 尼 C mth. 以 Wi id CM, NBERE 
C* 拓扑 中 的 所 有 开 集 构成 的 集合 . 从 而 , 当 & 委 ' 时 ， 
A WCW.. 以 集合 
Me = UW, 

为 基 而 生成 的 C”(M,NM) 的 拓扑 就 称 为 惠 特 尼 C” 
拓扑 . 关于 患 特 尼 拓 扑 最 重要 的 结果 是 : 设 M,N 是 
微分 流 形 ,对 于 惠 特 尼 C™ 拓扑 ,C™CM,N) 是 贝尔 空 
j. 

惠 特 尼 C 拓扑 (Whitney C* topology) 
RE C^ fuit^. 

& Du Bg FES HE (sufficiency of jets) 奇 点 理论 
的 一 种 概念 . 它 是 反映 函数 的 导数 决定 函数 的 本 质 
的 那 种 概念 . BC’ Cn, pid HC" 可 微 映射 芽 三: 
CR“ ,0) 一 (R*,0) 做 成 的 集合 (C- 指 7 次 连续 可 微 )， 
对 一 个 给 定 的 & 阶 导 网 z€J Qs pSr), E SE 
C a, pie FSO =z WR 是 z 的 一 个 C" 实 
H. EX z ERAT C LH SAM ge. EXE C 微 
^r IR] ARF 9: (R^ ,00 — CR”, 0) F d : (R^,0) —(R^,0) 
使 得 右 图 交换 , 即 gl f= 
ge p Mpk Uu ERM re (RH ,0) —— CA" 10) 
JG.p) f£ CAR CH | | 
^r BJ GX HL 4 — 1,2, 0,00, 
0;5,r—0,1,2,*,00,0; (R^,0) (R^,0) 
kss Sr; CC" KR E Tr RN 
28). 3; o dB OAR ONFRA g8 OERO 
的 芽 , 则 称 z 在 C 里 是 v 充分 的 . T p= 时 ,有 
FEHEM. i EJ (x,1),f 是 z 的 C' LH: 
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1l. r<co, M Fili 28 fFJE Sp Ht HH : 
1) z ÆC AE v ERTH. 
2) z ÆC 内 是 C" RAH. 
3) 有 c0, EA O 的 邻 域 里 ， 
Igrad f Cr) [9e |z|}. 
2. 若 一 co, 则 下 面条 件 是 等 价 的 : 
1) z YE C^ 内 是 v 充分 的 
2) z Æ C^ 内 是 C" 充分 的 . 
3) A c N>0, ÆA 0 的 邻 域 内 ， 
Igrad f Cx) | Zee [x |". 
4) z JE C^ VITE BR v 充分 的 . 
5) z Æ C^ AA ER C^ 充分 的 . 
3. 若 ”一 w, 则 下 面条 件 是 等 价 的 : 
1) z Æ C 内 是 有 限 v 充分 的 . 
2) z Æ C AAR Co 充分 的 . 
3) 点 OO 是 的 孤立 临界 点 (或 点 〇 不 是 临界 
RO: 
C XH (C'-realization). 见 “ 导 网 的 充分 性 ” 
C 3E 4y HE (C-sufficiency) 见 “ 导 网 的 充分 
H”, 
v FSH (v-sufficiency) 见 “ 导 网 的 充分 性 ” 
映射 芽 的 接触 等 价 (Ccontact equivalence of 
map-germs) ” 奇 点 理论 的 一 个 概念 . 它 是 反映 两 个 
映射 的 零点 集 局 部 拓扑 等 价 的 概念 . 设 f,g:(R”,0) 
>R O EAA MRA F a FETE C^ 6? IRR EE 
p: CR", 0) > CR”, 0) #il BY tk BR St F L: CR", 0) 一 
GL(R?) ,这 里 GLR) Æ WREE, LOSI K 
R^ 上 的 恒 等 变换 ,使 得 gr) =La) * f), Il 
PR SA g 是 C7 接 触 等 价 的 . 若 9 与 艺 均 为 C 可 微 
映射 芽 , 则 称 f 与 g 是 C" 接触 等 价 的 . p LA 
为 连续 时 ,就 称 f 与 g BC 接触 等 价 的 ,或 称 为 拓 
扑 接 触 等 价 的 , Ep f 与 g ARCU 接触 等 价 , 则 局 部 微 
分 同 胚芽 FB f OEA O 的 芽 映 成 g (0) 在 点 
O 的 芽 . 于 是 ,f 与 g E C^ HERE A ERA EL DU IF 
在 一 C” 微 分 同 胚芽 HH:(R"XR?*,0X0)~>(R"XR?， 
0X0) 使 得 : 
1. H(R"X0,0X0)=(R"X0,0X0). 
2. H (graph f)=graph g. 
用 XX 记 由 所 有 满足 下 面条 件 的 C GR oy [8] e 
芽 HI(VXR^,0x 00—((GQ" XR^,0x 0) FEM FAA 
映射 运算 做 成 的 群 , 这 里 关于 五 存在 可 微 映射 芽 
hh:(R”",0) 一 (R",0) ,使 得 下 图 交换 


(R",0) ——> R" XR’ ,0 x 0) —É—e (A",0) 
| al 
(R ,0) 一 一 ~ (R'XR^,0X0) ——e (R',0) 
这 里 7 ARAB IGOO-(O.0).z 为 投影 映射 . 群 


HK fg C^ (n, p) EIS ERE BL FAI BIOL H f= 
H ° 0, f) eh, HEX, fEC” (a, p) ,1 WEN 
映射 芽 :(R",0) 一 (R" ,0). 从 而 ,了 与 g 是 接触 等 价 
的 当 且 仪 当 f 与 g ECT RE 0€ 作用 下 的 同一 个 轨 
道 . 
C” 接 触 等 价 (C” contact equivalence) 
射 芽 的 接触 等 价 ”. 
C 接触 等 价 (C” contact equivalence) 
芽 的 接触 等 价 ”. 
C^ f£ fh S 4p (C? contact equivalence) 
射 牙 的 接触 等 价 ”. 
拓扑 接触 等 价 (topological contact equivalence) 
见 “映射 芽 的 接触 等 价 ” : 
可 微 映 射 芽 的 无 穷 小 稳定 性 Ginfinitesimal sta- 
blity of differentiable mapping germs) 利用 切 空 
间 给 出 可 计算 的 一 种 稳定 性 概念 . 设 M,N 是 两 个 
fT HIE» P: MN JEn] REIR AM € MÀ P, 记 映 
SSR pF AAEE AE f 的 向 量 场 在 点 
p 的 芽 ,都 存在 M 上 的 向 量 场 在 点 p 的 芽 E, A 
N 上 的 向 量 场 在 点 =f DWF ,使 得 
c, — df (5) + f° I, (1) 
这 里 f(x) 二 NY《f (7z)),df 是 映射 了 的 切 映 射 ， 
则 称 六 是 无 穷 小 稳定 的 . 若 可 微 映射 f 在 点 zp 的 芽 
是 无 穷 小 稳定 的 , 则 称 f£ 在 点 b 是 无 穷 小 稳定 的 . 
F rc (Lys Las tn) FER Ê 的 局 部 坐标 ,y= 二 (yi， 
Los Yr) 是 点 g 三 1(p) 的 局 部 坐标 , S E] AV: E PRI IC 
HB Cfi fot fd MEA P 的 邻 域 里 沿 f 的 向 量 场 
r(z) 可 以 表示 为 


r(x) = ETE ; 
M BS [5] 8E 37; E TE AA SB d E. n] REIS 2 


c= D462) 2 , 
N 的 向 量 场 7 在 坐标 邻里 可 表示 为 
J= Yos , 


= 


所 以 ,在 局 部 坐标 系 中 (1) 式 可 以 写 为 下 面 的 形式 
T(r) 一 > J m WA Co) n fa CODD) 


ar; 

(1 = 1,2,*,n). (2) 
AX F R” 上 的 任意 一 组 图 数 芽 m CCz)yr (zz)，…， 
r (r), H FE R” ERI— HRR ZEE C), 52, 
EnC) AR” 上 的 一 组 函数 芽 0 Cy) m Ot Cy) 
使 得 

vor) - Y Dre ee NC ee ere 
gr 


f.G)4-0( baer) (2=1,25°%* 50), 
则 称 方程 (2) 为 阶 可 解 的 .于 是 ,有 下 面 的 定理 : 若 


VA: 


见 “映射 


JL BR 


j=l 


奇 点 mou 


fiM"—N" 是 可 微 映射 ,pE€E M”,g= 二 fA(p)EN", 则 a 
在 点 p 是 无 穷 小 稳定 的 当 且 仅 当 在 选取 点 p Im a 
一 jp) 的 局 部 坐标 以 后 ,所 对 应 的 方程 (2) 是 和 阶 
可 解 的 . 

可 微 映 射 的 无 穷 小 稳定 性 (infinitesimal stabil- 
ity of differentiable mappings) 利用 切 空 间 给 出 
的 一 种 关于 映射 的 稳定 性 概念 ,其 优点 是 可 以 计算 
且 在 一 定 条 件 下 与 通常 稳定 性 等 价 . 设 M,N 是 两 


映射 . 以 TN id N WU A, ay: 
TN-N itKR®#,.a:M>TN p | 


是 可 微 映 射 , 若 下 图 交换 , 即 f 

f—mnya, M 
则 称 a 是 沿 f 的 向 量 场 . AWTS f 的 向 量 
场 a, 都 存在 M EDM BACH N 上 的 回 量 场 7, 使 
得 a= (AdE) 2 * f WH f£ 是 无 穷 小 稳定 的 ,这 
Bdf:TM>TN id f HORN. 稳定 性 难以 判定 ， 
托 姆 (Thom,R. ) 提 出 的 无 穷 小 稳定 性 是 可 以 计算 
的 ,从 而 在 理论 上 便于 应 用 . 玛 瑟 (Mather ,J. N. ) 证 
明 下 面 的 重要 定理 : 若 M 是 一 紧 致 微分 流 形 ,f:M 
>N 是 无 穷 次 可 微 的 映射 , 则 f 是 稳定 的 充分 必要 
条 件 为 f 是 无 穷 小 稳定 的 . 

iR RA St f 的 向 量 场 (vector field along a map- 
ping f) ” 见 “ 可 微 映射 的 无 穷 小 稳定 性 ”. 

可 微 上 映射 的 稳定 性 (stability of differentiable 
mapping) ”反映 一 个 映射 经 小 扰动 后 本 质 不 变 的 
特性 . 设 M,N 是 两 个 微分 流 形 ,f,g :MN 是 两 个 
无 穷 次 可 微 映射 ,车 存在 无 穷 次 可 微 的 微分 同 胚 有 : 
M—>M,k:N>N ,使 得 下 图 交 
MB g=k. foh Wes M 
与 g EC SW. 若 上 述 的 | E 
h 5 k Æ r X n] ik B5 ii y A 
KR WK 与 g 是 C’ 等 价 的 . xy 
车 与 仅 是 同 胚 , 则 称 了 与 
g XE dad E ERU EX C" 等 价 的 . 以 C~(M,N) 记 由 把 
M RA N 的 所 有 无 穷 次 可 微 的 映射 做 成 的 集合 ， 
其 中 引入 了 惠 特 尼 C^ 拓扑 .映射 FEC” (M,N) FR 
为 CT RGEB CE FETE f FEC? OM NOB BS BU, 
使 得 U 里 的 每 个 映射 都 C" 等 价 于 Fox 
C” (AM,N) 里 的 邻 域 , E48 U 里 的 每 个 映射 都 的 
扑 等 价 于 f, 则 称 f 为 拓扑 稳定 的 . 于 是 ,所 有 稳定 
映射 组 成 的 集合 是 映射 空间 C”(M,N) 里 的 开 集 . 
无 论 是 从 理论 的 角度 还 是 从 实际 背景 来 考虑 ,有 兴 
趣 的 问题 是 研究 稳定 映射 . 因此 ,重要 的 问题 是 : 稳 
定 映 射 是 否 有 普遍 性 , 即 它 们 是 否 足 够 多 ,使 得 任何 
一 个 映射 都 可 用 稳定 的 映射 来 和 逼近 它 ? B Math- 
er,J.N.)F 1971 年 证 明了 下 面 关 于 稳定 性 的 基本 
定理 : 设 M" LN". 是 两 个 微分 流 形 , 所 有 逆 紧 C” 稳 定 
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映射 在 映射 空间 C™~CM”,N") 里 做 成 秽 密 子 集 的 充 
分 必要 条 件 是 m,n 满足 下 面条 件 : 记 s=n—m, 

l.34 524 ff ,n<7s+8. 

2. 当 3 之 s 宇 0 AY on 75s4-9. 

3.324 s— —1 时 ,n 二 8. 

4. 当 5— —2 WY ,n«6. 

by 9 — 8 m ne. 

C^ A TE (C7 stability) 
H”, 

拓扑 稳定 性 (topological stability) 
射 的 稳定 性 ” 

映射 芽 的 右 - 左 等 价 (right-left equivalence of 
map-germs) ”两 个 映射 之 间 的 一 种 关系 . 指 两 个 映 
射 经 过 其 定义 域 及 值 域 的 坐标 变换 后 可 以 把 一 个 变 
为 男 一 个 . 设 f,g:(R",0) 一 (R*,0) 是 两 个 可 微 映 射 
F, ATE CMa IB RFA: CR",0) > (R^,00 RI k: 
(R^,0) (R^, 0) ,使 得 右 图 f 
EM BD k e f— go h, MR F0) — (R 0) 
RHE SS eRCHEA , | 
等 价 的 . E hok WE C tk 
PAF, WK SAG g HEC (Q'.O 
右 - 左 等 价 的 . Ehk (XE | 
Re. WK f 5 g 是 拓扑 右 - 左 等 价 的 . 记 ox —9 
XL Ge 96,27 的 定义 参见 “映射 芽 的 右 等 价 ” 和 “ 映 
射 牙 的 左 等 价 ”). 群 -x 自然 地 作用 在 C™(n,p) 上 ， 
这 里 C (rn,p) 记 C™ 可 微 映射 芽 f:(R",0) 一 (R?,0) 
之 全 体 , 即 

A X C^(n,p)-C"O,p, 
[(, b), f ]— ko fh, 
f 5 g 右 - 左 等 价 当 且 仅 当 存 在 (4h,&)E ow 使 
i =p 

WE f 5 g 属于 群 -o 作用 下 的 同一 个 轨道 . 

C^ -ZrE8E HCC” ringt-left equivalence) M 
“映射 芽 的 右 - 左 等 价 ”. 

C 和 右 - 左 等 价 (C” right-left equivalence) J 
“映射 芽 的 右 - 左 等 价 ”. | 

Be 5j SF A A S t right equivalence of map- 
两 个 映射 之 间 的 一 种 关系 . 指 两 个 映射 只 
经 过 其 定义 域 的 坐标 变换 后 p 
便 可 以 把 一 个 变 为 另 一 个 
i f,g:(R”",0) 一 (R*,0) 是 ] "d 
两 个 可 微 映 射 芽 , 车 存在 C” | 
微分 同 胚芽 :CR",0)- ROO 
(R",0) 使 得 右 图 是 交换 的 ， 
即 f 二 g。h, 则 称 了 与 g RASH. E h ECMA 
分 同 胚芽 , 则 称 f 与 g BC RSH. Ah ME 
胚芽 , 则 称 f 与 g 是 拓扑 右 等 价 的 .可 以 换 一 角度 
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JL," 可 微 映 射 的 稳定 


见 “ 可 微 映 


(R^,0) 


germs) 


来 说 ,所 有 C” 微 分 同 胚芽 h:(R",0) 一 (R",0) 相 对 
于 结合 映射 运算 做 成 一 个 群 , 记 为 a BARI 
作用 在 C~(n,p) 上 ,这 里 C~(x,p) 记 C” 可 微 映射 芽 
了 :(R",0) 一 (R*,0) 之 全 体 , 即 

XC Ds np»), 

Cerf eJ wd 
f 5 gh SEHE B DUÓSTETE h€ vC gf o hi 
BU f 5 g 属于 群 统 作用 下 的 同一 个 轨道 ， 

BR St SF AY da T SS Ut (topological right equiva- 
lence of map-germs) ” 见 “ 映 射 芽 的 右 等 价 ”. 

AR 5j SF AY Zr SE Wr Cleft equivalence of map- 
germs) 两 个 映射 之 间 的 一 种 关系 . 指 两 个 映射 仅 
经 过 其 值 域 的 坐标 变换 后 便 可 以 把 一 个 变 为 另 一 
个 . 设 f,g:(R",0) 一 (R*,0) 是 两 个 可 微 映射 芽 , 若 
存在 C” 微分 同 胚 芽 :(R*,0) 一 (R*,0) 使 得 下 图 是 
交换 的 , 即 g 二 &。f, 则 称 f f 
与 g 是 左 等 价 的 .车 是 CR 0 T Quo 
OS UIE. WK /与 & 是 S| 
C 左 等 价 的 .在 & 仅 是 同 胚 
F WKS 与 g 是 拓扑 左 等 (R^,0) 
ffr B3. 换 一 角度 来 说 ,所 有 | 
C^ fk ^y IR] AE k: (R^ ,00 — CR^ , OO FAT FG BR 
运算 做 成 一 个 群 , 记 为 L Z 自然 地 作用 在 
C° (nsp) EXE C Cn, p) w C A GRR A OF: 
(R^,00—(R^,00 2 Is , B] 

L X Cln, p)— CP) 

(kf) hf, 
75 § Ac 55 ffr 24 ELT A TE TE REL ,使 g—k* fap 
即 f 5 g BTR SY 作用 下 的 同一 个 轨 送 ， 

映射 芽 的 拓扑 左 等 价 (topological left equiva- 
lence of map-germs)” 见 “映射 芽 的 左 等 价 ”. 

光滑 映射 在 一 点 的 稳定 性 (stability of a 
smooth mapping at a point) 光滑 映射 在 一 点 局 部 
经 小 扰动 后 本 质 不 变 的 特性 . 设 M" LN" 是 两 个 微分 
流 形 ， pE M",q = f 


fip f:U—> N" 是 光滑 MOUOV WCN" 
映射 ,U 是 点 p 的 邻 域 . a | 
车 对 于 任何 足够 接近 于 -> 

映射 BEA T:U—~ —— MU N" 


入 ,都 存在 点 p 和 点 9 的 邻 域 V f W.pcvcuc 
M",q€ WC N' Wk ^r I] E CA, A: VU AW 
入 ,使 得 上 图 交换 
M'DUDV wen’, 
Bp 
ka ff obs 

NEES p EREK. IX HOJA 5A EAM 
称 f 在 点 p 是 拓扑 稳定 的 . Æ M", N” 是 解析 流 形 ， 


f FEAR BRST, EL XX RS ACRI e és FECIT I, DUI RR 
SEA p 是 解析 稳定 的 . 于 是 ,有 下 面 阿 诺 尔 德 
CApuo/b;ii, B. 11. ) 定 理 : 设 U 是 原点 OCR’ 的 邻 域 ， 
fF iU—R" 是 解析 映射 ， 

f(00)—0, y—f xr), y; fi mp ms tx). 
若 在 r= 的 邻 域 里 存在 下 面 ”个 分 析 式 
xiE=df(x)* HiGOo--K;f G2 G1,2,7), 
则 映射 在 点 O 是 稳定 的 . 这 里 天 是 nXn 阶 单位 
FEE df Cx) SES 的 雅 可 比 和 矩阵 ,五 ;(x),K;(y) 分 别 
是 zx 一 0,y=0 的 邻 域 里 解析 的 nXn BYR. 

光滑 映射 在 一 点 的 拓扑 稳定 性 (topological 
stability of a smooth mapping at a point) W% 
映射 在 一 点 的 稳定 性 ”. 

解析 映射 在 一 点 的 解析 稳定 性 Canalytical sta- 
bility of a analytical mapping at a point) “st 
映射 在 一 点 的 稳定 性 ” 

阿 诺 尔 德 定 理 (Arnold theorem) 
射 在 一 点 的 稳定 性 ”. 

A St SF AY A BR OR XE ME (finite determinacy of 
map-germs) ”映射 在 一 点 的 局 部 性 质 , 它 可 以 由 其 
在 该 点 的 泰勒 展开 的 有 限 项 所 决定 . 设 入 ,P 分 别 
E n 维和 zp 维 的 两 个 微分 流 形 ,XEN,yEP, 以 宛 
记 所 有 可 微 映 射 芽 f;(N ,zx) 一 (P,y) 做 成 的 集合 . 
粗略 地 说 , 称 一 个 可 微 映 射 芽 了 是 有 限 决 定 的 ,者 
选 定局 部 坐标 后 ,f 的 泰勒 展 式 前 有 限 项 做 成 的 多 
项 式 映 射 与 了 等 价 .精确 定义 如 下 : 设 LiB, 
KL, APSHA, L, A 1 7€ 的 定义 参见 
“映射 芽 的 右 等 价 ”,“ 映 射 芽 的 左 等 价 ”, “映射 芽 的 
右 - 左 等 价 ” 和 “映射 芽 的 接触 等 价 ”),fE 光 , 称 了 
相对 于 群 € 是 & 决 定 的 , 若 对 任意 cor, RB 
Ffa = jea) ,都 有 了 的 2 轨道 包含 g, 即 映射 
芽 了 与 g 相对 于 2 Sth. 4 k=, MPP f 是 无 限 
决定 的 . 对 于 一 个 映射 了 , 若 存 在 一 个 正 整数 & 使 得 
J Æ k REKI S EA RRE R. 

有 限 决定 性 理论 是 由 玛 匡 (Mather,J. N. 2 3€ Æ 
的 ,他 于 1969 年 证 明了 有 关 的 基本 定理 . 以 CC(N),， 
CCP), 分 别 记 由 所 有 可 微 函 数 芽 CN,z) 一 R,CP，,y) 
>R 做 成 的 集合 ,它们 是 实数 域 R 上 的 代数 ,分 别 含 
有 惟一 的 极 大 理想 mom. 由 映射 芽 Of Na) 
(P,y) 导 出 同 态 Sf :CCP),-CW), A RECP), 
有 Fh) =h. TPRP KW 


切 从 . 设 可 微 映射 芽 CCN) 
一 TP 为 沿 映射 芽 f 的 向 量 x |- 
25 , Bp mT =f, x E m 是 从 


投影 ( 见 右 图 ). 0( 轧 记 由 所 有 一 -~ P 
沿 映 射 芽 KB) Co m EE UN 
的 集合 , 它 是 CCN). 上 的 模 . 以 


见 “ 光 滑 映 


a 点 理 论 


liu? (ON,x)—CN, x), lo»: (P,y)—(P,y) 
WERKIE. TP 记 由 了 导出 的 切 映射 .定义 映 
BI tf ,wf 如 下 ( 见 下 图 ): 
Geen) OG): 
tÍ.: E un 


0Clo. T Of), 


f | 
OE) pela ede 


Tf 


TN 


AU 


N lv.» 


IP TP 


ZA: 


J lp, y) P 


N ——— P -yY 和 


FIEF, i 

df, H) =dim AN GfL0CX a.) J 

+f*Lm,JOCf)), 
df, £) —dima0 CJ / GfL0G win) J 
t+wflOC1 iw.) ]); 

dCf, HA) — dima8 C /tfL6QOqo.o) ] 

df, L) —dima6 Cf) /wfL 0.0.) 1. 
ca FUE A Y Bm AAR EH aS IR 76.26, 
L, A 中 之 一 , 则 映射 芽 fE. RTRSY AA IR 
决定 的 充分 必要 条 件 是 d Cf, S7 ) «eo. 

映射 芽 的 大 决定 性 (&-determinacy of map- 
germs) 见 “ 映 射 芽 的 有 限 决 定性 ” 

映射 芽 的 无 限 决 定性 (infinite determinacy of 
map-germs)” 见 “映射 芽 的 有 限 决定 性 ”. 

育 点 分 类 (classification of singularities) Jf 
称 三 分 类 . 按 映射 奇 点 的 不 同性 质 进 行 的 分 类 . 设 
M,N 是 两 个 微分 流 形 ,dim M-—m,.dim N= 二 nn, 而 f: 
M--N 是 一 个 光滑 映射 . 按照 映射 了 的 一 阶 微 分 的 
秩 来 给 奇 点 分 类 . p€ M. (dO, TM,— TN sid f 
在 点 p 的 切 映 射 . 44 dim ker(df),=7, MERA p 
为 > 型 的 奇 点 . 映射 的 所 有 > 型 的 奇 点 做 成 的 

合 记 着 TN). (有) 称 为 一 阶 奇 点 集 . 

在 奇 点 理论 研究 中 基本 观点 之 一 是 所 谓 一 般 
性 , 即 ,并 不 关心 对 于 一 个 给 定 的 映射 来 说 它 有 何 种 
类 型 的 奇 点 以 及 奇 点 集 有 什么 性 质 等 ,而 要 研究 的 
是 ,对 于 给 定 的 维 数 mn, — AH, BR f:R”" 一 R” 
有 何 种 类 型 的 奇 点 , 亦 即 ,对 于 把 R" BRB R" 的 绝 大 
多 数 映 射 来 说 ,将 会 出 现 何 种 类 型 的 奇 点 以 及 奇 点 
集 的 性 质 如 何 . HEC Thom, R. ) 提 出 一 个 一 般 的 方 
法 来 讨论 这 个 问题 , 即 通 过 导 网 空间 来 研究 它 . FERS 
的 思想 把 奇 点 理论 的 发 展 推进 到 了 一 个 新 的 阶段 ， 
fi 89 7r EUV E Lom Did om Xn SR d DS 
成 的 m Xn BES BE ZS [A], Lm Did BH Lonn) 
所 有 秩 为 > 的 和 矩阵 做 成 的 集合 , 则 有 下 面 的 命题 : 
Lm sn) d& Lm ,n) B As YE (m —r)n— r2 B] JE TR 
CT UE. Ai, LOn 00 NERIA T UE Lo mn), 
Lim, n), Ly (m,n) 的 不 交 并 ,这 里 g = 

721 


育 点 理论 与 突变 理论 


min(m,n), 称 此 为 上 (m,n) 的 自然 分 层 , 每 个 光 清 
流 形 Lm,n) 称 为 一 个 层 . 由 于 一 阶 导 网 空间 
J (m,n) 与 LCm,n) 有 自然 的 和 等同, 所 以 ,J m,n) 
A BRT J'n,n)=L (mmn UL, i m,m Ue 
UL, (mn) U L;Gn,n),q — min m,22. — Et 5j P] A 
J'(M,N) W A E E J'Onn), VA L, m,n) 代替 
J' Cm yn TEDW ZF BE WIR CM IND B] — T FAA, E 
EAL (M,N). Æ SJ:M>N BHR O): 
M>J' (M, NE f BS — Br Si BRST DRE 
SO ePSOOCLUECOINLB 

这 里 r— m — i. 这 样 通过 在 导 网 从 中 构造 L, (M,N) 
而 得 到 了 E 型 奇 点 的 男 一 个 定义 : 设 f:M>N 是 
一 光滑 映射 ,名 CO BRRCT JI OM «ND IL BE TF RC 
É LM, N), BI 7? CDR LM, ND ,对 所 有 >, 则 称 
f 是 一 阶 好 映射 .车 f 是 一 阶 好 映射 , 则 由 有 关 横 截 
性 的 命题 就 知道 ,这 些 SCP MEMO TRIE. 又 由 
横 截 性 定理 知道 ,一 阶 好 映射 全 体 在 映射 空间 
C™(M,NN) 中 做 成 一 个 处 处 稠密 的 集合 ,实际 上 它 是 
可 数 多 个 处 处 稠密 的 开 集 之 交 . 所 以 ,一般 说 来 , 奇 
点 集 是 微分 流 形 . 特别 地 , 若 微 分 流 形 N 是 实数 
集 R, 即 映射 A: M—R 是 光滑 函数 , 则 f 的 =” S 
奇 点 就 是 通常 的 临界 点 . 

E 分 类 (3 classification) 即 “ 奇 点 分 类 ?” 

2 BSA X type singularity) 见 “ 奇 点 分 
类 ?” 

一 阶 育 点 集 (first order singularity set) J) 
“ 奇 点 分 类 ”. 

高 阶 奇 点 的 托 姆 定义 (higher order singulari- 
ties, the definition of Thom) 高 阶 奇 点 的 一 种 定 
义 . 对 一 阶 奇 点 进一步 分 类 的 一 种 方法 .在 一 阶 奇 点 
分 类 不 足以 充分 刻画 其 性 质 时 可 做 更 细微 的 分 类 方 
法 . 奇 点 的 2 分 类 ( 即 一 阶 奇 点 ) 还 不 够 精细 ,映射 
在 两 个 同一 类 型 2" 的 奇 点 上 ,可 能 具有 极 不 同 的 性 
AS. 因此 有 必要 对 奇 点 做 进一步 的 分 类 , 托 姆 
(Thom,R. ) 提 出 了 一 个 构想 , 先 从 一 个 具体 的 例子 
来 看 托 姆 的 思想 . 考虑 映射 f 如 下 : 


R^—R?, Yi T Tis 
Í: | 1 
(r1,2;)— Cy y22, Y= TT yu. 


f 的 雅 可 比 矩 阵 为 
i 0 


de is 

根据 2 Ha RNE MS (为 平面 上 的 抛物 线 , 除 

去 抛物 线 zi 二 zi 之 外 ,整个 平面 的 其 余部 分 为 

Sf). WAR SAE R? 上 的 光滑 曲线 ,因此 可 以 

考虑 了 在 三 (六 上 的 限制 映射 SSN 

R ,此 时 ,原点 是 JIE E 型 奇 点 , 奇 点 集 
726 


T2 ya 


SAI VA WAL SP). 抛物线 r= 23 除 原 点 外 
其 他 点 稍为 > Bata. aa SFIS) 0 
Sf). 这 样 就 把 f 的 奇 点 集 (7) 进 一 步 分 为 两 
类 奇 点 DPA 1"( 放 .对 一 般 情况 , 托 姆 的 构想 
如 下 : 设 SSMN BHR BARE NE 
M 的 子 流 形 , 则 可 以 考虑 f 在 1(f) 上 的 限制 映射 
ASAD CON. f| X CORB SHA ARI 
Sve Cf), AP Se2(fPy=H=F2(f | 5) , 称 为 了 的 三 > 型 
AA. 这 是 二 阶 奇 点 . BD NRE M 的 子 流 形 ， 
则 可 以 仿照 上 述 构造 三 阶 奇 点 

are) esu CE) 
最 一 般 的 情形 ,可 以 归纳 构造 如 下 :对 于 任意 非 负 整 
数 集 T= lasing uah Æ 

Sf SS CM 

已 确定 并 且 是 MIN FRB. WS SSS) Rid 
Vee Sf), f£ xo:xoo-—N 的 xn 
S GR S W Dee a AP, 

高 阶 奇 点 的 波 特 曼 定 义 (higher order singular- 
ities, the definition of Boardman) 高 阶 奇 点 的 一 
种 定义 . 以 严格 的 不 变 的 方式 给 出 高 阶 奇 点 的 定义 . 
EFE Thom, R. ) 引 进 的 高 阶 奇 点 的 定义 中 ,他 已 
经 注意 到 这 个 定义 有 原则 性 的 缺点 , 即 在 他 的 归纳 
定义 中 ,每 一 步 都 必须 假定 相应 出 现 的 (了) 为 子 
流 形 ,否则 定义 的 构造 就 进行 不 下 去 ,所 以 不 是 对 所 
有 的 映射 都 可 以 定义 高 阶 奇 点 . 而 要 克服 这 个 缺陷 ， 
就 应 该 像 定 义 一 阶 奇 点 时 ,在 一 阶 导 网 从 J? COM N) 
中 以 不 变 的 方式 定义 出 子 流 形 X 那样 ,在 阶 导 网 
从 (M,N) 中 以 不 变 的 方式 定义 出 子 流 形 
Sve, TBR Fk Bap See A we 
子 流 形 Ste FEE SERE] j S Md" (MN) FP 
逆 像 , 即 Sater (f= nnm. 对 于 二 阶 
奇 点 ,这 个 问题 由 列 文 (Levine,H. ) F 1964 年 所 解 
mh, — fA OY BE & (Boardman, J. M.) F 1967 
年 提出 雅 可 比 扩张 概念 所 解决 . 波 特 曼 的 定义 如 下 : 
设 e Cm Fe n] it eR BL BF UBT 是 eO) HY BR AE JL 
理想 ,对 给 定 的 整数 & 之 1, 任 意 选 取 7 的 一 组 生成 
元 fofofo M I MIET EERE Z| A 


AX; 
阶 子 式 所 生成 的 理想 记 为 ALT , 称 为 了 的 雅 可 比 扩 
aK. Mfg «aud 与 生成 元 fisf29 fs 的 选取 无 关 , 也 
和 R" 中 的 坐标 系 (ziyzi， ,Xxw) 的 选取 无 关 , 它 是 


由 了 惟一 决定 的 . HE X84 R2 m if, A=, B. 
这 些 理想 有 下 面包 含 关系 
PCAC A, Cre GA & eGn)s 
# A, 1) 4e(m), iil A (D =e), WRK A, I 
的 临界 雅 可 比 扩张 .引进 记号 AT =A, ual. ETE 
I-cXIc AIC OAIC ec AIC eon). 
假定 AUT 是 了 的 临界 雅 可 比 扩张 ,进一步 考虑 理想 
ANT 的 临界 雅 可 比 扩张 , 设 它 为 Az47, 照 此 继续 下 
去 就 可 以 得 到 一 个 理想 序列 ,ATSA:4AUVS…，, 称 
(zi1,i2，,"…*) 为 了 的 波 特 曼 符号 . 对 于 任 一 可 微 映射 芽 
f: R",0-—((Q,0, S= is Sost Sa), 
由 映射 分 量 方 , 户 ,…, 访 生成 的 理想 记 为 万 ,万 的 
波 特 曼 符号 就 称 为 了 的 波 特 曼 符号 . 对 于 给 定 的 下 
个 非 负 整 数 lists” sieo Ær SE Í: (R",00—(CR", 
VRR EI SAER Gesie), MEKE SY F 


FAR See RRA O S eR Ay 
点 ). 例如 :映射 芽 
(R,0)— (R,0), 
' B — y = T’ 
为 1 型 .映射 芽 
f (R^,0) — (R*,0)0, 
l E > Cy ys yas Ya) > 
Vi TFs Yt， 
y= Fa a Ny 


为 三" 型 的 . 

从 映射 芽 的 波 特 曼 符 号 的 定义 ,映射 芽 f 的 波 
特 曼 符号 中 前 个 整数 仅 依 赖 的 8 阶 导 网 .于 是 ， 
可 以 提出 下 面 的 定义 :大 NUS Onin)eJ'On.n) 
由 那些 有 代表 芽 为 S12 型 的 阶 导 网 组 成 , 则 
有 下 面 两 个 结果 : 

1. Be Niro On n) EJ (myn) J9 dE 2x AY FE 
分 必要 条 件 是 ;mw 之 Si, Se S051, Sm —n; 由 
i,—m-—n1&i-—i-:-—i. 

2.4; Nvv Cm yn FE J' Gn yn) P RE JE SY» DUI 
它 是 一 个 光滑 子 流 形 . 

设 M,N 是 两 个 维 数 分 别 为 m,n 的 微分 流 形 ,k 
阶 导 网 从 (M,NN) 的 纤维 是 .Cm,n), 以 子 流 形 
Site Cm sn AR AE J Om on) HE SF EE AB Bl] — 
IDA Site, Æ f:M>N 是 光滑 映射 ,六 Ff:M 一 
J'OM NÆ f£ BS k 阶 导 网 映射 , 则 (7 E Eea) 
中 的 点 就 称 为 了 的 Site Ap. 

由 托 姆 的 横 截 性 定理 ,推出 下 面 的 命题 :对 于 每 
一 整数 & 之 1, 其 导 网 映射 S RRT ARRET 
流 形 三 ”的 光滑 映射 MN 之 全 体 , 在 映射 
空间 C”(CM,N) 中 是 处 处 稠密 的 . 一 光滑 上 映射 PM 
+N EXE SEX & 之 1, 广 三 横 截 于 所 有 波 特 曼 子 


a 点 理 it 


WE Xe. WE f 在 波 特 曼 意义 下 为 一 般 的 . 此 
时 , 太 的 高 阶 奇 点 集 
Site f= GAP) Sees) 
是 M 的 微分 子 流 形 . A /:M—N 是 光滑 映射 并 且 
在 波 特 曼 意义 为 一 般 的 , 则 有 
Bei f = San ( f| def), 

JE RI LEH 3% (Jacobian extension) J“ hat 
点 的 波 特 曼 定义 ”. 

临界 雅 可 比 扩张 (eritical Jacobian extension) 
见 “ 高 阶 奇 点 的 波 特 曼 定义 ”. 

波 特 曼 符 号 (Boardmam symbols) 
点 的 波 特 曼 定 义 ”. 

玛 尔 格 朗 日 预备 定理 (Malgrange preparation 
theorem) ”分析 学 中 的 一 个 重要 定理 .经典 的 外 尔 
斯 特 拉 斯 预备 定理 在 可 微 函 数 范畴 的 推广 . 设 F(w， 
z15225*** Xn) FETE CxC' 的 原点 附近 确定 的 n+] n 
复 变量 的 复 值 全 纯 图 数 ,并 且 下 (zw,0,… 0) 40. A 
有 Fw,0,…, 0E k BTA. BU k EE 

FF (0, +°,0) 

I F 0 
的 最 小 整数 , 则 称 函 数 F Cw zz. 2 RTA 
w E k KEMI. Æ Fwon toz Dd RT EE w 
E k 阶 正 则 的 , 则 有 FGo.0,:.,0) — w'g Go). xXx H 
g Cw) fe YE C AY Jf. xa BA A A £l BC m EL g (OOF 
Xz s Ln) BT LABS [EL RE X RR Ft ry mitten 
关于 变量 上 是 & 阶 正则 的 概念 , 即 FG,0,…,0) 是 & 
阶 的 . A FEO, ctor JRF t Æ k 阶 正则 的 , 则 
同样 有 FG,0,…,0) 二 tz*g(2), 这 里 g() 是 在 R 的 原 

Sb OR Hy Re ic BE (Weierstrass, CK. T.) W.) F 
1880 年 证 明了 下 面 的 结果 ,该 结果 现在 称 为 外 尔 斯 
特 拉 斯 预备 定理 ,该 结果 断言 : 设 F Cwsg t, 
z,) 是 确定 在 CXC” 的 原点 的 一 个 邻 域 上 的 全 纯 函 
H A F Cw, ozo tsz D RTF w 是 & 阶 正则 的 , 则 
存在 确定 在 CXC” 的 原点 的 一 个 邻 域 里 的 复 值 全 
Ali PR qw s zis z2 ttt za) A TA XE TE C" 的 原点 的 一 
^r 4p 5X E By E B SE EX Ao (215 zz" 
Ari (21 22 ttt Fn) ,使 得 

F(ws2152:g 2») 
= (wt + A, (2, zo mQu 1 十 … 


+ A £3 9209 °** $2) v6 


见 “ 高 阶 奇 


Zn) ss 


十 AG ,25,*,z,2))9Q0,2,,25 72,2, 
q(0,**,0) #0. 
该 定理 是 为 进一步 研究 由 下 (zzi,zz，…z,) 的 零 
点 集 做 成 的 簇 做 准备 的 ,所 以 称 之 为 预备 定理 . 斯 巴 
2% (Spath,H. ) 于 1929 年 进一步 把 预备 定理 推广 为 
(PAS, 
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下 面 类 似 于 除法 算法 形式 的 所 谓 除 法 定理 (外 尔 斯 
特 拉 斯 除法 定理 ): 设 F Cw ,zi,z?*7.z,) Æ M XE TE 
原点 OCCXC'Bg—-^- 453 E B & SH PR C LG Cw, 
Z19 229 ze) A EER OECXC" 的 一 个 邻 域 
LYE BH 4 BR. Flw zizo sz) RTF w 
是 有 阶 正 则 的 , 则 存在 确定 在 原点 OECXC” 的 邻 
XX L8 EARR g(w,zi,z,,…,z,) 和 确定 在 原点 O 
€ C" 的 邻 域 上 的 全 纯 函 数 

FoEr Esyttt ym y ttu raa yug tttm s 
使 得 

1.G 二 gf 十 r, 其 中 

Cy 9 Zn) 
xus dee 
T-ri(zi5z2.,***,2,0U T ro(z45225 **$2,). 

2.9 和 rr 1 是 惟一 的 . 

托 姆 (Thom,R. ) F 1960 年 发 现 : 若 外 尔 斯 特 
拉 斯 预备 定理 对 于 光滑 男 数 成 立 , 则 它 对 奇 点 理论 
将 有 重要 的 作用 .在 托 姆 的 影响 下 , 玛 尔格 半日 
(Malgrange,B.)-F 1962 年 证 明了 下 面 的 重要 定理 
(357K fi BH EH PLE E PRO E Fimo riso fe B 
XE TE RXR” 的 原点 O B SB, E BY 26H SC EC PRU AF 
Ft, risto yz 关于 上 是 有 阶 正则 的 , 则 存在 确定 
在 原点 OCR XR" 的 一 个 邻 域 上 的 光 请 实 值 函 数 
Er Lis Tzs Ln) E TERR OER" 的 一 个 邻 域 
E B 26 8 Sc (B. eR IC Ao CZ1s Los 5. Ln) y AL GPS 
Last y Ly) ,使 得 

F (t, 0, 2.) 
= [f + AG i mtr ee 
十 A Cr 25, *** m, 
3r dum lg(rsstsstt a 
qCO, **,00 #0. 

BER AE: Pyrite, ERE 
原点 OERXR” 的 邻 域 上 的 光滑 函数 ,而 关于 tt 
是 阶 正则 的 , 则 对 任意 确定 在 原点 OERXR” 的 
邻 域 上 的 光滑 函数 GGtzriyzi…z), 都 存在 确定 
在 原点 OERXR” 的 邻 域 上 的 光滑 函数 g(t. 215225 
esr) MEEA OER” 的 邻 域 上 光滑 函数 

ro (ximo ttam, ttm 


使 得 G-—qF-r, # P 
k—1 
o) = re sT? eat od 


对 于 预备 定理 的 应 用 而 言 , 最 方便 的 是 代数 形 

式 的 预备 定理 , 现 叙 述 如 下 : 设 M,N 是 两 个 微分 流 

形 ,pE M.q€ N.Cz OI fli C7 CND 2r Bio M 和 

N 上 的 光滑 函数 在 点 p 和 4g 上 的 芽 全 体 做 成 的 环 ， 

即 可 微 函 数 环 , 它 们 有 惟一 的 极 大 理想 ,分 别 记 为 

m, CM) I m, (N). FA F:OM p) CN. qoi CT ER B] 
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; Fasiti E Ca a 


ELES rds ees 


fiM—N 在 点 2 的 芽 , 其 中 f(p) 一 gq, 了 自然 地 导出 
环 同 态 
COD > C7 DD, 
三 
9e 9f. 

广义 玛 尔格 朗 日 预备 定理 : 设 M,N 是 两 个 微 
4 UE. pE M.q€ NL £F1OM 0 (Ng) CORA 
芽 . 奋 4 是 有 限 生成 的 C> (M) 模 , 则 4 是 有 限 生 成 
的 Cr ON) BERI JE St 4 EAR MEO A / m, N) * AER 
上 的 有 限 维 向 量 空间 . EPR C; (NO YE A 上 的 作用 
是 通过 环 同 态 A 来 确定 的 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 (Weierstrass prepara- 
tion theorem) 见 “ 玛 尔格 朗 日 预备 定理 ”. 

外 尔 斯 特 拉 斯 除法 定理 (Weierstrass division 
theorem) 见 “ 玛 尔格 明日 预备 定理 ”. 

了 玛 瑟 除法 定理 (Mather division theorem) J, 
“ 玛 尔格 朗 日 预备 定理 

广义 玛 尔 格 朗 日 预备 定理 (generalized Mal- 
grange preparation theorem) 见 “ 玛 尔格 朗 日 预备 
定理 ” 

映射 芽 的 决定 性 (determinacy of map-germs) 
反映 映射 在 一 点 的 局 部 性 质 , 它 可 以 由 其 在 该 点 的 
某 些 导数 所 决定 . 设 入,P 为 光滑 流 形 ,XoEN ,yoE 
P Cy 表示 由 无 穷 次 可 微 函 数 芽 CN,zo) 一 R 的 全 体 
构成 的 集合 , Ui o ttt yo} 表示 yo 的 局 部 坐标 ,p 
— dim P. it MW 


(Cy)? = Cy *X c X Cy 


的 R 线性 子 空间 . 给 定 一 个 无 穷 次 可 微 映射 芽 S: 
ON 2,07 (P 5 y) ETE TE FY GBR BT F g: CN ro) 
CP yo) 818 

Ci ge OT tae" EB. cy pre PEM, 
Were Æ S H MEA. ARF SA M i g, 
SR ge 关于 右 - 左 等 价 关系 都 是 C” 等 价 的 , 则 称 S 
是 M 决定 的 .注意 ,在 一 般 情况 下 ,f 的 M 决定 性 
与 点 yo 的 局 部 坐标 的 选取 有 关 , 但 是 , 当 MM 是 Cw 
的 某 个 理想 了 的 p 次 直 积 时 ,就 与 坐标 系 的 选取 无 
X. 

Bk et SF AY iB Yr (approximation of map germ) 
见 “ 上 映射 芽 的 决定 性 ” 


突变 理论 


突变 理论 (catastrophe theory) 一 门 新 兴 的 数 
学 学 科 . 一 种 自然 现象 或 一 个 技术 过 程 , 在 发 展 变化 
过 程 中 常常 会 从 一 个 状态 跳跃 式 地 变 到 另 一 个 状 
态 ,或 者 说 经 过 一 段 时 间 缓 慢 的 连续 变化 之 后 ,在 一 
定 的 外 界 条 件 下 ,会 产生 一 种 不 连续 的 变化 ,这 就 是 
所 请 的 突变 现象 . 这 类 突变 现象 在 大 目 然 以 及 在 技 


术 中 都 是 普遍 存在 的 . 例如 ,一定 质量 的 气体 在 一 定 
的 温度 和 压力 之 下 会 突然 变 成 液体 ,天 气 的 突然 变 
化 会 产生 暴风 十 ,地 壳 的 剧烈 运动 会 引起 地 震 , 容 器 
里 的 几 种 物质 在 一 定 的 外 界 条 件 下 会 发 生化 学 反应 
以 及 胚胎 的 发 育 等 . 这 些 现象 都 是 突变 现象 . 而 微分 
方程 描述 的 现象 都 是 连续 变化 的 ,这 类 不 连续 的 突 
变现 象 无 法 用 通常 分 析 方 法 一 一 微分 方程 去 描述 . 
托 姆 (Thom,R. ) 于 1969 年 在 4 生物 学 中 的 拓扑 模 
型 》 一 文中 ,首次 提出 了 摘 述 突变 现象 的 数学 模型 ; 
其 后 他 于 1972 年 出 版 的 《结构 稳定 性 与 形态 发 生 》 
一 书 中 较 系 统 地 阐述 了 他 的 突变 理论 思想 ,他 用 动 
力 系统 的 拓扑 理论 为 自然 现象 特别 是 生物 学 的 形态 
进化 中 的 突变 现象 提供 了 数学 模型 ,从 而 引起 了 国 
际 数 学 界 的 广泛 注意 及 不 同 见 解 之 间 的 激烈 争论 . 
英国 数学 家 齐 曼 (Zeeman,E.C. ) 是 突变 论 的 积极 
倡导 者 和 开拓 者 ,他 于 1969 年 发 明 的 突变 机 械 对 于 
解释 这 一 理论 起 了 极为 积极 的 作用 ,他 还 将 这 一 理 
论 广泛 地 应 用 于 物理 \ 医 学、 经济 学 以 及 社会 科学 等 
领域 . 托 姆 以 “突变 ”命名 了 这 一 学 科 .“ 突 变 ” 的 器 文 
为 catastrophe, 源 于 希腊 语 katastrohpé, 意 指 灾 难 
性 变化 (因此 有 人 称 突变 为 灾变 ). 

突变 数学 模型 (mathematical models of catas- 
trophe) 刻画 突变 现象 的 数学 模型 . 在 突变 理论 
中 ,一 个 现象 (或 系统 ) 可 以 用 一 个 势 函数 了 来 描 
述 , 即 : 

1. 存在 称 为 内 部 空间 (或 状态 空间 ) 的 流 形 M, 
M Æ n 维 欧 氏 空间 R 内 的 开 集 ,R” 的 点 工 的 坐标 
用 xe = (21 9.02508 9 RS. zi 称 为 内 部 变量 或 状态 
变量 ,一 1,2，……，,7. 

2. 存在 称 为 外 部 空间 (或 控制 空间 ) 的 R^ 的 开 
集 U,U RA u 用 坐标 u= Qui sus ttt s Um) RIR 9U; 称 
为 外 部 变量 (或 控制 变量 ) 或 外 参数 (j= 二 1,2,…， 
m). 

3. 存在 一 个 势 函数 了 , 它 是 MXU 上 的 函数 , 即 
f Cis Zst s xau use ttt ,Um)， 对 给 定 的 控制 参数 
Ui sU ttt Us 系统 的 状态 Cri,T2，… s Ln) DM, [EE PR R 
f 取 极 小 值 . 

在 基本 突变 模型 中 ,m 志 4, 描 述 现象 的 势 薄 数 
f 为 一 个 可 微 函 数 f:MXU->R ,对 应 于 参数 的 势 
函数 f( 即 f(x) 二 f(r,u)) 的 局 部 极 小 值 一 般 确 
定 了 现象 的 一 个 可 能 状态 . 这 一 现象 的 过 程 则 是 这 
些 状态 的 集合 . 大 现象 (系统 ) 发 展 的 规律 是 由 一 个 
依赖 于 外 参数 u 的 状态 空间 M 上 的 势 函数 所 描述 ， 
则 称 为 静 模 型 . 若 现 象 发 展 的 规律 是 由 一 个 依赖 于 
外 参数 的 状态 空间 M 上 的 向 量 场 所 描述 , 则 称 为 
代谢 模型 . 

内 部 空间 (internal space ) 
型 ”. 


内 部 变量 (internal variable) W RDA tA 
型 “. 

状态 空间 (state space) 见 “ 突 变数 学 模型 ” 

状态 变量 (state variable) 见 "“ 突 变数 学 模 
型 ”. 

外 部 空间 (external space) 
mU. 

Sh Sh SP E (external variable) 
型 ”. 

控制 空间 (control space) 
型 “. 

控制 变量 (control varible) 见 “ 突 变数 学 模 
型 . 

外 参数 (external parameter) 
型 ”. 

静 模 型 (static model) 见 “ 突 变数 学 模型 ”. 

代谢 模型 (metabolic model)” 见 “突变 数学 模 
A. 

jr € Z2 dr Ji HH (the Zeeman catastrophe ma- 
一 个 用 以 解释 突变 现象 的 力学 模型 . 它 是 
jr & (Zeeman, E. 
C. ) 于 1969 年 发 明 
的 .用 图 钉 将 图 1 中 
直径 为 一 个 单位 的 。 S 
( 设 它 为 无 重量 的 ) 
圆 盘 固定 在 一 个 平 
板 上 ,使 圆 盘 能 绕 中 
心 4 目 由 转动 . 取 
两 条 长 度 为 1 的 橡 
R85. 第 一 条 的 一 端 
固定 在 圆 盘 的 边缘 
的 定点 C, 另 一 端 固 
定 在 平板 上 的 点 B 
使 4B=2; 第 二 条 
PR Bz 85 BJ — Yi t. [5] 
定 在 点 C, 另 一 端点 
P 93 B mim. 把 自由 
端 用 手 拉 住 ,让 它 在 
圆 盘 所 在 的 平板 ( 称 
为 控制 平面 ) 上 移 
动 . 自由 病 点 称 为 控 
制 点 .每 当 控 制 点 固 
定时 , 圆 盘 就 停止 在 一 个 位 置 上 . 圆 盘 的 这 些 位 置 就 
是 与 控制 点 对 应 的 系统 状态 .用 0 表示 角 二 BA4C ,这 
^" fü 0 刻画 了 圆 盘 的 状态 , 则 当 控 制 点 连续 平稳 变 
化 而 橡皮 勇 保 持 适度 的 紧张 时 ,一 般 地 ,角度 9 也 随 
之 连续 平稳 变化 .但 实验 表明 , 当 控 制 点 了 移动 到 
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见 “ 突 变数 学 模 


见 “ 突 变数 学 模 


见 “ 突 变数 学 模 


chine?) 


图 1 


奇 点 理论 与 突变 理论 


某 些 特别 的 位 置 (突变 点 ) 时 , 圆 盘 会 急剧 地 从 一 个 
状态 跳 唉 到 男 一 个 状态 ( 即 控制 点 的 微小 变化 引起 
9 的 不 连续 的 .跳跃 式 的 变化 ), 这 就 是 这 个 系统 的 
突变 . 在 平板 上 标 出 这 些 突 变 点 的 位 置 ,会 发 现 它们 


图 2 图 3 

形成 曲 边 钻石 形 的 轮廓 线 . 具体 地 , 当 自 由 端 P 在 
曲 边 四 点 形 以 外 时 ,点 P 的 每 一 位 置 仅 决 定 圆 盘 的 
惟一 状态 ;而 在 曲 边 形 内 ,PP 的 同一 位 置 可 能 引起 加 
盘 的 两 个 不 同 的 状态 : 当 己 从 左边 平稳 进入 曲 边 形 
并 接近 内 点 卫 , 圆 盘 平稳 地 移动 到 一 个 状态 ;而 当 书 
从 右边 平稳 地 进入 曲 边 形 并 接近 同一 点 D 时 (如 图 
2), 圆 盘 会 进入 另 一 个 状态 . 

另外 (如 图 3)， 
M DP 从 曲 边 形 的 
一 边 进 入 曲 边 形 又 
穿 出 时 ,在 穿 出 的 瞬 3 
间 〈 图 上 曲 边 的 圆 点 
Ath ) [bal Fa > Ac HE BE BK 
现象 ,从 一 个 状态 跳 
BR sk sh ZEA A 
状态 . 由 圆 盘 和 橡皮 
盘 所 构成 的 这 个 力 
学 系统 就 称 为 齐 受 
突变 机 械 . 这 个 力学 
系统 的 上 述 突 变现 
象 的 动力 学 解释 如 
下 (如 图 4): 设 在 角 
BEA 0 WY — RR 
的 长 度 分 别 为 ese, 
橡皮 筋 的 弹性 系数 
为 4, 点 PP 的 坐标 为 
(u,v), 点 A 为 坐标 
原点 ,系统 的 势能 为 图 4 
V,.OD. 由 胡 克 定律 


V, =e D e]. 
经 简单 计算 可 得 ; 


1 2 
e= |2— cos 0 十 


sin 0 


l 


9 COS ü—u 


2 1 . i2 
十 | sin 0v 。 


由 此 可 得 势能 V 作为 控制 参数 wx, 和 状态 参数 0 
的 函数 的 表示 式 . 为 使 V 在 形式 上 较为 简单 ,可 以 
适当 选取 新 的 参数 a,6b( 只 依赖 于 ww,v) 和 x( 只 依赖 
于 0), 做 坐标 变换 (wu,v,9) 一 (a,5b,X) 后 得 到 V WR 
RAN | 


VzVv,..QGo = Lab ar tbr. 


由 最 小 势能 原理 知 , 在 一 定 的 控制 条 件 下 (a,b 数值 
一 定时 ) ,这 个 力学 系统 的 状态 (z 的 实际 取 值 ) 应 使 
势能 V 达到 极 小 ,即刻 画 圆 盘 实际 位 置 的 z 应 满足 
W a.b 

Ox 


这 个 方程 在 以 (a,5b,x) 为 坐标 的 三 维 空间 中 的 图 像 


一 zx 十 ax 十 6 二 0. 


图 5 

一 般 是 一 个 曲面 M( 如 图 5). M 称 为 状态 曲面 或 突 
变 流 形 , 因 为 一 般 M 上 一 点 表示 圆 盘 的 一 个 状态 . 
将 M 投影 到 控制 平面 (a,56) 上 去 , 当 点 了 在 (a,6 羡 
面 上 的 尖 点 形 区 域内 时 ,同一 个 (a,6) 值 在 投影 映射 
区 下 有 两 个 逆 像 (位 于 曲面 M 上 粗 黑 线 内 ), 即 有 两 
个 可 能 的 状态 存在 .另外 , 当 点 P 从 左 方 进 入 尖 点 
EKETA DAF, M 上 对 应 的 动 点 则 在 点 五 
处 由 曲面 的 上 叶 从 折合 处 跌落 到 下 叶 , 即 所 表示 的 
状态 ( 圆 盘 位 置 ) 发 生 了 突变 . 

控制 平面 (control plane) 
械 ”. 

控制 点 (control point) 

状态 曲面 (state surface)” 见 “ 齐 曼 突变 机 械 ”. 

余 维 数 (codimension) Xf R Æ H ie rp $5 eR Xx 
的 一 种 刻画 . 表示 自然 现象 受 外 部 条 件 影 响 时 ,起 作 
用 的 因素 的 多 少 . AAMA RRO TR BR MU] EB 
即 外 部 变量 (参数 ) 的 个 数 . 在 托 姆 (Thom,R. ) 89 AE 
本 突变 模型 中 , 余 维 数 都 在 1 与 4 之 间 . 在 数学 上 ， 
一 个 定义 在 R" 的 原点 附近 的 可 微 的 局 部 函数 f:U 


见 “ 齐 曼 突变 机 


见 “ 齐 曼 突变 机 械 ”. 


RC RS Ap" d EAR U dE R” 中 包含 原点 的 任意 小 
的 一 个 邻 域 ,“ 可 微 ” 指 f nT DA OR TE X Br B9 fid C 
以 下 同 ) 的 余 维 数 定义 为 


codf = dima| m (32) | 9 


m(n) È E a EZ H, X E dim: 表示 实 问 量 空 间 的 
实 维 数 . SEINE XII XR X i eG) RR — UJ n 76 
的 可 微 局 部 函数 所 成 的 实 向 量 空 间 . 实际 上 ,eln) 还 
ER EHR. Æ f,g€eln),a€R, 则 

(Tg) —fGotg(», 

(ie) =F eege); 

(af) (x)=af (r), 
它们 分 别 定义 在 UNV 或 U 上 ,其 中 U,V 分 别 是 了 
Al g 的 定义 域 .m(n) 是 en) 的 子 空间 ,由 满足 f(0) 


=0 的 了 组 成 ,m(m) 是 e(n) 的 理想 , (25) 表示 eoo 
的 另 一 个 子 空间 ,由 形 如 

Saf ae (h; € €(n)) 
的 局 部 函数 组 成 . cod 表示 这 两 个 子 空间 的 商 空间 
的 维 数 (假定 六 (0) 一 0, 即 原点 O 是 的 临界 点 ,这 
是 突变 理论 中 遇见 的 状态 函数 都 能 满足 的 ,从 而 有 


(2L) cm o). 车 codf 为 一 整数 , 则 了 称 为 有 限 余 


维 的 ;否则 , 称 为 无 限 余 维 的 . 

有 限 余 维 数 (finite codimension ) 
数 ” 

无 限 余 维 数 (infinite codimension) 
m. 

局 部 函数 (local function) WMR AR”. 

结构 稳定 性 (structural stability) 突变 理论 的 
基本 概念 与 基本 问题 . 反映 在 近似 相同 的 条 件 下 ,所 
得 结果 也 近似 相同 的 特性 . 在 科学 实践 中 ,自然 要 求 
实验 的 可 重复 性 :相同 的 条 件 总 能 得 到 相同 的 结果 . 
但 这 只 能 是 一 个 理想 的 主张 ,因为 绝对 相同 的 条 件 
与 绝对 相同 的 结果 都 是 不 可 能 的 .因此 ,人 们 实际 上 
期 望 的 是 在 近似 相同 的 条 件 下 的 重复 实验 能 得 到 近 
似 相 同 的 结果 . 这 种 自然 的 .实际 的 重复 性 , 称 为 结 
构 稳定 性 . 很 自然 的 看 法 是 , 几 能 重复 观察 到 的 事物 
都 必 是 结构 稳定 的 .结构 稳定 性 包含 两 件 事 : 

1. 什么 样 的 条 件 被 认为 是 近似 相同 的 ? 或 者 说 
人 允许 条 件 的 何 种 小 扰动 . 一 个 稍微 理想 化 的 物理 例 
子 有 助 于 说 明 这 一 点 .一 个 巷 挂 在 真空 中 的 无 摩擦 
摆 在 规则 地 摆动 .用 一 个 稍 大 一 点 的 初始 推动 来 干 
扰 它 一 下 , 它 仍 将 用 几乎 同一 个 周期 继续 规则 地 摆 
动 . 在 这 个 意义 上 说 ,这 个 系统 是 结构 稳定 的 . AT 
扰 用 放 人 一 点 空气 来 代替 , 则 摆动 将 逐渐 消失 .在 这 
个 意义 上 说 , 它 是 结构 不 稳定 的 .但 是 ,看 只 注意 仅 


见 “ 余 维 


见 “ 余 维 


突 E 理论 


持续 50 个 摆 幅 的 实验 , 则 察觉 不 到 变化 ,而 它 又 是 
构造 稳定 的 了 . 最 后 , 回 到 无 空气 系统 的 原来 的 扰 
动 ,但 着 眼 于 在 一 年 (或 更 长 ) 的 时 间 内 ,持续 性 就 会 
有 本 质 上 的 差异 ,再 次 不 稳定 . 

2. 什么 样 的 结果 被 认为 是 近似 相同 的 ? 或 者 说 
何 时 两 个 结果 是 同型 的 ,这 便 是 对 状态 的 等 价 性 的 
种 类 的 要 求 . 

上 述 讨论 用 数学 语言 描述 如 下 :一 个 现象 的 势 
函数 为 f:R”"XR”" 一 R ËR Cu) ER” XR”. PR SH 
结构 稳定 的 , 知 对 于 任何 充分 小 的 图 数 pR” XR” > 
R( 即 户 本 身 及 所 有 偏 导 数 在 原点 O 的 某 个 邻 域内 
的 值 都 很 小 ),f 十 p 与 f 是 光滑 等 价 的 , 即 ; 

1. 存在 可 微 局 部 映射 y. RXR” R” ,使 得 对 每 
个 wR”, BRAY y, R" >R", y(r) =y lru) E RRA 
4] RI Bf. 

2. T£ Tk Joy Bb i oy IR] S e: R"—R". 

3. FF TE s) BB n] GA PRB Y RR ,使 得 

CFT p) (2,0) — f Cy, GO elu)) +Y Cu) 
COrsu)€h XR^). 
FA“ ay BB 8 C, OALE RXR” 的 原点 附近 “可 
bl 48 BER BT Mi PEE. 

FE 38 4} 3$ zE 38 (Thom classification theorem) 
突变 理论 的 核心 定理 . — A Jay BB ea BU RLU 
R, 称 为 一 个 奇 点 , 若 SO =0,af/ar,(0)=0 (一 
124558491); 全 体 奇 点 集 为 m! (n). x fgE mn), 
a FF TE Jr BB Gk Ot TA Ah UV ,使 

f(z)=g[lh(zr) | (x€U»), 
则 称 S A g 是 同 构 的 (或 等 价 的 ), 记 为 fog ,这 里 
“Jay BB ot SP [A] AE 六 "是 说 ,六 是 一 个 局 部 坐标 变换 ,使 
h MERKRA RAR SUM 分 别 是 f,g 
的 定义 域 . 托 姆 (Thom,R. ) 用 奇 点 理论 的 方法 证 明 
了 下 面 的 分 类 定理 :和 若 fem (n),1<codf<4, M 

fr se i yy 
~E gl T, H >) Ga? 

(e 一 1 或 一 1 7 一 1 或 2)， 

ER g APS 7 种 奇 点 之 一 : 


4 
TI 
5 
X1 


a 


zr tri 
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育 点 理论 与 突变 理论 


AA (singularity) — IL" TE 1B 47 E”. 

JFfr(unfolding) 突变 理论 的 基本 概念 . 突变 
现象 的 势 函数 称 为 一 个 奇 点 的 开 折 . 函数 7:R" 一 R 
的 一 个 > 开 折 ~, 亡 是 一 个 函数 FIR XR 一 R ,满足 

f Gra, ,0)—7x1,255***1,), 
r 称 为 开 折 的 维 数 .因此 ,7 的 一 个 > 开 折 可 以 看 做 
是 有 > 个 参数 的 一 族 宛 元 国 数 ,7 是 族 中 一 员 , 对 应 
于 参数 u 一 (0，…，0). 75 E 7 的 各 个 开 折 之 间 的 关 
RK ,了 ),(s,g) 为 7 的 二 开 折 .从 (vr, 了 ) 到 (s,g) 
的 态 射 (pg,y,e);(r, 了 有 ) 一 (s,g) 为 满足 下 列 条 件 的 映 


Ss. cr» 


HTHJH Cp pse): 
1. e: R'XR'—R'"XR' ,满足 

Qr 25, *** 4,30, 0) = (x4 055 *** 07490, ***,0). 
2. J:R'R' 满足 r, ° G= he n, HEP nuR'XRB 


—R r RXR >R ARB. 
3. e; R'—R 满足 f/—g» pte m, e(0)=0. 
VERE PR FFT Gr DAMA G e) Agp OS SE BJ. 
34 o. d FE toy IR] AE , 称 射 式 是 同 构 映射 .7 的 开 折 
Gr. f), Gg) AIMEE MW 
(r,f)+(s,g)= (rs, fig—7), 
其 中 
C-Eg—9 ru v= fr uu) tg rv) —7(7). 


2 BJ r XE TS JE T Cr MA 
Ta 341 Us sUr) — 7 mri x2» *** rs) 
E UA G.A G-G-cTs,.f). 
rjF3rG-unfolding) — JL"JF 3T". 
FF Hr BY 4E AW (dimension of unfolding) W “X 


Btst(morphism) Jl “Fre”. 

诱导 开 折 (induced unfolding) W“ Jr". 

5E HAH (constant unfolding) Jl “FHT”. 

通用 开 折 (versal unfolding) 一 类 最 基本 、 最 
重要 的 开 折 . 奇 点 7 的 一 个 开 折 称 为 通用 开 折 , 行 7 
的 任何 开 折 均 可 从 它 诱 导 . 通用 开 折 是 结构 稳定 的 . 

HREM: 

l. S 43 7 有 通用 开 折 当 且 仅 当 7 了 是 有 限 余 维 
的 . 

2.7 的 两 个 ”~ 参数 的 通用 开 折 是 同 构 的 . 

3.7 的 每 一 个 通用 开 折 (s,g) 同 构 于 (ry, 了/) 十 定 
常 开 折 ,这 里 r 是 7 的 通用 开 折 中 维 数 最 小 者 ,f 依 
BT g. 

74 83r 3 (universal unfolding) 一 类 特殊 的 
开 折 . 奇 点 7 的 通用 开 折 ( 若 存在 ) 中 维 数 ( 即 参数 个 
数 ) 最 小 者 , 称 之 为 了 的 万 有 开 折 .由 通用 开 折 及 奇 
点 理论 ,有 下 面 的 结 

1.7 的 任意 两 个 万 有 开 折 辣 构 . 

2. cod 7=r 当 且 仅 当 了 的 万 有 开 折 的 维 数 为 ~. 
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3. cod 2— rbi Cr) b, C2 sb, C fe 


nof) 
的 一 组 基 元 的 代表 时 , 则 
frm) = tb (au, te +8, Cxu, 

是 7 的 万 有 开 折 . 

4.7 的 任 一 通用 开 折 辣 构 于 一 个 万 有 开 折 十 定 
常 开 折 . 

托 姆 (Thom,R. ) 的 7 个 基本 突变 模型 的 热 函 
数 便 是 分 类 定理 中 7 个 奇 点 的 万 有 开 折 . 

基本 突变 (elementary catastrophe) ”突变 理论 
的 主要 研究 对 象 与 基本 内 容 . 指 那些 现象 被 一 个 势 
函数 所 描述 , 且 其 外 参数 不 超过 4 时 , 势 消 数 的 分 
K. 托 姆 (Thom,R. ) 在 分 类 定理 与 开 折 理论 的 基础 
上 创立 的 7 种 基本 的 突变 模型 是 突变 理论 的 主要 内 
容 . 从 数学 上 来 说 ,它们 的 势 函数 即 奇 点 分 类 定理 中 
的 奇 点 的 万 有 开 折 ;从 模型 的 意义 来 说 ,它们 是 外 部 
控制 参数 在 1 与 4 之 间 的 稳定 静 模 型 必 等 价 于 其 中 
之 一 . 这 7 个 模型 如 下 : 


me ”标准 势 函 数 / 
1 Jr 


PSI 十 y) 


E 
Hury tvr twy 双 曲 脐 点 型 


5i] Br d A 
Gr? 4- y!) Hur twy HDB 


roi 
turitv2’+wer 
eh 
4 [x!y4 y! 抛 点 型 


突变 约定 (catastrophe convention) 突变 理论 
的 一 个 基本 概念 . 用 来 确定 在 两 个 或 多 个 平衡 位 置 
中 的 选择 准则 . WE f£:MOXU-—R 为 一 突变 模型 的 势 
PRAEC. 在 点 UCU 的 一 个 局 部 系 是 SIMX {uj} RB 
一 个 局 部 极 小 点 .一 个 过 程 是 一 个 可 微 映射 s: U 
Mili s(w) 是 一 个 局 部 系 或 一 ,wwEU',UV' 是 U 


的 开 稠 密集 . 一 个 突变 约定 是 指定 一 个 过 程 于 势 销 
数 / ,最 基本 的 约定 有 两 种 : 
l. 麦克 斯 韦 约 定 . 对 于 参数 空间 U 中 的 usd 


FAM XC (wj 有 两 个 以 上 的 稳定 极 小 值 时 ,s(x) 总 是 选 
到 绝 对 极 小 值 ( 即 极 小 值 中 之 最 小 者 ). 因此 ,突变 仅 
出 现在 势 函数 有 两 个 以 上 的 绝对 极 小 值 时 (如 图 
1 

M LULA 
定 . 这 种 约定 是 系统 
留 在 原来 的 稳定 平 
全 位 置 上 ,直到 这 个 T 
TEITE 
失 . ersten V WW SAY 
U 中 变化 时 ,过 和 
su) Eh dé JS BY BE A 图 2 


> 
os 


Lg LS 


地 连续 延伸 , 直到 “无 路 可 走 " 时 为 止 ( 如 图 2), 此 时 
稳定 的 平衡 状态 消失 在 一 个 退化 的 临界 点 . 从 而 使 
得 势 f, 有 退化 临界 点 的 的 轨迹 起 着 重要 的 作用 . 
在 齐 曼 突变 机 械 中 , 当 自 由 端 P 在 (u,v) 平 面 上 移 
动 ,从 尖 点 形 区 域 的 右 方 进 入 而 从 左 方 穿 出 时 (如 图 
3) ,在 点 五 处 (而 不 是 在 点 及) 引起 状态 曲面 M EH 
应 轨迹 的 跳跃 . 自由 端 P 移 动 的 轨迹 反问 移动 ,从 
尖 点 形 的 左 方 穿 和 人 ,从 右 方 穿 出 (如 图 4) ,相应 的 M 
上 的 过 程 轨迹 不 在 点 上 而 是 在 点 处 引起 突变 ,这 
便 是 “使 过 程 尽 可 能 连续 保持 ”的 原则 . 

麦克 斯 韦 约定 (Maxwell convention) 
变 约定 ”. 

完全 延迟 约定 (perfect delay convention) J 
“突变 约定 ” 

基本 突变 的 几何 图 形 (geometric figure of ele- 
mentary catastrophe) 基本 突变 的 几何 表现 . 考虑 
PRA V: XXC>R,X Æ n 维 流 形 ,C 是 7 维 流 形 . R 
变 流 形 M( 也 称 平衡 曲面 或 状态 曲面 ) 是 XXC 的 子 
集 , 由 DV.Gx) —0 确定 ,其 中 V.(z) 二 V(r,c),D 是 
Xt e RF. 突变 映射 x 是 自然 投影 niXXC—C 在 
M 上 的 限制 , 即 Xr) =c. SR S RE MP Y Pg A 
的 集合 . 分 收集 B 是 奇 点 集 S 在 突变 映射 X 下 的 像 
X(S). 它 满足 方程 

DV.(x)=0 和 detD’V.(x)=0. 

在 控制 空间 中 那些 使 系统 发 生 突 变 的 点 称 为 突变 
点 . 突变 点 做 成 的 集合 称 为 突变 集 . 考察 分 歧 集 是 突 


WR 


变 理论 的 重要 任务 ,这 一 方面 是 因 它 位 于 控制 空间 
中 , 它 的 点 是 突变 点 的 候选 者 ; 另 一 方面 是 平衡 平面 
一 般 在 高 维 空 间 中 ,所 以 其 几何 一 般 无 法 用 图 形 表 
现在 3 维 空间 中 ,因此 常 以 它们 的 分 歧 集 或 截断 图 
形 来 表示 . 此 外 , 当 系 统 遵 守 完 全 延 返 约定 时 ,所 有 
突变 都 发 生 在 以 分 歧 集 的 点 为 参数 时 ,这 也 说 明了 
它 的 重要 性 . 

突变 流 形 (catastrophe manifold ) 
变 的 几何 图 形 ”. 

平衡 曲面 (equilibrium surface) 
见 “ 基 本 突变 的 几何 图 形 ”. 

突变 映射 (catastrophe mapping) 
变 的 几何 图 形 ” 

4} ll (bifurcation set) 
KJ”. 

突变 点 (catastrophe point) 
何 图 形 ”. 

突变 集 (catastrophe set) 
图 形 ”. 

HERE (the fold catastrophe) 最 简单 的 
基本 突变 模型 . PBR EA RRA vlr) = r° + 
uz. 平衡 曲面 M 的 方程 为 3x 十 二 0. 分 歧 集 为 u= 
0, 它 由 


见 “ 基 本 突 
即 突变 流 形 ， 
Jy" EAR oe 
见 “ 基 本 突变 的 几何 
见 “ 基 本 突变 的 几 


见 “ 基 本 突变 的 几何 


DV (x) = 32* + u = 0, 

DVi) = gr =0 
消去 zz 得 到 .折合 型 突变 的 几何 图 形 ( 平 衡 曲 面 和 
分 歧 集 ) 如 图 所 示 . 


一 一 一 一 4 一 一 一 


燕尾 型 突变 (the swallowtail catastrophe) — 3& 


wW 


u 


/ 
EN 


AB. 2€ AB HS FZ. EY A CV GO = x duxi 
zz 十 zz 平衡 曲面 M 的 方程 为 5x! 十 3ux’ d3-2vx 4- 
to — 0. 4r EX is FH 
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DV (x) = 5zx* + 3ux* + 2ux + w = 0, 
D'V (x) = 20x? + bux + 2v = 0 
确定 . FRG Pe ES EY JL fey RE Cor E Se) n RAR. 
尖 点 型 突变 (the cusp catastrophe) 较 简单 的 
且 应 用 广泛 的 基本 突变 模型 . 它 的 势 函 数 为 V(x) 二 
2z 十 zz 十 wz 平衡 曲面 M 的 方程 为 4r t 2ur tou= 
0. 分 歧 集 为 8u^2- 27v! — 0, E BH 
DV (x) = 4x? + 2ux + v = 0, 
D'V (2) = 127 + 2u = 0 
消去 二 得 到 . 尖 点 型 突变 的 几何 图 形 ( 平 衡 曲 面 和 
分 歧 集 ?如 图 所 示 . 


So LT 


椭圆 脐 点 型 突变 (the elliptic umbilic catastro- 
phe) 基本 突变 模型 之 一 . 它 
HARAV (xy) — Le — 
XY 十 Ww (TX tH y) — ur tvy. Æ% 
@ hi M 是 三 维 曲 面 ,其 方 
程 为 
太一 多 十 2 一 & 一 0， 
GR 
Cx) 
4y E Fe ER C ) 式 外 ,还 需 满足 
2x M — 23 
— 2y —— bcc C 
BB A—4(Ge! — 2’ — y) = 0. 椭圆 脐 点 型 突变 的 几何 
RE (4 tbe SR n FS] Ait an. | 
双 曲 脐 点 型 突变 (the hyperbolic umbilic catas- 
基本 突变 模型 之 一 . 它 的 势 函 数 为 
VGr)—3)-Ty-cTury—ux-—vy. 


=o, 


trophe) 


平衡 曲面 M 的 方程 为 

3 Je x09 ae SO, 
3y 十 wr —v-90. 
4j Ex SS ER C ) 式 外 ,还 需 满足 


6r w 


= (5 


w by 
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BB A-—36xy — w* = 0. 双 曲 脐 点 型 突变 的 几何 图 形 
CFP Ec RO B E Binz. 

蝴蝶 型 突变 (the butterfly catastrophe) 基本 
突变 模型 之 一 . 它 的 势 函数 为 V(r)==z 十 tx 十 ux 
十 vz? 十 wz. 平衡 曲面 M 是 超 曲面 ,其 方程 为 

6x5 + 4tzr? + 3ux? + 20a +w=0. (x) 

4p IE f ER C ) 式 外 ,还 需 满足 30r* + 12tx°+ 6ux + 
2v = 0. 蝴蝶 型 突变 的 几何 图 形 ( 这 里 仅 表 示 出 u= 
0,t 二 0 时 的 平衡 曲面 和 分 歧 集 ) 如 图 所 示 . 


ie See 


抛物 脐 点 型 突变 (the parabolic umbilic catas- 
trophe) 基本 突变 模型 之 一 . 它 的 势 图 数 为 了 VCz， 
y)— y*Ex* y twr t ty!— ux — vy. 平衡 曲面 WM 的 
方程 为 
2ry 十 2wxr-—u-0, 
E cS 
4j I Si Bs Co ) 式 外 ,还 需 满足 
2 y3-2w Zd: 
oa 12y*-F2t 
即 (y 十 w) C6? +t) = a. Ww eR 25 B5 JL fef A 
形 ( 四 维 分 歧 集 的 三 维 截 面 ) 如 图 所 示 . 


C* ) 


0, 


非 基 本 突变 (non-elementary catastrophe) 突 


变 理论 的 研究 对 象 与 内 容 . 它 是 比 基 本 突变 更 复 灯 
的 对 象 与 内 容 . 非 基本 突变 是 正在 被 探索 的 对 象 ,其 
理论 尚未 完成 . UV BE AS DECIR , ERER A HA x 
IA JF Ur TE 2 35 e ORC d vb B] RE. 非 基本 突变 
WE 34 ER AY APR RE SS 的 情形 . 基本 突变 的 
理论 已 基本 完成 ,而 非 基 本 突变 的 理论 正在 发 展 中 ， 
它 的 研究 与 其 他 数学 分 文 , 特 别 是 广义 分 文理 论 、 奇 
点 理论 ,动力 系统 理论 密切 相关 ， 

Bt 稿 孙 伟 志 Fis KAR RPP 

E A RXR KAH KAR WER 
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数学 符号 表 编 写 说 明 


《数学 辞海 ) 第 一 至 五 卷 正文 之 后 , 均 附 有 数学 符号 表 , 提 供 读者 查阅 之 用 . 本 表 所 收 符号 比较 齐全 , 除 包 
含 “ 中 国 数学 物理 名 词 委员 会 ”审定 的 《数学 物理 符号 表 ) 中 的 全 部 数学 符号 外 ,还 收入 了 国内 外 数学 界 已 普 
遍 使 用 的 数学 符号 ,总 共 列 人 数学 符号 1158 个 ， 

一 些 新 兴学 科 , 如 小 波 分 析 、 分 形 几 何 、 数 理 语言 学 ,机 器 证 明 等 ,都 是 20 世纪 中 叶 以 后 发 展 起 来 的 ,这 
些 学 科 的 数学 符号 在 国际 国内 还 不 统一 ,《 数 学 辞海 ) 将 其 收入 , 仅 供 读者 参考 . 

本 表 所 收 数学 符号 并 非 仅 限于 《数学 辞海 ) 的 正文 ,有 的 符号 虽然 在 本 辞书 的 正文 中 (如 模糊 数学 中 的 一 
些 专 用 数学 符号 ) 未 曾 出 现 , 但 由 于 这 些 符 号 已 经 广泛 应 用 于 国内 外 的 教学 、 科 研 、 工 程 技 术 中 ,因此 亦 作 了 
适当 的 搜集 ,以 纵 读 者 . 

数学 符号 表 的 体例 :数学 符号 表 共 设 五 个 横 栏 ,依次 为 符号 栏 、 中 文 名 称 栏 、 英 文 名 称 栏 、 意 义 或 举例 栏 、 
备注 栏 . 

数学 符号 的 编排 分 类 :数学 辞海 》 共 六 卷 ,包含 数学 科学 的 100 多 个 分 支 学 科 或 专题 项 目 , 所 涉及 的 数 
学 符号 种 类 繁多 . 为 便于 读者 查找 而 采取 分 类 编排 . 因此 ,本 表 将 数学 符号 按 学 科 类 型 分 为 以 下 7 类: 

1. 算术 与 数论 :算术 中 包括 最 常用 的 数学 符号 ,如 十 ,一 ,X ,二 ,二 , 闫 等, 它 的 应 用 范围 遍及 所 有 分 支 学 
科 . 数论 则 包括 初等 数论 .代数 数论 .解析 数论 .几何 数论 等 . 

2. 逻辑 与 集合 :包括 数学 基础 .形式 逻辑 数理 逻辑 .集合 论 . 公 理 集 合 论 . 序 与 格 等 . 

3. 几何 与 拓扑 :包括 平面 几何 .立体 几何 .平面 三 角 、 球 面 三 角 、 解 析 几 何 、 高 等 几何 、 微 分 几何 、 凸 集 几 
何 、 距 离 几 何 、 一 般 拓 扑 学 、 代 数 拓扑 学 与 流 形 拓 扑 学 等 . 

4. 代数 学 :包括 初等 代数 、 高 等 代数 、 布 尔 代 数 、 线 性 代数 与 多 重 线性 代数 、 环 与 代数 、 模 与 同调 代数 、 群 
及 其 推广 , 域 与 伽 罗 瓦 理论 . 李 群 与 李 代 数 、 范 畴 论 与 代数 天 理论 代数 几何 、 奇 点 理论 与 突变 理论 等 . 

5. 分 析 学 :包括 数学 分 析 、 实 变 函 数论 复 变 函数 论 .多 复 变 与 复 空 间 .测度 论 . 泛 函 分 析 、 变 分 法 、 函 数 副 
近 论 .调和 分 析 、 流 形 上 的 分 析 、 位 势 论 、 同 分 析 、 非 标准 分 析 、 小 波 分 析 、 分 形 几 何 、 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 、 
积分 方程 与 画 数 方程 .动力 系统 .特殊 函数 等 ， 

6. 概率 统计 :包括 组 合 学 .概率 论 .随机 过 程 、 统 计 学 等 . 

7. 应 用 数学 :包括 计算 数学 .模糊 数学 .生物 数学 .经济 数 学 数学 物理 与 理论 物理 .运筹 学 .系统 理论 E 
制 理论 .通信 与 信息 理论 .测绘 学 力学 .天 文学 数理 语言 学 等 . 

数学 符号 表 的 编排 顺序 :本 表 所 列 数学 符号 ,大体 上 按 它们 在 《数学 辞海 》 中 出 现 的 先后 顺序 编排 . 由 于 
很 多 数学 符号 的 含义 及 使 用 范围 比较 复杂 , 若 要 准确 地 归 入 哪 一 类 ,实际 上 是 很 困难 的 ,因而 制订 下 列 编排 
原则 : 

1. 多 学 科 共 用 符号 ,将 其 编 人 最 先 出 现 的 分 支 学 科 中 . 例如 ,运算 符号 十 ,一 ,X ,二 等 ,是 所 有 学 科 共 用 
的 ,就 编 和 本 表 最 前 面 的 学 科 一 一 算术 中 . 

2. 同形 同 义 的 符号 ,就 只 在 某 一 分 支 学 科 符 号 表 内 出 现 一 次 . 例如 ,符号 “R” 在 集合 论 中 表示 实数 集 , 而 
在 代数 学 和 分 析 学 中 也 表示 实数 集 , 其 意义 是 相同 的 ,就 将 符号 “R” 只 列 人 集合 论 的 符号 表 , 而 在 代数 学 和 
分 析 学 的 符号 表 中 不 再 出 现 . 

3. 同形 而 不 同 义 的 符号 , 则 分 别 列 入 相应 分 支 学 科 . 如 “Im” 在 初等 代数 中 表示 复数 的 虚 部 ,而 在 集合 论 
和 代数 学 中 则 表示 映射 的 像 ,就 将 其 分 别 列 入 各 个 学 科 的 符号 表 中 ;又 如 “k ”在 应 用 数学 中 表示 高 斯 常数 ， 
在 微分 几何 中 表示 曲率 ,而 在 特殊 限 数 中 则 表示 贝克 哨 数 ,这 样 便 分 别 将 其 列 入 应 用 数学 、 微 分 几何 、 特 殊 孙 
数 的 符号 表 中 . 

4. 异形 同 义 的 符号 ,首先 将 《数学 物理 符号 表 ) 中 核定 的 符号 列 入 符号 栏 , 而 将 其 异形 符号 列 和 人 备注 栏 ， 
如 几何 中 将 Rt 二 列 于 符号 栏 ,而 将 曾 用 符号 rt 一 和 及 一 列 和 人 备注 栏 ; 其 次 , 凡 目 前 国际 国内 用 法 尚未 统一 的 
异形 同 义 符 号 ,如 代数 中 的 “4 n, AI BRR AR BE A 的 转 置 矩阵 , 则 一 同 列 于 符号 栏 . 

5. 过 去 用 过 ,而 现在 少 用 或 不 用 的 数学 符号 ,本 表 将 其 列 入 备注 栏 , 以 利 读者 阅读 古旧 数学 资料 时 参考 . 
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数 学 符 与 X 


算术 和 数论 (Arithmetic & Number theory) 


E X 或 举例 


加 号 ; 正 号 例如 ,十 2 即 正 2;a 十 5 即 a 与 5 相 加 | 正 号 常 可 略 去 不 写 


减 导 ; 负 号 minus ;negative 例如 ,一 1 即 负 1;a 一 5 即 a 与 5 的 差 


purus Pun ua acad VE dius 例如 , 士 2, 即 正 2 R 2;a+ bb a 加 或 减 4 
xin nare 例如 , 干 2 即 负 2 或 正 2;a 干 6 即 a 减 或 加 6 


或 负 
multiple sign 例如 ,2X 3B 23€ 3: a - b Bl a HES Qc Mee 
了 
比 
除 


除 号 分 sign of division, fraction M a l 
i 数 ( 式 ) 线 | stroke a+b, p a/b, Bl a BREL b, 6b 分 之 a 


plus ;positive 


符 号 中 文 名 称 英文 名 称 


ER 
RE 


X 


» 9 


a:b 即 a 比 6 


exact division 
不 能 整除 nonaliquot alb 即 整 数 a 不 能 整除 整数 5 


限界 整除 bound exact division a* || b Bf at BERR b, 但 att! 不 能 整除 2 
Tyee, | 最 小 公 倍 数 | least common multiple [a15a25*** san | 表示 整数 alyarz, an 的 最 小 公 倍 数 亦 可 用 LCM 表示 
(tm) 最 大 公约 数 | greatest common divisor | (a15a2.* ar) 表示 整数 a1 50299) an 的 最 大 公约 数 亦 可 用 GCD 表示 


a BY n a to the power Se 
Ji GE) MASS UE 


平方 .立方 
平方 根 号 square root sign 


n-th root sign V a X22) Bil any 


aT 绝对 值 ; 模 | absolute value; modules la| RR a 的 绝对 值 或 模 亦 可 用 abs a 表示 
等 


= 2 十 3 一 5 

不 等 号 inequality sign 
JB 4r identity symbol 
小 于 less than a «b Bl a T5 


greater than a>bBlak Fé 
大 于 或 小 于 | greater than or less than | a&b Hl a>b R ab 
小 于 或 大 于 | less than or greater than | a&b Bl ab Ka>b 


小 于 或 等 于 ; less than or equal to 
不 大 于 

大 于 或 等 于 ; greater than or equal to 
不 小 于 


much less than 


> 远大 于 much greater than a 渤 5 即 a 远大 于 5 
approximately equal a^ bHBla£f£jJ5Tb5 A+, AoA 
A equivalent to 1 cm 会 10 km 表示 图 上 1 cm 相当 于 实际 距离 10 km | 曾 用 < , 现 已 不 用 


成 正比 is direct ratio to a oc b 表示 a 与 6 成 正比 


十 
T 

a|b 即 整数 a 整除 整数 2 
| 


a*|b, H att! yb 


例如 ,5* 即 5 B 4 XX; HED 


Va 即 a 开 平方 
4n=3N,R a FY 


< 


PT 


equal sign 
24d- 3254 
a=bBla EFL 


a 委 8 即 a 小 于 或 等 于 0, 或 a 不 大 于 5 一 般 不 用 符号 “三 ” 


4 之 5 即 a 大 于 或 等 于 或 4 不 小 于 2 一 般 不 用 符号 “ 宇 ” 


之 
< 


< a«& b Bl a gst ^ 


es 数值 范围 numerical range 例如 ,5 一 10 即 由 5 至 10 现 已 不 用 “一 ” 
; ; 小 数 点 记 于 个 位 数字 
decimal point 例如 ,8.59 即 8 又 100 分 之 59 后 的 下 足 


记 于 循环 节 的 首 末 位 


循环 小 数 recurring decimal 数字 上 方 


2. 4231 Hl 2.423 123 123 1% 
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ao K 和 X dt 


"TET "n 
百 分 号 | sign of percent 例如 ,5% 即 百 分 之 五 , 亦 即 5/100 [| 
JAg- uenotpemallage 例如 ,5%s 即 千 分 之 五 , 亦 即 5/1000 [| | 
例如 ,5 一 (2 十 1) 
例如 ,3[5 一 (2 十 1)] 
例如 ,2{3[5 一 (2 十 1)j] 一 2) 
vinculum 例如 , (8—2x3)2— 2,01 8 一 2 HER 3… 


无 穷 大 | infinity lim 二 = co Bat 当 z 趋 近 于 0 时 无 限 地 增 大 | 亦 称 无 限 或 无 限 大 | 


E 
«t 
+t 
x 
R 
ae 


Bi 
ie 
中 


parenthesis 
square brackets 


brace 


亦 可 用 a =b Ra t= b 


. E . a def 
a=b 为 定义 ais definition equal tob | 例如 ,a = 如 即 用 如 代表 < 


表示 
A | 等 差 数 列 任 相 邻 两 项 之 差 (后 项 减 前 项 ) 均 相等 ,这 
d NE common difference 个 共同 的 差 d 称 为 此 数列 的 公差 
P 等 比 数列 任 相 邻 两 项 之 比 ( 后 项 比 前 项 ) 均 相等 ,这 
全 个 共同 的 比 q 称 为 此 数列 的 公 比 


例如 ,等 差 数 列 Qa 十 ds,a 十 《一 1)d,…, 前 % 项 
Sn 数列 前 nn 项 和 | sum of the first n terms 


一 ~ 一 、 F | om 
~ LJ — 
ut 
DA 
«t 


ZA S, no 4 209 3 


判别 式 。 | discriminant 例如 , 实 系数 一 元 二 次 方程 ax? 十 br 十 c 0(27-0) | 利用 人 A 可 判别 该 方程 
2 | 的 判别 式 A = b? 一 4ac 根 的 状况 
, {Z} 只 能 是 0 或 正 的 纯 小 数 , 它 满足 :0 委 (z) <1, | 亦 称 分 数 部 分 记号 ， 
(x) 小 数 部 分 记号 AR of decimal part 例如 , (01.2) 50.2, (—1.2) 0.8 亦 记 为 {z} 
sign of integers s _ | WRB zx 的 正 整 数 n RA. 例如， 
p 整数 求 和 号 | ore Za=1+2+3+4+5+6=2] 
senor A AT EEA _ | SAD x HERS n OR AL. 例如 ， 
n«6 
f wu b 对 不 超过 c 的 素数 p 求 和 . 例如 ， 
之 素数 求 和 号 | SEN O Ome NUmoer DA 
1 ; 对 小 于 工 的 素数 p RA. 例如 ， 
f b 
i - Xt n 的 所 有 不 同 因子 d RA. 例如 ， 
f divisor s 7 
d|6 
| von ordner nens. | 对 BUBPSCREIBUT d RE 例如， 
I 除数 求 积 号 ee mensura ei eee 
sign of prime divisor Xin PTA ATA RAH p 求 和 .例如 ， 
Pis KERBCR A'S summation | p =24+3=5 


d|6 
. : vi 对 nn 的 所 有 不 同 素 因子 p 求 积 .例如 ， 
n 素 除 数 求 积 号 sign of prime divisor Verses c: i 
mensuration n 


求 对 X: 从 X1 连 加 到 Xn 的 总 和 9 即 
总 和 号 sign of grand sum 
1 
n : sign of continued prod- 
= uct 
fin [n 


a-b(modn) congruence modulo-z Fl n E& a 及 5 所 得 余数 相同 


non-congruence modulo- 


$M 


= 


uH 


Xa = zy H t: Hee tatn 


i 


求 对 z 从 n ERA x, 的 积 , 即 [Lz = rizez 


a 关 b(modn) | fin KS FH n BR a 及 5 所 得 余数 不 同 


EE Eu of f(x) =g (x) (modp), 即 整 系 数 多 项 式 了 与 g 的 对 | 亦 可 记 为 
恒 等 同 余 identity congruence 应 系数 均 模 p 同 余 (=a ede 


mae ERIE f(x) ZÉ g(x) (modp), 即 f(x) 与 g(zx) 的 对 应 系数 | 亦 可 记 为 
3 不 恒 等 同 余 | non-identity congruence 均 模 不同 余 的 
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| 一 
a! 


E 学 Ff 号 X 


是 一 个 同 余 


2-l(mod 5) 一 3，3-1(mod 4) = 3 


z congruence class of mod- | 包含 -的 模 的 同 余 类 .例如 ， 
Z, 


剩余 类 环 HEE n 的 全 体 剩余 类 对 类 的 加 法 和 乘法 组 成 的 环 EE 


1, pla,H.ad—WX3W8 Inodp) 
—l.Pla.H a ft KIERR (mod p) 


j= Bí 


(m = pi po pis Pi 为 素数 ,(m,a) = 1) 


eA RAS | Kronecker's symbol Du Pr | 


Jh ay T 
除数 函数 din) 表示 的 正 因子 的 个 数 .例如 ,d(12) = 6 2 EM 
ZIN 
: generalized divisor func- wv 12 YXd,L4On 
acid | SOM i 
表示 正 整 数 的 所 有 正 因数 的 和 . 例如 ， . T 


. generalized sum of divi- aln) = din) 为 除数 
广义 除数 和 PRI 30) (2) = 000 为 
除数 和 
p po 
d 3i DENN RSS RA TN US NC [os cs ato 


| Bik de | Legendre's symbol «ETITNELIA 


[8 


4 m 为 奇 素数 时 即 勤 
让 德 符号 


雅 可 比 符号 


Jacobi's symbol 


— 
IE 
——— 


IE 


d(n) 


din) 


daln) 


| product of positive divi- 
Qn) 
l, X n=1 时 ， 
un) 默 比 乌 斯 函数 | Mobius function Hp) 一 4 0, 当 能 被 素数 的 平方 整除 时 ， 
(-1), 当头 为 个 相 异 素数 之 积 时 


KR EF 
函数 I 


Von Mangoldt function 


1 à 
Ay (n) I aeo n RR m(>O) RIF, 
0, 


其 他 


T8 5e 3x [A] different prime factor | 例如 ,w(24) 一 o(23。3) 王 1 十 1 一 2, 即 24 有 2 个 不 同 
数 个 数 numbers 的 素 因 数 


表示 正 整 数 n 的 所 有 素 因 数 的 个 数 .例如 ， 
个 
素 因 数 个 数 | prime factor numbers (24) — 0023-33 —341—4 
ACn) xij 4E ZR PR | Liouville's function À(n)2(—1)9? 


bol of th i en 
r(x) | RR] RYO 00 DO PEME | 表示 不 超过 正 实数 工 的 素数 个 数 . 例如 , 10) = 4 
对 模 m 之 一 特征 X(n) DUE QU 00 = 1 时 有 定义 , 且 
特征 函数 characteristic function X(122£0; 若 a=b(modm), JlllxCa) = XC) X (ab) = 
integral partition func- 


XCa) XCb) 
把 正 整 数 分 成 若干 个 正 整 数 的 和 , 称 为 的 一 种 分 MEN 
UG) 奇 分 拆 。 | odd partition | UG sen Aud E RECEREASE | | 


( 


£ 
3 


a 


2(n) 


Zi (nym) > 1 AY, Dit 


Xn) Yi) = 0 


p(n) 


| 拆 , 以 P GO 表示 分 拆 的 种 数 . 例如,p(4) — 5. 若 限定 
分 拆 中 的 加 数 不 超 过 ~, 则 这 类 分 拆 数 以 p,(n) 表示 
将 所 有 线性 型 依 modm 分 类 , 则 分 类 的 个 数 称 为 模 
切 比 雪夫 函数 9(Cz) 表 示 对 不 大 于 工 的 素数 的 对 数 求 和 


ar) 


2 Inp. rij AGO 4S XR FF ER C 


Fd <x 


"m Ko-EAQ- 
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S K 和 H dt 


符 号 


ER 
B 


f(s) 


中 文 名称 英文 名 称 意 义 或 举 例 


多 项 式 的 次 数 | degree of a polynomial | 9 “*f 二 ,表示 多 项 式 f(x) 的 次 数 为 亦 可 表示 成 degfan 
BKK max(a,by,***,c) Bl a,b, sc 中 的 最 大 数 


最 小 minimum number min(a,b,** sc) B] a,b,c 中 的 最 小 数 


max( ) 


min( ) 


Rt 
na 
up 


无 理 数 化 成 的 连 分 数 
为 无 限 连 分 数 


的 
E 
E= 


> 


Jh uf Hi 6, (a) BAR a 
对 模 m 的 指数 


l 


L z 
Z left association 4 ——B RMF TERE UE A= UB, # iA E B 
左 结 合 于 方 阵 4 
al 十 az e+ ay 
化 成 的 连 分 数 
ind n 指 index WMR n = g* (mod m), WPR a An XET EE m BIA g 为 
i 底 的 指数 , 记 为 < = inden, MBH ind n 
J 98 n)/nC—U] n 示 Ñ 
之 1) 的 下 确 界 | 
ACn) 


= l 1 PS 
78 IR 3E RX Laosas" "Sax ]— a+ ; 即 有 理 数 
Pe 4 二 A(R(0)) 表 示 代 数 数 域 RC9) 的 判别 式 
k 次 剩余 | residue of degree-£ azt=n(modp) (pn) fF. A n 称 为 p 的 k 次 剩余 
n + 


即 集 A 的 渐 近 密 率 为 4(z)/z 当 


6* CA) = lim 
n>co 的 极限 值 
Wm > 1,a,b he BR. S 


asymptotic density of A 


sum symbol | a = See = — (mod m) | , 
其 中 r PAUSE m 简化 的 剩余 系 


We 表示 域 的 单位 群 ,又 a,b EE 有 *, 则 
(a,b) l 

GA T Gz? — ar — by? = 0 dg k PARAS RR, 
一 1, 其 他 情形 


EMT ADR, FA {a,b,c} 表示 二 元 二 次 型 ax? 十 pry 十 cy Ha, 
i "WE nU 设 为 一 固定 正 整数 ,对 任意 正 整数 ,不 定 方程 一 
ái : 5 ai bch eo 十 x 总 有 解 的 最 小 正 整 数 s 


n = xi zi + ee 十 x 总 有 解 的 最 小 正 整 数 s 
S(a) a 的 迹 


Hilbert symbol 


HRO H n RRR, aD = a € RO), aM (R= 2, 
Soe p a HRERS = E a ® 称 为 4 的 迹 


Inu > aig te up ig ee Sieg ae 
N(R) EREA sum of equal powers x$ Eo abe yita te t y aE EAS i 
为 Nk) ,其 中 MisY25*** s Ys 不 是 ZXQ5,12,'** os 的 重组 


使 x. Fr: pom = yi + ys 十 … 十 yp 十 
zb boe bab yb y) br tot SE D b a? 
+ TP + xtti Æ yr! + yt! + eee + ytti 的 最 小 正 
整数 s 用 M) 表示 


S(asX) 特征 和 character sum Sla,X) = Y y (n) edrian/m 
a=] 
m—l 

Srm) 高 斯 和 Gauss sum S(n,m) = eriz am, 其 中 (nz) = 1 
r-—0 


FG) 犹 利克 雷 级 数 F(s) = 2 Io 2 为 f(n) 的 


trace of a 


strong sum of equal 


Mk) 


powers 


例如 »>M2=3,M3=7 
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2 = double module congru- | f(x) E g(x) (modd p,9()) 表示 系数 以 素数 pH 
square divisor 
congruence expression 
number of circle lattice mc 
表示 圆 吧 十 吧 委 工 内 的 整 点 数 


F(x) 一 X fo) a 称 为 朗 伯 级 数 


8,,0,,***,0, JJ ROO) SBR, RO) PHM May + 
75a» tee + ha N ARO) 中 之 整数 ) 的 整数 所 成 之 
集合 为 理想 数 


单位 理想 数 表示 单 扩 域 R(9) 中 全 体 整数 组 成 之 集合 


表示 cusp Bl FG) = (Q2) AZ) 的 第 = 个 系数 . 称 
L(s,X) Ak Fl FC FS RH | Dirichlet series 表示 狄 利克 雷 级 数 2 kon FP mz 1 NHB, 
X 为 mod m 特征 


RTECH, HIS GAD) = Y zs HERE EIE 


森 斯 坦 级 数 ,其 中 D RM SRR RI 
逻辑 与 集合 (Logic & Sets) 


Vr€ A. Pr): ARMA p(x) 对 于 每 一 个 属于 4 的 
cA 


jr€ A. p GO RRA A 中 的 元 素 二 使 
p(X) 为 真 


j!O&3 1!) 表示 存在 
一 个 且 只 有 一 个 元 素 
使 p(x) 为 真 


bra q BS p Kop 是 或 从 一 公理 而 来 ,或 p 是 同 
iB M 


y 和 从 4，yE4 表 示 y 不 属于 4,y 不 是 集 4 的 一 个 元 | PMI AAD, 
e ) 或 AD y 


BRAT FA ixi. EI), iX 
里 了 表示 指标 集 
{rE Al p GOL 即使 命题 p(x) 为 真 的 A PAIR) | 亦 可 用 {zE4: 记 (z)) 
组 成 的 集 表示 集 


ixi »)I253'tt] TEES 由 诸 元 素 Xl Tos Tn 构成 的 集 


Xx 5H t 集合 


N= (0, 
= fee, 


2 } 


复数 集 由 全 体 复数 组 成 的 集合 C" 表示 n 维 复 空间 
正 实数 集 由 全 体 正 实数 组 成 的 集合 | R- 表 示 负 实数 集 


入 和 的 亲信 | co of the I 把 两 个 理想 点 十 co, 一 ce 加 进 实 数 系 所 得 的 集 亦 称 扩张 的 实数 系 


不 包含 于 noninclusion CC4 表 示 C 不 是 4 的 子 集 OR AY FASE XU 


- 
L3 
æ 
“ 


& Ë 
} 


Lm »—1,0,1,2,*- 


| 


a 
ae 


i 
= 
BE 
Ld 


^ 


"m AOBdóR BR 4 的 子 集 "TET 
不 包含 ANC 表示 4 不 包含 C | 亦 可 用 也 表示 


. AU B-—(x|ix€ AVxC€B),F ASFSBHHE MN 


i 亦 可 用 E aM 村 或 
U Ai = Ai U A: U o U4,, 即 诸 集 41,4:,… ,A 的 eT 


a , 


诸 并 集 unions i= Uier 等 记 法 ,其 中 了 
并 集 表示 指标 集 


intersection A()B—(x|x€ AAx€ B).,FRA AS BIS 


集 


Nt 


Nt 
at 


p f 亦 可 用 ns nier 
ME = A N Az N uu N An, 即 诸 集 Ais Az, t ,A 的 或 N 等 记 法 ,其 中 I 
= ief 


intersections 


交集 为 指标 集 


若 了 是 标号 集 4 到 集 族 {X)} 的 一 一 对 应 
Y 广义 直 和 generalized direct sum Xa), A4aeAbH, BAX. X= 2 Wig 
为 X Xa HA WRX) 的 广义 直 和 和 
差 集 elee ANB 表示 所 有 属于 4 但 不 属于 B 的 元 的 集 , 称 为 4 
与 B 的 差 集 


N 
AU 表示 A 为 全 集 , 即 全 集中 所 有 元 素 = 者 局 于 A | 亦 可 用 IOV 表示 


(a,b) RAR ab 的 有 序 偶 JR RJ A (a,b) 
JR AIA 


i (a, 9Q@29°"" sap) 


n 


积 或 卡 氏 积 ， 为 A". 亦 称 直 积 


母 ie Alef 
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lt 
> 
0 


Er 
L 
of 
Jd 
vt 


中 文 名 称 X X m *5 & X 或 举例 


correspond between to | 在 映射 下 元 素 间 的 对 应 符号 ,例如 ,整数 集 的 映射 
qr) = r? RRM ere x? 


mapping f.A>BR ADBER f RR ABR BH 


mS TERES 设 /是 集 4 到 B 的 一 个 双 射 , 则 用 广 ! 表 示 8 到 A | 亦 可 用 Se fr) 表示 
å 的 了 的 逆 映 射 . / 1f 是 4 的 恒 等 映 身 左 . 右 逆 映射 
系 relation aRb 表示 a 与 5 有 关系 R 


fo) 
NEN eas ore te AF CEA REXXY, KR XXY RIRAN | OS ZEROS 


元 素 间 的 对 应 


elements 


ER 
RE 


Ak 


a 
i 


Ik 


关系 
PKA inverse relation 对 于 二 元 关系 ROCXXYJARROCYXXOMREBE BAM eR 时 有 
- 关系 visis 


设 丸 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 ,zE4, 则 称 LzjR XR 
C] 等 价 类 equivalent class 的 等 价 类 , 它 是 由 4 中 那些 能 使 zRy 成 立 的 所 有 元 
Ry 组 成 的 子 集 


uotient set X R 为 集 4 的 一 个 等 价 关 系 , 则 商 集 A/R 即 由 一 切 
等 价 类 组 成 的 集合 

Ower set FH PARLARNE A 的 所 有 子 集 组 成 的 集 , 称 为 
A RYE SE 


设 了 是 集合 4 上 的 一 个 映射 ,BSCSA, 则 f 也 可 看 成 
B 上 的 一 个 映射 称 为 在 8B 上 的 限制 或 收缩 


射影 极限 projective limit Jim A; 表示 A; 的 射影 极限 
ESAM 4 到 8B 的 一 个 映射 , 则 称 4 为 映射 ME 
义 域 , 记 为 dom f 


"m f(A) — ranf . AfAMA Sil B f — ^p BR SELL ACAD | zs uie 2g ROO hid 
为 映射 f 的 值 域 为 ran C 


fldR=domR Urank PKR R 的 域 等 于 R 的 定义 域 
关系 域 domain of a relation 和 值 域 的 并 集 


E SME A 到 集 B 的 一 个 映射 , 则 称 集 B 是 映射 
的 陪 域 , 记 为 B=codomf 


et SER ADS BH PRN, Imi 表示 A 中 所 有 
B 元 素 的 像 构成 的 集 , 称 为 了 的 像 集 


设 了 是 集 4 到 集 妃 的 一 个 映射 ,号 中 元 素 2 的 全 体 逆 
像 组 成 的 集合 f(b) RA HER 


weak order relation axh, a,bC A WE A 存在 弱 序 关系 
strong order relation a-b, a,bC A BĘ A 存在 强 序 关 系 


EX 


" 
E 
e 


E: 


eR 


fis 收缩 ,限制 | restriction 


合成 ,复合 
limsup 


liminf 


a. 
O 
d 


定义 域 domain of definition 亦 可 记 为 DC 


range 


rt 
fan] 
5 
~ 


c 
[n 


亦 称 上 域 


codom 陪 域 co-domain 


In 
. 


Tubo 全 原 像 all inverse image 亦 称 原 像 
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< 强 序 关系 


恒 等 映射 Re 表示 集 4 的 每 个 元 素 都 对 应 到 自身 的 映射 , 称 为 恒 | 亦 称 恒 等 对 应 . 亦 可 
Enns 等 映射 记 为 ea 或 id A 
A E aM AE ema d ies 


自然 映射 natural mapping ng 把 A 的 一 个 元 素 a BR SE E B9 3$ Hr 2IS [a] 2r NAE 


B 的 上 界 upper bound of B 4 二 ubr(B) 表 示 a 是 8B 的 上 界 ,B 是 半 序 集 的 子 集 
BATA lower bound of B a 二 Lbr(B) 表 示 a 是 B 的 下 界 ,B 是 半 序 集 的 子 集 
ord 一 切 序数 的 类 | class of every ordinals 表示 一 切 序数 构成 的 类 


Fe BE cofinality cla 表示 a WHER 


strong cardinal number | K< — lim Ke ,其 中 天 为 正则 的 强 极限 基数 
a—K 


of the limit 


3 


he 
Tm 


R 


ubg CB) 


LbgCB) 


RU 强 极 限 基数 
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JU fg 5 44 Fh (Geometry & Topology) 


second 21°13' 23" ax 21 FF 13 4c 23 秒 


中 文 名 称 
AB, AB | LAJA AB 


IE 
4n 


ABRAM AB. M AB ABM. a AB 表示 圆 弧 
AB 对 应 的 度数 


e 
jn] 
e 


rad12257?17'45"; 


au, 

Se mil 例如 ,25- , 274- 表示 25 9E [1,274 密 位 E 2 TE 
ratio of the circumfer- : 

圆周 率 ence of a circle to its di- | x23. 141 592 6… 表 示 圆 周 长 与 直径 的 比 HE PE 


ameter 


triangle AABC 表示 A,B,C 三 点 连 线 构成 的 三 角形 
HM =A | rieh angle triangle IRTIRA RA ABC 
四 边 形 | tetragon (ABCD 表示 任意 四 边 形 ABCD, 任意 二 字 常 略 去 


Æ JÉ rhombus OABCD #MRBK ABCD X. diamond 


mr 


fü 
三 角形 


RtZ 


L] 


circle OO ik B] O 


从 圆心 到 圆周 上 任 一 点 的 线段 称 圆 的 半径 ,常用 ”或 
RR m 


过 圆心 作 任 意 一 条 直线 , 圆 内 部 分 的 线段 称 该 圆 的 
Bs. Hi d E DRA 


周 长 perimeter EAFA r WAK C= 2rr 
平行 parallel AB//CD 表示 线段 AB EGF CD 
不 平行 non-parallel AB YCD 表示 直线 4 与 CD 不 平行 
平行 且 相 等 | parallel and equal AB // CD 表示 线段 AB 与 CD 平行 且 相 等 


直 perpendicular AB CD 表示 线段 AB HAF CD 


congruence /AABCS/ADEF 表示 人 4BC 全 等 于 八 DEF 


. 


R 半径 radius 


直径 diameter 


u4 
a 


similar AABCOADEF GR AABC FA FADEF 
because “代表 “因为 ”二 字 
therefore .代表 “所 以 ”二 字 


equiangular polygon AB*…E 表示 等 和 角 多 边 形 ABE 多 边 两 字 可 被 省 略 
equilateral polygon 十 4B…E 表 示 等 边 多 边 形 ABE 多 边 两 字 可 被 省 略 


相似 

因 
所 以 

等 角 多 边 形 

等 边 多 边 形 
二 面 角 
棱锥 


er 


a-MN-f 


dihedral angle 平面 a 和 平面 8 相交 于 直线 MN 所 成 的 角 
pyramid 顶点 是 己 、 底 面 多 边 形 是 ABE 的 棱锥 


上 底面 是 多 边 形 4B…E, 下 底面 是 多 边 形 4 B*…E 
BY BERE 


a 
EFE 
[u- 
NN 
[e 
d,D 
EAM 
CN 
ETE 
ECTS 


P-AB rE 


长 方 体 . 棱 台 的 记 法 
和 此 记 法 类 似 


XF 


、 | 


tÈ 


prism 
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SE 
Hk 
d 
mt 


DN area 积 
volume VrAsc 表示 三 棱锥 P-ABC HAR Vinx 表示 某 个 
拟 柱 体 的 体积 


vers TEX versedsine vers x Jj x BBJIE/A RR B Leon eae 
coversedsine, versedco- covers x=1-— sinz, 
covers VN covers x Bg x WRK AR 现 已 不 用 


sine function to the m-th 其 他 三 角 函数 和 双 曲 
sin" x ae: PK A m 次 方 的 表示 
法 类 似 


z i 
AX | OSH 


ap 
Š 


"CIN T : = 一 
cosine Arccos x 
ah fi T — 
PEIES 反正 切 主 值 principal value of inverse UA | E ES 般 值 表示 成 
tangent 2 2 Arctanz 
` . f * lE — 
BERGE UE RAM X principal value of inverse sud en pue 般 值 表示 成 
cotangent Arccotr 
* . ] LI m rm 
— 反正 割 主 值 principal value of inverse -— | O<y<n, B yz 般 值 表示 成 
secant 2 Arcsecr 


—Á fi = — 
arcsin x E E3 + ppt TEE ENS y--arcsin z| Ex | 般 值 表 示 成 
sine 2 2 Arcsinz 


VEBRHHBE 


周期 aside FaH = flx), T ARDEA. T =r ERA x 
E 为 周期 
Ls oR 笛 卡 儿 坐 标 | Cartesian coordinates d t F er R r— ae d yey ve, SERIE ALIE UE E 
坐标 系 
球面 坐标 与 笛 卡 儿 坐 标的 关系 为 
Z 一 rsinbcospy 一 rsingsinp,z 一 rcosO 
m 常用 LY z HE rij zzyZ3 表示 笛 卡 儿 坐 标 , 则 a — xex 印刷 常用 黑体 a, BE 
向 量 的 大 小 称 为 向 量 的 模 
表示 始点 为 4, 终 点 为 B 的 向 量 或 有 向 线段 
单位 向 量 unit vector e—a/la| 表示 a 方向 的 单位 向 量 亦 称 么 向 量 
Crs Cyr€z ober unit vector on the Carte- | [O;i,j,k] 表 示 直 角 标 架 ;LO;er,ey,ei 表示 仿 射 标 
i,j,k dE sian axial coordinates 架 ,其 中 O 为 坐标 原点 , 必 六 天,es,eyez 为 基 向 量 
m # a 的 | Cartesian component of | 设 e=a 十 ao 十 az, 其 中 az 一 zeray 一 yey a. — ze. 称 
z G fz | ee JUS} | a vector a 


arccsc x RABBLE principal value of inverse y=arccsc x | ear eon H v#0| 一 般 值 表示 成 
cosecant 2 2 Arccscr 
X= 0COSQ, y= psing, z =z 
iii idis 
[5] Et 55 module of a vector (ab- HEMM, a, a i ELE aos IMM], lal; la]. 
(绝对 值 ,长 度 )| solute value, length) 
为 向 量 a WK LS} it 


a*b 或 ab 标量 积 或 数量 | scalar product, inner | ?' b = a,b, + a,b, + a.b. 亦 可 表示 成 


积 、 内 积 、 点 积 | product, dot product quo NLIS Yab;a-a-—a (a,b) , (a,b) . [a,b] 
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JL f 与 8 FP 


a X b 是 垂直 于 a,b 所 决定 平面 的 向 量 , 且 
亦 可 表示 成 
(a X bee 


偏心 率 . 


xd [5] BF vector product, exterior | (g,b,a X b) Z R E m) d FRB. la x b| = 
外 积 、 叉 积 product ,cross product 


. 人 人 — 
la||b|sinCa,b 2, HAC a,b) 表示 a,b B8 3e fü 


向 量 a,b,c 的 混合 积 定义 为 由 a,b,c 三 向 量 为 邻 边 
组 成 的 平行 六 面体 的 有 向 体积 


E 


gradient 直线 y= kx 十 2 中 必 称 为 斜率 
b 


在 圆锥 曲线 的 极 坐 标 方程 中 ,7 = 


离心 率 eccentricity 


离心 率 
BIB + = 1(a > b) 中 ,a 称 为 半 长 轴 


semiminor axis LT t3 X —1( b) 中 ,5 PRA F 


tensor product of vector | 若 V 是 nn 维 向 量 空 间 ,W 是 m 维 向 量 空间 , 则 V GO W 
En X m 维 癌 量 空间 的 二 阶 张 量 


BV kn EIE Su HOM Basi iv, 

KERV — VG) -- 92V C9V* © OV" 
——— —M——— 

的 元 素 称 为 (r,*) BIKE 

设 V,W RBEÉ.VGOW — FCV,W)/RCV,W) Ej V,W 

ak 


semimajor axis 


向 量 空 间 
的 张 量 积 


Spaces 


tensor 


< 


< 
y © ^ 


COW 


TrsT zys 
wey T zz; Ti 


群 的 张 量 积 


tensor product of groups 


二 阶 张 量 T 的 | Cartesian component of u 
= glx i one " T rl 2€x ; 
笛 卡 儿 分 量 tensor T T —T e, — T ,,ee, + exez 为 分 张 量 


二 阶 张 量 积 | tensor product dyadic | 两 个 二 阶 张 量 了 与 $S 的 张 量 积 TCS 是 具有 分 量 了 , 
或 并 天 积 product Ser BY DG Bt ok ft 


两 个 二 阶 张 量 T. Sem 二 阶 张 量 了 与 $ 的 内 积 . 它 是 具有 分 
的 内 积 EG. C= = STS 的 二 阶 张 量 


矢量 对 张 量 
的 内 积 


inner product 


T，a 表示 二 阶 张 量 T 与 矢量 a WAR. CE 具有 分 
EG. e 2Tia; 的 矢量 


inner product 


T :S$ 表示 两 个 二 阶 张 量 了 与 $ 的 标量 积 . 它 具有 标 


def 
标量 积 BT: $) —5XTjS; 


scalar product 


透视 对 应 perspective correspon- | 点 列 *(4,B,C，…) 与 线束 SG boc ) EARN Li 
dence 33 SCALB CS A SG buco) 


projective correspon- | 若 [zj 与 [是 两 个 一 维基 本 形 , 则 它们 之 间 的 射影 


xt mic AL JA Lr | 


点 A4,B 与 点 C,D 是 不 分 离 的 , 记 为 A,B C.D 


设 vov Æ K WARSI. = wow, 是 工 的 
生成 复 形 , 令 s xt = vor Umwmor Wry WAAR SUP s*t | 亦 可 记 为 JOK,LO 或 


和 它们 的 面 组 成 的 集合 是 一 个 单纯 复 形 AKAL | KIL 
HK iD KL 


向 量 函数 曲线 或 曲面 的 参数 方程 写成 向 量 的 形式 . 亦 称 矢 函 数 


r'a) = x a), y az O) dn] E eg? rio) 的 导向 
量 , 有 了 时 以 弧 长 ;为 参数 的 导向 量 表示 成 r(s) 


differential werd) 同上 , 若 r@) 在 上 处 的 改变 量 Ar = AAt + 
oCAO CA 为 固定 向 量 ), 则 称 4 D r GOD 在 上 点 的 微分 


若 r(uyv) = aa über JP 
ax ay T1 


亦 称 微 商 或 导 矢 


partial derived GX oy SR 


du’du’dau 
是 rlu,v) 关于 六 的 偏 导 向 量 


偏 导 向 量 ru(U,v) = IR BS tt FR 


vector 


c. 
A ra 
E C 
> 
I 


中 :为 曲线 C 的 弧 长 参数 


单位 切 向 量 | unit tangent vector TO= ORAR i R C 在 一 点 处 的 单位 切 向 量 , 其 亦 可 表示 成 Cs) 


号 中 文 名 称 英文 名 称 E X 或 举例 备 Ë 


T SEG aK 一 一 a b H 
N(s) 主 法 向 量 principal normal vector Nu | PCs) | 表示 曲线 C 在 一 点 处 的 主 法 向 量 ， 亦 可 表示 成 BCs) 
NGs) 指 向 曲线 C. PLAS nj 


亦 称 从 法 向 量 . 表示 
成 Y Cs) 


直线 的 曲率 为 0 


若 C 是 平面 简单 闭 曲 
线 , 则 i; =+ 1 


BG) =T) XNOR HR C 在 一 点 处 的 副 法 向 量 


T,N,B 依次 构成 右手 系 ,它们 构成 一 个 标 架 , 称 为 曲 
线 C 在 已 点 的 活动 标 架 或 弗 雷 内 标 架 
k 曲率 & 是 表示 曲线 弯曲 程度 的 量 . 曲率 & 越 大 ,曲线 
弯曲 程度 越 大 ,曲率 小 ,曲线 弯曲 程度 小 
找 率 是 表示 空间 曲线 扭 手 程 度 的 量 . 挠 率 的 绝对 值 
T K » Hil £x H A Ee BECK » 8 R AY A (L7 E Be H a 


Dé torsion 
度 小 . 3E Tai HR BEE HH 0 
EE 相对 面 率 ”| relative curvature 表示 平面 曲线 弯曲 程度 和 弯曲 方向 的 量 


i, = Jc | k Gods 表示 平面 闭 曲线 C 的 旋转 指标 , 它 


是 曲线 C 的 切线 像 (r — TG) 在 单位 圆周 上 环绕 的 
圈 数 
曲面 > = r(a,v) 上 一 点 Pl(u,v) 处 的 单位 法 向 量 

_ ta Xr 
eS |r Xr] 


对 曲面 r == r(x,z), 其 第 一 类 基本 量 分 别 为 


E =r, tftp F= r, «quur 一 ry * Fy. 


{PTN,B) 活动 标 架 Frenet frame 


副 法 向 量 binormal vector 


旋转 指标 rotation index 


AHS oY (u,v) 
HR (B. roro n fR FF RY 
成 右手 系 


E>0, G0, 


"n 单位 法 向 量 | unit normal vector 


曲面 的 第 一 | fundamental quantities 


E,F,G,gij 


类 基本 量 of first kind for surfaces "c EG — F? -0 
gj =r; trj (5j = 1,2) 
first fundamental form E 第 一 基本 形式 是 正定 
I I = Edw? + 2Fdudv + Gdv? 的 , 它 决定 曲面 的 内 
of a surface | tE I 


fundamental quantities | X} H H r= r(u,v), 其 第 二 类 基本 量 分 别 为 
of second kind for sur- L = Fuu ° n,M = Puy R n,N — Puy * n, 
n (i,j = 1,2) 


EsM N31; 


faces I» cr 
曲面 的 第 二 | second fundamental 
I = 2 Mdud Nd? 

基本 形式 “| form of a surface Ldu? + 2Mdudv + Ndv 


其 绝对 值 相等 


曲面 S 在 已 点 沿 方向 人 的 法 截 线 曲 率 可 作为 曲面 在 
该 点 的 法 曲率 k, 


K. 全 曲率 total curvature K. = | Rosas 表示 曲线 C 的 全 曲率 


kn 法 曲 率 normal curvature 


K, 相对 全 曲率 | relative total curvature 


K, = [k Ods 表示 曲线 C 的 相对 全 曲率 


K = kik: 表示 曲面 $ 在 点 己 的 弯曲 情况 . 曲面 上 的 点 | 亦 称 高 斯 曲率 . 式 中 
可 按 总 曲率 的 符号 进行 分 类 .天 > OM RAH. | Roue 为 其 对 应 的 主 
KOM RE RH AK = 一 0 的 点 是 抛物 点 曲率 


表示 曲面 S 在 点 了 的 平均 曲率 亦 称 中 曲率 
对 曲面 7 — rlu,v), 其 第 三 类 基本 量 分 别 为 


of third kind for surfaces e€ = Ru * Rusf = R, * Rosg = Ny * R, 


" third fundamental form (dac dads d eee ay 
of a surface 

m. de 第 一 类 克 里 | Christoffel symbol of the = 

$ ` Dz; 


| k | 第 二 类 克 里 斯 | Christoffel symbol of the 
iJ 
g 


Gaussian curvature 


fundamental quantities 


4. Bm 
acm i Bij | 9E — at | 


dz* drj dz! 


亦 可 表示 成 D = 
eT il LK AK 


系数 
其 绝对 值 相 等 


(5) = aw ( Se + Be æy) 


托 费 尔 符号 | 2nd kind as ^ ap — ap 


l 


曲面 S 上 的 曲线 C 在 某 一 点 已 的 切 平面 上 的 投影 线 
的 曲率 可 作为 曲线 C 的 测 地 曲率 
指数 映射 exp:Tp -> S 是 曲面 5 上 PP 的 切 平面 Zp 的 
切 向 量 与 曲面 S$ 上 点 的 对 应 关系 . #vE T» PH 


v 的 方向 作 测 地 线 C, 在 C 上 取 点 M. PM = |v| DU 
expy = M 


exponential map 


k 
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A fj 与 H Fh 


在 曲面 S$ 上 过 一 点 已 作 以 单位 切 向 量 “ 为 初始 方向 的 
WY uz C iu = uls) v = vs), WHA CTE P a TE 
称 为 曲面 $ 在 P 点 关于 a 方向 的 测 地 找 率 


AC 


Gauss map 


球面 57 之 间 的 对 应 关系 


deg- 作 一 于 X(S) 表 示 高 斯 映射 度 , 它 由 曲面 拓扑 所 
决定 ,其 中 XxX(5) 表 示 欧 拉 示 性 数 
coordinate neighbor- | U6 是 微分 流 形 吝 的 开 集 ,9 是 微分 流 形 Us 到 Rr" 的 开 


deg M 高 斯 映射 度 | Gauss mapping degree 


{U as Ga} AK En 4D 3, hoods TEE 
U[1Vsz ope JER" BTE R EUN 
Cs CHE C* compatible V) MOU N VO HC pir] e. ERU M, g) 
是 C^ 相 容 的 


(LxY)p=lim + (9-1) «Yee — Yp) 
: NN tx 2 
LxY 李 导 数 Lie derivative 


d 
=a We " Yo tp) =o 


a 9 
Rig = gaT Ti H DaD h — DaD hA Riu = Ri | 亦 称 第 二 类 克 里 斯 托 


9 k 均 称 为 黎 曼 曲率 张 量 费 尔 符号 


Ric(X,Y) = XRGi, XY ,ei), 即 里 奇 曲率 张 量 是 一 
个 (0,2) 型 张 量 场 . 由 对 称 性 知 
RicCX,Y) = Ric(Y,X) 
eS ee eee 
conformal curvature ten- Cija = Riju n— Raga Raga Raga Rigu) + TR ERIK IR aK 
sor 5 (opima) 
(n—1) (n— 2) Ben THAM 


Pl, — RU, — > GR, — 0] RuO POS AERE HUE 


Riemannian curvature 
tensor 


R 


C 


对 于 任意 (91 , (05 c A’ CMD i1. dlo 十 wg ) => dw, 十 


i jki 共 形 曲率 张 量 
dw5;2.d (ei A wo ) = da, A wz 十 C= 1)? a, A dw, ; 3. 


1 AF 
e JE 
Prijs 射影 曲率 张 量 
a # f € ACM). W ddA = 0 
Z°(M.R) 光滑 p 次 闭 | space of smooth p-closed | Z(M, R) = (e|e mE MLA PRA) ® 
形式 空间 | differential form 示 光 滑 p 次 闭 形式 空间 


E f © ACM), Ki df 
恰 是 f 的 微分 


exterior differential op- 


B'(OM,R) = {wlw 是 流 形 M 上 的 光滑 p 次 恰当 形 

X) 表示 光滑 p 次 恰当 形式 空间 

表示 流 形 M 的 第 请 个 德 ， 拉 姆 上 同调 群 . HCM, R) | 亦 称 第 户 个 德 ， 拉 姆 
中 的 元 素 称 为 同调 类 | 上 同调 空间 


B?CM,R) 


H*?CM,R) 


i M Æ n C 流 形 ,PTAM) M EAC 向 量 场 
空间 .MM LW RY HX ZR dE BR SE CVIDODMD X 
(TM) 一 (TM) ,满足 四 条 公理 


一 
& 


对 任意 两 个 不 共 线 的 切 向 量 X,Y TR, 当 dimM = 2 Hj, 
oo R(X,Y,X,Y) KOC YO 恰好 是 M de 
eX XB) — [g(X, YO? P 点 的 高 斯 曲率 


R(X,Y)Z = VxCVyZ) 一 Vy(OV xZ) 
R(X,Y) 曲率 算 子 curvature operator — VunZ (X,Y,Z € PTM)) 


拉 普 拉 斯 - 贝 | Laplace-Bertrami opera- 
尔 脱 拉 米 算 子 | tor 


sectional curvature 


K(X,Y) 截面 曲率 


(Vo) 是 一 个 辛 空间 ,(V,w) 的 自 同 构 的 全 体 构成 
群 GL(V) 的 一 个 子 群 记 为 SP(V ,w) ,特别 地 ,标准 辛 
空间 (K”?,w) A A WRIA S, (2n, KO. E K — R, 
则 把 Spn, K) fj i29 S, (270 ,并 称 为 22 HESE RE 


S, C2n) 辛 群 symplectic group 
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“Hk 


m 
: 
二 
x 
IR 
3t 


M 


TPM 


fsp Tef 


TM 


~ 


N 
4 


f 


EDy 


zd 
J| 


能 量 


能 量 密度 
流 形 的 边界 
切 空间 


在 一 点 处 
的 切 映射 


HJE BO V) AA 


| Vk 8t 


向 量 从 的 
惠 特 尼 和 


HE 
ZEE. 
Vu 斯 蒂 弗 尔 流 形 


Ba) 


B.(Ca) 


CM) 


A* ,d (CA) 


A* ,ext CA) 
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m 
HN 


FF ER 


闭 球 


: 
at 


X X 4 KH 


energy 


energy density 


boundary of a manifold 


tangent space 


tangent map at a point 


tangent bundle of mani- 


fold 


tangent map 


Whitney sum of vector 


bundles 


Euler number 


orthogonal component 
normal space 


normal connection 
orthogonal projection 


metric space 
topological space 
closure 

boundary 


interior 


neighborhood 


deleted neighborhood 


neighborhood system 


wedge sum of topologi- 
cal spaces 


smash product of topo- 
logical spaces 


Stiefel manifold 


open ball 


closed ball 


diameter 
derived set 


exterior 


RMN ARBRE S:M 一 N 为 光滑 映射 了 的 能 
量 定义 为 :E(/) 一 l| 1dfl2x1, 其 中 x1 为 M 的 
体积 元 


符号 条 件 同 上 ,ef) = IT? 

带 边 流 形 M 中 全 体 边 界 点 的 集 

微分 流 形 M 在 PP 点 处 的 全 体 切 向 量 的 集 记 为 TpPM，| TrM 是 实 dimM 维 向 
Try M 在 已 处 的 切 空间 量 空 间 

FM 一 N 是 可 微 映 射 , Ap:TpM 一 TrtPN 称 为 可 | 若 了 是 微分 同 胚 , 则 
微 映射 在 已 E M 处 的 切 映射 VPCM,f.pj it 
(TM,7,M) 称 为 微分 流 形 M 的 切 从 ,简称 TM 为 M 

的 切 从 


B f:M 一 NN 是 流 形 M 到 NN 的 可 微 映射 ,Tf :TM 一 


PET ny Tf:TM T 
TN IRR 
Js "TE MARAE x 7 


TN 称 为 f 的 切 映射 


#,7 分 别 是 nn Hk ER BAT ECE) PED) — B X 
自然 投射 . EODEM, T, B) Ent kR, p | 由 对 角 上 映射 f;:B 一 B 
为 与 7 的 惠 特 尼 和 x B 决定 的 诱导 从 


设 二 (E,z,M) 是 n 维 定向 向 量 从 , 则 零 截面 的 自 交 | 当 $ = 二 TM 时 ,X(6) 就 
数 称 为 向 量 从 的 欧 拉 数 是 M 的 欧 拉 示 性 数 
表示 分 向 量 场 Ue) SRY TER a 


表示 M 在 xz 处 的 法 空间 , 正 交 于 切 空间 TM 
ARR , 


若 M HS HET i V Le M 上 的 法 联络 EE 


+ i) Ht £ 
表示 ROX,YOZ 在 M 的 法 从 N OM). 上 的 投影 . RHR 
是 Mmi 


赋予 度量 4 的 集合 X 称 为 度量 空间 亦 称 距离 空间 


确定 了 拓扑 T 的 集合 XX 称 为 拓扑 空间 EHE 
包含 4 的 所 有 闭 集 的 交集 称 为 4 的 闭 包 ， [E 


它 是 包含 4 的 最 小 财 集 


4 的 全 体 边界 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 边界 
集 4 的 全 部 内 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 内 部 亦 可 记 为 A 或 4 


U(a,6) 二 (xia 一 6 之 zx 之 a 十 6} 称 为 点 a 的 6 邻 域 点 4 
称 为 邻 域 的 中 心 ,6 称 为 邻 域 的 半径 


È Gum (locis -a| EHE a 的 去 心 的 NENNEN 
邻 域 


点 工 的 邻 域 的 全 体 称 为 z 的 邻 域 系 

设 ,为 两 个 带 有 基点 的 拓扑 空间 . xo» yo 分 别 为 
X,Y 的 基点 . 子 空间 XX (y0) U {zo} XYCXXxY 
称 为 X AY HRA 


商 空间 X X Y/X VY 称 为 X,Y 的 碎 积 
V, = (Gere) le; € K",e; *€j 一 ij: lS 

k) FER" Xo X RRP) 的 诱导 拓扑 之 下 ,Vn 为 一 

个 紧 致 流 形 , 称 为 斯 带 弗 尔 流 形 


BOX) 为 度量 空间 ,a € X,e 0,Be(a)= (x € l 
J^ Bla, 
X |d(a, x) < €) 称 为 以 a APA e HR 亦 可 记 为 Bla,e) 


d OK.) 为 度量 空间 ,a € X,e > 0,B.(a) = {xe : 2 
Jh B $ 
X |d(a,x) Se) 称 为 以 a 为 中 心 的 2 闭 球 亦 可 记 为 Bl(a,e) 


设 M 为 度量 空间 (X,d) 的 子 集 , 定义 SCM) = er 
sup{d(z,y)|z,y € M) AR MM 的 直径 亦 可 记 为 diamM 


集 A 的 一 切 聚 点 的 集 称 为 4 的 导 集 


集 A 的 全 体外 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 外 部 ， 
记 为 4 或 ext(4) 


JL 何 与 拓 d 


large inductive dimen- | X Æ EIE Bl zs [8] FR] AWK VOR. AS | 亦 称 布 劳 威 尔 - WES 


Juge | small inductive dimen- | 这 是 在 正则 空间 中 利用 归纳 法 定义 的 维 数 , 若 空间 | 亦 称 门 杰 -S A 


sion X,Y WHR, M] indX = indY 


数 


符 号 
im { 2,A) 


4 f,g:X>Y 都 是 连续 映射 ,T==[0,1], 且 存在 连续 
ANTAA 映射 H.XOXI—Y.[ESX]HDA EX, H, 0)= | XE HERAA f£ Be 
B ý fGO.H G1) =g) Whig 称 为 同 伦 映射 , 记 为 | 的 一 个 同 伦 或 伦 移 
f>g:X>Y 


" = TERT f:X>Y ERMA, E f 的 逆 映 射 连续 , 则 称 f 为 | 亦 称 拓扑 映射 .拓扑 
j 同 胚 , 亦 称 空间 和 5 Y RH XY 变换 


|r| ARRES HH z 的 范 数 或 实 空间 中 向 量 a| 网 氏 空间 的 向 量 x 的 
| 的 赋值 . 记 为 | «| 长 度 概念 的 推广 


di onal Euclid E" =}§ (£1,223 £n) |x: ER) MERE 
5 维 欧 氏 空间 n-dimensiona uciidean - 亦 可 记 为 R^ 
i: d=] 2j Gri— yi)? 
i=] 


H F ER n EREDAR EP", wA P F 
是 实数 域 时 记 为 RP”; 当 FF 是 复数 域 时 记 为 CP". 若 
F 是 四 元 数 域 H. 记 为 HP” 


PE MN cele EM 
5 j H.i ， 


n-dimensional projective 
n 维 射 影 空间 


space 


T” = SIX S! X XS! 


CC.) 链 群 及 是 复 形 ,Cv(K,Z) 称 为 天 的 g ER 亦 可 简 记 为 C,(K) 


2 „gepa | “dimensional homology | H,CK 4) - Z, QC 40 /B OC AXE SIE K 的 以 4 
í i group Wy Fe BOR A n 维 同调 群 
n n-dimensional cohomolo- | H^(X,A)—Z"(K,A0/B"(K,A) m JE K UJ A Og 
H" $ : 
ESTA A UT cian 系数 群 的 维 上 同调 群 
n-dimensional Cech co- v 
homology group H (X) —linH" (NORI X BY n EVI E [o] VALE 
n-dimensional Cech ho- v 
mology group H (X) = limH,CN) 表示 X H n ED I VALE 
-di i lh 
n-dimensiona omotopy z,CX) FE BRA CS", 59) OX 2 B8 [8] (628 8 NEED 
group 
stable homotopy group 悬垂 同 态 Ein,44 S") m uaa G7 3) 34 n>k+ 1 时 悬垂 同 态 亦 称 同 纬 像 
i 为 同 构 , 称 为 球面 的 第 个 稳定 同 伦 群 同 态 


Aia 
"m h diameter of a com. | 单纯 复 形 K 中 诸 单 形 直径 的 最 大 值 称 为 复 形 的 网 
d E ii id dine 


Sgi lx, y) 一 P Sqi(x)Sq*(y) BD r WED BAK 
i 斯 廷 罗 德 
mus 
zi zz 表示 zi 和 zz AEB 
deg 映射 度 | degree of mapping 设 f:S">S" 是 映射 ,a 是 HS") AE RTE Sa (a) | 亦 称 拓扑 度 ,又 称 布 
— pa. 其 中 整数 o 称 为 f 的 映射 度 . 记 为 p=deg(f) | 劳 威 尔 度 


a 边缘 算 子 boundary operator ac 表示 ce 的 边缘 
运算 
Pty) = E PDPO) 即 工 的 斯 廷 罗 德 户 次 
表示 微分 形式 o2 的 外 积 . w A = Ar (oy). 其 中 
o A 1 外 积 44+1 是 反对 称 化 算 子 ,o 是 & 次 矢量 ,7 是 /次 矢量 ,ow 
^7 是 (十 站 次 外 矢量 
751 


数 学 符 号 X 


中 文 名 称 英文 名 称 =z 义 或 举例 f È 
pIE integrable function space | L^((2, Z, (oo pz DEMES a, » bay 
PR 3X 25 [8] of order p 测 而 且 p vx AY BR pw Be BY 4e HE 


Cr 映射 “| C^ mappi WN 是 微分 流 形 ,F:W > Nabe Fog PIU) 一 
pping PV) 是 C™ 的 ,U,V 分 别 是 W,N 的 坐标 邻 域 

本 性 有 界 essentially bounded | L*?(4, B, ORR EGF WATER FG) WM wh 

[E EE function space 全 体 


BX AMIER, E X 的 任意 两 个 不 相同 的 点 都 有 
不 相交 的 开 邻 域 则 称 X 为 豪 斯 多 夫 空 间 


Bra (Eis zz) y = yis yos t2. DPE R* ,定义 


d =A] Xi Gi — x! AER D 称 为 希 尔 伯 特 空间 


Re i & HK Hausdorff space 亦 称 T 空间 


希 尔 伯 特 空间 |， Hilbert space 


. mum "NR 一 个 空间 六 中 的 CW 复 形 是 满足 团 包 有 限 和 诱导 能 
Coo [anen [em oo | 
WHE 55 [n] f£ weak homotopy equiva- | Zi f/:X — Y fé S8 [ME ^5 (fr OX X eU) 
等 价 公理 lence axiom f/f:kn(X,X0) 一 kl(Y,f(zo)) 是 同 构 
RO Roes 表示 X 上 实 向 量 从 的 所 有 稳定 等 价 类 集合 i) aa 4 
g E; 
RS, # | RS,-eroup 表示 X 上 四 元 向 量 从 的 所 有 稳定 等 价 类 集合 


K-group 表示 由 半 群 的 同 态 ES 一 尺 (s) 诱导 的 abelian BE 
KO(X) KO 群 KO-group KO(X) = RO(CX) Q KOU zo} ) 

K K-group K(X) = K(X) © KCéxo)) 

KS p-group KS,CX) = RSX) D KS,({20}) 


wM M: 都 是 紧 致 (无 边 ) MORE BERR 
M,—M; 流 形 的 协 边 | cobordism of manifolds 边 流 形 WW 与 微分 同 且 9W — M, x OUM x O), 
WR M; 与 M: 协 边 


定向 协 边 群 | oriented bordism group | 表示 所 有 定向 协 边 类 的 集合 亦 称 Thom # 


MSO, 
MO, | 


分 次 交换 代数 graded commutative al- MO. = X MO, 


8 
R-group ERX 上 复 向 量 人 处 的 所 有 稳定 等 价 类 集合 
m 


oriented singular bor- 


Xo (XA) 中 定向 奇异 协 边 类 的 集合 


dism group 


p 
graded right module MSO.(X,A) = 3MSO,(X.A) 
MSO,CPt) =a 点 的 协 边 群 bordism group of a point MSO, (Pt) = MSO, 
MSO, CX) 约 化 群 reduced group 表示 增 广 同 态 s. :MSO,(X) 一 MSO, (pt) 的 核 
MO,(X.A) 非 定 向 奇异 unoriented bordism 表示 (X,4) 中 非 定向 奇异 协 边 类 的 集合 
协 边 群 group 


MO.(CX.A) 分 次 模 graded module MO, (X,A) = XMO,CX,A) 
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代 数 zi 


RAS (Algebra) 


D 
qu 


= 
» 
» 


最 大 或 极 大 ymax 一 a 表示 y 的 最 大 ( 极 大 ) 值 等 于 a ri 


1! XX Hy FE double factorial 


始 于 ala product of the n-real 
BT aHBHn 
实数 之 积 


(2011 — 2*4 *6* ** * (2n); 
(2n H 1)!! 12355 ere ae 1) 


例如 ， 
Gu 3 yit No CN B RON BEDI 2-353) 


a 为 实数 ,n 为 自然 数 


numbers by the begin- 


ning at a 


二 项 式 系 数 ，| binomial coefficient, | 表示 从 个 元 素 中 每 次 取出 p 个 元 素 的 所 有 不 同 组 
p :H A combinatorial numbers 合 的 总 数 
P7, ak A7, 选 排列 selections permutation P” = mea = mm — 1v — n + 1) 


P, BR An 全 排列 all permutation 
TS combination with repeti- rutru umm.) 
重复 组 全 tion Hy = Cei ni(m— 1)! 


有 重复 的 
排列 


Un 二 v2", 即 从 mm 个 相 异 元 素 中 每 次 取出 x 个 元 素 允 
许 重复 排列 的 排列 总 数 


P” 
R; = — = Chn — 1)! (mn). %4 m = n A}, R3 = 


n 


permutation with repeti- 


Jh Rie A TT =m" 


E! 


tion 


a 3 = 


亦 可 用 Rig 和 Riy 
分 别 表 示 平 面 环 排列 
与 空间 环 排列 


环 排列 


circular permutation 


pi 


Rez z 的 实 部 real part of z z=atbi (Re z—a) 


arg z 


TS pg RL EU (z = 0) 


l ol 


JRRI FH z* 表示 


| 


A fT JH 
det 方 阵 的 行列 式 determinant of a square 设 4 为 方 阵 , 则 detA 表示 A 的 行列 起 的 行列 式 亦 可 用 
matrix Al 表示 


lAl ie iS PE A 的 范 数 为 A1=(Tr(44' 53 范 数 有 各 种 定义 
Amxn 矩阵 —( Axa 表示 一 个 m ÍT n 列 的 矩阵 9 Caius RIR GJ) 
BK (aij) m xn JU A aij 的 m $T n Fil ^B e 


表 示 主 对 角 线 上 元 素 为 di1,d12，,° 
为 零 的 方 阵 


PEE ARE 
= , inverse of the square ma- | RAM 4 的 行列 式 |4| 关 0, 则 A4A4 ! —A LAST, 
NL EE 


n odan» 其 余 元 素 全 


x 
Tr ^1 
L 


D 


' 把 矩阵 4 的 行 换 成 同 序数 的 列 ,得 到 的 新 矩阵 , 称 为 = 


非 负 矩阵 TER A 中 每 个 元 素 都 是 非 负 的 


Eee positive matrix KEE 4 中 每 个 元 素 都 是 正 的 
ia = (ai,42,'**,a,) 是 一 个 实 问 量 . F CT .dg yt, 
ax 是 aiyaz, yean 的 一 个 排列 且 满 足 ar Sat 之 … 
之 ar Wa £ Car ,ay ,ay ) 是 a 的 不 增 向 量 


4 之 0 


EN 
M 


不 增 向 量 nonincreasing vector 


753 


Er 
性 
ft 
Jo 
ait 


a= (a1,02,***,a,), B — (51,55, sbn) 是 两 个 非 负 
< major than 
A; 


by t by Feed biis a, ta, + e+ a, =b + b2 
+++ bn, WR BHF ao, ix a-P 


Im 
-H 


3c [nj & , WR ar < by QT t ay pod ün o4 = 
formula of sum of prod- 


A Rm X n SAB BE m « n,Per A = Y, Il aoli) 称 为 
a i—] 


A 的 积 和 式 , 其 中 2 EX} (1.2, m) Bi (1,2...) 
的 一 切 映 射 o Se A 


oa din AO n RERE, Ay Ap aes 为 其 全 部 特征 根 , 则 
spectral radius 


2(4) = max |4;| RA 4 的 谱 半 征 
1 
algebraic complement 


ucts 


xn 


在 一 个 行列 式 中 Gj) 元 素 的 代数 余子 式 


minor 


E dn AM AMAR RMA Est A, WIA | 亦 可 用 所 或 adj AK 
i HRR n rJ EE CA; 置 于 第 j 行 第 i 列 交叉 位 置 上 ) | 示 
| 在 一 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 中 ,再 在 最 后 增加 由 
n 方 阵 4 的 主 对 角 线 上 所 有 元 素 之 和 亦 称 追 迹 


rank (A) 矩阵 的 秩 矩阵 (不 一 定 是 方 阵 ) A 中 不 等 于 零 的 子 式 的 最 大 阶 | 亦 可 用 >(4)、“ 秩 A” 
数 称 为 4 的 秩 , 零 矩阵 的 秩 规定 是 零 或 “4 BY 表示 
M, (F), pus 
Foxy oF, n 阶 全 阵 环 


A 


A 
E; 


trace of a square matrix 


rank of matrix 


total matrix ring of order 


域 ERE n A EXA EE RIA A RE TE a A 


换 成 任意 环 R 


BA = apax B= Gps mr X ns 4 PER A 
与 8B 的 直 积 , 记 为 4@B 


B AH nk KHE. A ARRIR ERA RE kA ni 
H BE AA1,4;,… 4, 而 其 余 块 全 为 零 的 分 块 , 则 称 4 
为 A155, 7, A, 的 直 和 , 记 为 
A=A,+A,4 ee + Ar 
HEER ABESTERA RHN A BIA 
A, RARE A FAY SE HE P 
矩阵 4 n) JEU ANKE A’ , 称 为 4 的 埃 
AB OK se FE Be et RE 
E n WER ABER E JESEB EA 相等 , 则 4 称 
为 埃 尔 米 特 矩阵 | 
1 =k), 


a= | 。 (ith) ( ,kR—1,2,*,n) 


亦 称 Kronecker fH. 


更 一 般 地 , 可 把 域 F 
direct sum of a square 


matrix 


Hermitian conjugate ma- 


At 1 


trix 


* A! 
TA KK BEE ORE | Hermitian matrix 


Kronecker's delta 


RE] 多 项 式 环 ee 系数 属于 环 RR 未知 量 (不 定 元 ) 为 x 的 全 体 多 项 式 ，| 如 果 尺 有 单位 元 1, 则 
: s i ea 对 于 多 项 式 的 普通 加 法 和 乘法 组 成 的 环 NOE 一 1 


系数 属于 环 R, RAWEA ning ,7z,( 不 相关 不 定 | MRA RAM 1, 
T) 的 全 体 多 项 式 , 对 于 多 元 多 项 式 的 普通 加 法 和 乘 | 则 规定 x? = 1, 且 
法 组 成 的 环 Ijrj = Xr; 


NE pm f(x) SE 0 中 系数 不 为 零 的 项 中 最 高 次 项 | 让 可 用 9 ony de 


Kn) 
P, m EMI ` H , , 
P, Cr) 4S} [a] B | cyclotomic polynomial S) E ED BIOS n 次 分 圆 多 项 式 , 其 中 6 
Fasc bony 为 nn 次 原 根 
rn 初等 对 称 elementary symmetrical 
ac M 多 项 式 polynomials 35,02 = ZIZ2 十 Xr 十 X243,03 = TIZ23 


例如 ,ziyzzyzs 的 初等 对 称 多 项 式 为 :cl xi + x2 
| 最 高 公 因 式 首 系数 为 1 且 次 数 最 高 的 公 因 式 亦 称 最 大 公 因 式 


E fX 首 系 数 为 1 且 次 数 最 低 的 公 倍 式 亦 称 最 小 公 倍 式 


Rix 3024 


i 才 元 多 项 式 环 | n -ary polynomial ring 
"^"^ 9 Xn 


代 zy 学 
| 符号 “| 中 文 名 称 英文 名 称 意 义 或 举例 & 注 


cd 多 项 式 万 (z) ,fs(x),… falc) 中 每 两 个 都 是 互 素 的 
， l JF EBUBCR BEA f(x) /gGo Gr GO FO) KFA 
有 理 分 式 域 | rational traction field 理 分 式 的 加 法 和 乘法 所 组 成 的 域 


行 向 量 row vector 分 量 是 a1,42，,… ,a 并 排 成 一 横行 的 nn 元 向 量 


column vector 


分 量 是 41542, *** san 并 排 成 一 纵 列 的 n 元 向 量 


n 个 数 1.2,***.n 的 一 个 全 排列 Eyaloet** sin 中 反 序 个 
ber 数 的 总 和 .例如 r(231) 一 2,r(321) 一 3 


AU: id 2 a ABA d VE Bl BS TOR AS 
symbol number of per- | , j 


Gj) "m 即将 数码 i 变 为 j,j 变 为 i 而 别 的 数码 不 动 的 置换 


— ; 4 K = REA R”, 
j n n & Kr, y^ n H 

[n] fa 25 [R] vector space ai eme Wow K 上 的 向 量 当天 一 时 记 为 Cr, 
有 时 表示 成 V 


向 量 与 子 a vector cut a subspace TW "— re ppm 亦 可 表示 成 


Vi 与 Y* 是 欧 氏 空间 的 两 个 子 空间 Va 中 每 个 向 量 
GV. 中 每 个 向 量 都 正 交 , 则 称 Vi 与 Vs 为 正 交 子 空 
间 
网 是 欧 氏 空间 Y 的 一 个 子 空间 .W — xz V "PS WIE 
交 的 一 切身 量 所 构成 的 子 空间 

9 是 线性 空间 VV 的 一 个 线性 变换 , 子 空间 W 对 9 不 变 ， 
则 8 在 WW 上 的 限制 称 为 8 在 W 中 的 诱导 变换 


inverted sequence num- 


亦 称 逆序 数 


al 8 


V, | V2 正 交 子 空间 


orthogonal subspaces 


Wt IE 3 4h 


THE 


orthogonal complement 


f= 
= 


亦 可 用 二 表示 子 群 
或 真子 群 


亦 可 用 < 表示 正规 
normal subgroup 


subgroup H < GREH RACH TH 


正规 子 群 N AGEN ER G 的 正规 子 群 


子 群 或 正规 真子 群 


exponent of a finite | 设 G 是 有 限 群 ,使 a 二 1 (Y a € GG) 的 最 小 正 整 数 ， 
group 称 为 C 的 方 次 数 


OG) 极 大 正规 | maximal normal p-sub- | w C 的 极 大 正规 子 群 且 为 p 子 群 
pTi- | groùp 


Me 正规 闭 包 normal closure REG 的 包含 子 集 M 的 最 小 正规 子 群 


Mc +42 49% | core of subset 设 M 是 群 G 的 子 集 , 则 G 的 包含 在 M 中 的 所 有 正规 


子 群生 成 的 子 群 称 为 M 的 核 
HcharG 特征 子 群 characteristic subgroup 


exp(G) 有 限 群 的 指数 


群 C 的 在 G 的 任意 自 同 构 下 不 变 的 子 群 


Syl, CC) PO p THE | sylow p-subgroup 表示 有 限 群 G 的 一 个 西 洛 p 子 群 ,其 中 p ERR 


S(G) A socle 8f G 的 所 有 极 小 正规 子 群 之 积 
dE 4E T Bf Fitting subgroup BF G BU BUE AES EL BE ZUR 
寡 么 根基 unipotent radical 代数 群 6 的 最 大 连通 正规 罕 乏 子 群 


代数 群 的 radical of an algebraic 
group 


Fit(G) 
R,CG) 


R(G) 代数 群 C 的 最 大 连通 正规 可 解 子 群 


mi 


群 的 直 积 有 内 外 之 


示 sek 4}. 但 在 同 构 意 义 下 
表示 群 G 是 群 Gi G23, HAR 可 互相 转化 


7155 


G=G, X Ge X tte X G, KG = 6169 65 C9 + C9 G, 


G9. X 群 的 直 积 direct product of groups 


G/NSF RPN £5 N 同 构 的 正规 子 群 ,C = FN, 
其 中 天 是 与 下 同 构 的 子 群 .FF 门 入 = (e) 此 时 G 称 为 
NN 与 下 的 半 直 积 


定义 子 集 5S 的 正规 化 
子 为 Ne(S) 


中 心 化 子 E O PPA SER GT RM RMT IR | soe zur 
群 的 中 心 群 G 中 与 G 的 每 个 元 素 都 可 换 的 元 素 组 成 的 集合 m 2t mur 
nem " 群 G 中 二 元 素 4a 与 的 换 位 子 是 指 G ROLE | 换 位 子 亦 可 定义 为 
"E Sey eerie a-'b-1ab, BP [a,6] = a-16-1ab [a.b]: alia ihmi 
METR 由 群 G 的 一 切换 位 子 所 生成 的 子 群 NAE Aas 
A 与 B 的 commutator subgroup of | 4,B 是 群 G 的 两 个 子 集 . 由 所 有 换 位 子 La,bj(a€ A, 
换 位 子 群 | Aand B b € B) 所 生成 的 子 群 
OE FR HERG 中 左 (或 右 ) 陪 集 的 个 数 . 例如 ， (G: ED 可 能 有 限 ,也 
xS Gb IR E H-—-J00.CI9 EC Ss. Cor SS 可 能 无 限 


nom 集合 M 的 全 体 双 射 变换 对 变换 乘法 所 组 成 的 群 ,M 
symmetric group 


Ne CH) 正规 化 子 normalizer HG 中 所 有 可 与 子 群 H 交换 的 元 素 组 成 的 集合 


Cc CH) 


ER 
RE 


C(G) 


[a,b] 


G',(G,G) 


BEDBBE 


[A,B] 


(G: H), 
[G: H] 


子 群 的 指 
或 |G: H| 


BG) 


数 
弗 拉 带 尼子 群 


S(M) Sau OR n] 3& Bi, sym CM) 


| 
i 
x 


亦 称 半 循 环 群 


Cp”) 


p" =. 
i D 
ind — 


TorG 


对 称 群 | 可 以 是 无 限 集 
ado | symmetric group of de- | 设 |M] = mm 则 M 上 的 对 称 群 即 M 的 全 体 双 射 变换 
gree 71 对 变换 乘法 组 成 的 群 PRA n 次 对 称 群 M =, (1 PAPEL n) 
| n 次 对 称 群 S, 中 全 体 偶 置 换 组 成 的 群 , 称 为 次 交错 
"T ee aes G = Ü G JEP G, 为 所 有 加 ( 户 是 素数 ) 次 单位 根 对 
乘法 组 成 的 群 . 凡 与 G 同 构 的 群 均 称 为 p~ 型 群 
设 是 一 固定 素数 , 则 所 有 形 如 a/p"(n 为 任意 正 整 
普 昌 费 尔 加 群 | profer additive group 数 ,a 为 任意 整数 ) 的 有 理 数组 成 加 群 , 它 对 于 其 子 群 
Z( 整 数 加 群 ) 的 商 群 (或 称 差 群 ) 称 为 普 吕 费 尔 加 群 
设 < 是 群 的 元 素 . a" = 二。 的 最 小 正 整数 7, 称 为 4 的 "me 
元 素 的 阶 阶 或 周期 . 若 这 样 的 # 不 存在 , 则 称 a 的 阶 是 co 或 0 | DUH 0 Rw 
; E 8 群 G 的 阶 也 可 记 为 
I 群 G 中 所 包含 的 元 素 的 个 数 .例如 ,15s1 一 6; 整数 加 | o TARR C 
i: M S = (41542 ,*** 544] 
由 S 生成 (S) ERG POATA S 的 最 小 的 子 群 , 亦 即 G 中 包 8 3 
m CHE ART TE OO TH MACHETE | APAM TE r 
E 由 一 个 元 素 生 成 的 群 称 为 循环 群 . 即 亦 可 用 (a) 表示 循环 
POSSE E (a) = (**a7?,a l,e,a,a?,*) BE 
n 阶 循环 群 由 一 个 阶 为 n 的 元 素 生成 的 循环 群 


车 p 是 模 4 到 已 同 态 映射 ,而 且 又 是 单 射 时 , 记 为 4 | 多 用 在 同调 代数 中 模 
monomorphism 


9 
B R p:A > B 的 同 态 上 
surjective homomor- 


若 ?是 模 4 到 B 的 同 态 映 射 ,而 且 又 是 满 射 时 , 记 为 | 多 用 在 同调 代数 中 模 
phism 


p 
A B R «A —»> B 
biiection 表示 集合 MS MR —A4 OG. HN. M = (1.2.3, 
i oh ,M= (2.456, , Hl Q:nex2n 是 双 射 
在 环 或 其 他 代数 系 也 
有 类 似 说 法 


9 os — ^ 75 Š 


f 
(a) 循环 


~ 


Cx 


群 
态 


单 同 态 


双 


射 
同 态 
AGG 


| mie 
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意 义 或 举例 


中 文 名 称 英文 名 称 


H 
5 
f 
H 
BJ 44, 


对 环 、 域 . 模 等 代数 系 
的 同 构 , 亦 用 符号 =, 
Pk = 表示 同 构 


G 实 6, 表示 和 群 G 与 群 G 同 构 , 即 群 G 到 群 G 存在 一 
个 保持 运算 的 双 射 


?是 集合 4 到 B 的 一 个 映射 ,a E A TR a ERN o 
之 下 的 像 ,一 般 用 pla) 3m. 亦 用 a? RK ap RAS 
E Gi nH = {a,,02,°,0,) 上 的 置换 群 ,a € OQ, 
Mj Ge = {glg E G œ = a}, BI G 中 一 切 使 a 不 动 的 Ga ÆRE G HY — PF HF 
置换 组 成 的 集合 

设 G 是 n 元 集 人 2 = [a,m 
WM a& = {aslg € G} 


稳定 子 群 


加 
EN 
H 


^f 
G 


stable subgroup 


ac 是 2 的 一 个 子 集 ， 


号 
a? 
E |G| = |G.| + fe" | 


,on FAY PRE o € 0, 


同 
还 
6 


EndG | 自 同 态 半 群 | Seo sem | 群 G 的 全 体 自 同 态 对 变换 的 乘法 组 成 的 半 群 亦 可 记 为 ECG) 
AG | BR BY a A A 
ene 内 自 同 构 群 G 是 群 ,a ECG,r:z 一 azce-1l 是 G 的 一 个 内 自 同 构 . | 亦 可 简 记 为 1(G). 也 


C 的 全 体内 自 同 构 组 成 一 个 群 , 称 为 C 的 内 自 同 构 群 | jE ara l 写成 a ixa 
= group of outer automor- | # G Eg B [HE] $9 8€ Aut(G) 对 于 G 的 内 自 同 构 群 
DUICOS 外 目 同 构 群 phisms Inn(G) 的 商 群 , 称 为 G 的 外 自 同 构 群 


— | right regular representa- | C 为 群 ,G 上 一 切 置换 c, = (g EG) 组 成 的 集 | RO ÆG 上 对 称 群 
右 正 则 表示 Hoa i 8 E ee HTE 
合 , 称 为 群 G 的 右 正则 表示 


HolG 全 形 ERU SO) 为 群 G 上 的 对 称 群 ,R(G) 为 G 的 右 正则 表示 ， 
| R(G) 在 SCG) 中 的 正规 化 子 称 为 群 G 的 全 形 


域 EA nr 37 BOSE EHE ZH BUE RE EROS R F 


inner automorphism 


group 


2 
S 


GL,(F), — 上 的 一 般 线性 群 , 它 与 域 上 的 nn 维 空间 V 的 全 体 可 
Gi : 2 xi ETE E M8 £8 JL 3E BE GL OO. 同 构 , 故 GL OV) 亦 称 


一 般 线性 群 , 


域 上 nn 次 一 般 线性 群 GL, (fF) 关于 其 中 心 所 得 的 商 


PGL,(F) 群 , 称 为 上 射影 一 般 线 性 群 


射影 一 般 projective general linear 
线性 群 group 
Xu 表示 域 上 行列 式 等 于 1 的 全 体 n 阶 方 阵 对 乘法 组 | SLAC) Æ GL, C) 的 
射影 特殊 projective special linear | 特殊 线性 群 SL, CF) 关于 其 中 心 所 得 的 商 群 , 称 为 域 
线性 群 group F 上 的 射影 特殊 线性 群 
F 是 特征 不 为 2 的 域 ,S 是 六 上 任意 一 个 固定 的 n 阶 
正 交 和 群 orthogonal group np 3 XPERABEE,O,CF,S) = (AJA E Pix, H A'SA — 
S) 是 一 个 群 , 称 为 上 (由 S 定义 的 )n 次 正 交 群 
ES 由 实数 域 上 所 有 n MEXE = A) 对 乘法 组 
由 实数 域 上 所 有 行列 式 等 于 1 的 nn 阶 正 交 方 阵 对 乘 
PO, CF ,S) 射影 正 交 群 projective orthogonal 正 交 群 O,CF,S) 关于 其 中 心 的 商 群 


group 
X Bf symplectic grou J ERF E 2n Bray ie BER Fun 中 满足 AJA 
M d = 了 的 一 切 4 组 成 的 群 , 称 为 上 的 2n CERE 


RUE | Proite symplectic | scq SP, CE J) 关于 其 中 心 的 商 群 
元 素 为 复数 的 a UIE PY AS PIE EA 


SLs 
SL(n,F) 


PSL,CF) 


O,CF,S) 


O(n) ,On 


SPor (F.d) 


PSP2 CF ,J) 


U,CF,K) 


U (Q0 中 行列 式 等 于 1 Hr AB EE pU Cu. 的 正规 
特殊 西 群 special unitary group 子 群 , 称 为 特殊 西 群 


"TIT 与 SO(n) 局 部 同 构 的 单 连通 李 群 称 为 旋 量 群 

环 et d SRA RR 关于 运算 “十 ”与 “.” 组 成 的 环 记 为 (R， 
十 "), 也 常 简 记 为 R 
! = J^ < 表示 


R 为 任意 环 . 使 na = 二 0(Y a E R) 的 最 小 正 整数 , 称 , 


为 RR 的 特征 . 若 这 样 的 nn 不 存在 , 称 RR 的 特征 为 oo 或 ii 
0, 例 如 ,CharZ, =n, CharZ = oo 特征 亦 用 chR 表示 


UD 


U 


Spin 


E 
H 
* 


(R, +; .) 


Char R 


AG 


797 


XE 
Jit 
zb 
Jl 


HR 
RE 


符 号 中 文 名 称 英文 名 称 意 义 或 举例 


REA Hu sc B ,R E A Rr CB RT 3i 0c WRB 
乘法 组 成 群 , 称 为 RR 的 单位 群 . 例如 ,整数 环 Z 的 单位 
群 为 U(Z) = {1, 一 1} 
RAK. 如 果 保 持 R 的 加 法 不 变 , 而 乘法 改 为 4a。b = 
ba, TW RUFFIN MARE - PARMA RA RW 
逆 环 


— iad integral do- 由 一 切 复数 a + bi (a,b € Z) 所 组 成 的 数 环 


设 R 是 有 单位 元 的 环 ,G 为 群 ,一 切 有 限 和 aic 
€ Roz, € G) 关于 其 (类 似 于 多 项 式 的 ) 加 法 与 乘法 
组 成 的 环 
域 F 和 和 群 C HRES FG] SmE FP PERSA 
RA Danza; € Foz, € G) 的 乘法 而 得 到 的 上 的 
代数 


环 RR 的 所 有 本 原理 想 的 交 , 称 为 R 的 雅 各 布 森 根 . 当 
R 无 本 原理 想 时 ,规定 :J(R) =R 


R 的 单位 群 亦 称 R 的 
RU 


unit group 


ee 


环 亦 称 反 环 , 并 记 为 R”” 


inverse ring 


E 
^ 
m 
E 
E. 


Zi] 


Jk HJ id A R(G),RG 


R[G] 群 环 或 GR 


group ring 


F(G) 群 代数 group algebra 


亦 简称 / 根 , 有 多 种 
定义 方法 
亦 可 用 A 表示 理想 
或 真理 想 


J(R) 雅 各 布 森 根 


Jacobson radical 


rs 
bat 


的 
* 


1 全 RR 表示 了 是 环 R 的 理想 


a + principal ideal 环 中 包含 元 素 a 的 最 小 理想 Jy RJ FH Ca) 表示 


对 于 加 群 的 直 积 也 常 
R= RID RDB…DR 或 R= RI j R: | uo i Ra, 称 为 直 和 ; 又 子 空 间 


| 


~ 


DR+ 环 的 直 和 


direct sum of rings 


即 环 R 是 Ri;R,,…,R, HAA 的 直 积 ,都 常用 由 或 
十 表示 


亦 称 理想 4 的 根基 


MS = {asda an} 
时 , 常 记 为 (alyaz,…， 
An) 或 Cal ya2 *** a.) 
AB 是 由 一 切 元 素 
abla € A,b E B) A 
成 的 理想 


A 为 交换 环 尺 的 理想 . VA = lala € R.A nffa € 
A)(n 与 有 关 ), 称 为 理想 4 的 根 


enerated ideal by S 5 是 环 R 的 一 个 子 集 , (S) 是 RR 中 包含 5 的 最 小 理想 ， 
: 亦 即 尺 中 包含 5 的 所 有 理想 的 交 


A,B EH R 的 理想 , 则 一 切 有 限 和 D a;b; (a; € Ab; 
€ B) 组 成 R 的 一 个 理想 , 称 为 理想 4 与 B 的 积 


uotient of ideals 设 4,B 是 交换 环 R 的 理想 , 则 R 中 满足 x8 守 4 的 一 
1 切 元 素 x 组 成 R 的 理想 , 称 为 4 与 B 的 商 
设 B 是 交换 环 RR 的 理想 , 则 R 中 满足 zB 二 0 的 一 切 
JU x 组 成 的 理想 , 称 为 B 的 零 化 理想 


left annihilator KR Bie rS = 0 的 一 切 r 组 成 的 集合 LCS) 是 尺 的 左 理想 


right annihilator HR P(e Sr = 0 的 一 切 r 组 成 的 集合 r(S) © R WAHE 


radical of an ideal 


>) 


理想 的 根 


H S 生成 的 


A 


oc 


理想 的 积 


product of ideals 


心 


B 理想 的 商 


l 4 R NX dE HI. 
B 2E Ab FB 48 O: BÆ RME 


annihilating ideal 


iCS),ann S, 左 零 化 子 


右 零 化 子 


cat 


r(S),ann S, 


克 德 根 “| Kóthe radical KR EAE ETC OW OR OSE RAR ,简称 天 根 
X RB PG IG AE B6 PRA 200 BO RYE LGB 


Ne Ur Wis = ik 


quasi-nil radical 


FR 

AK SC PRE KB | Livitzki radical H RR 的 惟一 最 大 局 部 军 零 理想 称 为 R ARO RL 
朗 - 麦 柯 根 | Brown-Mccoy radical I RRA g 正则 理想 , 称 为 R 的 布朗 - 麦 柯 根 

F(a) 单 扩 张 simple extension 包含 域 F 和 元 素 a 的 最 小 扩 域 亦 称 单 扩 域 

当 S = (2,,85,7**,0,] 


z 


SO 入 


L 


N BM 


ERR HDR SBEN—PTR.E PARE AS 


F(S) 域 的 扩张 extension of a field 的 最 小 域 记 为 下 CS) , 它 是 域 下 的 扩张 i uA 
(E: F), 扩 域 次 数 degree of an extended | EE 是 域 f 的 扩 域 , 则 EE 是 域 K 上 的 向 量 空间 .在 上 | (CE: F) 可 能 有 限 , 也 
[E : F] field 的 维 数 称 为 扩 域 的 次 数 或 扩张 次 数 可 能 无 限 

ECF EW i | PPR ENR AEF) 是 上 的 使 的 每 个 元 素 不 


E 是 域 太 的 扩 域 ,又 G = A(E|F) >G E 中 所 有 对 
于 Ci 中 任 一 元 都 不 动 的 元 是 上 的 子 域 , 称 为 子 群 G1 
所 属 的 域 


假设 同上 ,又 E 是 TRE FC E C E. M G 中 


所 有 不 使 El 中 任意 元 变动 的 元 素 之 集 是 C 的 子 群 ， 
mA FE, 所 属 的 群 


G 
E(G)) pred field belong to subgroup FCEG) SE 


fd E, 所 
属 的 群 


C( 瑟 | ) group belong to subfield 
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符 号 
F,, GF(g) 


P 


N 


p 


K[L J) 


G,U CA) 


GSW) 


J; CM) 


HE 


DCA) 


deg A 


IndA 


BsiA 


STIR 


po? 


(r.ysx) 


Der(R) 
Corad(C) 


LCK|F) 


tr. degeK 


NŠ (a) 


中 文 名 称 


有 限 域 


p 进 数 域 
p 进 整 数 环 


WAFER RA 


分 次 单位 群 


半 线 性 变换 群 


雅 各 布 森 
分 次 根 


导 子 


A 上 微分 
算 子 环 


代数 4 的 次 数 


舒 尔 指数 


次 理想 


T 理想 


分 式 环 


iy 
np 
-N 


-| 


导 子 李 环 
余 代 数 的 余 根 
F Jt Va me RY Be 


超越 次 数 


a i) È 


H 


finite field ,或 GF(q) 表 示 元 素 个 数 为 4 的 有 限 域 eed 


p-adic number field 表示 有 理 数 域 在 p 进 赋值 下 的 完备 化 域 户 为 素数 
ring of p-adic integers | 全 体 户 进 整数 组 成 的 环 , 称 为 p 进 整 数 环 


天 [Lzli，zz，,zo|] 表 示 系 数 在 域 天 中 的 形式 寡 级 | 亦 可 表示 成 
数 环 RA Gri 5.34) 


CG 为 群 ,UC(4) FE GOR A = CO A, 的 单位 群 .A 
的 一 切 分 次 单位 组 成 U(A) 的 一 个 子 群 
V 是 域 六 上 的 向 量 空间 ,V 的 一 切 非 奇 异 半 线性 变换 
组 成 群 , 称 为 半 线 性 变换 群 
R 为 G 分 次 环 ,M ADK R.M 的 一 切 分 次 极 大 模 
的 交 , 称 为 M 的 雅 各 布 森 分 次 根 


ROS, BIR ME la+ b) = 0a 4- 0b 5j elab) 
= (da)b + a(b) 的 变换 9 


formal power series ring 


graded unit group 


semilinear transforma- 


tion group 


Jacobson graded radical 


derivation 


ring of differential oper- 


WR UoD CA) 为 4 上 线性 微分 算 子 环 


ators over A 


RA RMF EP DAR, ACA: F) = m, WER m 
为 4 的 次 数 

ABM F FLARED eRe, A> M, D), RP 
DD 是 上 可 除 代数 , 称 deg DD 为 A 的 舒 尔 指 数 
KRBERKAN—TTRA. 4A B= Bo Cc da ZB, 
设 了 是 代数 4 的 一 个 理想 . 如 果 对 4 的 每 个 自 同 态 9 
HA Pp) 三 工 则 称 了 为 4 的 了 理想 
设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,S 是 R RATE. 则 一 
a/s a € R,s € 5S) 关于 分 式 的 加 法 和 乘法 组 成 
环 , 称 为 尺 关 于 5S 的 分 式 环 
设 P 了 是 有 单位 元 的 交换 环 尺 的 素 理 想 ,Sp = RP. ER 
SPP” 在 R 中 的 收缩 理想 为 P 的 久 次 符号 帘 


associator PR (yox = rCyz) 为 非 结合 代数 中 三 | TK ZX.y,z 
l 的 结合 子 
结合 环 R 的 导 子 在 加 法 与 乘法 [5 Oo | — 010; = 050, 


余 代 数 C 的 所 有 单子 余 代数 的 和 , 称 为 C 的 余 根 


number of F-conjugate | 设 人 0 是 域 下 的 扩 域 K 的 代数 闭 包 , 则 天 到 2 的 一 切 
mapping F SEGRE PICA (OK | pF)? 
transcendence degree 次 数 


天 是 域 下 的 有 限 次 扩 域 ,2 是 五 的 含 天 的 代数 闭 包 ; 
norm of a 


又 Fi ,025,*** Om 为 K 到 Q 的 一 切 互 异 的 F St ¥p wh Ay 
trace of a 


degree of algebra A 


Schur index 


subideal 


T-ideal 


ring of fractions 


symbolic power 


则 NEGO = ( ThojCa)) UP 称 为 天 中 元 “的 范 


K 是 域 忆 的 有 限 次 扩 域 ,2 是 玉 的 含 天 的 代数 闭 包 ; 
又 015,02» sO 为 KK 到 02 的 一 切 互 异 的 F tt ggg HY, 


MI TE (a) = [K + F] + Xo 称 为 天 中 元 “的 迹 
s 


赋值 域 


T EMF PIER XT) RAF ELAS 
了 的 正 锥 所 组 成 的 集合 PROS Pe R,T) 的 序 空 间 


实 域 的 所 有 实 赋值 环 的 交 是 F 的 一 个 子 环 , 称 为 
F 的 实 全 纯 环 


space of orderings 


real holomorphic ring 


带 有 赋值 环 B 的 域 F 


valued field 带 有 赋值 8 的 域 下 , 称 为 赋值 域 记 为 (F,B) 


arla € Mer € R) 
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G. dim CM) 
Ext, CM , —) 
Torg (M. —) 
r * pdrN 
l. gl. dim R 


r. gl. dim R 


l, IdM 


r. ldr N 


L. FdrM 


r. Fd, N 


M, * M, 
Mi cee X M, 


Obj CK) 


Mork CA, B) 


Dom(a) 


Cod (a) 


rad ( M) 


Soc (M) 


ker 9 


mm 
c» 
© 


小 子 模 small submodule 


W 4 是 模 MM 的 一 个 子 模 . 如 果 对 MM 的 任意 子 模 2Z 有 | 即 只 有 对 才 使 4 十 M 
A+Z=MYAZ=M.MRAAM 的 小 子 模 , 记 | = MM 的 子 模 4 称 为 小 
HADM 子 模 
大 子 模 large submodule 设 4 为 模 MM 的 子 模 , 者 对 MATER ER 2 OAT) Z peer yee 
: = O48 Z= 0, 则 称 4 为 M 的 大 子 模 , 记 为 4 六 M | 人 称 为 大 子 模 


wMAARE.M PAA E r On) © Re m AR 
集 是 M 的 子 模 , 称 为 奇异 子 模 , 其 中 
rgGm) = {rir € R,mr = 0} 


singular submodule 
设 R 是 有 1 环 ,M 是 左 R 模 ,x EC M.ipanngr= {a€ 
R|ax = 0}), 称 为 x 在 RR 中 的 阶 理想 


M 是 左 尺 模 ,M+= 二 Homz(M.Q/Z) 对 于 (ff 。r)(x) 


character module = firx)(f € Mtr E Rx € M AMAR RA 


M 的 特征 模 


" | E RMA FRU, Une U, lE ZU DAMAY 
mmm 所 有 左 尺 模 构成 的 范畴 , 称 为 左 尺 模 范畴 


M B T ER WER n 为 M Bo ih HEC 
d^ 


d"-1 
> e a a AR E 
的 复 形 ,H"(X) = kera"/1md"^! fg Jg X i E fe] Ws 


K F Tor functor Tor 设 Md&4HRIE,HTorOM.,— 5 表示 MOr HEF 
H RT 
SION - 2 


; l XR R 的 左 整 体 维 数 
左 整体 维 数 ^ left global dimension l. gl. dim R = sup(l. pd4M | M € pe} 


; l l 环 R BY A p HEX 
2 
d 3E UK ERX | right global dimension r. gl. dim R = sup{r. pdgM|M € pp} 


左 内 射 维 数 | left injective dimension amp RE OM 的 左 内 射 维 数 
右 内 射 维 数 | right injective dimension | RRA RA N 的 右 内 射 维 数 
表示 


"m 亦 称 弱 左 同调 维 数 ， 
左 平坦 维 数 | left flat dimension mA REM 关 0 的 左 平坦 维 数 | 32h w. 1 dh M 
右 平 坦 维 数 | right flat dimension Xn RË N 关 0 的 右 平 坦 维 数 ud ce 


bu MRE Mi Most M, 为 RE. 若 有 模 同 态 oi: M; 一 
M 5 xj, M— M; WE rjo = by 5 Dor = lu, MER 
mM 是 模 Mis Ms% Mn 的 双 积 


js l K 是 一 个 范畴 ,天 的 所 有 对 象 构 成 的 类 称 为 天 的 对 
class of objects "m 


A,B RK 的 两 个 对 象 .由 4 与 8 所 决定 的 一 个 
集合 称 为 4 与 B 的 ( 态 ) HE 


IPRA x HER PRS 
KF. id CO : x) 


日 


上 同调 模 cohomology modules 


双 积 biproduct 


Xt RA 


亦 称 为 由 A Bl B AVS 


A) 
( 态 ) 射 集 RAH 


set of morphisms 


对 群 、 环 等 代数 系 也 
有 类 似 概念 


GEM REAR BH—-PRARH BB PERH 
AWB O) 为 2 的 核 


kernel 


E 


doi sc E nian: ded „ita € Mor (A,B), WER A 2 GSO 身 |. 
(AS) SY AY Eik | codomain of a morphism a aa 时 , 称 8 为 ( 态 ) 射 a 的 NENNEN 


R SB = 


Q 
o 
$5 
M 
H 
"PS 


上 
È 


elg 
z z 
6 


cokernel 


sa 
9 是 环 R 模 A 到 8B 的 一 个 同 态 映射 , 商 模 A/Ker oi 


no Bis — IMEEM 
人 
V 


A € Cx", gx WCA) = (x* Ar| € C",x* x —1) 为 


Uto 是 线性 空间 Y 的 一 个 线性 变换 ,和 是 a 的 一 个 特 


à 特征 子 空 间 | characteristic subspace 征 值 , 则 对 应 于 Ao 的 全 体 特征 向 量 和 零 向 量 组 成 的 


0 
子 空间 称 为 特征 子 空 间 
ok d zs fal T2 CE) ETIE) 的 线性 变换 Sp = 之 5 称 
x p 


T(G.x) 对 称 化 算 子 | symmetrization operator 
为 对 称 化 算 子 ,其 中 G; 为 置换 群 
symmetric class of ten- 设 Gov 是 张 量 空 间 ,z 是 群 G 的 不 可 约 特征 标 ,T(G， 
sors x) 是 对 称 化 算 子 , 则 称 ImT (G,20 HFC Alc HK 
有 量 对 称 类 


张 量 对 称 类 


. 张 量 对 称 index of symmetric class xs : D 
a 


对 合 Sv involution Sy 


orthogonal direct sum 


i A= (Gp 为 mn 阶 复方 阵 ,G 为 5 的 子 群 ,f 是 G 到 
C 的 任 一 函数 , 则 称 d6(4) = Y F0 las 为 广义 
矩阵 函数 
W V Wb K(charK £ 2) 上 向 量 空 间 , AV 为 K 上 的 
格拉 斯 曼 空 间 , 则 直 和 AV@@AV 田 … 甸 AV 可 组 成 
开 上 代数 , 称 为 了 上 的 外 代数 
i E ÆI K(chark = 0) 上 的 向 量 空 间 ,， VCR E fg 
PURE. WW VE -& V^E TARK E deed 
数 , 称 为 所 上 的 对 称 代数 
设 了 是 域 玉 上 向 量 空间 , 则 包含 映射 j:V -> CQ" 在 
Cy -Cg 的 代数 开拓 是 一 个 对 合 ,其 中 Cg R&V 的 克 
利 福 德 代 数 Cy 的 反 代 数 
设 L U2. Um 是 V 的 向 量子 空间 , 若 它 们 两 两 正 


RAV 为 其 直 和 , 则 记 为 V =U D … ® U0, 称 
VX U: 的 正 交 直 和 


generalized matrix func- 
tion 


exterior algebra 


symmetric algebra 


由 范畴 C 作出 的 新 范畴 C?.C? 的 对 象 类 即 C 的 对 象 
C? XB 5 8j dual category 类 ,定义 Home CA?B?) = Homc(B, A) ,并 规定 Pe’ 
= (gf) Ow C SM BS go RE 
时 以 一 切 集 合 为 对 象 ,以 集合 映射 为 态 射 的 范畴 


ical ai Er ue 
| Te fees ctor” of sorte | 以 一 切 拓扑 空间 为 对 象 ,以 连续 映射 为 态 射 的 范畴 亦 可 表示 成 7 


i 
群 范畴 | category of groups 。 | 以 一 切 群 作对 象 ,以 群 同 态 作 态 射 的 范 时 亦 可 表示 成 名 


贝尔 category of Abelian | 以 一 切 阿 贝尔 群 作 对 象 , 以 阿 贝 尔 群 同 态 作 态 射 的 
AG Bal DI ZR E yee E subs 范畴 
| 


范畴 ings 
ae Ci} € A) 为 一 个 范畴 集合 . 由 它们 所 作出 的 新 范 
iyu product category n ILC; 3À (Ca) 的 积 范畴 
上 积 coproduct 


与 一 态 射 集 具 有 泛 性 质 , 则 称 BO CAL WEB 


m^ 
>H 
2 
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数 学 Ff 号 X 


| M49 | 中 文 名 称 英文 名 称 意 义 或 举例 & E 


PENES RAK. 如 果 每 个 有 限 生成 的 R 模 的 任 二 基 中 元 素 个 
g 数 必 相等 , 则 称 R 为 IBN 环 
BF 


GÉ, O5 CZ, TO E ERR LE LZ ON UR R 
fibre category 


子 . 由 此 定义 的 新 范畴 OF Ct BAW (UM N 0 1M. 
N€Y,a,.FIOMDZFOND EROS E FD WA EH) 
CP) 偏 序 集 的 长 偏 序 集 P 中 链 的 长 的 最 小 上 界 称 为 的 长 
TRE) ER. EH 


Gg. |) 带 积 范畴 


[A,B] — AB — BA FHR n? HEE FORCES RR 
线性 李 代数 


ELV) dm Bi E. n HES du] V. 的 所 有 线性 变换 在 运算 


BENNETT positive part of a a 是 格 群 的 一 个 元 素 ,af+=aV 0 称 为 < 的 正 部 
4a 是 格 群 的 一 个 元 素 ,a-= (a) V 0 称 为 a 的 负 部 


X 是 格 群 G 的 子 集 ,XL= 人 ECGllyl A |zx| = 0, 
V r€ X) OS X BR | 


ARP HAY (BARK BAY AK = 0,0 ALK Æ 
独立 的 


格 序 群 G 的 一 切 本 质 性 值 的 交 是 一 个 ! 理想 , 称 为 C 
的 康 莱 德 根 


偏 序 环 的 序 | order of po-ring R ÆFA, R= {rE Rr 之 0), 称 为 R 的 序 DREK R 的 正 锥 
BCK BCK 代数 一 种 有 序 代数 系统 


. ut - A 是 BCK (RQ X WEH.At = (x€ Xizxa—zH 


Kx dr - BE DU Euler-Poincaré charac- n BE 56 dE 的 欧 拉 - 斋 加 莱 的 特征 标定 义 为 
莱特 征 标 | teristic OX) = È C Didim, HCX,0z) 


. XX 是 n 维 完备 代数 簇 .在 XX 利用 归纳 法 定义 的 维 数 
小 平 维 数 Kodaira dimension K(X) 称 为 小 平 维 数 
R(X) 典范 环 canonical ring 
BE 


XOx) 


R(X) = DHX 0%") 
nz 


Em e" "pum 环 式 空间 (X,Ox) 的 可 着 层 的 同 构 类 组 成 的 群 (运算 
EUR rap PAIK BUTS). Boy X 的 皮卡 群 
X CORR OK 上 的 射影 光滑 代数 簇 ,Pic(X) 中 包 
Pic? (CX) KER Picard variety 含 O 的 分 支 是 一 个 射影 概 形 , 它 的 既 约 结构 是 一 个 
阿 贝尔 族 , 称 为 入 的 皮卡 入 
| X ER CBE. X AY EE ER D I 


亦 称 格拉 斯 曼 流 形 或 
格拉 斯 曼 空 间 


一 个 nn 维 线 性 空间 的 所 有 m 维 线性 子 空间 的 集合 称 
A+ i BE 
V Rn HE oy] ASA) on = n D> n D> Un, > OL VV 


的 所 有 由 子 空间 组 成 的 指标 为 (zi,zz,…，,zr) 的 旗 的 


ARE flag variety 
ae EA PES T 
X LF cross product a,b LEAS F a,b 的 对 称 差 的 补 运 算 , 即 这 里 abe B,B 称 为 
: ibd ax b— (la Ab) 布尔 集 


. Ped |x | Ee TM 个 两 两 不 相交 的 族 ). 
satA=min {u|u 是 基数 且 对 A 的 每 个 两 两 不 相交 的 
sat A 浸润 度 saturation Jk rA izr|-cuaXm 4 的 浸润 度 , 它 是 一 个 正则 基 
数 , 式 中 |z| 表 示 x 的 基数 
TP xB—miní|xz||xCB E Brp$89) RAR X 在 布尔 代 
íi 数 B 中 的 稠密 度 


布尔 代数 B 中 的 每 个 
1d(B) 表 示 布 尔 代数 B 中 的 全 体 理想 理想 记 为 1, 有 限 集 的 

理想 记 为 fin 

sub(B8) 表 示 布 尔 代数 
表示 无 限 布尔 代数 4 的 一 切 子 代数 所 构成 的 2 的 子 代数 所 构成 的 


ilt filter 


拓扑 空间 的 所 有 闭 开 集 , 用 clopX 表示 ,构成 X 上 
人 
RO(r) = { B s o e 

BaiX = (aC X |a A VR HES) ,其 中 a 是 拓扑 空间 X 

INE penn [meine o RTRIE YR NEN RUNE AANA 

={zlzE4 且 zs<e} 表 示人 4 关于 4 的 相对 代 
KARA BHR Hoe A 


JF ECT, <->) 是 一 棵 树 , 且 所 有 的 上 E TT, 集合 
pred 2 d& gi «7 决定 的 一 个 良 序 集合 


分 析 学 (analysis) 


亦 称 因 子 代数 


relative algebra 


predecessor set 


ER 
AY 


BS BY H ja bl Xm 


表示 a 与 5 之 间 ( 包 括 端点 a 与 端点 5) 的 一 切实 数组 
成 的 集合 
表示 4 与 5 之 间 ( 不 包括 端点 a 但 包括 端点 5) 的 一 切 
实数 组 成 的 集合 
表示 a 与 5 之 间 ( 包 括 端点 4a 但 不 包括 端点 2) 的 一 切 
实数 组 成 的 集合 
表示 以 e 为 底 , 以 z 为 指数 的 函数 ,可 写成 y 一 ez 或 ? 


= exp. 


组 成 的 集合 
闭 区 间 closed interval 


左 半 开 区 间 left half open interval 亦 可 用 ja,5] 表示 


bz “| 2 为 底 的 对 数 表示 以 2 为 底 , 自 变量 为 zx 的 对 数 函 数 亦 可 记 为 logzz 


a T ez—e-7 


亦 可 用 [Le, 外 表示 
二 场合 中 ,只 


| = 2.718 281 828 459+ 


n—-oo 


Er 
WE 
cB 
dh 


符 号 中 文 名 称 英文 名 称 


或 se T 双 曲 余弦 hyperbolic cosine 
th x 
或 tanh x 双 曲 正切 hyperbolic tangent 
coth x 双 曲 余 切 hyperbolic cotangent 


sech x 3x Bl 1E il hyperbolic secant 


ao 
I" 


esch x 


BE cosech x IHRE hyperbolic cosecant 


shz er—e- 
arsh x 到 双 曲 正弦 | inverse hyperbolic sine arsh z = In(e + Va? 4- 1)(— oo « r+ co) 亦 可 用 arsinh z 表示 


arch x 反 双 曲 余 弦 | inverse hyperbolic cosine | arch x =+ ln(z + Vr? — 1) (x 21) IK nJ Hj arcosh x 表示 


HR 
RE 


inverse hyperbolic tan- l, 1 十 x 


arth x EX gli iE arth x = —1n (—1«r«l1) JR RJ Hj artanh x 表示 
gent Ze d o 

S 反 双 曲 余 切 inverse hyperbolic 人 d. r-d-1 TEST 
gent Anges 


arsech x 反 双 曲 正 割 | inverse hyperbolic secant | arsech z = In(1 + V1 — 22) —InzxOo<r< D 


atcseh-3 FEL el inverse hyperbolic cose- 


jk n] Hj arcosech x 表 
cant arcsch xr = ln(1 + v1 + 22) — Inx — 


如 y = f(x) 表示 以 二 为 自 变量 的 一 元 函数 


n JUL PRX n-ary function 表示 以 aie rot tn HARER n AR 


PR Ži 


表示 函数 f(x) 在 点 a 处 的 函数 值 , 即 
FOR ya = f(a) 


F(x) 
Ixy pue ao 


3 
Sy, 


function value 


liil | 


difference of the function | 表示 函数 f(x) FER [8] [a5 ] 端点 处 函数 值 的 差 , 即 
value fx) | = fb) — fla) RUS (x) 8 = f0» — fla) 


PUR Be as AHATE 
积分 的 计算 


dí KK constant function d f Gc WR (OER BRE I constf 亦 简 记 为 f(r) =c 


const 


gu composite function LP E f(x) 与 g(x) 复合 而 成 的 函数 , 即 


m 
48 
ES 
RE 


ICx) 


亦 称 合成 函数 


attra XR x ARF 
Qs Xn pra 表示 序列 
Gr IST a 


xa 表示 X 无 限 接近 Q5;X, "a 表示 序列 {zw} 收敛 于 


a 


(g ° f(x) = g(f (7)) 


uniformly convergent 


lim sup | fa Gr) — f(a) | =0 


nw oor 


单调 递减 随 自 变 量 x 的 增加 ,函数 值 ACz) 逐渐 减少 
单调 增加 随 自 变量 x 的 增加 ,函数 值 FCz) 逐渐 增加 


在 某 极限 过 程 中 , 值 可 以 无 限 接近 的 两 个 函数 . 如 当 | 在 无 穷 小 量 比较 时 ， 
NGC UM ME 表示 等 价 无 穷 小 , 记 
.7 为 ~ 


渐 近 等 于 
sim(r-—ca) r-—a 
亦 可 记 为 : 当 工 一 a 


| lim f Gr) 一 如 表 示 当 二 趋 于 aa 时 ,AGz) 无 限 接近 于 b. 
极限 limit 右 极限 和 左 极限 分 别 记 为 : lim f(x) 和 lim f Go) Ht, f(r) > b 
ate : SD 0X G0 pc f£ KGO/gXGO | 在 行文 所 述 的 极 | 比较 无 穷 小 量 时 , 表 
| | f(x) 一 oCg(x)) 表 示 在 行文 所 述 的 极限 中 比较 无 穷 小 量 时 , 表 
f(x)/glx)—0 示 高 阶 无 穷 小 


增 量 Ar=x—2 表示 自 变量 x 的 增 量 亦 称 x 的 改变 量 


Vw 
ua 


asymptotically equal to 


| 
m 
zi 


O€CgCr)) 


LIE 


oCg Go) ics Landau’s notation 


E 


764 


分 析 


函数 /的 改变 量 与 自 变量 的 改变 量 之 比 , 当 自 变量 
9L+ | Som rok ata 


改变 量 Ar 趋 于 零 时 的 极限 表示 为 
df 
HE. 导 函 数值 


WE 


Ts Ay A fü 或 DS 来 表 
A. 简称 导数 


derived function 


i Af df „df 
m 一 一 一 


Ar-e0 Ax Mb dz Adr 


函数 /(z) 在 某 点 a 的 导数 值 . 记 为 
人 


对 f(x) EBOR n c NEM WLS gg Pm. Mn = 


Jh 可 用 f Ca) 
Df (a) 来 表示 


或 


value of derived function 


n 阶 导数 derivative of n-order 2.3 B 28 FASS" HARE , 称 为 2 阶 .3 阶 导数 . WE 12 DOSE 
变量 是 时 间 4, 常 用 O KRETE 
3 maf fi co artial derivative X1 & 7G PROC) c rp — EEE ox OR, SE ft BE RUE 
ar 偏 微 商 。 |“ 视 为 常数 所 得 的 结果 
EE fry | 混合 偏 导数 | mixed partial derivative 先 对 过 求 导 ,再 对 y Ru. _ al 2 
9? f partial derivative of 2- 


Xs s f 
rt mtn BY BOR partial derivative oœ 函数 f Feat OR n UCR RCS Fat y 求 加 次 偏 微 商 
y (m+n)-order | 


usv rw) 函数 行列 式 ee A Ee ea 表示 zu 忆 对 zyz 的 函数 行列 式 , 其 中 zxGzvy，| 亦 称 雅 可 比 行 列 式 
Ilr, yz) = z),vGr, yor) wlrryrz) APE BIC PR (Jacobian f7 Fl] 3&) 


9 a a 
df 全 微分 total differential df(xz.x2.t..) = Fae 十 起 dz 十 … 十 2 ds, 


extended real number 


把 + co 与 — co 加 到 实数 系 所 得 的 数 系 Eu PS 


表示 数列 ay dott »üg*** 


无 穷 数 列 的 各 项 用 加 号 连结 而 成 的 表达 式 


扩张 的 实数 系 


system 


| 
{an} 数列 sequence of number 


infinite series 


LI 


把 二 重 序 列 的 项 am, 按 任意 次 序 排列 并 用 加 号 连结 
得 到 的 表达 式 


把 无 穷 序 列 Uy stay 9 的 各 项 连 乘 


infinite product 


left limit fla—0)= lim fix) 


f(a+0) = lim f(z) 


rato 


fix + Ar) — f(x) 


right limit 


f'l- (x) = lim 


Ar-0— Ar 


flato0) ^3 TK ER. 
Jn Fe 
fG + Ax) — f(x) 


b 
E a Pec. 
P a MM 


left derivative 


b b 
fGodx 黎 曼 下 积分 | f(x)dr = int Seth) 


| fIGodx = [m fen annm nda danda, 
D 


DER” 


| fGodx 


DECR” 


n 重 积 分 


n-fold integral 


Vf —fix))-—fG) 


Vif 或 Varua AER GR S La HI ER A AE 2E LH 
a=b B}, EX Vif —0; 24 Vif <o}, Fg f£ A [a.5].E 
KAREE DEC 


variation 


] 


variation of the function- 
al J 


泛 函 /[Y] 的 一 阶 变 分 67 = | 


中 文 名 称 RM A RK 
er P 


B 义 或 举例 


二 阶 向 前 差分 forward difference MGS IGS Fe 
first-order 
second-order 


anf forward difference of n- 


order 


Mg = Bh" i Ca Fh) A Tf 


backward difference of 
first-order 


V Cri) =f Cr) fli 


NL 
n 阶 向 后 差分 MT a io eap Coles RE es al Feed) 


centered difference 


"y 一 阶 中 心 差分 centered difference 本 
second-order 2 2 


n 阶 中 心 .差分 centered difference of n- 
order 


b 
| 


柯 西 主 值 


dede | E: 


| f Cr, y)drdy 二 重 积 分 


Cauchy Principal value 


sign of integration 


double integral 


[faz — F(x) -C, HP F(x) BS (az) Elab] 上 


的 一 个 原 函 数 ,C 是 任意 常数 
三 i fe )Az ARPA = max (Az;) 


a À—0i—1 
P.V. i flr)dr 


lim 
£—* 0 二 


b M 
或 P. v.[ f(x)dx = lim | jz)dz 
a Mood —M 


| | fads i: [foods] 


ieee 中 分 别 表示 沿 曲线 C, 沿 曲面 $, 沿 体积 了 


以 及 沿 财 曲线 或 财 曲面 的 积分 


LiCz) xk li(z) 


对 数 积分 


logarithmic integral 


余弦 积分 cosine integral Cita) 一 一 = i EOS 


sign function 


AJ BE - FF AES 


Levi-Civita symbol 


cand 


en a ener I Mg 
近 的 素数 分 布 的 平均 密度 


1 (x20), 

0 (r=0), 

—] (<0); 
rs 

x TECH, sgn [m (xF0), 

0 Cres) 

1 Œ GROS 1,2,3 的 偶 排列 )， 

一 1 GÉ ijk X 1,2,3 的 奇 排列 )， 


当 rER AY, sgn = 


Jk 
ilu 240. GE UR A 1,2,3 的 真 重复 排列 ) 
(30). x $ 
€ = i . 
€ unit step function or Sd is Gr«0) 视 作 广义 函数 时 的 定义 为 
Heaviside function 1 (x0, 
e(x)= | 
CGr«0) 


在 量子 力学 中 有 重要 
应 用 
在 通信 工程 中 有 重要 
应 用 


通信 工程 中 有 重要 


ER 


TSK E 9 A vu o 


亦 可 用 H GO XS 


| "9 | 中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 


Sega) 一 | forge 一 ydy, 式 中 f(x) 和 
g(x) 是 (一 00, o) 内 的 绝对 可 积 函数 


Sn x sn xr 一 e|— e ORO ipa GI 
i HE By EE RAIA | Jacobi elliptic : : 5a) alu)’ 
ue PR Xx function oa(u) 

dn x dn r = p r—u Ve, — e; 


外 尔 斯 特 拉 斯 | Weierstrass’s elliptic ds EM MEER 
fis [P] PR 3 function oS x? T A 


f 5 oe 的 卷 积 


convolution of f and g 


解析 函数 (e< 一 1)-1 在 * 王 0 附近 的 罗 上 朗 级 数 展开 式 
B, E b, 伯 努 利 数 Bernoulli's numbers 二 一 一 十 " (— 1)*-! x 
则 称 式 中 系数 B, 为 伯 努 利 数 


supp /或 若 纪 是 局 部 紧 空 间 , 则 怠 上 函数 /的 支 集 是 台中 的 集 


| 质量 分 布 在 区 域 2 的 总 量 为 
8Cr) žk LE PK | Dirac é-function 


M (D, 
{| òn, CMDd M = p ed 
am r Tg 05 PRX amplitude function 


D 0 M EQ), 
DO») Atm -= p BX 
Yr) 不 完全 incomplete gamma func- 
(in XX | tion 


M 
Di 


- 


A— 


在 统计 学 和 分 子 结构 
论 中 常用 


称 这 样 的 函数 为 SCz) 函 数 , 它 在 每 一 点 的 值 
0 (OMozE MD, 
Bu, MD = (5 (M,— M) 


在 形 如 Ty(au) = [Jes atx uico dade 的 振荡 积 
分 中 ,a(z,9) 称 为 振幅 函数 


备 dk 
DI M 
'w AV 


Do) = NET (r > 0), 
0 
Pin+1)=n! (n = 0.1,2;**) 


gamma function 


À o 
Yz) = | e 4* ldt; Y (x) = | ect? Mt, rn x0 
0 À 


1 
B(z,y) = | 177 4(] — tid, (z,y € RA; 0, y 
0 


P(x) PCy) 
DIG + y) 


亦 称 B 函数 
> 0;BG,y)-— 


Vix) = E InP (x) 是 函数 方程 更 (z 上 1) 一 更 (z) 


IRER V. 函数 


mut V(1)——c, lim (V(r4d-2)— Y(149-n)-— 


Hoo 


数 
k un 
FG, 第 一 类 不 完全 | incomplete elliptic inte- puc lk de 

椭圆 积分 gral of the first kind 0 WwW — ksin? g 
: 第 二 类 不 完全 | incomplete elliptic inte- 、 u f Ji bui 
EM Hà REA gral of the second kind Epp 0 LS ele ey 


incomplete elliptic inte- 
gral of the third kind 


i E i dg 


° (1 + nsin? o) V1 一 &?sin? 9 


In, kp) 


Ka» 第 一 类 完全 | complete elliptic integral Ke Fx [^ de 
椭圆 积 of the first kind 0 | — Ehsin^g 


: 第 二 类 完全 | complete elliptic integral , [^ - 
= k, = A] — £?sin? 
i 椭圆 积分 of the second kind EG) = EG, 7/2) à l sin? glg 


In. &.x/2) 第 三 类 完全 complete elliptic inlegral | Men, k, x/2) = [^ de 
椭圆 积分 of the third kind ° (+ asin? o) V — sin? 9 


Ji f (1 一 x5)y" — 2xy +104 1)y = 0 的 特 解 ， 
[23 

P(r) = 5 (= Er 
r=0 


Legendre 
ae (2n — 2r)! 


polynomial " 
Lrg — r)! (n — 2r)! 


n— 2r 


767 


方程 — z)y" 一 2zy' + [002-10 — 


associated Legendre 
function 


T (x) 第 一 类 切 比 | Chebyshev polynomial of 
ENS 雪夫 多 项 式 | the 1st kind 


Pre = OS D” — zr ym = 0,12m X 


m d" 
ep 
方程 (1 一 2?)y"— xy + n'y = 0 WR, 


T,(Gzr) = cos(zarccos x) (n = 0,1,25""") 


ERES = 
U. Go) Chebyshev polynomial of r n 十 2 十 2)7 一 0 的 特 解 ， 
PT the 2nd kind U, Cr) — sini n + Darccos z], ES O9 d) 
sin(arccos x) 
方程 xy + 1 一 十 ny = 0 的 特 解 ， 
Ln 盖 尔 多 项 i 
X 说 闵 尔 多 项 式 | Laguerre polynomial E zd 1 de gor ee ee, 
”一 2 2 — 0 x + 
HC) 埃 尔 米 特 Hermite polynomial di RT p» d^ i 
多 项 式 H,Cx) = (— 1)"e* age (n = 0,1,2,*) : 
zr 超 平面 hyperplane HOER : (asz) =c} , 式 中 [^ 为 实数 ,a 为 R 中 
的 非 零 元 


Ji f x 一 z) 允 十 Lc 一 (十 十 1)zjy — aby = 
0 的 特 解 ， 


F(ajbicsx) =1+ ort 


F(asbiesm) | BIL] PR 


hypergeometric function 


ala + 1)5(5 3- 1) 


21c(c +1) a 


TY PR AE EC PR 数 


JR ER IL E 70 8 JL fr] e 
"epe" 


方程 cy" + (c 一 y 一 ay 一 0 的 特 解 ， 
; = UE Etna PN E 
F(a;c;x) =1+ QUT + 


; hypergeometric function 
F(ascso) 
of confluent type 


方程 xy" 十 zy + (X? l)y = 0 RRR, 
cx CTET 
MO = HDQ EX D 


第 一 类 柱 
UE V E 


cylindrical Bessel func- 
tion of the 1st kind 


NG ia J,(x)cos kn — J-C) 


m sin Ax . 它 是 贝 塞 尔 方 
程 的 第 二 解 , 可 由 第 一 类 柱 贝 塞 尔 函 数 定义 


第 二 类 柱 
DE VE 


cylindrical. Bessel func- 


ATE) tion of the 2nd kind 


亦 称 柱 汉 克 尔 函数 


cylindrical Bessel func- 
第 三 类 柱 tion of the 3rd kind or 
Dl SEK pK | cylindrical Hankel func- 
tion 


Hi? Gr) = Ji (2) cF iNi (2), HP Cx) = Ji (x) — 
UN GO. 它们 是 第 一 类 和 第 二 类 柱 贝 塞 尔 的 线性 组 | 亦 称 柱 汉 克 尔 函数 
合 , 是 贝 塞 尔 方程 的 两 个 线性 无 关 解 


方程 ry" tary — C2? +2) y=0 的 特 解 ， 
Lla) =i di Gr), 


Ki =| + HHJ GO FONS] 


亦 称 变形 的 柱 贝 塞 尔 
函数 


modified cylindrical 


Tl ÆRA | Bessel function 


方程 zzy 十 2zy +La?—-1d +1) ]y—0 的 特 解 ， 


spherical Bessel function 


L 
of the 1st kind j=] =| Jil (x) 


m m qudm spherical Bessel function » i JR BR EER X8 NE. 
: Æ KA of the 2nd kind ni (x)= (=| Nit (x) 也 记 为 yi Cx) 


42 iE W ER Ul Æ AR PR 
数 , 分 别 记 为 ii(x) 与 
kir) 


po 


hi? (x)= iG) tim) = | z]H Hi (x); 


spherical Bessel function 
of the 3rd kind 


; operator of vector differ- 
entiation 


1 
mum \2 H® 
a) +4 (a) 


hj? (x) = ji(x)—ini(z)— | 


亦 称 哈密 顿 算 子 


4 f:D(OR) >R, W S Ha € DD 的 梯度 为 


grad fa) — | Aca), 2-0 nL (a) 


若 向 量 函 数 f(x,y,z) = (P,Q, RO X £u] HK, MM pop t 
BUS MORES dir 一 F- + + TR L 
六 =(P,Q,R) 是 三 维 向 量 函数 ,的 旋 度 为 


= IQ IP AR AQ AP 
rot f= aya ae oc 497725 


d2 f(t) 
dt? 


=P? f(t) gott 


fiM 一 M 是 微分 同 胚 . f 的 不 变 闭 子 集 4ACM 称 为 


A 拓扑 双 曲 topological hyperbolic 
不 变 集 set 拓扑 双 曲 不 变 集 
微分 同 胚 空间 idol homeomor- | Diff'CM) 表 示 M 全 体 微分 同 胚 构成 的 空间 


射影 基 向 量 | base vector of projective | Projk 表示 P— bj IR BJ 9S. k SHOE 
Ob 阻碍 集 obstruction sets Ob(S) # a fo] BH S 的 阻碍 集 


w =Loge=log|z|+iCarge + 2k7) (£—0, 1, 0-2, 
e).m 为 复数 


sine function of a com- sinz = (e — e-i), ah z 为 复 变 数 . 当 z 为 实数 
plex variable 时 与 数学 分 析 中 的 正弦 函数 的 定义 一 到 
cosine function of a com- cosz =-= (e* 十 e-*), 式 中 z 为 复 变 数 . 当 z 为 实数 
pounce | 时 与 数学 分 析 中 的 余弦 函数 的 定义 一 致 


inverse sine function of a 


complex variable 


复 变 反 inverse cosine function 
Arc cos z . 
余弦 函数 of a complex variable 
复 变 反 inverse tangent function 
Arc tanz : 
1E V) PR PIC of a complex variable 


. : _az+ė as, = Zr a. b.c. d 都 是 实 
分 式 线性 变换 linear trans- L(z) 一 于 二 4' 式 中 a,b,cod AER HRM. A cd 一 pc HH ad —be>0 称 
#0 此 为 富 克 斯 变换 


c—a d-—a 


(a,b,c,d) = EE : 了 一 5, 式 中 pcd 是 任意 四 


(a.b.csd) A LL cross ratio JRERAE VA A EU 
个 互 异 的 复数 
点 4 关于 7 的 环绕 数 2052) — Xl T 式 中 7 是 
n( ;a) 环绕 数 winding number A i , : 2urt— a’ 亦 称 指示 数 或 卷 绕 数 


一 条 可 求 长 的 闭路 径 ,a 点 不 在 ”上 


在 f(z) 的 孤立 奇 点 a 的 去 心 邻 域内 的 罗 朗 级 数 展 开 
式 中 ,1/(z 一 a) 项 的 系数 为 c<-1, BP 
| 亦 称 残 数 
Resf(z)-—c.,-— 


=a 271) |z—al=p 
(O<p<R) 


residue 


Resf (z) 


1 fF M 
FẸ) 傅 里 叶 变 换 Fourier transform f Go B9 8 np BRA CE) = A. fioe- "dx 
2n 


MGE f Go) 的 傅 里 叶 余 弦 变 换 为 
F ; vi f T 
F£) AA ourter cosine transform ets up ee ee 


拉 普 拉 斯 变换 | Laplace transform f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 上 (s) = EO 


f Go 的 傅 里 叶 正 弦 变 换 为 
傅 里 叶 Fourier sine transform 2 [v 
正弦 变换 F (£) = 二 | FCx)sin€rdx 


f GO I] v BYR GER BRA 
H 1 NAM s TS 
(£) 汉 克 尔 变 换 Hankel transform HG = j pa evade 
=| 
TP . { D — 2 e 一 xd 
erf(z) 概率 积分 probability integral eri (z) = rm P u 
x 
2 t 


complement probability 
erfe(z) 余 概 率 积 分 | in- 
tegral 
gral OF Sx 
超 几 何 级 数 的 一 般 形 式 是 
mo 超 几 何 级 数 | hypergeometric series PEE 1C nac a 
ac ME Pe eT 
T= lim ( 1 +- bo + 2 — Inn | 
i 欧 拉 常数 Euler constant noo 2 n 
= 0. 57721566490153286060651209**- 
zs holomorphic function el- | 复 平 面 上 的 区 域 忆 连同 在 其 内 全 纯 的 一 个 函数 z 
D > s = 
k(z)—z(l—2) ?,hs(z) —e?R(e?2),8— lim |a, |/n 
EG 5 WA PAK | Koebe function «1l. HP &GOJÉ S 26 EVE SERRA RAR 
数 , 称 ie(z) 为 克 贝 函数 的 旋转 
Bloch's constant 


P m B= inf(&CO E 5), RH BCS) = sup(r|r fe | 已 经 证 明 

fF CAO 所 包含 的 单 叶 阅 的 半径 } V 3 /4 «; B «0.47 
I 兰 道 常数 Landau' L —inf( AO, f € F} APAD = supír|r Æ | 已 经 证 明 
ji 253BH 5 andau's constant SA) 所 包含 圆 的 半径 ,f C) 0. 5< L <0. 54326 


M) AX D IUBE UT MM MOP) = inf | olde | Xr D REX IER D Ef 
] 若 尔 当 曲线 族 ,p 是 定义 在 上 的 非 负 波 莱 尔 函数 
了 满足 Beltrami 微分 方程 fz = of BSA u HEB 亦 称 拟 保 角 映射 


射 , 如 || ul ss < 1, 则 称 A A UBER 
a 关于 区 域 DD 的 调和 测度 w(z a, D) Æ z XT (a,b) 的 
harmonic measure eters Larg ^ 一 z Ox w(z.r,d)xl 


函数 g(z,a) FED PLAT i a HDG DK PR 


z—a 


MCfÉQ») 拟 共 形 映 射 


quasiconformal mapping 


wz,a,D) 调和 测度 


之 


Green's function 


dud 格林 函数 


BK G(z,a) 
外 尔 斯 特 拉 


E(z, 
reos (log r)? 


TOS 奈 望 林 纳 
特征 函数 纳 特征 函数 
n are nr. a) 是 方程 f(x) =af |z| <r ARNT R eH 
WO) RE a WER) = 1 ~ EB Ter 


P spherical characteristic | o r AC. 
Tu) 球面 特征 函数 function Tr,w) = zi Ay TR wz) AAR RA PR MNENEN 


f(z) 的 最 大 模 M(r,f) = max VACONEVACON: p mB iE! 


g(z,a) = log 


之 a 


满足 fm Lo) 


= co VIN ESO WAAR | KRAANE, 


Nevanlinna’s character- 
istic function 


maximum modulus of 


: 2n l/p 
M r, f) = Ea fere) a] (0 « p «1 oo); 
E E PROC f(z) 的 最 大 模 Mai. = max | f(z) | erm 


entire function 


5 析 学 


l = ji H a) = 
布 拉 施 克 乘积 | Blaschke product ien i pes) UA eee 
v 


复数 序列 ,0 a 1 
奇异 内 函数 | singular inner function 
"Pone APT BBURDTAPEE.IdETEBLFRTP.II|JE 


有 界 平均 振荡 
BMOA 解析 函数 类 
THRE 


g TN ; i n = {z = (Z12253 20) | z1 |7 + [z217 + 
Aut(D) 域 的 全 纯 | holomorphic — automor- | 表示 域 D 的 全 纯 自 同 构 的 全 体 组 成 的 群 . 它 是 D 上 
EMILE: phism group of a domain | 的 拓扑 变换 群 
£ hi m : 
空间 linear space 


hilz, Z) "e hy (zz) 
: , 式 中 hjg(z.z) 
hy (z,z) "YT Rig az) 


在 拓扑 积 aU) X «QU EA li 


BM) 可 测 复线 性 | measurable complex lin- B(M) = Hol (M) N L2(M), 其 中 M X n ERE UE , 
E 空间 ear space EM 上任 给 的 测度 


2 是 C" 中 的 对 称 域 ,bp 是 特征 边界 , 若 人 2 一 Cf 在 人 2 中 
; 
NCQ) 奈 望 林 纳 Nevanlinna function PT NET sup | logt |fCr,0) |de(t) <+ oo , Wl 
函数 类 class 0<<r<< 1J è 
了 属于 奈 望 林 纳 函数 类 
Fl O 上 全 体 布 洛 赫 函数 的 集合 , 称 为 布 洛 赫 空 间 .0 是 
point sets y€ B 


| 

Sas ECR" 为 勒 贝 格 可 测 集 , 则 EE 的 勒 贝 格外 测度 称 

m» (E); . 
勒 人 由 格 内 测度 | Lebesgue inner measure 
cardinal number of | 每 一 个 无 穷 集 的 势 都 是 某 个 阿 列 夫 ,自然 数 集 的 势 
四 列 集 的 势 countable set FE So 
: : cardinal number of con- | 与 区 间 L0,1j 对 等 的 集 的 势 记 为 N 或 C. 连续 集 的 势 

iE ER tinuous set C = 290 亦 称 基数 


康 托 尔 猜 测 :实数 集 的 一 切 无 穷 子 集 或 者 与 自然 数 
集 等 势 或 者 与 连续 统 等 势 


所 有 哈代 函数 构成 的 空间 , 即 H^CD) = (f| £O 在 
D 内 解析 ， 
sup | MESS irao) a <+ œ}, 

1 0 


Sra 


其 中 D= {z| |z} <1} 


H” 是 由 哈代 于 1915 


1 


2r plt 
SG) 二 exp{ 一 去 |。 Edo) , 式 中 p(t) 是 非 


减 的 有 界 变 差 函数 ,其 导数 几乎 处 处 等 于 堆 


2x ei! 4 g 
o ef — x 


F(z) = exp | al 


log | fce) [de | 


BMOA(D) = (F|) 是 单位 圆周 EK n] US 
Bou Ce?) 的 积分 sup -+l Fal Bde ee 
TCI |4 | I 


analysis function class of 
the bounded mean oscil- 


lating 


d-operator 


H(z,z) = Hj IE TERR OK AE FF 


阵 记 为 EH. 


ositive definite Hermi- 
H(z,2) E 


tian matrix 
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假设 :1. X HE FRB, 28 = Batis 

2. 对 任 二 无 穷 势 A BRAS 28 MAH xu 

者 4 一 2® 

H,(E) = lim H,.(E) = sup Ha (E), H 中 ， 
E-0 £»0 

Ha (E) = inf 2e CE), H. OE AR 的 子 集 Ei 的 


直径 


generalized continuum 


GCH 统 假设 


X GO X, 
X4 GO K 5k Fil ES BRE Dirichlet character 
X(n)modg 


了 区 间 的 体积 | volume of J-interval 


几乎 处 处 


hypothesis 


Hausdorff measure 


亦 可 用 D(x) 表示 


x 为 有 理 点 ， 
x AKER 


整数 集 上 的 函数 


l, 


exp 2a E Mate mu m 亦 称 q 的 特征 


Co Cl Cs 


((n,g9) = 1) 
((n,p)>1) 


亦 称 泊 松 括号 


EXR 中 的 有 界 点 集 ,7 为 包含 E 的 任何 有 界 区 间 ， 
则 以 17| 表 示 区 间 工 的 体积 


a. c. 是 英文 almost 
everywhere 的 首 字 
Bsp. p 是 法 文 
presque partout 的 首 


者 命题 Pir) GRA ECR AR, AFHEE CE, 
于 任意 x€ ENE,, P(r) HR vr WIERPOGO TE E EJL 
平 处 处 成 立 , 记 为 PXGoa. e. zi P(x)p. p. 


M(x) = lim M(x,0), 其 中 Méx ,00 为 函数 S) E 
M(x) 上 极限 函数 | upper limit function 8-0 

Bch e ^4ph KH ES 

m(x) = limm(x,6), rp mr, 8) 为 图 数 f(x) 在 点 
mr) 下 极限 函数 | lower limit function 9 一 0 


almost everywhere 


z 的 9 邻 域 上 取 值 的 下 确 界 


x 集合 的 characteristic function of gsx » (x € A), 
FFE PBX | a set ae’ 10 (x & A) 


m 
o~ 
N 
M 


ap lim 近似 上 极限 | approximate upper limit | 7? Eum = inf Ee 
ap lim 近似 下 极限 | approximate lower limit al imo £s ‘Suh C 


‘ lim f(x) 


qr 
0 


ap lim 近似 极限 ap 表示 ap 一 ap 
若 f(x) Fen WSR E CR” ERGO np ifl eg Be, Wu 


L| fcodz| Sum 
- = im O — f x9) 
D- f(x) 左上 导数 left upper derivative D f(xo) "s un. [= 
- 
— i; FE) — f(x) 
D. f(x) 左下 导数 left lower derivative D- f Gy) SIT £— rg 
NE 
— Ce) fro) 
vty 
(Es m f( — f Go) 
D, f Go) 右 下 导数 right lower derivative Dif zo = im, E— zo 
NE 


Lebesgue integral 


简称 上 积分 


< 


Y | 表示 7 与 pg 是 相互 奇异 的 , 即 存在 两 个 不 相交 
的 可 测 集 4 与 8B 使 得 = AU 8B, 且 对 任意 可 测 集 
E, 有 |p1(AUE)= 71 BNE = 0,8 IY] 141 
Stl te Y Al SEDES 


Bro A OBES RS X KAERA AV f£ 
€ X* HfM 在 人 上 可 积 时 必 存 在 x"*€ 六 使 | 亦 称 盖 尔 范 德 意义 下 


ze = | A0 du Ws x** 为 盖 尔 范 德 积 分 HR RA 


ve bsol P Y«pudm) XWR Y X-F udi xp esM. 即 当 
绝对 连续 absolute continuity || CAD = OPA CA) = 0, 其 中 lel 是 到 的 全 恋 差 


rde | 盖 尔 范 德 积分 |! Gelfand integral 


« 
L 


mutually singular 


JN. 

T 

— 
c > 
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1. Æ z(t) dé Q LE np SAC s Dt] 
B| rWrdy 一 PEENI 
B| «toda 博 赫 纳 积 分 | Borchner integral 2. 对 于 一 般 的 强 可 测 函 数 n CO , 则 
an | Ddy = lim (B) (eddy 
BK| BK| zods =f\J(7,4), E p Jtz,A) 是 
0 伯 克 埠 夫 积 分 | Birkhoff integral T 3 
x(t)dy { 2 CAD QD |l; € A} MOA 


i Z ? (E) = inft E Kdl Uo 为 可 数 个 覆盖 五 的 
W g (E) (L-S) 5k a) BE | CL— SDouter measure K21 


左 开 右 闭 区 间 》} 
MEX SR T BEA RR EAR TOE M E PAD 
CL-S ) li] BE (L— S)measure 


分 TAE 时 ,相应 的 (L-S ) 外 测度 具有 可 加 性 , 则 E 
称 为 g(xz) 的 (L-S) 可 测 集 , 此 时 外 测度 277 CEO CRI 
为 五 的 由 分 布 图 数 gCz) 引 出 的 (ZS) 测 度 


(ZL-S) 积 分 是 勒 贝 格 - 
斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 简 
称 


| f@dg@ 一 Lr (zx)dg(x) 一 se (zr)dg (zx), 


其 中 f£*GOo.f7 DAMA fo) EMAAR, AB 
有 一 个 有 极限 


(L-S) FAS} 


(L-S integral 


b 
Da Y 狭义 当 Denjoy integral in the re- SPARE D| fdz = F(b) — Fla) EP F) 是 狭 ee 
a 茹 瓦 积分 stricted sense 义 一 般 绝 对 连续 函数 , 目 在 [a,6] 上 FP’ (Ce) = f(r) i A 
a. €. 


f(z) 1573 
approximate derivative Daf (xo) = ap lim 一 Mg 
* gez, " 
i f(x) — f(xo) 
DG) | UFER | | Defo = ap lim S MEME 
0 
= i - — f(x) — f(xo) 
nc» marem se MEE 
i 0 
| H-H.OH.,ijéÉiEWJ4rfft dim H » — & <+, 
; CAL. D ARA EO 指标 的 庞 特 里 亚 金 空 间 


(H,(+, * D 为 克 莱 因 空 间 


设 了 是 空间 X 的 线性 算 子 ,如 果 邓 一 了 是 正则 算 子 ， 
ABA ER AA T BEN x. 复 平 面 上 正则 点 全 体 称 为 正 
则 集 


AT) 的 余 集 C\p(T).op(T),0s(T),o,(T),o.(T) 分 


oT) 或 X 
me a 
映射 工 在 区 域 2 上 关于 已 点 的 拓扑 度 是 一 个 整数 , 它 
deg(7',.2,P) 拓扑 度 topological degree 是 方程 T(x) = 卫 在 2 中 解 的 “代数 个 数 ” 的 某 种 稳 
定 的 度量 
域 
十 oo (x = 0), 


F(x) 在 [Le ,oj ERM 


HF EXFXBHEÉERRER alr) = qra 十 grt? 
十 … (A0, & 2) 按照 通常 加 、 乘 运算 组 成 一 个 


b P 
cPy feoda Perron integral P| fads = inf {U (b) } = suptV GO) AP UC) Te R 4) (A An Bh 1 EN 
i 和 Y(z) 分 别 是 f(x) 在 [a,8] 上 的 上 函数 和 下 函数 | 分 值 相 等 


b 
w| f(x)dr = suptG(s)) — (G(a)) = inf(H (b) 
下 函数 


瓦尔 德 积分 与 佩 龙 积 
分 等 价 


Wf Feadz 瓦尔 德 积 Wald integral 
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mw 学 F 号 X 
4 (L) 积分 
(o fanda 马克 仙 积 分 一 种 定 积分 ,马克 仙 积 分 与 勒 贝 格 积分 等 价 MEN 


Ë Sal), f(x) € LE), QA x p «T on = 1,2, 
L'isola | PONE Sonvermence in sy ARE I full soe On 00) UPR Un co) | AR DA TERCER 
: | BAF f(z) 


x fo.) € LCE) g(r) € LFCBOSCI < pq < 十 OO, = 1,2,.…,) H 
LPs | weuboonvergenec ind?" | i/o ies lim | /,GOgGoda = | f Gode RE MAK Us G1 88 c o 
于 Ge 


lp asi] | I^ space 所 有 满足 zl — C2 eel)? <+ co MBH r HH 
成 之 集 


满足 E <M<+otn= 1,25°%*5) 的 所 有 数列 之 
E.r 的 范 数 由 || x || - = supt | z, D) 定义 


+ 


Zi 空间 i space 


in 
t 


Ap) KERZE | Lorentz space = {f € S[0,1]| | fll <+ co} SOS RE OS 


所 有 使 得 
E = inf (a ol] eati pari] < 


Lé KARERE M] 


Orlicz space 


+ co ARIZA RE AY FT s es f 之 集 


ent Hi th 45 toplogical entropy 这 是 用 于 拓扑 动力 学 中 的 一 个 概念 


[— 1,1] EX THX olr) = (0. — x0*0 +2)? MER 
多 项 式 


Jie (x) = 


Ji) Ce) | 雅 可 比 多 项 式 


Paca hee Rademacher functions 


Jacobi polynomials 1 3S. 


n12"cu(x)dz" dz” 


(n = 1.2.2 


[G? — 1)"w(r)] 


r,(r) = sig nsin 2"t!2 (OS xrQilyn = 1,25°*) 


Y m H 
W,, (2) 沃 尔 什 函数 | Walsh functions W, = ra (Ors, (oere, (x) (0x 
H.CA) Hp RE 设 4 是 巴 拿 赫 空间 和 的 紧 子 集 ,4 的 < 覆盖 (Ce 1， 
Ay N,(A) = min n, 则 H.CA) = logNe(C4) 
x | entropy of A with re- 
Het AKT XM spect to X P.CA) = minP, 则 H(A) = log P,CA) 
RARE SMSEAXMRTR. A eV Ryd, 
Lebesgue constant L, = log 十 1) 十 o(1) 
deg (2) ramification order 使 在 44 恒 为 1 的 最 小 整数 到 


f x< 1) 
B,Cf sx) fA REHE Bernstein polynomial B, fz) = 5 | i r*(]-— £r +) 亦 称 伯 思 施 坦 算 子 
多 项 式 £0\ 上 k n 
E: 
RARE SHEA X 的 紧 子 集 ,4 的 se 网 (zeo) 丰 1， 令 
CA) caper ^ M.A) = max m, 则 H.CA) = log M,(A) 
51 


X BJ T SERE | subsets of X 集合 XX 的 一 切 子 集 组 成 的 集合 OY BR EEG 


对 称 差 symmetric difference AAB 的 对 称 差 指 属 于 和 4 但 不 属于 B, 或 属于 8B 但 不 
” 属于 4 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 


E; 
PX 
Peper 

q*P* 


处 处 成 立 的 
cap(G) X-capacity 
RE- = X' oc 所 确定 的 惟一 测度 


approximately every- 设 P= P(r) 是 一 个 与 x 无 关 的 性 质 , 如 果 使 P 不 成 

Xr REA where 
设 已 =P(Cz) 是 一 个 与 工 无 关 的 性 质 , 如 果 4 为 零 外 
容 集 , 则 称 已 是 拟 乎 处 处 成 立 的 

y X 容量 

测度 A K 位 势 为 

aei ET | Kaduo) (x € Q) 

Us 里 斯 位 势 Riesz potential 对 于 位 势 Uk, 当 人 2 二 Rn z 3),0« a nkG y) 


立 的 点 全 体 所 成 之 集 4 为 零 内 容 集 , 则 称 P 是 近 平 
拟 乎 处 处 quasi-everywhere 
对 于 相对 紧 的 开 集 G, 记 cap(G) = [dec Kd oc Rh 
= |Z 一 y| 汪 时, 称 为 里 斯 位 势 
774 


c= Ple "* . 0g ) 表示 7 个 整数 组 成 的 一 
PH 1 Sao L ag L oee <L n SK m 


linear hull Lin E = (z|lr = XMA,y.4, € R, 有 限 个 不 为 零 } Lin E ; DS d zn RE 
ind 的 支撑 子 空间 
affeE = (x|r = 之 hy € R, 有 限 个 不 为 零 ， 
affine hull »€E 
25 Ay = 1} 
y€E 


cok = (r|r— 2 Avy ày € [0,1] HIST AWS, 
YA-21) 


y€E 


Hae usw  RCAWARERHRAARE OOO 
WOMIT ane Cc MW 
C 的 全 体 rec C 的 集合 称 为 C HOB: 


one-side directional ， E T 十 a f(x) 
se is ndis d id m Ho Poy 


Fue ED | covex hull 


奇 点 的 指标 V 的 孤立 奇 点 M 沿 曲线 C, 的 旋转 数 


设 f(i,z) ECAR XD,E"),S 是 DD 的 紧 集 , 若 对 任 给 
a uniformly almost period- 序列 {a',} ,存在 子 序列 (an} C (anh fE Taf uz) = 
aad a lim f(t 十 an，7) 在 RXS 上 一 致 地 成 立 , 则 称 f(z,x) 


是 一 致 概 周 期 函数 ,z € D 


如 果 eO 有 分 解 式 OO = pa) +94), RP 000 是 
gru asymptotically almost | R EAM EAA PC a 00 是 定义 在 R+ RR) Efi 
periodic functions Z pA, 4 t+ co R(t > — 00) HA q OD > 0, WI £j 


g(t) RE R^ (或 R-) 上 的 渐进 概 周 期 函数 
jeu eR | retarded Tedon ditis: Sen od neci aber y RFDE 是 英文 名 中 四 


RFDEC/) . ; = 2 
pier ential equation (a hrs ha BERR, h, < hy € oe L hn) 个 单词 的 第 一 个 字母 


eine —— 2 ot Z H= HGQsquOBI— Er. | 亦 称 典型 系统 或 正则 


偏 微分 方程 系统 
a(s)ds 


Prim RIRE n RE 
实验 中 出 现 m 次 事件 
的 概率 


POD 


亦 可 记 为 
Dé), a2 CE), Var 
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Yu 
WE 


符 号 


COV 


E(|), MCI) 


pr 


Q 


FCD 


k 


un 
a 

x ^ ^ 
V 


F 


a, 


EC ) 


Bin, p) 
Gp) 
AX gp 


HN, n,p) 


M(n; pis 


eas s Pkt) 


P(A) 
ak P(R;A) 


U (a T» 


或 ULa,b] 


(Ayr) 
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dl 
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中 文 名 称 英文 名称 意 义 或 举例 
协 方差 covariance cov(€, 7) A BS BLAE BSA HAS 


Ak fr 88 38 conditional expectation | E(él|y), MEI ÆRME E EATA y 的 条 件 
(或 条 件 均 值 )| or conditional mean 期 望 (或 均值 ) | 


相关 系数 correlation coefficient PET ,Perr《$,7) 表 示 随 机 变量 和 7 的 相关 系数 i 时 , 亦 可 


| 2 是 由 二 个 基本 事件 w;(iEN) 构 成 的 基本 事件 空间 ， 
elementary event space a= lonia ee Te 


频率 FF,(4) 等 于 频数 f,(4) 与 试验 总 次 数 nn 之 比 , 即 

FG - 10D 
conditional ‘distribution | 《和 7 为 随机 变量 , 则 称 Foy | x32 9E €— x KH FP 7 

TE ction 的 条 件 分 布 函数 ae 


origin moment of the &- 


TIT E EUER a — EGO | o 
th order 


"IN central moment of the &- € B8 k Bret 1s ECCE ED' 
th order 


k BY ER origin absolute moment i 
k 1 [uz i —E k 
fh XTE of the£-th order € RS k Br JR Sx ART HE a |£] HERE 


k Br rp central absolute moment 、 pom 
uxt | of the &-th order E I k Bro ARTE B- EIS EE 


" " 
oe LEE uc E DN i Md EE 
, | E ECE—E£|^19— Eq | —oo. HALEN, MIS EL CE 
NRA 
中 心 混 人 台 和 扼 | central mixed moment — EO Q-— Eq) 2h € 82 HY REL 阶 中 心 混合 条 


(O< p1,q—1—p;k—0,1,2,.) 


negative binomial distri- | # HE PS p.=C(m+a2) POn2x1] ! P"q* On WB 
bution 数 ， 0c p«1, q—1—2,:—0,1,2,:) 


密度 函数 为 
pr= pg? OPI (Qq—1—p,r—0,1,2,:) 


| zu 
hypergeometric distribu- 密度 函数 为 p= r | — / z (2 为 整数 ， 
tion N, Np, n HERS, NEn, 0S r< Np, Oxin— zx 


基本 事件 空间 


频率 frequency 


二 项 分 布 binomial distribution 


负 二 项 分 布 


几何 分 布 


geometric distribution 


超 几 何 分 布 


密度 函数 为 p= | Due | um) /| 2 G= 

i Zi Xil n 
1,2, k #1) 5x15 229° ret te EM N, Np’ ts 
Npirion EIER X ret Hn Cai te ta), pit pe 
Fent pey1 0) 


多 维 超 
几何 分 布 


multiple hypergeometric 
distribution 


k 
泊 松 分 布 分 布 列 为 per; D= eiA 0,k= 0,15 25) 
| f1/(—2a) (asrsh), 
均匀 分 布 uniform distribution 密度 函数 为 p(x) 一 (其 他 )， 其 中 


a«b 为 常数 


密度 函数 为 p = exp |- E), 


OM 2 
normal distribution a V2n 2a 


(—oo«Cr«4-oo,0750,u HBR) 


亦 称 高 斯 分 布 


亦 可 记 为 GC(4,7) 


A 


ee AR 


密度 函数 为 p(x) - l- 
BO A>O. 为 常数 


柯 西 分 布 


Cauchy distribution 


a COE 


伽 马 分 布 


gamma distribution 


A 
密度 函数 为 podro 
0 (r&.0)5 


概 率 WR od 


密度 函数 为 PCz) 一 { es 
其 中 4 为 常数 


e(A) 指数 分 布 


exponential distribution 


| [eAx*"lexp(— Àx') (zx>0), 
e RB poo [^ (ze). 


qO-2/2g-—2/2 
Chi-square EM poo 4 r| 2- 
distribution " ae 


韦 布 尔 分 布 | Weibull's distribution 


(20) 9 


其 中 为 正 整数 
密度 消 数 为 


TM. E — (nea) /20 ç 0 
logarithmic normal dis- PG) Nd z-0) 
x = 
tribution ox VaR 


Lolu?) | 对 数 正 态 分 布 


B 
é 


其 中 ao 20 AE 


密度 函数 为 pz) 一 一 一 一 一 一 一 


亦 称 上 分 布 


Student's distribution 


其 中 为 正 整 数 


n tn. 


no 
-nÈ n (notni) 2 (x 5094 


密度 函数 为 PCz) 一 1 8| Z, Ze) 


F-distribution 


密度 函数 为 
co e [e -55*) -55*] 
其 中 r,a 均 为 实数 ,8 为 常数 


extremal distribution 


) 
) 


exp { | T d | n 
o 2 co tla 
non-central chi-square | AE PRÉ p(x) = 2n/2 24 (x 2200, 
Xn, dE rp x? 分 布 : ; , rl + j| £j 
distribution 2 
0 (r <0), 
其 中 4 为 自由 度 ; A> 0 为 非 中 心 参数 


密度 函数 为 


non-central — ¢-distribu- 


p= n”exp(— 62/2) = (zm (=) | 272 \? 


In T| Z) oreet 2 mj \ 2+2? 
2 


其 中 为 自由 度 ,6 为 实数 , 且 是 非 中 心 参数 


tion 


ul 


(22) r 2H 


2 
mna, 


F-distribu- Rd ear eae X 
IP D | B ek nao) 2 


non-central 


À 
uu 
FGn,ni4A) 
其 中 min 为 二 自由 度 ,4 为 非 中 心 参 数 


: 最 小 顺序 ues | XO = min X; 表示 见 
统计 量 smallest order statistics 1 ick ; 表示 样本 观察 值 中 最 小 者 


| NEN 
| ; = 
E d 


dE rp F Ay 


tion 


REA b T sample origin moment of 
原点 和 矩 the &-th order 
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数 学 符 号 X 


中 文 名 称 英文 名 称 Em x m 3 f» 


rp ag of the &-th order TNT 


zm 


d 


5 


wA k E population origin mo- 
RAI ment of the £-th order 


BEBE population central mo- = a fe pri 
中 心算 ment of the £-th order fcc ES Spe es e mere) 
IN ; = X41: p n=2k+1, 


i Mh M Ld 亦 称 样本 偏 态 或 偏 态 


a Es | z*dFG) 


F 


Md 亦 可 用 X Xm 


E 
RE 


k 


Un 


样本 偏 度 


sample skewness 


样本 四 阶 中 心 矩 除 以 样本 二 阶 中 心 矩 的 平方 再 减 去 


A 
E 


样本 峰 度 sample kurtosis 亦 称 样本 峭 度 


2 
自由 度 dfa, fA 表示 因素 A 的 自由 度 


离散 型 随机 变量 c f Hr] = 一 X PilogsPi; 连 续 
entorpy pr 
型 随机 变量 z 的 精 HC] = 一 | olog f (x)dz 


roe 4 fti RRA 
UEM Jr p) - CRAP T (s zum A ic 


df. f 
E.G) 


Hx] 


fikr, p) 


g 离散 型 随机 变量 的 边缘 概率 分 布 式 为 
P: X P; 边缘 概率 boundary probability P, = XP P.;= EP 


N 维 正 态 分 布 的 密度 函数 为 


NCu,2) 


Aw | 多 维 正 态 分 布 


normal distribution g(x) = 1 exp{— (a — WI- (x — u) € R”) 


(21)"? y 


P1 
S. 的 标准 化 | standardization of S S; = = CX, 一 an) /Sn 
=1 


样本 点 随机 试验 的 每 一 个 可 能 的 结果 亦 称 基本 事件 
不 可 能 事件 随机 试验 不 可 能 发 生 的 结果 


随机 试验 E 只 有 两 个 可 能 的 结果 ,并 且 其 概率 为 p. 
伯 努 利 试验 | Bernoulli trials gq, 其 中 gq = 二 1 一 p, 把 上 独立 地 重复 nn 次 试验 构成 了 | 亦 称 伯 努 利 概 型 


* 
1 


A+} 


~ 
A 


$ 


一 个 试验 


a 
Tr 


3 root-mean square devia- 
上 控制 线 表示 控制 图 中 上 控制 线 
表示 


UCL 


LCL 


"BÉ mz 

下 控制 线 示 控 制图 中 下 控制 线 

抽检 方案 表示 子 样 的 容量 为 和 允许 的 不 合格 数 为 C 

"m -— 对 任 一 特定 个 体 ( 产 品 或 生命 体 ), 从 某 个 标准 时 间 
eee 起 在 规定 时 间 t 内 失效 (或 死亡 ) — 

e m —— aser 


可 靠 寿命 使 可 靠 度 等 于 给 定 值 > 的 时 间 po.s 称 为 中 位 寿命 
失效 率 产品 工作 到 时刻 后 单位 时 间 内 发 生 失效 的 概率 


(n|C) 


: Q 


R(t) 


Pr 


AQ) 


= 
© 
"rj 


778 


失效 前 的 平均 | worked mean time be- E a 
probability distribution 
EM 概率 分 布 函数 | fi F(z) = P(E) « x),z € (— oo, 十 co) 简称 分 布 函数 


| Muss jarna 使 似 然 函数 L(p) 达 到 极 大 值 的 参数 P 
当 区 间 (b,,p) 以 某 一 指定 的 概率 包含 9 时 , 称 (， 
0 ) 为 函数 9 的 区 间 估 计 


maximum likelihood es- 
timate 


| 符号 | 中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 & È 
[B] Ph E 
AW id Hi 9 小 


mn 估计 量 estimator 

R = max {21s 229° s Zn} min(axisax2» yz 表示 取 | 亦 称 样本 范围 ,又 称 
pk 样本 极 差 sample range 样本 中 最 大 值 与 最 小 值 之 闫 ntl 
EM Eu essi CLR HARRI | peg 
备 择 假 设 alternative hypothesis 假设 检验 中 , 异 于 原 假设 的 另 一 假设 亦 称 择 一 假设 


critical value Uas Aasta 表示 置信 和 度 为 a 的 临界 值 


总 离 差 平方 和 Q== Ë È (zy 一)? 


组 内 离 差 平方 和 Qi 一 之 XG x 


sum of squares of devia- 


离 差 平方 和 组 间 离 差 平方 和 Q = nD Gs 


tions 


因素 4 的 离 差 平方 和 Quand. 一 Ds 


误差 平方 和 Qe 一 XXG;—m — HY 
7 一 17 一 


交互 作用 | interaction AXB 表示 因素 A.B 的 交互 作用 


orthogonal layout 


正 交 表示 标记 d Li(23) 表 示 二 水 平 三 因素 , 需 作 四 次 试验 的 正 交 表示 


operator of according to | 将 矩阵 A= (aij),xm 中 的 元 按 列 依次 拉 直 排序 , 即 
列 拉 直 算 子 : x: 
columns draw line vec CA) = Caiisdo1» 7* san] 50123422  * Anas"? sanm) 


operator of according to | 将 矩阵 A= (4aj;)nxm 中 的 元 按 行 依次 拉 直 排序 , 即 


rowsdraw line ran(A)= (ay »12»*** »Ginsd21 34225 ""* shams ""* sanm) 


行 拉 直 算 子 


应 用 数学 (Applied mathematics ) 


中 文 名 称 英文 名 称 意 义 或 举 例 


A— Us pa GO Iz € X) APR X ABV EX. | 亦 称 模糊 集 、 弗 晰 集 
ME ezmsobasi pa (x) € [0,1] 是 模糊 子 集 4 的 隶属 函数 


模糊 子 集 的 | supremum of fuzzy sub- | x(,, |lt€ T He SCR MW V a, =sup{a,|¢€T} 
上 确 界 | set 
| A m infimum of fuzzy subset zr alt€THÉ SNR fE JU. A aint ta, €T) 
A 
代数 和 algebraic sum PAB HACE EAH CE 
= ua Ga) ug(Gx)— ua Cz) pp (or) 


ME rA 
"PE Diz mintat h 1 3 P a. 5€ [0,1] Y>0,p>0 
A4 mm. | bounded product aQb—max(a+b—-1,0) 3t d 2.b€(0,1] 


; -— +, | ab KH a,b€[0.1]. 
TNT" ND ab X a.b€ [0,1]. 
X AHH | Einstein's product at€b—4 daa) Y20. 5-0 
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2 ` ` 
N Š ; 
- 


符 号 
PDF 
E 
Ho 
H, 
* 
X 
LC 2 
vec 
ran 
符 号 
A 
V 
A 
A 
ae 
中 
C9 
+ 
€ 


HN 
Yager sum a Pb —min(1, (a^ 4- b^ ) V?) id jur 
A 
糊 数 , 即 m= [us (xz)/X, n= MMC 


Aun a,b€ [0,1]. 
P 
LJ 
r3 operation of fetch small momon = | Me (7) V wy ONER y 


Y20,p>0 
减法 运算 operation of subtraction —m- | is CO/0 = 2) 
f | fu i f: XoY 表示 从 XX 到 Y 的 模糊 函数 ^. lf sn m. RN 
weaves | fuzzy mapping ^ Fama. RN 


| e | ARE bounded difference (AO B) (x) 2 max(0, AC — BCx2] 


< 小 于 等 于 relax restrictions of less Arh GORRIRA Ar«.120 的 软化 
i 的 放宽 or equal $3 


Dix, F) =a, Rr ATM FX wo OO 的 
KAEH a, OO 表示 上 所 有 模糊 集 组 成 的 集 


aPysq = wn KOS Ee hU 


min = NES A pu GO/x V yomen PARA 


fixed degree 


不 动 度 
e* 绝对 误差 absolute error e* 二 x* —r ÈP r RRA He 的 近似 值 
didi 


relative error 


常 简称 误差 


la*|<e* Re Hr 的 近似 值 ,se* 为 近似 值 x* 的 
误差 限 


e = z 表示 精确 值 ,e* 表示 x 的 绝对 误差 ， 
cf 表示 相对 误差 , 它 表示 误差 e* 关于 近似 值 z* 的 


maam ecce Ger 表示 相对 误差 


TM e | 之 6, 式 中 zx" 表示 近似 值 ,e* 和 er 分 别 
ô 最 大 相对 误差 | maximal relation error 表示 绝对 误差 和 相对 误差 , 取 不 等 式 成 立 的 最 小 数 6 
为 最 大 相对 误差 
S SE x)? ‘4 
o 标准 误差 standard error A Sl eh Sz; — zx)? 为 误差 平方 
n i=] 
和 
7 


E | D3 E = z | n 
平均 误差 == eh lS Rs 


V 概率 误差 probabilistic error P( [a| s —1/2 表示 数 a 的 绝对 值 大 于 它 的 误差 和 
i 小 于 它 的 误差 出 现 的 可 能 性 一 样 大 
Zero * ) 4 Im st BJ | zero points set of poly- | Zero (PS) 表 示 多 项 式 组 PS 中 的 多 项 式 的 公共 零点 
id 公共 零点 集 | nomials 集 


n k 
Res (p,q xz) —akbl * TI II (a; — B) . RP ai. B; 分 
Res 结 式 resultant n 
别 是 多 项 式 p(x) 和 g(x) BAB aras sas 和 bsb, 
,bs 分别 为 pCzx) 和 q(x) 的 系数 
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aUb=a sh a,b WORF HHR amb BERGE. | 当 原 子 不 可 分 解 时 
合 一 运算 | unification 否则 aU6 为 空 ,集合 论 中 的 并 运算 是 合 一 运算 的 特 | 合 一 的 结果 等 于 并 集 
pot | ee [ott 


KA UL. 


R-1— FE sUb R ERER AR BE HE 
Wi Ho GE TELA OS BRE AR HE Bt B5 8 


ES = add — eYER3 (p = 2,35), HP 


JR PR JUR BE 


Eo» pp 次 指数 exponential smoothing | a(l 一 a) (1 二 0,1,2,…) 为 当期 序列 值 的 影响 权 | 当 p= 二 1 时 即 为 一 次 
平滑 值 | value of pth 数 ,a 的 一 般 范围 在 区 间 [0.1,0.5] 内 ,适当 选取 a 的 | 指数 平滑 值 EO 
值 是 保证 预测 的 关键 
(p p RAE weight smoothing value ues LI ipod males Ov IT M p=1 时 为 一 次 加 
平滑 值 of pth ai (i 二 0,1,2,…) 为 当期 序列 值 的 影响 权 数 ,a€ [0. | 权 平 滑 值 
1,0. 5] 
Exc em 
VIF 协 方差 扩大 | amplification factor of VFD =I IRPA B; 为 线性 回归 模型 y=Xp+e 
因子 covariance 中 的 第 i 个 消费 者 预算 参数 B; 的 估计 值 ,R 为 X 
的 多 重 相 关系 数 


E u"(x) 


rz) = OS SH u DARE I ES 
fe 可 理解 为 收入 


亦 称 Arrow-Pratt 风 
ERRERA 


risk aversion measure 


EP 风险 厌恶 度量 
: 


直接 消耗 系数 
bij 完全 消耗 系数 


Tul) 


i 
S= ip € Ripe > 0,2 pi = 1) at RO RE 
间 ,p 表示 价格 向 量 
BG) = (x € Xi prz pret Xn) or 
E 


Bi CD HI X; 分 别 表 示 第 i 个 消费 者 的 预算 映射 和 消 
VE EIE 是 第 j 个 生产 者 的 利润 函数 


budget mapping 


E Tij > s l — d 
direct consumption coef- | ar = EK Gof — 1.2.00) ,zij 表 示 第 i,j 两 个 部 


门 的 流量 ,zj 表示 第 j 个 部 门 的 总 产品 量 


2 ficient 


n 


"n n n n n 
bi; — aij t Daran t 22 22 asauan+ 2, 20 2o 65450404; tt i,j = 1,2, 5, 
k=] 5 一 1& 一 1 t=]s=]ġ=1 


n) , 式 中 a;j 是 直接 消耗 系数 ,b;; 表 示 第 ;个 产品 部 门 对 第 i 种 产品 的 完全 消 
TERN 


ci 二 1 十 bijcij 一 bij(i 关 站, 表示 产品 部 门 提供 单位 最 终 
产品 对 所 有 产品 部 门 产品 的 需求 量 ,bi 表示 第 i,j 两 
个 产品 部 门 之 间 的 完全 消耗 系数 ,cij 表 示 第 j 个 产品 
部 门 产 出 单位 最 终 产品 对 第 :个 产品 部 门 的 需求 量 


动态 投入 产 出 模型 中 常用 的 统计 指标 ，d = 
muU. RREH 时 第 JG 12e oo BELT 
加 单位 产品 需要 第 ; 投资 部 门 在 时 间 c 供给 第 7 部 站 
产品 的 数量 . 刀 表 示 t 时 i 投资 部 门 供给 j 部 门 产品 


总 量 , 刀 表示 了 部 门 上 时 的 产品 总 量 


total consumption coeffi- 


cient 


total demand coefficient 


investment coefficient 


Lg = [a(n — 0.5) + a(n — 1.5) to + a, 
0. 57/100 为 项 目 投资 时 洲 , 其 中 ai 为 第 ;年 投资 占 
总 投资 的 比重 ,n 为 建设 周期 


Le = Sin | S1 ses AIH OR LR 
到 i 部 门 的 投资 .nm 为 i 部 门 以 外 为 单位 的 时 灌 


| (i,57=1,253) zy 表示 应 变 


Ly 


完全 需求 系数 
Ht AE 
应 变 张 量 strain tensor 
张 量 分 量 sUj sty 表示 位 移 分 量 


f—J*f-- Tayl f RSS 是 f 在 原点 的 泰勒 展开 式 
Tayl tail 中 保留 六 阶 以 下 的 多 项 式 部 分 , 截 去 的 部 分 称 为 f 
Eo [men Tayl f 


"HG. BD RMNILR x ER B rp UJ. V 2€ B, 


CENE G,B)slHBp.$9 B uL O8 SS B 


Ws) =F Set YGYUG A388 i d 
W(s) 传递 函数 transfer function 和 输入 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ,Q(s),P(s) 分 别 为 W(s) 
的 分 子 ,分 母 多 项 式 
O max ^u 
cond 条 件数 condition number 称 cond dicun 为 矩阵 G 的 条 件数 ,cond G 越 
KR C 越 趋 于 欠 秩 


i = di , tus sJ iQ lilacs 
ee | s mee d CNN 


i X = block diag (Ais AVIA Ao, 9 


blockdiag 块 对 角 元 block diagonal element | A. A) HE A A ki 阶 方 阵 ， WWE A; 9 EU fn 
阵 的 块 对 角 元 
arg (g (jw)) 称 为 相 角 ,其 中 9 Gen H m X n. Br EE PR 


conv f(je, D) —conv f (jw, Dx conv * 2 € 
conv( * ) oh convex hull 


R? LA & ,e€R;j FW HEURE Do |]vi 0,1; 1 
er clon | 放下 为 


二 ],2,…,m}) 为 v G—1,2, m) PA E p ST PR 

ess supa( Ga) d mxXn Br Sz B E AL PR AKG Go) BY 
ess sup 本 质 上 确 界 | essential supremum w 

本 质 上 确 界 , 即 除去 w 的 一 个 零 测 子 集 后 的 上 确 界 


"n 
maxf = POL 


约束 条 件 constraint condition [3 È ayz; = xx WSN 
s.t 


Zi 之 0 (7 一 1,2，…72)， 
目标 函数 max 了 必须 满足 (x ) 中 的 条 件 


L L 
xi T : V0 AUR CE UU IERBRJ;V <0 表示 字典 式 为 负 的 ; V= (virust Un) Æ 
lexicographicall order Lex min 表示 字典 式 最 小 ” 维 向 量 空间 的 向 量 
Aj 


fi) ap <o} (3 ar <o), 


low characteristic num- 


ber 


一 co (3 Ay <o), 
Sa 称 为 基 日 的 下 特征 数 和 ,六 ” 为 检验 数 


À; 
min | - 5-137 0]. Jio 


5 | 
十 co， q ayo, 
68 PA Æ B WERTER A,A 为 检验 数 


pi» p; FAR TE— TYE HRA min f= pfit paf? 
tet pifi 中 ,pi, poets pi 为 等 级 标志 关系 

已 表示 最 优 策 略 . PE&v(zt) 表 示 最 优 子 策略 ,是 初始 
状态 为 a. 的 后 部 子 过 程 所 有 子 策略 中 最 优 者 


Opt vi sl Ze» Pr,n (re) ] E AN d ER PR C Ven AY Be DG 
Ps.n 表 示 子 策略 是 从 第 上段 开 始 到 终点 过 程 的 策略 


above characteristic 
number 


ui 
posA= (a|a€ R", a= X4 Bjz0.j—101,2,", 
j=l 


正 线性 组 合集 2 oum linear 
n) X B AREE 4 的 各 列 的 正 线性 组 合 组 成 的 集合 
outs epi f/—(G.a)|aZ2 fa) ERAM f(z) ERK 
pigrap 上 图 , 若 给 定 epi f, 则 Co) — min(r| Goa) € epi f) 
X/Y/Z/C 为 排队 记 法 ,其 中 X,Y,Z,C 的 意义 依次 
/ 排队 记 法 queueing notation 为 :1. 相继 到 达 间 隔 时 间 的 分 布 ;2. 服务 时 间 的 分 
12:3. 服务 台 的 数目 ;4. 允许 的 顾客 容量 
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l NES | p —_ À MS 
I 队长 期 望 值 team length expected Ns AP, ELI ACTES 表示 标准 的 M/M/1 
^ value Tz 79 B9 DA KABA. o 为 服务 强度 , 即 服务 台 平 均 利 
用 率 


Lq 一 SUP HP = 
Lq 队列 长 期 望 值 


loss of transmission 


C 信道 容量 channel capacity 


信 源 率 失 source rate distortional 


AKA function 


mutual information 


pe p 4: 
queueing length expect- 1—p A 一 人 
ed value 示 标 准 的 M/M/1 模型 的 队列 长 期 望 值 ,o 为 服务 强 
度 , 即 服务 台 平 均 利 用 率 
逗留 时 间 expected value of staying Ws=E[W]= 一 表示 标准 的 M/M/1 模型 的 逗留 
Ws H8 B fü time fa 
时 间 期 望 值 
等 待 时间 expected value of wait- Wa 二 Ws 一 十 一 -人 表示 标准 的 M/M/1 模型 的 等 
VAI 期 望 值 ing time E^ un 
E 待 时 间 期 望 值 
对 策 G= C$1,552, A4) , P S= (aj,a5, Om EZ JR 
G 对 策 En 中 人 I ARMIES. So= (BiB Bn) RAP 
ai 人 工 的 纯 策略 集合 . A= (aij)mxs 表 示 支 付 (赢得 ) 逢 
阵 
Ve = maxmina;; = min maxaij 称 为 对 策 G = (51,55, 
Vc 对 策 值 games value ; i j ji 
Eo A 的 值 
xoc dM z 
Te 噪声 温度 noise temperature Te= 7p D b NARA Dk NBS E 
数 ,B 为 频带 宽度 (Hz) 
y 传播 常数 propagation constant YeatjB= YZini, 其 中 a 表示 衰减 常数 (Np/m,dB/ 
MO. B 表示 相 移 常数 (rad/m) 
Lt = 32.45 + 20lgf + 20lgd + A — G — G, AP 
了 为 工作 频率 (MHz),d 为 传输 距离 (km),4 为 电路 
衰减 (dB) GG: 分 别 为 发 射 天 线 与 接收 天 线 的 增益 
(dB) 
C= max! Gri) ,其 中 PCz) 为 输入 符号 概率 (或 概率 
密度 ),I(zx;y) 为 互信 息 量 
R(D* ) 一 min(I(u;v)},Plvjluj)E€ Bp, 其 中 DD* 为 信 
源 的 允许 平均 失真 度 ,T(w;v) 为 平均 互信 息 量 
14 一 log C45 一 一 logP(4), 式 中 PC4) 为 随机 事件 
A 发生 的 概率 ,Ta 表示 4 的 自信 息 量 
PED Rh y ERKAK E X 
示 收 到 消息 的 某 事件 的 信息 量 
I(OXSY)-HOO0 — HOX YO ,其 中 五 (X) 代 表 接 收 到 
IG Y average mutual informa- | 输出 符号 集 Y 以 前 关于 输入 符号 集 X 的 平均 不 确定 
tion 性 ;五 (XIY) 代 表 接 收 到 输出 符号 集 Y 后 关于 输入 
符号 集 X 的 平均 不 确定 性 


IGx;y)-—log 


DG,B) = 3 GO BO rb a B; 表示 长 度 为 n 的 二 


logical derived rule xt ibl FF 51 835 76 a CO B; 是 二 进 制 码 元 相 加 . D Co DR 
AN a, p 对 应 位 置 上 码 元 取 值 不 同 的 个 数 


S 周期 卷 各 z 008: 00 stb d QR GO REB A KA 
N 循环 卷 积 circular convolution HON Tzn) 


operational symbol of 


把 fe ERE NER BA 杨 德 平 
E 方 Bh [EIE 
W GE 李 志 深 KAE HRE 
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说 明 : 1. 该 索 3| 收 录 了 本 卷 正文 中 给 出 释文 的 全 


使 用 。 


条 目 笔 画 索 5| 


部 条 目 及 其 参见 条 目 , 提 供 读 者 按 汉 字 笔 画 方式 检索 


2. 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 , 若 笔 画 数 相同 , 则 按 一 ( 模 )、| 


S.) GO . 
GE, X GZ01H29 ` 


相同 的 , 则 按 第 二 个 字 的 笔画 数 和 起 笔 笔 形 的 顺序 排列 ,依次 类 推 。 
个 字 为 西 文字 母 , 数 学 符号 .罗马 数字 和 阿拉 人 数字 起 首 的 条 目标 题 , 一 律 排 在 汉字 起 


3. 凡 第 一 


一 阶 赋值 TTT"""—"———— ere eee 


”外 ) 归 为 一 ( 折 )。 


"(点 )、 了 了 ( 折 ) 五 种 笔 形 顺 序 排列 ,其 中 , (《〈 提 ) 归 为 一 ( 横 )，| CR $40 1879 | 


CA) S RE EET T4 LER TT ES RE] CER SR TAI ] 第 一 个 字 


首 条 目标 题 的 最 后 。 以 西 文 字母 起 首 的 条 目标 题 分 别 按 其 字母 的 蓄 体 、 大 写 、 小 写 及 字母 本 身 
的 先后 顺序 排列 ;数学 符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 
到 大 的 顺序 排列 。 


El 


一 些 半 局 部 环 的 KE 


一 致 同 构 pe 
一 致 收 伍 的 一 致 结构 nee 
一 致 收 伍 的 映射 网 T" 
一 致 空间 ee 
一 致 空间 的 完备 化 nn nnn n n BB B Bá 
— Fr BE Xm eeÓ4—- 
一 致 结构 的 基 eeeeeeeeee 


一 致 覆 盖 族 T"""————————— 
一 致 履 盖 族 的 子 基 n 
一 致 履 盖 族 的 基 "n 
— E pi [n] B RR 
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443 
—« 418 
: 346 


642 


635 
89,696 


e 615 


一 般 根 论 eee E E eee ue eee Cee oan 5995€» 


吉 构 顺序 排列 ;数字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 


164 


243 


206,252 
一 般 型 代数 曲面 
一 般 型 代数 簇 enn 
—Hüph eee 


一 维 凸 图 形 Aes 
一 维 半 群 ee 
一 维 同 伦 群 pp ee 


一 维 流 形 的 微分 同 胚 分 类 


画 


one oan 


二 元 二 次 型 seo eee ote tà b ree 656 One nee 


二 元 二 次 型 与 二 次 数 域 理 


S TS 
OU Hil BE ees eoe dene rita hao ass 


mp T Ro ee 
SSE RE Visese eicit esier aeo 
二 次 互 道 律 eee eee 
二 次 扩张 ee 
= Veta E T 
二 次 闭 包 ee 


二 次 闭 域 ， 
二 次 变换 - 


PA 、 
—EKNM. 


= a MATA 


517 
508 
510 


* 280 


mat, ii, Mee 
二 次 型 的 亏 数 oreereeerererereensee 
二 次 型 的 规范 形 pe 
=U FU AD LAM eeeeem I 
二 次 型 的 标准 形 eee 
二 次 型 的 指数 eeeeeeeI 
二 次 型 的 矩阵 pe 
pT BE eoe 


Bi SNF BE RES RASA RASS 8) E s Fe RE 91 , 


二 次 型 的 维特 指数 ves ens 207 


二 次 型 相伴 的 双 线 性 型 
二 进 紧 空间 Vs tae NE Med REN RETE US NS 
INRA eeeeSeee€em mI 
LJ AGWAXPEREeeeeeeHMeee- 
THT ART e MB cee cee eee nee 
二 重 对 数 画 数 ，……… ee 
二 部 地 图 ee 
二 部 图 和 eestor 
二 维 西 图 形 eeÓe€9—4—MMMHSy 
八 面 形 剖 分 eee 
人 射 空间 Tn 


JLF f I 


DE 4E 2. E 
几乎 交换 霍 普 夫 代 数 ， 
几乎 极 大 赋值 环 - 

a 
几乎 余 交 换 霍 普 夫 代数 
UPEER i 


几何 亏 格 pe 
几何 无 关 点 组 cee cee cee cee cee eee eee 


几何 对 个. 


Jal EE THE ee dienen 
Wn IE dE. eae piter ce 
JUR es ienesis 
Finca Ree: eC eee 


Ti al Rips T 


Wanye as SNL E 
Rk. ae e a test 


乃 米 芯 基 切 圆 盘 空 间 .…………… 


= Ej 


ZPB eeeeeeeeeeee 
三 次 方程 的 不 可 约 情况 ……… 
三 角 不 等 式 oo 
三 角 地 图 see cose soo ooo soo eoo voc ote 


三 角形 图 … 
SAAT 
三 角形 棋盘 … 


三 角 剖 分 9 


三 部 图 wae ace Pee Woe eee eda Kos VAS ANM MEA AUR 


三 维 凸 图 形 ， 


EE ， 


三 联 组 的 正 全 同人 列 


专科 
工件 作业 pe 


LAE SE HE [i] EE MIR 


S VIR 


下 半 严 格 对 角 占 优 和 矩阵 


one een ouo 


下 半 连 续集 值 映射 ee 
下 半 拟 连续 集 值 映射 …………… 
yr2 c T 
TENE eee naa 


下 同调 群 + 
下 极限 拓扑 - 
下 拓扑 … 


I Wn T" 
FRA Tm 
大 子 集 ——"——— ^" 


ATE ee 


cM 


KR ， 


Fo Gas: Aiea em 


大 篇 法 型 特征 和 估计 en 


508 
665 

96 
516 
695 
666 
667 


70,374 


565 
480 

43 
630 


99,666 


221 
341 
363 
363 


万 有 开 折 ene 
万 有 范 指 数 不 等 式 Mee 
万 有 空间 pe ee ee 
LEG OL LIUM 
EX SJÉ "C000 0 E|0ÉEN09 nn 
上 半 连 续 分 解 空间 e 
上 边缘 同 态 .ee 
uns TT"""""———— 


EE oe 


a E UE 


上 同调 运算 


上 同调 运算 的 悬垂 eeeeeee 


上 同调 序列 


ERAZ AEH cee ee nee ee ees 
Pace, eMe o ee 


上 同调 洋子 …… 


ERNIE ISO ere 
ee T 


上 同调 群 HS 
上 同调 群 已 : 
上 同调 群 HP 


上 同调 模 enne nnne 
上 极限 ses cae nee nee ee nes sos oos ovo von 
Jeep roe aoa asso 
E BIO Bp eene nennt 
EBUESSBI ove css ccc cesses cneceeacs 
ED E 
dE JE. g ei So Or nues 
上 复 形 范本 eee emn 
E EAE A 
上 复 形 的 短 正 合 列 MR 


上 复 形 映射 e 


EXSBE ee 
上 
EN eee 
ia RS 
HE wot WG 
idt So 
EMR eee eee 
ERR A. ———— 
a EO 
上 链 变 换 eee 


100 
355,356 
P o0 


ila es 
上 循环 - 


上 循环 空间 … 


凡 罗 尼斯 曲面 eee 
In 
广义 (内 ) 导 子 e4——HÁÜee 
广义 上 同调 .pe 
J^ ead: |b Ce 
O SUTER Meee 
Be ei ee 
PO SLAB ARB HERI 
广义 卡 西 默 算 子 eee 
广义 四 元 数 群 .…… 9 
D> SORT FR A EE RE enn cee ees 
moe ee ee s 
广义 同调 理论 e ————- 
me DS eee 
广义 玛 尔格 朗 日 预备 定理 

广义 运输 多 面体 cre cee ree cee eee eee 
广义 运输 问题 we eee eee cen cee cee ees 
广义 严格 对 角 占 优 矩 阵 nnnm 
广义 拟 左 交错 BCI 代数 … 
广义 阿达 马 和 矩阵 … nen eee ee cee nee eee 
JO CBS Coe 
D> X BEIGE REAB nnnm 
广义 单列 代数 eH 
广义 单列 环 eren 
广义 标准 型 ee eere eee nies 
JE ouis NN 


广义 矩阵 函数 


NE 


内 定理 - 
广义 恒等式 : 


ee 
广义 洛 仑 芯 变 换 eeeeeeee- 
广义 除数 问题 see eee eee cee cee eee eee 
mee ae dried heus 
VAADE MIU 
广义 圆 内 整 点 问题 wee eee eee eee eee 
广义 特征 子 空间 vee cee cee cee eee ene 
广义 特征 标 ces cee cence 9 eee os。 
广义 特征 标 环 pe 
广义 透镜 空间 cre cee cee cee eee cee eee 


广义 康 托 尔 集 ………… 


广义 碎 积 
广义 嘉 当 矩阵 ， 


P AEREE en 


TARRE ， 


J TRBI Ce 
门 杰 - 乌 雷 松 维 数 "v" 


157 


& BS BR S| 


WENE. ae Se 
门 德尔 森 设 计 … MM 


小 [9] 或 大 O 的 陶 贝 尔 定 理 


WN PAE EE EA 
JE SENE eee aov i 
小 归纳 维 数 MM 


Dt: Seni 


小 消 F RF T" 


马 可 夫 性 质 eee 
马尔 采 夫 秩 eem nnnm 
马尔 芯 夫 条 件 es- 
A ti 


马尔 获 夫 类 ， 
HERR ， 


Pp MES 


4 Bh 4p 26 ee ene cee ncccerse 


马 勒 测度 "T"T"—————— 
uam ut "T" 


马 森 定理 eee 


子 对 象 essosoosocsosovsevsesoesoesese 


子 对 象 的 并 vee nes ces cen cee —- 


子 对 象 的 和 - 
TR. 


子 多 面体 ， 


a 


子 余 代数 Terre rer err ere so sone 
fF Az ene vorne sossessos oes ooo vos soo 
T» —(——— ———X etter ye 
子 表示 see ssasesssassc sav seo noo soo voe 
TX 58$ sescssovsoseecoocsoccaonaooo 


子 图 … 

子 空间 - 
子 空 间 的 交 ， 
子 空间 的 直 和 - 
子 空 
子 空间 的 和 ， 
Feb - 


FEARS IEA À 


icd 68,367 


"* 666 


s- ELL 
5 578 


子 流 形 的 管状 邻 域 ees 


子 域 


SE Ek Orr ere err err err etre reer rete 


么 正 余 标 架 


FARE eoeacecssoncesencenoaorossoasa 
HERAA diieas 
JEHBUE sci ade ka Eve k ge uns 
JT BERI eere ae da e OE sa Rd 
开 星 形 err err ere rr err etre re eer err 
天 


FSAI | 


980,717 


719 


无 亏 数 的 二 次 型 eso ane noacancas ese 


ia] E E sioe T 


FE fii] HUE …… 


SLY: ee aue ae rue sues 
无 关 ( 泛 代数 中 的 ) enn e MM 
ae 


无 扭 阿 贝尔 群 ， 


HHE 
TFA 


KAM RAR = 


ese sae 


RS, Se eee 
EPA ii Pal ET dates 
Lg ee OI D eee 


nu M 
无 限 阶 ， 


无 限 余 维 数 ， 


LOD LO CAR US 


(EE ane 


srs UP MEER 


无 限制 分 拆 函 数 nnnm 
无 限 维 李 代 数 pp 
无 限 维 线性 空间 en。 
FERRER BE ove vee nmn 
Sb Bi ee ee 
FMB. € 
FEBS f HL esee 

pu l IP 
ERME P 
X mls PLT Lese basa enia tes 
FETE PAGE MILD 


FE EY R PEIRE enn n MM 


TR 
元 素 的 阶 - 


TORRE EE sates 


元 素 的 值 - 
韦 伊 除 子 . 


D cms cM 
Mibi RN 


ee, 
韦 琪 公理 ， 


书 德 伯 忆 -马尔 采 夫 定理 … 


FES CBE) reme 


五 边 形 格 ee 


了 
L4 PII QE 


支配 整 权 e4eeMHMRe 


支撑 子 图 … "————9 


433 


支撑 线 /"T"———————— 


RARE eene Hmm 
ENTIA E Ti LE 
不 可 比较 的 赋值 ee 
不 可 比较 的 赋值 环 eM 
不 可 分 多 项 式 op 
不 可 分 解 元 素 ee 
PIAR oeer rererere 
不 可 分 解 线性 变换 eeren 
FRY APA BE eene 
不 可 压缩 曲面 eee 
TATE RE eeeeee]eÓHeI 
Aah A MELIOREM 
不 可 约 M 5BBE eene 


不 可 约 上 设计 … 
不 可 约 元 素 … 


不 可 约 对 角 占 优 矩 阵 - 
未 可 多 起 兽人 


KERAF = 


TAARN E 全 


DU c a 
不 可 约 映射， 


RE: 
不 可 约 埃 米尔 特 对 称 空间 


RSA 


不 可 约 特征 标 pp 
不 可 约 准 M EE eMeHeeyfl 
FRU A eee 


不 可 约 最 高 权 模 … 


不 可 约 最 高 权 模 的 水 平 = 


不 可 约 概 形 eeee€e-64 
puc up e 


不 可 约 黎 曼 对 称 空 间 ， 


分 类 : 
不 可 定 癌 流 形 ， 


Too 


R ae — € 
不 可 数 特殊 点 拓扑 e 
FR TT CBE GG FR eee 3 
zik lol PEE 
不 动 点 理论 eeeeeeeeeeee 
未 有 


SEA X peere re een 
ARSE & TE AER J Horee 
ARSE FET PAD if eMe 
TR FE x RT SE TZ Tp 6-9 
不 规则 性 wee eee eee eee cee HH 
不 变 子 拟 环 ves ess oes oreal ose re 
不 恋 子 空间 oeeeeeeeeeeeÜeey 


不 变 子 群 oon cae cee nee cee res can P 


TR AR KK een nnne nne nnn non ne eee non 


不 变 对 称 双 线性 形式 ， 
ee. ie 


不 变型 
不 变 测度 - 


Ie 7 er aeos re ERI as 
AES HE se sek ie sed ete noa boe pae us 
s 8354192 


pd Bose 
d cM 
不 定型 ， 


KENEAN see 


不 消失 定理 ， 


Xo EA ""——— 
[X Jal —"———————— ee 
区 间 拓 扒 eee 
区 间 图 ese 
区 间 超 图 ee ee 
IX Bubipeeeeeeeeee€ Ae 
区 域 不 变性 定理 eee 
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integral geometry ORO Pew 909 SES REF 09069 099 8928 HHH HOES SEs OHS BHA THE BOE 


integral homology groups 


integral ideal €36 299909 090 80969 990 RED 059 999 000 699 DOR OED 006 BOR ONE 
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P-primary ideal ocn ses ssosso sonaótonoveseso soo vost nos ono ot ono 
P-radical T""--———————m 


P-space 
Pythagorean closure (hull) 


Pythagorean field seereeceencnseneneccecce cae ses cae uence cee ces 


P-matrix 


P-problem €99 ese 865056 tae 9599 8953 ese BOB 596 sen sen $»9 0990 BER 9969969 $6259 


473 
* 249 
* 119 
500 
ses.. 233 
276 
* 178 
436 
* 508 
* 414 
* 414 
" 518 
EPA 
* 508 
"c 021 
318 
174 
* 514 
- 249 
”90 
”521 
521 
697 
: 682 
* 064 
* 182 
179 
* 179 
* 500 
* 040 
> 902 
944 
* 578 
* 578 
24 
* 487 


enone sce 249 


223 
275 

* 327 

* 220 

* 482 
e 482 
e 482 
220 
275 
* 277 
* 150 
326 
388 
* 645 
* 440 
440 
* 165 
127 


929 
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P-Sasakian manifold with a coefficient & 


packing design «enm ne cesses cesses ens nens 
* 55 
* 1232 
eee | 


packing number 
packing polytope 
packing problem 


pair of complexes Sees ees 9899 nee soe eee ene 049 2080264 ene eee nen eee ses 


pair of polyhedron 
pairwise balanced design 
palm graph 


panconnected graph 


pancyclic graph _ 0999 999 6899 HOR 50290820920 200 000 090090 009 999 G*9 690 996 
pandiagonal magic square 99999994529 sen eee ene nee nes ese ses ese ses 
* 034 


parabolic point of surfaces 


parabolic ray «eene nennen nenne 
parabolic subalgebra «mH en 
parabolic subgroup ee 
parabolic transformation «een nmm eee ene 
paracompact space ee 
parallel displacement — «eem 
- 543 
* 936 


parallel surfaces 


parallel translation of a vector on a surface 


parallelizable manifold COC SEC 956 OHH HOS 2860280609020 eH 9200902099220 Bee 


parametric equation of a curve 


parametric equation of surfaces eee eee ses cep 0909909900999 9829 


paranormal hypergraph 


partial coset table $46 0osaót00eóosóots0 0000906009009 999995 099999 959 
e 112 
* 367 


partial hypergraph 


partial lattice 8650696 086 8609 9609 90949 0950 999 0090 0099 999 90 see "99 " 


partial one-one transformation semigroup 5 


partial operation 


partial order 


partial ordering «m enne 
partial ordering relation — «seem 
* 588 
* 233 


partial regularity theorem 


partial transformation semigroup 


partially balanced incomplete block design ……… ese 
+ 390 


partially ordered module 


partially ordered set (poset ) FOO FH 1959 HOR OHS 05e 029 059 Bee 509 eee 


partially ordered-vecter space eee nee ces eee ete sae 999 Eee Tae He 


partially set , poset 


partially transverse Bee vee cee ene oes 909995099 999 ete 02009902 no" nes GH OHe 


particular point topology COC 29 929 nun ROR BOD OOo One 560 0509 209 596 


partite graph 


partition 


partition HUH MOH OOO OHO ORE ROE ROS CHE HER 090090909 9099 099 99» HAH HOH 509 ORO 
i 
* 68 


partition geometry 


partition lattice 


partition lattice ben ene 0956 999 5609 ces 999000009 09* 999 eee 959 one n^ hou 


partition 
partition 
partition 
partition 
partition 
partition 


partition 


930 


matroid UC See 090909 $9h 089 6459 OHO ABE 209 0099 09099909 0999992 ase 


of a set eae ene eee nen sec ene eee eee 0902909 


of a set 
of integer 
of unity 
of unity 


with order 


ene one one nee aen ees 


* 594 


55 


666 


* 666 
a— | 
* 86 
: 89 


88 
43 


542 
246 
216 
498 
631 
552 


714 


* 920 


531 


* llo 


229 


233 


: 398 
* 65 


364 


364 


97 


364 
392 


v: 65 


74 
620 


* 82 
NDA 


64 


374 
74 
31 


”375 
”491 
* 547 
e ELT 
-23 


partitioned incomplete latin square 5:5 42 
partitioning polytope «HMM 
partitioning problem *««*« mH 132 
partiton without order pe 23 
partly Ordered set «hh hm 364 
Pasting lemma — eee 639 
path see Henn nnn B3 
path set ssosso sso ves oor eto as noaosooseveevosvevevesetenoence eoo 590 
path — seen nnn 624 
path — seem Henn 659 
path algebras «eem 32] 
path component ee ese sos eso sscoevesocososeeeeesesecess GPA 
path connected space — «eem HH 624 
path connected subset «99M 624 
path lifting theorem «mm 661 
path Space eese een ene sen ee enne ee nno DO] 
pathologically /-permutation group — :*: 384 
pattern of function pe 23 


pentagon-type lattice Cae eee ses ese see 999 009 U694 Hee 5260 909 099999 369 


perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 
perfect 


perfect 


]-factorization 


closure 


code $990999 9099 9996 SHER 92€ HEH 80660 SHH 869 SHH 959 99599 0996 099 HOH ORE ORE 


compactification 
congruence 

cycle 

delay convention 
field 

field 


graph seu CHO HH ROR COC 60900000949 0909 Eee 56 168 465 999909089909 999 


graph conjecture 


group ese 9090 ses 99 0999 Non asc est 8686096 HHT 049 9990 009 HEH OAH $546 


hypergraph 
mapping 
mapping 


matching SOC SCE 999 8999 SHE 2698 456 999 CHE 0609 09909 999 ESB HEROES AEE 


Mendelsohn design 
module 

module 

partition 

rectangle 

ring 


Room square 


set "weh v5 845608980 0609 690949 699 9 999 "909 COh6 h6 4 5959906909009 999 999 TEENE] 
square @eeese nese ese 090989 099909998 ero ton 5*9 ene Ceesee eee set one 
subfield SUC SSH SHH 05295209 92048605 620 099 599 099 UV 992 OHS HEF CEA SEE 


triangle ere ese ces eee 999 »49» 9462 686 00909 096009 099 099 ane hona 650 nee 


l-factorization 


perfectly normal space *: HIR HH 624 
perimeter of convex figure «em 608 
period matrix «seem n e nene 519 
period of element in BCL-algebra pp 396 
periodic group eo... 218 
peripheral point «mee Bd 
peripherally compact space «menm 638 


peripherally continuous mapping 7:7 640 


permanent eee nennen nnne 2A 
permanent sesenta 24 
permanent seen n n n nnne 162 
permanent eee Henne nnn 162 
permanent eee Henn 175 
permanent «seem 175 
permutation «esses nnn 12 
permutation oor. 12 
permutation «eee emn 20] 
permutation group Cee Hn 20] 
permutation operator «mH 172 
permutation polytope tm mH 133 
permutation representation pp 203 
permutation with repetition A iE 12 
perpendicular array «mH 42 
perpendicular array «emm Hee 43 
perspective axis oe 374 
perspective element «mH 374 
perspectivity «eene nmn 370 
picture — «eee nnne 226 
piecewise linear mapping «entm tnmen eno tonne 697 
piecewise linear structure — seem 697 
pigeonhole rule eee 27 
place ese sos sesso nce eo ose no sossoe oso eso sooo sesso eso es AAT 
place compatible with orderings «5n 437 
place compatible with preorderings — **: 5 437 
placement problem — «rmm 132 
plaintext «seen eene 64 
planar difference set — «m 48 
planar embedding — «e mmmHHHHMHHM 98 
planar equivalence mmm 97 
planar graph — «meme 95 
planar immersion «eem 97 
planar near-ring — seem Henn 305 
planarity algorithm oo mm 98 
planarity auxiliary graph — «eee He OB 
plane curves «emn 527 
plane graph «Heer B6 
plane partition «eee 33 
plane vertex tree «eee nennen B5 
point closed mapping «emn 650 
point compact mapping tmm 650 
point connected mapping «5mm 650 
point density «rmn nmn nene nennen er err 595 
point inverse closed mapping ese ssososoossecsoosccescso GOC) 
point inverse compact mapping «nee 650 
point lattice — «seem 374 
point open topology **:« mH 64] 
point set topology **::emm HH 616 
point theorem — «esee nenne 523 
point type space Cee ee 638 
point type Subset «mH 638 
point wise order «mH IH 378 
pointed coalgebra «4H 339 


pointwise paracompact Space een sea ene 16050959 04» eee 999 9238 eee 631 


point-countable family pp 63] 
point-finite family «HH 631 
point-regular base «mH 633 
point-wise stabilizer «HH 203 
polar decomposition «eH 148 
polar form set cet hehehe ors ose thor 152 
polar in a lattice-ordered group 4:7 380 
polar of polytopes «erem ene enne 121 
polar subgroup cesso snesso sos eo sor erate ZQ) 
polar tersion class of /-groups — «mH 384 
polarity Of convex set «meme menn 602 
polarization eee 519 
polarized Abelian variety «s: 519 
poly finite group — «seem 290 
polycentral ideal ee ee oor. PRO 
polycentral ring ése ee nee eos Ee OO esee Ban One oso uot COs 000090 004 289 
polyhedral CONE ttt tet ceeereere cee sos sososossosesccocsecsecssses | | Q 
polyhedral decomposition theorem -«5: 120 
polyhedral matroid «He T] 
polyhedral semigroup — «mH 126 
polyhedral sequence «mH 126 
polyhedron «emn 119 
polyhedron of complex «eH 666 
polymatroid «eH 76 
polymatroid «eee 132 
polymatroid greedoid «HH 79 
polynomial algorithm — «e MMHHIHHHROI27 
polynomial equivalence HH HH 128 
polynomial identity of a algebra ::: HMM 317 
polynomial near-ring — seem 305 
polynomial ring «em He 262 
polynomial time algorithm one en mae cee Fee eet tte ono noecsoccoce 228 
polynomial universal algebra «m 399 
polytope «seme mH 119 
polytope tse ER E N E E EE 
poly-cyclic group temen HH nemen 290 
poly-infinite cyclic group «mH 290 
poly-.£ group ees cee ene ono oer ee ea eae es JOC) 
poset greedoid «eme BO 
positive cone *««eieeemm HH ene 378 
positive cone «eem enean 435 
positive cone of a po-ring «eH 388 
positive definite Hermitian form «m 154 
positive definite Hermitian transformation eo 148 
positive definite quadratic form «m 153 
positive definite symmetric transformation …………… 148 
positive definite transformation HH 148 
positive element of a lattice-ordered semigroup **++*+ 378 
positive element of a po-group = “ee ere see rennen 378 
positive graded ring «mH 297 
positive ideal «emen 392 
positive ideal «eee 392 
positive ideal of a lattice-ordered semigroup ee 378 
positive ideal of a lattice-ordered semigroup **++*++*++** 378 


positive implicative BCl-algebra 5B 394 


AAMAS 


positive implicative BCK-algebra — «emm 


positive implicative ideal 
positive implicative ideal 
positive index of inertia 


positive mass conjecture 


394 


* 396 
* 396 
* 152 
* 584 


positive matrix *89 809 998 0909 hà» $499 à*4à ene €26 169 9608 09009092920 900 * 9*9 


positive orthogonal representation mmn 
”379 
”523 
* 259 


positive part 
positive point theorem eee 


positive root of Kac-Moody algebra 


positive root system 999 von esa one 2489 ROR HOH 0269696000909 9099 990 9*9 


positive stable matrix 9999999299999 eee 868086 952809084 9098959898 9*6 


positive valuation SOR SCT He 0992998209499 BOK 868 60596096 9500 959 8099899 999 


positively graded vector space $99 CHR BOD ono OHO HOE 169400909949 098 


potential difference PRT TT RITTER TCR TEETER TERT TET 


power associative algebra 


power graph 


power regular semigroup 1649690609990 099 0809 959 C99 9099 se 


po-group 
po-groupoid 


160 
184 


244 
157 
374 
179 


potent semiring nos 629 090 OHH 099 999 0999 ROHR 09^ OHH ono SRO DOE RÓM oto ave 306 


110 


”332 


* 85 


236 


" 378 
t 376 


po-groupoid Seo 989 09099 09069 099 9 996 V 985 «99 6n6ó 646 99 09609 999 899 80980999959 


po-monoid sees ese eee 9099 9069 9099 999» U99» 92989569 49609 0809949299609 ses eee see ses 
> 387 
* 388 


po-ring 


po-ring of endomorphisms 


po-semigroup 96999 09600 0969 999 699 9 999 BOR "9209090026 086 HEHE 9609 0099 0999 BEE 


preadditive category eee 909989909 9329 no« non uon one 626 69 06090 0600 062 OEE 


preadditive category Coe sen eta ene net $68 COR SHH SER EHH 9960909999602 ORE 


precompact uniform Space eco 9239 hon HOR SER 094960908 9599 929992009 AES 


prefix code Bon Bem eee ese He 05600 999 BHT 9599 099 099 29998 REO SHES 656 999 9609 999 


preordered field «4H 


preordering 

preordering of higher level 
preradical 

preradical ring 
presentation of a group 
presentation of an /-group 
pre-positive cone 


price of graph 


376 
376 


376 
402 
402 
636 
239 
435 


* 435 
* 439 
* 283 
”283 
”229 
”386 
”435 
” 111 


pricipal factor POR SEK SHH 099 0589 009 099 $99 HEH HOH 96090990909 090 EEE 0959 
* 399 
”123 


primal algebra 


primal-dual method 


primary Abelian group «mmm 
- 145 
“327 
* 350 


primary component space 
primary decomposition of an ideal 


primary decomposition of a module 


primary domain Sue ERE u$ 9660 9099 SET 95090 SEH AHH 95294002056 0609 9609 999 


" 426 


primary extension eee «02 n0on22en009706096 8 


primary element of a lattice-ordered monoid ore ee 


primary ideal ee 
* 213 
* 326 
* 350 


primary ring 
primary ring 


primary submodule 


primary-decomposable ring enonmoec noo vov ooo SET OH BER EER OHO OKO 


* 115 


prime 


932 


193 


222 


326 


377 
326 


276 


prime characteristic Lie algebra 


prime decomposition of a graph 


prime divisor pon ene eonene 


prime divisor «enne sen enn cesses cen nnne 
prime dual ideal of a lattice «m tee sen cen ene 
prime dual ideal of a lattice «HI 
5 gud 


prime element 


prime element 


prime element of a integral lattice - ordered 
groupoid *$99909909 09" 2992029 ROÀ8 9*9 ese Cee B99 eee eee 93209n0269$69$006 BOS 
* 115 


prime factor of a graph 


prime field «enne renee ene nennen 
* 279 


prime Gamma ring 


prime graph eae 999 80099 $99? 9992 ere $486 nee B98B 989 soe see one 955 492609069092 eee 
prime ideal «emen nennen nenne nnn nenne 


prime ideal ee 
* 460 


prime ideal decomposition 


prime ideal decomposition 


prime ideal of a lattice aes 92519291 


prime ideal of a lattice «eem nnne 
prime ideal of a near-ring — eem 
prime ideal of a vector lattice «mmm 
prime ideal of a vector lattice «eH 
- 282 


prime module 


prime number theorem of arithmetic progression 
prime positive ideal «een nemen 
: 388 
: 304 


prime radical of a lattice-ordered ring 


prime radical of near-ring 


prime ring SOR SHH OHO 869 09608 SEHR 090 099 ASH Cho hon HHH 6059 999 999 0099 FOR OHS 
prime spectrum *9*9 999 hh 649 090909830 09990990098 9992 686 90$ 0960 009 OEE 999 


prime subgroup eee ese ese 999 9899 929 nóà 5*6 999 ses 9928302€90€9*59n€9 ene see 
: 391 


prime submodule 


prime /-ideal 


prime l-ideal es 920990999525 8059 0400009 009099999 One Bon o 10 209 909 000 
- 388 


prime ¿-ring 


primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 
primitive 


primitive 


action of a transitive group ooo ere 
* 311 
: 486 
- 399 


algebra 
character 


class 


"qe 
digraph — «meme Henn 
- 456 
- 339 
- 428 
- 423 


divisor 
element 
element 


extension field 


factor "—""-"-—"--———— rrr 
TP 279 


gamma ring 


group ees ese ose eee eee ene ne @eacoese eee eee taee neo ese 929682099 
* 270 


" 265 
* 238 
: 161 
* 161 
* 161 
> 347 


ideal 

idempotent element 
idempotent of a semigroup 
index 

matrix 

matrix 


module 


* 248 
* 115 
" 454 


509 
368 
368 


* 453 


377 


422 


85 


264 
453 


* 460 
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368 
303 
392 
392 


490 
392 


264 
325 
381 


* 388 


388 


385 


385 
87 


456 


204 


primitive near-ring 


primitive ordered (lattice-ordered)permutation 
"LE 
primitive polynomial «een 
， 270 
* 276 


primitive ring 


primitive ring 


primitive root of unity mets 656 568609 090€9€8089090 9009009990999 nae 8999 
* 369 


primitive set 


principal axes problem «me 
principal bundle — «emn 
+210 
* 486 
* 486 
* 455 


principal character 
principal character 
principal character of group 


principal class 


principal congruence «emn 
* 369 
- 498 
* 380 
« 361 
* 034 
* 580 
* 361 


principal congruence relation 
principal congruence subgroup 
principal convex /-subgroup 
principal crossed homomorphism 
principal curvature 

principal curvature 


principal derivation 


principal direction *«««e eem mmn 
* 454 
* 1909 
* 329 


principal divisor 
principal divisor 


principal fractional ideal 


principal genus «eee nnnm nennen eee ees 
principal gradation of QCA) «eH 
* 264 
* 315 
. 323 
* 368 
”368 
* 264 
« 323 


principal ideal 

principal ideal algebra 
principal ideal domain 
principal ideal of a lattice 
principal ideal of a lattice 
principal ideal ring 


principal ideal ring 


principal ideal theorem «mH 
principal ideal theorem «essere mme 
* 462 
* 145 
* 265 
* 213 
”350 
* 526 
* 598 
* 542 


principal Idele group 

principal idempotent element 
principal idempotent element 
principal indecomposable module 
principal indecomposable module 


principal normal vector 


principal osculating quadric eee 006080089006 ooo asa 999229 n 


principal parameter 


principal polar subgroup of a lattice - ordered 


EIOUP ————— 
principal polarization Coenen 
+260 
”193 


principal realization of basic representation 


principal series 


principal tangent CULVE 882 ete coe eoe ses ene nee see oso sot s] sos sss 
”627 


principal ultrafilter 


principal /-ideal osm 0698 0686 096 nes ese $*6 $69 ses ese 9999599 eae neon eoae ene 
principal /-ideal eco eso use BOR COE ene Des eee 0009900090999 079 09" Oe One® 


principally polarized Abelian variety * 519 


* 306 


385 
324 


456 


154 
689 


400 


534 


455 
255 


328 
465 


380 


519 


597 


380 
380 


principle congruence «sem 23] 
principle ideal of a lattice 70 
principle left projective semigroup 5H 237 
principle of duality * 141 
principle of inclusion and exclusion -*::5eHSH9mHROI9 
principle of inclusion and excursion ¢**+*+** enn 20 
principle of inclusion and excursion :::9 20 
principle of reflection *«« emm 33 
principle right projective semigroup 237 
pri-ordered set 364 
pri-ordering «mH 364 
probabilistic algorithm «n 128 
probabilistic algorithm «e 228 
probability number theory 497 
problem of assignment 28 
problem of bishops «mH 26 
problem of bracelet 15 
problem of circular permutation 15 
problem of class * 496 
problem of class field tower - 465 
problem of dance 28 
problem of encounter ***: hh eene TA 
problem of enumeration «mH 12 
problem of marriage 28 
problem of mate HH 16 
problem of necklace 15 
problem of perfect cover of chessboard 28 
problem of rook  *««*«e eee nen nennen ene neo son ene ten nonet neriennne 26 
problem of seven bridges in Koenigsberg 696 
problem of stamp permutation «m mHHHeHIHRO]Á 
problem of 36 officers 40 
product bundle 716 
product category 408 
product functor rhe ee ALS 
product invariance 625 
product of manifolds 712 
product of permutations 202 
product of polytopes coe eee eee eee 121 
product of row sums 24 
product of subgroups * 192 
product of subsets 192 
product of topological groups «eme 248 
product space 625 
product topology 625 
product uniform space seme 636 
product uniformity 636 
productive property 625 
product (category theory) «seme 409 
Drogenerator «eese Henne 354 
project scheduling «mm 13] 
projectable lattice-ordered group 381 
projected transformation group 562 
projection 689 
projection of a vector 149 
projection of bundle «HH 714 
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projection theorem 
projective cover of a module 


projective crossed representation 


projective deformation $826 046 eee 4604 029 922 999» eee 999 8* 90989929 9289 


projective differential geometry *** 90995909909 eee vee eee 9283929209 


projective dimension of a module 


projective general linear group *66 65 àbt*905pà 999 "999009 99909928 


projective image of polytope 


projective interval 


projective line element *999990999980 4209 90099 999 999 964 620 6 n6 HEE HOD 


projective minimal surface 


projective module Pee see see eee 082 ses 699 0949 ust $6425 6$»9 0.99 ose see BOR 


projective morphism FORSCH SEH 909 899 999 09099 999 $609 646 HHO HER EER ORE 


projective normal 


projective object 


projective representation See 090 862 4604 eon one PHO TOR 999 BOR 099 EEE 


projective representation ose eee ses 90920206 on 


projective resolution 99809009609 46080526 6*0 686 tee noe 452989099" 099999 


projective semimodule 


projective space SOR OCH OHH 900 090949 $99 090 6960 8606 2020909 929 $99 HEH 999999 


projective special linear group eee 869 Bon oro $nacsaco ease 906092092999 


projective special linear group of degree 2 over R 


projective special unitary group 


projective symplectic group Coe soe eee One eee Ree tee Hee 929 He 99 


projective transformation 9999099990090 0946 nen 4604 05260 089 one noh nou 


proJective unitary group 


projective unitary transvection group oe rnm 


projective variety 


projective f-module Pos 9499690090909 909 9*6 626 Bae 


projective S-scheme POS OOO 9060 ROR SOR 8**u999 999 ERE ROT 999999 EEE OBE 


projective-exchange ring 


projectively equivalent woot en 4299 999 95899 9099 0909 000 0999 0999090990989 


projectivity SES SOT SHH SHH 8288909064 854 SHE SHH 0599920989909 SHS SEH SFE SEE BED 


proper affine hypersphere 


proper coloring "992909999069 999 099 089 9099 909 0906 6906 ese nes 4602 658 oto c» 


proper factor SCO 999 $999 8069 00906 656 HSH non no2404 95829949 999 09920»990€9999 


proper morphism 


proper orthogonal transformation 


proper subgraph PEC SSO 909099909 SHS SSH 090 09960 0009 HOH DOR 696 6926 BED 
proper subgroup PPS SCHR OHH 999 09090900906 t46 09605 HOR 69 one OHO FOS vot 


proper submodule PHO 999 999 999 999 0990 OHH 09909 969 999 696 686 SOHO h6ón non 


proper subspace 


proper tree 996909069 09600960 69 HOR aso ono HOH ECE 0909 0900929099099 OHH OHH BOS BOR 
properly embedded supmanifold "*999990€9006€9090 see 98099920698 


properly nilpotent element SR CRO 9609 6*6 OHH 646 EHH 4*9 ABH ORO 9539 


properties of Chen class 


properties of Stiefel-Whitney classes «eee 


property of asymptotic series 
proximal invariant 
proximally continuousmapping 


proximally isomorphic mapping 


proximally isomorphic spaces ese 009 000 ses eee eee $26 non acc one 


proximity 


proximity induced by a metric Sen 8299899 999 see see ser ese ses see 


proximity induced by a uniformity oeeeeee eee ere 


934 


9464494 9844» FeO Te 9209809 959 See Bas Bee OHS 


9999945902509 »* 9» veo sesz ees 


"42599 999929899 


92868 tee 0699 ere 999" U*9 TOR 909 0999 099 eee eee 


proximity space «eee oo. 637 
proximity space induced by a z-base 5 638 
pseudo base «HH 645 
pseudo Cauchy sequence «enm A47 
pseudo charactor «eee GAG 
pseudo compact space «emen 628 
pseudo graph «eH nne B] 
pseudo limit «emen nnnm 447 
pseudo random code Re eene 59 
pseudo random code «HH 64 
pseudo variety «eee Henne 237 
pseudo /-group ses ese cece ee ene cen cee eects sosososeseoseseeese ses 327 


pseudo weight 


pseudo-affine hypersphere «emm 593 
pseudo-complemented element — «HH 372 
pseudo-complemented lattice «mH 372 
pseudo-convergent sequence — «emm HH 447 
pseudo-Frobenius ring «mmm 276 
pseudo-lattice-ordered group «mmm 387 
pseudo-manifold — «eH 669 
pseudo-metric «emn nn nn 616 
pseudo-metric lattice — «esee hen 374 
pseudo-metric SPACE eeseeeeeeeee nenne neenon GIG 
pseudo-sphere ese ses sososeósosossseosonesesecesesosesesesseses 537 
pseudo-spherical congruence «mH 543 
pseudo-symmetric set «Hee 614 
pseudo-umbilical submanifold «4A 579 
pseudomanifold with boundary pp 670 
public key cryptosystem — eee nm 64 
pullback «eH 410 
pullback module s: M III 347 
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TUNERXRIEAR PP. TRAE ER. RRC SAAN A TSB 《数学 辞海 ) 终 
于 杀青 付 样 了 ， 释 负 之 余 感慨 恨 多 。 

上 世纪 80 年 代 中 期 , 随 着 国家 改革 开放 的 深入 ,华夏 盛世 初 显 , 我 们 这些 数 学 工作 者 深 感 教学 与 
科研 息 需 ， 且 人 过 中 年 应 有 所 建树 以 无 愧 人 生 ， 于 是 决意 编纂 一 部 大 型 数学 工具 书 ， 以 振兴 祖国 数学 
事业 ， 为 中 华 民族 争光 。 当 《数学 辞海 ) 的 选 题 一 经 提出 ， 便 在 国内 外 数学 庆 启 得 热烈 反 啊 ， 特 别 是 得 
到 了 前 辈 名 家 的 亲切 关怀 和 积极 支持 。 又 经 广泛 调研 、 民 主 磋商 和 反复 论证 ， 一 部 集 吝 今 中 外 数学 成 
就 于 一 体 的 《数学 辞海 ) 忌 体 设 计 方案 被 确定 下 玉 ， 我 们 从 此 跤 上 了 始 料 不 及 的 艰难 历程 。 

立意 之 初 ， 我 们 考虑 到 国家 百业 待 兴 ， 财 力 鞭 缺 ， 准 备 不 靠 国家 拨款 ， 自 筹资 金 完 成 这 项 系统 工 
程 ， 交 一 条 民间 编纂 大 型 工具 书 的 新 路 。 为 搞 好 编纂 工作 ， 特 地 组 成 了 民间 机 构 一 一 数学 辞海 编辑 委 
员 会 及 其 第 设 联络 办 事 机 构 ， 数学 鲜 海 编辑 部 ， 并 得 到 国家 教育 部 、 山 西 省 教育 厅 、 山 西 省 新 闻 出 皮 
局 和 山西 省 教育 学 院 ( 现 与 山西 大 学 师范 学 院 、 太 原 师 专 合 并 为 太原 师范 学 院 ) 等 有 关 部 门 的 认可 。 SE 
稿 初 期 ， 由 于 有 200 余 所 院 校 及 科研 单位 几 代 数学 工作 者 的 热情 支持 和 积极 参与 ， 进 展 疝 属 顺利 ， 但 
随 着 工程 的 进展 ,要 在 全 国 范围 内 (包括 并、 人 台地 区 ) 的 1500 多 名 专家 、 教 授 之 加 联系 落实 把 稿 、 统 稿 、 
审 稿 、 改 稿 、 编 辑 、 校 对 等 工作 ， 再 加 上 绝 大 多 数 的 专家 、 教 授 是 利用 业余 时 间 完成 以 上 工作 的 ， 缺 
之 资金 来 源 和 专业 的 工作 人 员 等 困难 ， 使 之 民间 组 织 的 数学 辞海 编辑 部 实在 不 堪 重 人 负 。 为 解决 编辑 活 
动 经 费 ， 编 辑 部 的 一 些 人 几 度 成 为 当代 “ 武 训 ”四 处 奔走 ， 多 方 求助 。 就 这 样 ， 编 辑 部 仍 经 党 处 在 邮 
OE. TEAL SE Tite Be MELA Sz HT EH 

EZ “IUPUI +E" Zs CECHICE SES RT WEHERS SCA. RUA RES BAR ENA 
有 识 之 十 给 予 的 慷慨 捐助 ， 特 别 是 山西 省 人 民政 府 的 资助 ， 深 深 感 谢 山 西 教育 出 版 社 、 东 南大 学 出 版 
社 、 中 国 科学 技术 出 版 社 和 北京 大 学 出 版 社 给 也 的 关键 性 支持 。 我 们 也 不 能 忘记 那些 给 我 们 送 来 100 
元 、500 元 、1000 元 …… 的 捐助 者 ， 当 然 更 要 告诉 读者 的 是 : 如 果 您 感到 此 书 对 您 稍 有 帮助 的 话 ， 请 
不 要 忘记 这 1000 多 名 数学 工作 者 是 不 计 报酬 、 不 讲 条 件 地 编纂 这 部 工具 书 的 , 他 们 当中 还 有 很 多 人 把 
目 己 的 工资 捐献 给 编辑 部 ， 以 确保 数学 辞海 编辑 部 的 工作 不 致 中 断 。 还 有 一 些 专家 、 教 授 ， 历经 数 年 ， 
其 至 十 几 年 苗 心 修 典 ， 往 往 一 天 伏案 十 五 六 个 小 时 ， 终 于 积劳 成 疾 ， 竟 然 没 有 亲眼 看 到 《数学 辞海 ) 面 
世 ， 就 不 无 壮 憾 地 离开 了 我 们 。 听 着 他 们 临终 遗言 :“ 一 定 要 尽快 出 版 中 国 的 《数学 辞 海 )”， 更 增 浅 了 
我 们 的 一 份 案 迫 感 和 责任 感 。 

具有 悠久 历史 的 中 华 民族 ， 对 世界 数学 发 展 的 杰出 贡献 ， 长 期 为 世人 瞩目 ， 虽 经 中 沙 ， 但 中 国 当 
代数 学 科学 又 有 了 重大 的 进步 。 我 们 相信 : 在 国家 “科教 兴国 ”方针 指 5| 下 ， 中 国 必 将 再度 成 为 数学 大 
国 ， 深 望 ( 数 学 辞海 ) 能 为 实现 这 一 宏伟 日 标 略 尽 微薄 之 力 。 

《数学 辞海 } 第 一 版 即将 面世 之 时 ， 一 种 不 名 的 恐惧 荣 绕 心头 ， 它 的 质量 能 获得 读者 的 认可 吗 ? 能 
达到 立意 之 初衷 吗 ? 希望 广大 读者 在 发 现 此 书 的 种 种 辣 题 时 ， 不 音 赐 教 。 待 我 们 稍稍 哨 息 之 后 ， 将 再 
Wi HSA. PGRN ARTE. HCP Ree, WARS. 


数学 辞海 编辑 部 
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